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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a dolgozatban olyan algoritmusokkal foglalkozunk, melyek képesek racio-
nalis fliggvények polusainak (illetve ekvivalens médon polinomok zérusainak) meg-
hatarozasara. Ez a feladat a numerikus analizis egy klasszikus probléméja, melyre
szamos korabbi megoldas all rendelkezésre [1, 2, 3, 4]. Egy klasszikus polusmeghatéa-
rozo6 algoritmus Daniel Bernoulli nevéhez fiz6dik. Az tgynevezett Bernoulli-médszer
egy polinom dominans, azaz legnagyobb abszolut értékd gyokének meghatarozasara
alkalmas. Eredeti formajaban az r(z) := %, n-foku racionalis fliggvény Fourier-
egyiitthatoibol kiindulva, az egyiitthatokbol képzett sorozat hatarértékeként talalja
meg P polinom dominans gyokét. Gyakorlati (pl. mérndki) alkalmazasok soran a
vizsgalt racionalis fiiggvény fokszaméat gyakran ismeretlennek tételezziik fel. Fontos
hangsulyozni, hogy a Bernoulli algoritmus ilyen esetekben is képes elGallitani a domi-
néans polust, feltételezve, hogy rendelkezésre allnak a sziikséges Fourier-egyiitthatok.
Ezen kiviil megjegyzendd, hogy a Bernoulli algoritmus abban az esetben is hasznal-
hato, ha a tényleges Fourier egyiitthatok helyett csak diszkrét Fourier egyiitthatok
ismeretét tételezziik fel. A klasszikus Bernoulli algoritmus jelentés hatranya azonban,
hogy nem alkalmazhat6 olyan esetekben ahol P nem rendelkezik egyértelm domi-
néns zérussal. Ez kiilénosen nagy problémat jelent mérnoki problémak esetében,
ahol gyakran sziikséges olyan dinamikai rendszereket leir6, un. atviteli, racionalis
fiiggvények meghatarozasa, melyek polusai komplex konjugalt parokkal irhatoak le.

A probléma kikiiszobolésére a [5] dolgozatban Schipp és Soumelidis vezette be
a Bernoulli algoritmus egy modositasat. Nevezetesen, a [5]-ben bevezetett, azota

a |6, 7, 8]-ban "Schi-So" modszerként hivatkozott modositott Bernoulli algoritmus
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alapjat az adja, hogy trigonometrikus rendszer helyett, a vizsgalt racionalis fiigg-
vény un. Laguerre-Fourier sorfejtésébdl indul ki. Ez (1d. 2. fejezet) felfoghato ugy is,
hogy az eredeti racionalis fliggvény 0Osszes polusat egy hiperbolikus egybevagosagi
transzformécionak vetjiik alé, igy garantalva a transzformalt fiiggvényben egy domi-
nans polus meglétét. Az [5]-ben k6zolt eredmények alapjan [9]-ben bevezették a von
Mieses algoritmus megfelel§jét, ami hasonlé elv mentén képes megtalalni matrixok
dominéns sajatértékeit. A [10] publikdcioban olyan algoritmusokat vezettek be, me-
lyek az Schi-So moédszer iterativ alkalmazasaval képesek meghatarozni egy racionalis
fliggvény Osszes polusat. Ezt kovetSen [7|-ben bevezetésre keriilt az un. altalanositott
Schi-So modszer, ami Laguerre rendszer helyett dltalanosabb racionélis ortogonalis
sorbafejtésbdl indul ki. Jelen dolgozatban a Schi-So algoritmusok tovabbi altaldno-
sitasat javasoljuk. Eredményeink alapjat a 35th Mediterranean Control Conference
nemzetkozi konferenciara benyujtot és elfogadott publikicionk [8] szolgéltatja. A
javasolt modszer a korabbi, racionalis ortogonalis fiiggvényrendszerek helyett alta-
lanosabb, tigynevezett szorzatrendszerekre altalanositja a klasszikus Bernoulli és a
korabbi Schi-So eljarasokat.

Szamos mérnoki probléma leirhato lineéris, idGinvarians, egy dimenziés bemene-
tii és egy dimenziés kimenetii (LTI-SISO) dinamikai rendszerekkel. Bizonyos stabi-
litasi tulajdonségok és diszkrét idébeli mintavételezés feltételezése mellett egy LTI1-
SISO rendszer frekvenciatérbeli reprezentacidja, mas néven dtmenetfiiggvénye eleme
a H (D) térnek, ahol D a komplex diszket jeloli. A Hardy-terek tulajdonsagaibol fa-
kadoan a rendszer dtmenetfiiggvénye igy a Ho(ID) Hardy és Hilbert térnek is eleme.
Ennek megfelelGen, szamos feladat esetén (pl. az atviteli fiiggvény mehatarozasa,
un. identifikcaidja) érdemes a problémat Hilbert terekben altalanosan hasznalhato
ortogonalis sorfejtések segitségével kezelni. Az LTI-SISO rendszerek dtmenetfiiggveé-
nyeinek poélusai a gyakorlatban gyakran komplex konjugalt parok, igy sok esetben
nincs egyértelmi dominans poélus. Ilyen esetben az eredeti Bernoulli-médszer nem
alkalmazhato rendszeridentifikiciora. A Schi-So modszer egy tovabbi fontos elénye
a rendszeridentifikacio teriiletén az, hogy a hasznéalatdhoz nem kell ismerni az atme-

netfliiggvény polusainak szamat.
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1.1. 4bra. A Bernoulli-mo6dszerrel megadott hanyados-sorozat egy olyan kétpolusu
atmenetfliggvény, esetén aminek van dominans polusa, és olyan esetén, aminek
nincs. Amint lathato, a hanyados-sorozat (konjugaltja) az els6 esetben a dominéns

inverz poélushoz tart, mig a masodik esetben egyaltalan nem konvergens.

Jelen dolgozat a [8, 7| cikkekben leirt modszert béviti ki, tébb modositast beve-
zetve. Egyrészt, az eredeti Schi-So modszerhez képest, egy numerikus szempontbol
stabilabb eljarast ad a polusok meghatarozasara. Masrészt a [7] cikk bévitésével be-
mutatja, hogy a Bernoulli modszert altalanosithatjuk nem feltétleniil ortogonalis,
komplex analitikus fliggvények egy tagabb osztalyara. A javasolt altalanositas fel-
hasznalasaval egy Blaschke-szorzatokon alapulé Bernoulli algoritmust javasol, ami
a korabbi megkozelitéseknél szerencsésebb numerikus tulajdonsagokkal rendelkezik.
A javasolt modszerek hatékonysagat numerikus szimuléciokkal és egy konkrét fizikai
rendszerhez kothets identifikacids példan keresztiil szemléltetjiik.

A dolgozat a tovabbiakban az alabbi felépitést koveti. A 2. fejezet attekintést
nyijt az eredmények bemutatasahoz sziikséges matematikai fogalmakrol. A 2. feje-

zetben tovabba részletezziik a Bernoulli, illetve korabbi Schi-So algoritmusok mikd-
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dését. A 3. fejezetben bemutatjuk a dolgozat {6 6nallo eredményeit, majd a 4. fejezet-
ben numerikus kisérletek segitségével igazoljuk a javasolt eljarasok hatékonységét.
A szimulalt numerikus eredményeken kiviil a 4. fejezetben bemutatjuk a javasolt
altalanositott Schi-So modszer alkalmazaséat egy valodi méréseken alapulé probléma

esetén. Az Osszefoglalast és a kitekintést az 5. fejezet tartalmazza.



2. fejezet

Matematikal hattér

2.1. Dinamikai rendszerek

Szamos fizikai jelenség és mérnoki probléma ifrhato le dinamikai rendszerek se-
gitségével. Dinamikai rendszerekkel id6ben valtozo jelenségeket modellezhetiink.
Formaélisan egy dinamikai rendszert harom fliggvény hataroz meg. Legyen M €

{N,R} és k,l,m € N. Ekkor az alabbi fiiggvények egy dinamikai rendszert irnak le:

u: M — RF
r:R¥ - R (2.1)
y: R = R™
Bemenet Allapot Kimenet
R - >

u(t) X(t) y(t)

2.1. abra. Egy dinamikai rendszer sematikus abrazolasa.

A 2.1 abréan lathato u(t) leképezést bemenetnek, mig az x(t) és y(t) fliggvényeket
a t-id6pillanathoz tartozo allapotnak és kimenetnek nevezziik [11, 12|. Az u beme-
netet az y kimenethez rendel operatort M = R esetben folytonos, M = N esetben
diszkrét dinamikai rendszernek nevezziik. Dinamikai rendszereket folytonos idében

egy differencidlegyenlettel:



2. Matematikai hattér

2(t) = fx(t), ult),?)

(2.2)
y(t) = g(x(t),1),
diszkrét idében pedig egy differenciaegyenlettel:
a(t+1) = f(x(t), u(t), 1)
(2.3)

irhatjuk le. Mindkét esetben f: R! x RF x M — Rl és g : Rl x M — R™ (2.2). A
dolgozat a tovabbiakban diszkrét idejd dinamikai rendszerekkel foglalkozik. Ha f és

g linearis fliggvények, azaz:

(2.4)

akkor a rendszert linearis rendszernek nevezziik. Az A(t) = A, B(t) = B, C(t) = C

esetben, azaz ha az A,B és C konstans fliggvények, a
z(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Ca(t)

(2.5)

rendszert lineéris, idSinvarians rendszernek, vagy LTI (linear, time-invariant) rend-
szernek nevezziik [11, 12]. A dolgozat specialisan olyan LTI rendszerekkel foglalkozik,
melyek teljesitik az alabbi feltételeket. Egyrészt uw : M — R és y : M — R, azaz a
rendszer bemenete és kimenete egydimenzios (single input, single output, an. SISO).
Ezen kiviil feltételezziik, hogy amennyiben u korlatos, legyen y is korlatos. Ez utob-
bit bounded input, bounded output, in. BIBO stabilitasnak szoktdk nevezni. A
dolgozat ezen til olyan dinamikai rendszerekkel foglalkozik, amikre érvényes a SISO
és BIBO tulajdonség.

Végiil a vizsgilt rendszerekkel kapcsolatban megkoveteljiik a kauzalitast.
Barmely ¢ty € Z és uy,us : Z — R* bemenetek, illetve 31,7, : R¥ — R! esetén,
ahol uy(t) = us(t) (t < to) teljesiil, fennall az y,(t) = yo(t) (¢ < to) Osszefiigges.
Ennek megfelelGen kauzalis rendszerekben a kimenetek nem fiigghetnek a jovébeli

bemenetektsl.
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2.2. Rendszerek frekvenciatérbeli vizsgalata

Rendszerelméletben kitlintetett figyelem iranyul a dinamikai rendszerek frekven-
ciatérbeli vizsgalatara. Legyen ¢ a komplex sorozatok, un. jelek halmaza, tovabbé
legyen & := (zo,21,...) € € és k < 0 esetén x := 0. Ha az idGinvarians (2.4)

egyenletre alkalmazzuk a
X(z) = thzt (z€C) (2.6)
t=0
tgynevezett Z-transzformaciot, és a kapott egyenleteket atrendezziik [11], akkor az
Y(2) =C(z — A) lzag + C(z] — A)'BU(2)

egyenletet kapjuk, ahol a
H(z):=C(zI - A)7'B
fiiggvény a rendszer Gn. dtmenetfiiggvénye. Amennyiben a rendszer kezdeti allapota

nulla, azaz x(0) = 0, a frekvenciatérbeli leiras egyszertsodik:
Y(z) = H(2)U(2). (2.7)

Frekvenciatérbeli vizsgalathoz érdemes egy masik megkozelitéssel felirni az LTT-SISO

rendszereket. Egy LTI-SISO rendszer felirhato6 2], mint egy 7 : £ — ¢ leképezés:
r(u)=r*u, (r,uc/) (2.8)
ahol a x mitvelet a diszkrét konvoltcio:

(u*v), = Zujvk_j. (u,v €/) (2.9)

A H(z):=R(z) = 58 (H : C — C) fiiggvény ekvivalens a (2.7)-beli atmenetfiigg-

vénnyel. A BIBO tulajdonsag ebben az esetben azzal ekvivalens, hogy
7 il =l loo ={x € Lsupx < 0}

Masképp fogalmazva, r a korlatos sorozatok halmazat a korlatos sorozatok halma-
zara képezi le.
Ha a rendszer BIBO-stabil, akkor a H atmenetfiiggvény eleme a H>°(ID) Hardy-

térnek:

H*(D) ={f € A, sup M*(f,r)}, (1<s5<o00) (2.10)

0<r<1 B o
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ahol A a komplex analitikus, vagy holomorf fiiggvények halmaza és

wen) = (5o [Ieeran) <5 <o

2 ) .

M*(f,r) := max |[f(re™)| (s=o00).

te[—m,m)
Fontos megjegyezni, hogy a Hardy-terek tartalmazasi tulajdonsagaibodl kovetkezik,
hogy H*(D) C ... C H*(D), [13] igy H € H*(D). Mivel a H?*(D) tér Hilbert-tér, ezért
a dolgozatban vizsgalt identifikacidés probléma megoldasa sordn tdmaszkodhatunk a
Hilbert terekre vonatkozo6 ortogonélis sorfejtésekkel kapcsolatos eredményekre.
Amennyiben az r sorozatra teljesiil, hogy csak véges nem nulla eleme van, akkor
H egy racionalis fiiggvény. Ezen feliil, mivel ebben az esetben H analitikus D :=

DU T-n [2], H 6sszes polusa a komplex egységkoron beliil talalhato.

2.3. Racionalis fuggvényosztalyok

A tovabbiakban fontos szerepet jatszanak az

ro(2) (z€D,a €D) (2.11)

T 1w
elemi racionalis fliggvények. Legyen A := (g, g, ...) € D™ véges rogzitett halmaz.
Az A-beli pontok és (2.11) segitségével definidljuk az alabbi m-dimenzios H?(D)-beli
altereket:

R :=span{r, : a € A} = {ZAk-rak cap € AAL€C, (k=1,...,m)

= (2.12)

Nyilvanvalo, hogy z = % az r, elemi racionalis fiiggvény poélusa, emiatt az o €
D szamot r, inverz polusanak nevezziikk. Ha H € R, akkor H inverz polusainak
ismeretében meghatarozhatok a polusai is.

A racionalis fiiggvények mellett a tovabbiakban fontos szerepet jatszanak az

B,(2) =2 (:€D,aeC) (2.13)

1—az

tgynevezett Blaschke-fiiggvények. Konnyedén belathato, hogy B,(a) = 0. A
Blaschke-fiiggvények bijekciok a zart diszken. Az inverz leképezés a B,' = B_,
képlettel adjatdé meg, ugyanis:

Bu(B_y()) =t _ zmata-aPs (zeDaeC).  (214)
_(2)) = = =z (z a ) )
e l-a#=  1+4+az—az+|af ’ ’
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Egy maésik, a Blaschke-fiiggvényekre vonatkozo, fontos tulajdonsig az

1—|2[)(A — |af’)
|1 —az|? ’

1By = & (: e D,aeC) (2.15)

azonossag. Ebbdl kovetkezik, hogy a € D esetén B,(z) € Dha z € D és B,(z) € T ha
z€T. A (2.14) és (2.15) azonossagok kovetkezménye, hogy a B, : D — D és B, :
T — T fiiggvények bijekciok, azaz a Blaschke fliggvények az egységkort és a toruszt
onmagukba képezik le. A Blaschke-fiiggvények fontos szerepet jatszanak kiilonféle
modszerekben, amik dinamikai rendszerek atmenetfiiggvényeit hatarozzak meg. [2]
Emellett még érdemes kiemelni, hogy a Bolyai-Lobacsevszkij geometria Poincaré-
féle kormodellje is szoros kapcsolatban all a Blaschke-fliggvényekkel. Nevezetesen a
geometriai egybevagosagi transzformacioi leirhatoak Blaschke-fliggvények segitségé-
vel. [13]. Legyen
z—a

Ba(z):el_az, (a=(e,a) e T xD) (2.16)

a bovitett Blaschke-fiiggvényosztély. Ekkor B, o By = Bgep, ahol
a=(e,a) ((,a) eB:=T xD)

b=(v,0) ((7,0) €B) (2.17)
1+ aby _a—l—bfy)
T+aby’ 1+ aby

aob:= (ey

AB:={{B,: M - M,M € {C,D,T},a € T x D} halmaz zart a fiiggvénykom-
pozici6 miveletére. Emellett, mivel B 0)(2) = 2, azaz B € B semleges elem,

valamint B (_6 la

) = Ble,—ea), 1gy a bévitett Blaschke-fiiggvények csoportot alkotnak a
fiiggvénykompozicié miiveletével.
Blaschke-fiiggvények ezen kiviil szoros kapcsolatban &alnak az ugynevezett

pszeudo-hiperbolikus metrikaval:

po(21, 22) = | Bz (22)]. (21,22 € D) (2.18)

Legyen a := (ag, ay, ...,a,—1) € D", n € N. Ekkor a

n

B*(z) = [[Ba,(2) (€C.neN), (2.19)

=0
szorzatot (véges) Blaschke-szorzatnak nevezziik |2, 13, 14|. Egyértelmten, B® zérus-

helyei az a € a szamok. Blaschke-szorzatok fontos szerepet jatszanak H*®(ID)-beli

10
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fiiggvények faktorizaciojaban [14]. Amennyiben F' € H*(D), (1 < s < o0) ¢s az a
halmaz F' zérushelyeinek halmaza, akkor F' egyértelmien felithat6o F' = B,G alak-
ban, ahol G € H*(D) és ||F|

Hs —

2.4. Malmquist-Takenaka rendszerek

Legyen a = (a,,n € N) € C sorozat. Ekkor a

p() = 1o ViZlalfr H (2.20)

1—az

tiiggvényekbdl allo &2 = @2, n € N fuggvenyrendszert az a altal generalt Malmquist-
Takenaka fiiggvényrendszernek, vagy réviden MT-fliggvényrendszernek nevezziik

[13, 15, 16]. Barmilyen a = (a, € D, n € N) esetén 9 ortonorméalis H?(D)-n a
1 (7 G
(H.G) = / H(eNG(eh)dt, H,G e H(D) (2.21)
™ —T

skalaris szorzatra nézve [13]|. Emellett ®2 teljes Ho(ID)-n akkor és csak akkor, ha

[e.9]

> (1= |an]) = oo. (2.22)

n=0
Ez utobbit Széasz-feltételnek nevezziik [17].
A Malmquist-Takenaka fiiggvényrendszerek jelentGségét jol mutatja, hogy to-

vabbi fontos ortogonalis rendszerek altalanositasaiként foghatoak fel. Amennyiben

a
n

aj = a, (a € D,a; € a), azaz a minden eleme azonos, akkor az L,, =
tugynevezett Laguerre-fiiggvényrendszert kapjuk, ha a = 0, akkor pedig a trigono-
metrikus rendszert. Ha a = (a, € D, n € N)-re létezik olyan p € N, hogy a,, = a4y,
akkor a ®? rendszert p-periodikus MT-rendszernek nevezziik. A periodikus MT-
fiiggvényrendszerek specialis, p = 1 esete a Laguerre-fliggvényrendszer.

Az & MT-fliggvények szerinti

faln) == (f.02) (f € H*(D),n € N) (2.23)

szamokat f MT-Fourier egyiitthatoinak, vagy az a = (a, a, a, ...) esetben Laguerre-
Fourier egyiitthatoinak nevezziik. Mivel By(z) = z, igy Lo,(2) = 2™ és (f, Lo,) =
(f,z") = f (n) azaz a Laguerre-Fourier egyiitthatok specialis a = 0 esete visszaadja

f Fourier-egyiitthatoit.

11
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2.5. Bernoulli-moédszer

Legyen H € H*(D) atmenetfiiggvény, ¢s legyen A a H inverz poélusainak hal-
maza. Tegyiik fel, hogy H minden poélusdnak multiplicitasa 1, legnagyobb abszolit

értékd, in. dominéns inverz polusa a; € D, azaz teljesiil, hogy
|061|>|Oéj|. (j:2,...,m—1, Oél,ajEA>

A tovabbiakban az a; polust H dominéns inverz polusanak nevezziik. Legyen ¢ a

H k-adik Fourier-egyiitthatoja. Ekkor

g = —— = a7 + O(uwh). (w = max o ke N> (2.24)

Cht €A} o’

Masképp fogalmazva, H Fourier-egytitthatoibol képzett q,, := (q1, go, ...) hanyados-
sorozat H legnagyobb abszolut értékd, azaz dominans inverz poélusanak komplex
konjugaltjahoz tart, O(w") sebességgel, ahol w a H legnagyobb és masodik legna-
gyobb abszolit értékid polusainak hanyadosa.

Bernoulli egy adott P polinom zérushelyeit kereste ezzel a modszerrel, a ¢,
egyutthatokat rekurzioval allitotta el6 P egytitthatoibol. A két probléma ekviva-
lens, H(z) := W analitikus fiiggvény polusai megegyeznek P zérushelyeivel.

Bernoulli 6ta szamos modositasa sziiletett a modszernek. Legfontosabbak ezek
koziil Konig munkéssaga [18, 19], aki kiterjesztette a poluskeresési eljarast meromor-
fikus fliggvényekre, valamint az Aitken altal bevezetett modszer [20]. Aitken Hankel-
maéatrixokat allitott el§ a ¢, egyiitthatokbol, melyek felhasznalasaval H 6sszes polusat

kereste, azzal a feltételezéssel, hogy H poélusainak abszolut értékei kiilonbozsek.

2.6. Schipp-Soumelidis médszer

Elsfordulhat, hogy ¢ = maxaea\{a,} % értéke 1, vagy 1-hez kozeli, azaz van egy
polus, aminek az abszolat értéke megkozeliti a dominans inverz polus abszolat érté-
két. Ebben az esetben a q,, sorozat csak lassan, vagy egyaltalan nem konvergdl, igy a
Bernoulli-médszer nem alkalmazhaté. Amennyiben az LTI-SISO rendszer bemenet-
és kimenetfiiggvénye is valos, a rendszer dtmenetfiiggvényének polusai valosak, vagy

komplex konjugalt parok. Gyakorlatban ez sokszor azzal jar, hogy nincs dominans
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2. Matematikai hattér

polus. Példéul ha egy rendszernek két polusa van, melyek komplex konjugéltjai egy-
mésnak, akkor az abszolut értékiik megegyezik. Ilyen esetekben a Bernoulli-médszer

nem hasznalhato.

1. Tétel (Soumelidi-Schipp modszer). Legyen H € R figgvény és A C D a H
pdlusainak halmaza, (2.24)-hez hasonldan. Ekkor a ¢ := (H,Ly,) a H figguény

a € D paraméterrel generdlt Laguerre-Fourier egyiitthatoira teljesil a kovetkezo:

_C—k_ « w w = max—|B ( )|
G == By(ar) + O(w"), ( = max o (al)l’k € N) (2.25)

ahol oy a H fiigguény B,-domindns polusa [5]. A H fiigguény oy pdlusdt, amelyre
teljestil, hogy
[fla)] > [fla)] (f:D—=C, aeA\{a})

a H f-domindns polusanak nevezzik.

Nem nehéz belatni, hogy a Schi-So algoritmus abban az esetben is mtikodik, ha a

Laguerre-Fourier egyiitthatok helyett a (L, x, H) skalaris szorzatokat valasztjuk c-

1
1—az

nak. Fontos megjegyezni, hogy a Cauchy-integralformula alapjan egy r,(z) =
fiiggvény és a L, Laguerre-fliggvény skalaris szorzata megadhato
(Lugera) = Lus(e) = 12 i

forméban. Igy a H(z) = Z;n:() To,;(2) fliggvény Laguerre-fiiggvényekkel vett skalaris

= (H,L.x) = i” BX(

—lal*
1 —ao;

szorzatail

alaktak. Ez azt jelenti, hogy ¢ felfoghato mértani sorozatok Osszegeként, igy elég
nagy k € N esetén a ¢, Osszes tagja elhanyagolhato a legnagyobb kvocienst tagot
kivéve. Ebbgl kovetkezik a (2.25) egyenldség, valamint az is, hogy a konvergencia
sebességét az a két polus hatarozza meg, melyek B,-transzforméltja a legnagyobb
abszolut értékd.

Ezen feliil, vegyiik a H'(z) := Y., —~— transzforméalt atmenetfiiggvényt.

J=0 1-Bga(aj)z
Ekkor, hiszen Lgx(z) = 2*, fennall hogy

<La,ka H> _ <La,k7 H> _ <La,k7 H>
(Lok—1,H) (Log-1,H")  (ex—1,H")

— By(a1) (k— o0)
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2. Matematikai hattér

és
(ex, H')
<€k—17 H/>

azaz az a paraméterrel alkalmazott Schi-So médszer ekvivalens a H polusainak B,-

— Bi(aq), (k— o)

transzforméaltjabol elGallitott atmenetfiiggvényre alkalmazott Bernoulli modszerrel.

2.7. MT-Schipp-Soumelidis

A [5]-ben bemutatott Schip-Soumelidis modszer modositott valtozata Laguerre-

Fourier egyiitthatok helyett periodikus MT-Fourier egyiitthatokat hasznal fel.

2. Tétel (MT-Schipp-Soumelidis modszer). Legyen H € R figgvény és A a H € R
polusainak halmaza, illetve legyen a egy p-periodikus sorozat, ahol a, = apip €s
aminek egy periddusa a = (ag,a1,...,a,—1) € DP. Legyen ®* az a sorozat dltal
generdlt periodikus MT-fiigguényrendszer (n € N). Ekkor a vy, := n + pk, (n < p)

jeloléssel

| Ba ()|
+O0OWw"). w:= max —22L 2.26
( ) acA\{a1} |Ba(&1)| ( )

G = <Z‘k,H> _ ¢2(O‘1)
( 3k—1:H> ¢a_ ()

[7]

Ahol oy a H filigguény Bg-domindns pélusa, azaz
Ba(ag) > Ba(a). (a€ A\ ay)

Az «; poélus ebben az esetben is konnyedén visszafejthets. Legyen k =

—\/7‘1;1:”_'32 Ekkor a (2.26) hanyados kifejezhetd

Oalz) _ 2= an (2.27)
a_1(2) 1—a,z
alakban, aminek az inverze a
= + ap1
=5 2.2
Q) = o (228)

fiiggvény, igy az ay = Q(limy_,0 qx) forméaban kaphato vissza.
Az altalanositott Schi-So modszer lehetséget ad arra, hogy tn. poluseliminécio
hasznalataval H Osszes polusat meghatérozzuk. Amennyiben méar megtalaltuk a B,-

dominans oy polust, vegyiik a a; := a U {a;} € DPT! vektort és az ebbdl eldallitott
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2. Matematikai hattér

ay, p + l-periodikus sorozatot. Amennyiben az altalanositott Schi-So modszert Gjra
alkalmazzuk H-ra a &' MT-fiiggvényrendszerrel, a megtalalt pélus nem a; lesz,
hiszen B, (a1) = Bqa,(a1) = 0, igy a3 nem lehet H B, -dominans polusa.

A poluseliminécios eljarast egymas utan tobbszor alkalmazva minden alkalommal
egy 4j polust talalunk meg. Mivel a polusok szdma nem feltétleniil ismert, felmeriil a
kérdés, hogy mikor allitsuk le az algoritmust. Legyenek a := (v, as, ...ay) az eddig
identifikalt polusok és legyen ¢p* az oy := (aq, @, ..., i) paraméterekkel generalt
Malmquist-Takenaka fiiggvény. Ekkor a ¢, := (H, ¢ ") jeloléssel legyen H k-edik

MT-részletosszege
k

Sg=> ¢l (2.29)

Jj=1

A projekcié hibajat un. PRD-vel (percent root mean squared difference) [7] jelle-

[H = S35
PRD(at) := ‘IIS"—IIJQHH -100 (2.30)
J 2

Ismeretlen polusszam esetén egyszertien megadhatunk egy kiiszobértéket, és a polus-

mezhetjik:

eliminacios eljarast addig ismételjitk, mig PRD(a) a megadott kiiszobérték folott

van.

2.8. Numerikus szempontok

Mivel numerikus médon nem tudjuk kiszdmitani a g, sorozat hatarértékét, igy
egy megfeleléen nagy & € N* indexi ¢ elemmel kell kozeliteniink. Bonyolitja a
problémat, hogy mivel a ¢, sorozat gyorsan kozelit 0-hoz, igy a g, hanyadossoro-
zatban numerikus hibak léphetnek fel. Emiatt érdemes a ¢, elemet a sorozat egy
olyan helyérdl valasztani, ahol a sorozat tagjai kozel esnek egyméashoz. [7] A hanya-
dossorozat hatarértékének approximéacidjahoz egy cstszé ablakot hasznalunk, hogy
meghatarozzuk azt az intervallumot, ahol a sorozat a legkevésbé oszcillal. Adott q,,

sorozatra s J = [y, + L] index intervallumra legyen:
w(J,q,) = max|g — ¢;|. (2.31)
i,j€J
A hatéarértéket egy olyan ¢, taggal approximaljuk, hogy

w(lk,k+ L], g,) = min w(ly,y+1L],q,), (kdLeN, 1<k<d).
SYS
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2. Matematikai hattér

azaz q a @, sorozat legkevésbé oszcillalo, L hosszi intervallumanak els eleme.
Egy masik fontos probléma az, hogy milyen paramétereket valasszunk, hogy pon-
tos becsést kapjunk a polusokra. A kapott, (2.31)-ben felhasznalt g, sorozat fligg a
valasztott a-paramétertsl, igy ha egy a € D paraméter szerint szeretnénk minima-
lizalni, akkor egy nemlinearis optimizéacios problémat kapunk. A [7] publikacio két
megkozelitést is nyujt a probléma megoldasara. Az tn. Monte-Carlo algoritmus so-
ran szimplan alkalmazzuk az eljarast tobb, véletlen moédon valasztott aq, as, ... € D*
paraméterekkel és valasszuk ki azt, amelyik a legjobb eredményt adja. A méasik
megkozelités az tagynevezett hiperbolikus Nelder-Mead algoritmus [21] alkalmazésa.
A Nelder-Mead modszer [22| egy numerikus optimizécios algoritmus, mely itera-
tiv modon végez geometriai transzforméciokat egy szimplexen, aminek a csticsai az
optimizacié jelenlegi allapotéat reprezentaljak. A hiperbolikus Nelder-Mead valtozat
hiperbolikus geometriai transzforméciokat alkalmaz, ezzel biztositva, hogy a szimp-

lex cstcsai az egységdiszken beliil maradjanak.
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3. fejezet

A Bernoulli moédszer altalanositasa

Ebben a fejezetben ismertetjiik a poélus identifikicios eljarasokhoz kothets 1j

eredményeket.

3.1. Egyiitthato-sorozatok képzése alternativ moédon

A Soumelidis-Schipp moédszer egy H € R komplex racionélis fiiggvény ¢, :=
(Lan, H) = 3770 Aj - Lan(ay) (forditott) Laguerre-Fourier egyiitthaté-sorozatabol

c,

»— hanyados-sorozat hatarértékét vizsgalja.
Cn—1

képzett g, =

A ¢, sorozat mértani sorozatok Osszege, emiatt 0-hoz tart. Igy nagy n-esetén g,
két nagyon kis szdm hanyadosa, ami a gyakorlatban numerikus hibak miatt a q,,
sorozat instabilitdsdhoz vezethet. Ezen problémék kikiiszobolése érdekében beveze-

tiink egy 4j modszert g,, hatarértékének kiszamitasara.

3. Lemma. Legyen H € R, ¢, := (Lon, H) €s q, := -=2—. Tegyiik fel, hogy a q,

Cn—1"

sorozat konvergens és s = lim q,. Ekkor a y/c, sorozat is konvergens és lim /c, =
n—oo n—oo

S.

Bizonyitds. Legyenek s1 > so > ... > s, € D a ¢,, 0sszeg tagjainak kvociensei, azaz
Cp = ZAj -sh. (A;€Cs;€D) (3.1)
j=1

Ekkor lim Z;’LQ(%)" =0 (hiszen s; > 59 > ...) és lim /A, =1, igy:

n—oo n—oo

m

Ve = r ZAjsg‘:sln A1+Z;Aj (S—i> —$1. (n— 00) (3.2)
=

J=1
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3. A Bernoulli médszer altalanositisa

]

A kapott eredmény a d’Alembert hédnyados- és Cauchy gyokkritériumok kozotti
kapcsolatbol is kévetkezik. Gyoksorozat hasznélata hanyados-sorozat helyett tobb
elénnyel is jar, példaul a gyokkritérium sokszor olyan esetekben is alkalmazhato,
mikor a hanyadoskritérium nem. Ezen feliil az n-edik gyok kiszamitasa ekvivalens az
n-foku polinom gyokkeresési problémajaval, amire szamos, numerikus szempontbol
stabil és hatékony modszer létezik. |23, 24].

Az gybkvonast hasznald sorozatképzésnek egy héatranya van. A sorozat tagjai
komplex szamok, igy adott ¢, € C esetén n olyan z € C szam van, amire 2" = g,.
Emiatt n-edik gyokvonas soran n kiilonb6z6 megoldast kapunk, amik koziil csak az
egyik a keresett érték. A gyakorlatban ez azonban tobbnyire nem jelent problémét,
ugyanis sok esetben a rendszer néhany tulajdonsaganak korabbi ismeretébdsl meg
tudjuk hatarozni a polusok helyét, ami alapjan ki tudjuk valasztani az n-edik gyok
n agai koziil a megfelel§ értéket. Példaul, a 4. fejezetben targyalt DC-motorrol

ismerjiik, hogy a polusai pozitiv valos szamok.

3.2. Altalanos fiiggvényrendszerek

A dolgozat {6 hozzajaruldsa az MT-Schi-So mddszerben hasznélt fliggvényrend-
szereknek egy altalanositdsa. Az modositas lehetévé teszi, hogy az MT-Schi-So mod-
szer soran periodikus MT-fiiggvényrendszerek helyett barmilyen H?(D)-beli, nem
feltétleniil ortogonalis, analitikus fiiggvényrendszereket hasznéljunk.

Legyen ¢ : D — D tetsz6leges holomorfikus fiiggvény. Ekkor a Cauchy-féle in-
tegralformula [25] miatt: (¢, r,) = (). Legyenek

Fp = (1,2, ... ) € ADY,  (¢; € H*(D)) (3.3)

figgvények, ahol A(D) az a diszken analitikus fiiggvények halmaza, azaz 1; : D — D,
ahol (j € (1,2...,p)). Legyen F fuggvénysorozat az F, figgvények p-periodikus

kiterjesztése, azaz

F = (1, 1a,...), (b€ Fpje(1,2,..p) (3.4)
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3. A Bernoulli médszer altalanositisa

¢S Ynikp = Un, ahol (n,k,p € Nt n < p). Vegyiik a ¢,(z) : D — D fiiggvényrend-

szert, ahol
dn(2) == N(2) ij(z). (1p; € F,N € A(D)) (3.5)

Mivel ¢,, egy periodikus fiiggvénysorozat produktuma, igy egy vy := n + kp szamra
teljesiil, hogy

6(2) = 0V () = NP [0 @=T]v) @)

Mivel a ¢, (j € NT), N € H*(D), igy ¢, is H*(D)-beli.

Az igy kapott fiiggvényrendszer az eddig targyalt MT-, és Laguerre-

VLR o B = (B,

1-az -

fiiggvényrendszerek altalanositasa. Amennyiben N(z) =
(a € D) esetet vessziik, akkor visszakapjuk a Laguerre-fiiggvényrendszert. Ha
N(z) =1 és F, = (id) akkor a trigonometrikus fiiggvényrendszert. Hasonlé mo-

don kaphatjuk meg a periodikus MT-fiiggvényrendszereket is.

4. Tétel (Altalanositott Schipp-Soumelidis modszer). Legyen H = Do Ajra, €
R, ahol m € N*, A; € C, illetve legyen A € D™ H inverz polusainak halmaza.
Legyen vy := n + kp, (n,k,p € N*,n < p). Legyen ¢,, := N [[;_, ¥; az el6z6ekben
definidlt fligguényrendszer eqy N analitikus figguénnyel. Tegyiik fel, hogy c; € A a

H fiigguény V-domindns pélusa, azaz |V(oy)| > |V(a)| minden o € A\ oy esetén.

Ekkor a c,, := (¢, , H) sorozatbdl képzett q, := Cc”’“l hdanyados-sorozatra teljestil,
'Uk—

hogy:

_ Pry1(ar)
= (z)n(@l)

Bizonyitdas. A Cauchy-integralformula miatt, és ¢,, definicioja alapjan:

+O0w"), w:= max [T(a)l

B, 10 )] (3.7)

_ N\ K
amibdl, hiszen lim Y7, A;én(a;) (igzi g) = 0, az allitas egyszertien kovetke-
n—oo

zik. O



3. A Bernoulli médszer altalanositisa

A (3.7). tétel altalanositja a masodik fejezetben attekintett poluskeresd eljara-
sokat, az el6bb bemutatott fiiggvényrendszer-valasztasok esetén a (2.25) és (2.26)
egyenleteket kapjuk vissza. A kiterjesztett modszer lényegi eltérése az el6zé eljara-
sokhoz képest az, hogy nem feltételezi a felhasznalt fiiggvényrendszer ortogonalita-
sat. Ahhoz, hogy egy adott ¢, fiiggvényrendszert alkalmazni tudjuk a modszerhez,

csupan harom tulajdonsag sziikséges:

o A ¢, fiiggvények H?(D)-belieck legyenek. Ez azért kell hogy alkalmazhassuk

Cauchy-formulat.

e ¢, : D — D, annak érdekében, hogy a hanyados-sorozat konvergens legyen

(hiszen ekkor w < 1).

e ¢,-t egy periodikus fiiggvénysorozat generalja (habar maganak ¢,-nek nem

kell periodikusnak lennie).

Az eddig targyalt eljarasok soran fontos kérdés volt ¢, konvergenciasebessége. Mivel
a javasolt altalanositas lazabb feltételekkel él a g, sorozat elGallitaséaval kapcsolatban,
ezért lehetGséglink nyilik a korabbi eredményeknél |6, 7] jobb numerikus tulajdon-

sagokkal bird sorozatok konstrualésara.

3.3. Tobb pélus meghatarozasa

A kiterjesztett eljaras is hasznalhato tobb polus meghatarozasara. Legyen aq a
H € R fiiggvény W-dominans poélusa. Legyen tovabba f : D — D, f € H?*(D)
fiiggvény, melyre igaz, hogy f(ay) = 0 és f(z) # 0, ha z # 0. Ekkor, ha az F,
fuggvényhalmazhoz hozzéavessziik az f fiiggvényt, azaz vesszik az Fpiq := F, U{f}
halmazt, majd ennek segitségével elGallithatjuk a (3.5)-ben definiélt ¢, fiiggvényso-
rozatot, akkor ennek hasznéalataval ismételten alkalmazhatjuk a (3.7)-es tételt. Mivel
ebben az esetben ¥(ay) = 0, igy a q,, sorozat biztosan nem «;-hez fog tartani, az-
az egy masik polust fogunk megtalalni. Az eljarast iterativ modon alkalmazva meg

tudjuk talalni a H fliggvény Osszes polusat.
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3. A Bernoulli médszer altalanositisa

3.4. Polusidentifikdcié Blaschke-szorzatokkal

Mivel nagy n index esetén a q,, sorozatban numerikus hibak 1éphetnek fel, fontos,

hogy ¢, minél gyorsabban konvergaljon. A konvergenciasebesség O(w™), ahol w =

maXacA\o; ﬁ,((aoj))". Ez azt jelenti, hogy q,, akkor konvergal gyorsan, ha van egy polus,

aminek a U-transzforméaltjanak abszolut értéke sokkal nagyobb, mint a tébbi polusé.
Legyen N(z) = 1, és ¢; := By, ahol a; € D\ {0} és a; = 0, (j # 0). Ekkor
U(z) := Ba(z) = 271 B,(z) ahol a = (a,0,0, ...,0) € DP. Ezekkel a tekintsiik a (3.6)

egyenletben meghatarozott fliiggvényrendszert:
Gu(2) = 2" By (2)UH(2).  (U(2) = 27" By, (2)) (3.9)

Az igy definialt fliggvényrendszer analitikus, tovabba a ¢, fiiggvények a diszket
onmagara képzik. Igy a (3.7) tételt alkalmazhatjuk a ¢,, rendszerrel.

Mivel |¥(z)] < 1 ha z € D és |[¥(0)] = 0, ha p > 1, a Schwarz-Pick lemma
alapjan [26] |¥(z)| < z, ha z € D. Ez azt jelenti, hogy az el6bb definialt transzfor-
mécié valamilyen H € R fiiggvény polusait 0-felé hizza. Ez a hatas minden polusra

érvényesiil, azonban a nagysaga nem azonos minden poélus esetén.

) Inverz pélusok elhelyezkedése L Transzformalt inverz pdlusok elhelyezkedése
& 1 inverz polus & 1.trinverz polus
0.8 & 2. inverz pélus| 0.8 & 2.tr. inverz polus
3. inverz pélus 3.tr. inverz polus
0.6 ® ] 0.6 3 Blaschke-paraméterek
0.4 1 0.4
®
0.2 0.2
0 0 @
-0.2 -0.2
O L
-0.4 1 -0.4
-0.6 1 -0.6
-0.8 E -0.8
-1 -1
-1 -0.5 o] 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

3.1. dbra. Egy harompolusi rendszer inverz poélusai és az inverz polusok egy,
a (3.9) szerint definialt Blaschke-szorzattal valo transzformaltjai. Mint lathato, a
transzformécié sordn mindharom polus kozelebb keriilt 0-hoz, de az egyik sokkal

kevésbé, mint a masik kettd.
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3. A Bernoulli médszer altalanositisa

Inverz polusok elhelyezkedése Transzformalt inverz pdlusok (p = 1)
1 ——
@ 1.inverz pélus @ 1.tr. inverz pélus
® 2. .inverz pélus ® 2.t inverz polus
[ ] 3. inverz palus 3.tr. inverz polus
0.5 0.5 () Blaschke-paraméterek
0 0 ® )
&
L
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Transzformalt inverz pdlusok (p = 5) Transzformalt inverz pdlusok (p = 40)
1 —— 1 ——
@ 1.tr inverz pélus @ 1.tr inverz pélus
@ 2.t inverz pélus @ 2.tr inverz pélus
3.tr. inverz polus 3.tr. inverz polus
0.5 (3 Blaschke-paraméterek 0.5 3 Blaschke-paraméterek

0

® @
o - O
-0.5 -0.5
1 -0.5 0 0.5 1 T -0.5 0 0.5 1

-1

3.2. abra. Az inverz polusok 2P~ B,(z) Blaschke szorzattal valo transzforméaltjai
kiilonbo6zé p értékek esetén. Ahogy p-t noveljik, az inverz poélus
transzformaltjainak aranya elGszor novekszik. Mivel transzformécié a dominéns

inverz poélust is 0 felé huzza, elég nagy p esetén ez az arany csokken.

Egy tovabbi elénye a modszernek, hogy mivel ¢,(2) = 2" 1 B,,(2) és ¢p_1(2) =

pnler) _ a1"'Bgy(a1)
¢n—1(a1) — o1 1By (1)

2"2B,,(2), a q, sorozat q hatarértéke q = = o, azaz a
hényados-sorozat hatéarértékeként egybdl a W-dominans inverz polust kapjuk.
A poluseliminacios eljaras ezzel a fiiggvényrendszerrel is alkalmazhato. Ha F, =

(a,0,0,..,0), akkor legyen F, 1 = (a1, a,0,...0), ahol oy € D a megtalalt polus és

Pn(z) = Zn_lBa(z)Bm(Z)a (n <p)

U(z) := 2P ByB,,.

A kapott fliggvényrendszer megfelel (3.7) feltételeinek, valamint a W fliggvény ugyan-

ugy 0-felé hiizza a polusokat és a; nem lesz W-dominéns polus.
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4. fejezet

Numerikus kisérletek

Az 0j modszer hatékonysagat numerikus kisérletek segitségével mutatjuk be.
Célunk igazolni, hogy a modszer robosztus a poélusok elhelyezkedésével szemben,
illetve ezen feliil barmilyen (kauzalis, SISO-LTI és BIBO stabil) rendszeren hatéko-
nyan alkalmazhato.

Szimulalt példak mellett egy valos életbdl vett polusidentifikacios problémén is
megvizsgaljuk az eljarast. A kisérlet sordn egy DC-motor identifikaciojat végezziik

el.

4.1. Szimulaci6és eredmények

A szimulélt tesztek sordn véletlen moédon generalt dtmenetfiiggvéneket identifi-
kalunk. Az dtmenetfiiggvények A;, A,... € C egyiitthatoit és aq, as... € D polusait
véletlenszertien vélasztjuk. A polusok, valos életbeli példakat alapul véve komplex
konjugélt parok. A valasztott paraméterekkel generaljuk a H := ZTzl Ajre, € R at-
menetfiiggvényt. A H fiiggvény egy polusat meghatarozzuk a (2.26) és (3.7) modsze-
rekkel, majd mindkét modszert felhasznalva alkalmazzuk a poluseliminécios eljarast
az atmenetfliiggvény Osszes polusanak meghatarozasara.

Az o identifikalt inverz polus hibajat a legkozelebbi inverz poélustol vald tavol-
sagaval mérjik:

Err = ggll la* — al. (4.1)
Emellett még szamon tartjuk a legkozelebbi polus sorszamat, és megvizsgéljuk,

hogy héany olyan poélus van, amit a modszerek egyszer sem talaltak meg. A (3.9)-
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4. Numerikus kisérletek

beli fliggvényrendszert hasznalé modszer esetében kiilonb6z8 p periodikus Blaschke-
szorzatokbol generalt fiiggvénysorozatokat is vizsgalunk. Az F, = (B,,1d, ...,id) €
A(D)? fiiggvényekbdl generalt fiiggvényrendszert alkalmazzuk p = 2,3,...,5 esetek-
ben is és azt az eredményt vessziik a modszer eredményének, aminek a legkisebb
a (2.30) egyenlettel definialt PRD-hibaja. A kiilonb6z6 modszerek fiiggvényrendsze-
reit leir6 diszkbeli paraméterek meghatarozasara a hiperbolikus Nelder-Mead mod-
szert hasznaltuk fel [21]. A kisérleteket 100 kiilonb6z$ atmenetfiiggvényre végeztiik
el, 2,4, 6, 8 és 10 polusra, mindkét modszer esetén. Az aldbbi 4.1 tablazat tartalmaz-
za a (4.1) egyenlettel kapott hibak atlagat és szorasat, illetve a megtalalt polusok

szamanak atlagat.

4.1. tablazat. Az atlag és atlagos szoras, valamint a megtalalt pélusok szamanak

(PS) atlaga 100 kisérletet tekintve, 2, 4, 6, 8 és 10 polussal.

Po6lusszam Meto6dus Atlagos hiba | Széras | Atlag PS
MT-Schi-So 0.1391 0.2078 2.0
’ Blaschke-szorzat 0.0226 0.0790 1.97
MT-Schi-So 0.3151 0.2135 3.27
! Blaschke-szorzat 0.0620 0.1307 3.96
MT-Schi-So 0.3026 0.2023 5.44
° Blaschke-szorzat 0.1117 0.1552 5.79
MT-Schi-So 0.2668 0.1927 6.82
; Blaschke-szorzat 0.1324 0.1568 7.33
MT-Schi-So 0.2357 0.1770 7.89
H Blaschke-szorzat 0.1430 0.1552 8.49

A hanyados-sorozat hatéarértékének approximaciojahoz a sorozat, (2.8)-ben de-
finialt, legkevésbé oszcillalo intervallumbol valasztunk egy kozelits értéket. Annak
érdekében, hogy demonstréaljuk az j moédszer konvergenciasebességét, sorozatoknak
csak az elsd 50 elemét vizsgaltuk.

Amint lathaté a Blaschke-szorzatot hasznald megkozelités jelentGsen jobb ered-
ményre vezet, mint a MT-rendszereket hasznéld, mind a megtalélt polusok szé-

méanak, mind a polusbecslések pontossaganak tekintetében. Az is lathato, hogy a
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4. Numerikus kisérletek

Blaschke-szorzatra épité modszer akkor is jobban teljesit, amennyiben magasabb
rendii atmenetfiiggvények polusait kell meghatarozni. Az eredmény alatdmasztja a
hipotézist, hogy a (3.9) egyenlettel definialt Blaschke-szorzatokkal valé transzfor-
macié soran az inverz polusok tavolabb keriilnek egymastol, igy a transzformalt

polusokkal generalt hanyados-sorozat gyorsabban konvergél.

Pdlusbecslés Blaschke-szorzattal Pdlusbecslés MT-rendszerrel
1
® Inverz pélusck & Inverz pdlusok
0.8 X Inverz polus-becslések | A 0.8 X Inverz pélus-becslések |
0.6 0.6
0.4 0.4
® ® X
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
4 L
-0.4 -0.4
-0.8 -0.6
-0.8 -0.8
A . . A . .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

4.1. dbra. Egy négypolusi rendszer identifikacioja Blaschke-szorzatot és
MT-rendszert hasznalva. Ebben az esetben a Blaschke-szorzatot hasznalé modszer
tokéletesen megtalélta a polusokat, az MT-rendszert hasznéld viszont csak kettét

talalt meg viszonylag pontosan, egyet pedig egyaltalan nem talalt meg.

4.2. DC motor

A valos életbeli rendszer melyet vizsgalunk egy egyenaramos, allandé magneses,
kommutatoros motor, tgynevezett DC-motor. A motor egy allandé mégnesbdl, un.
allorészbdl és egy tobbpolusi tekercsbdl, un. forgorészbdl all. A vizsgalt motor esetén
a forgorész 3 polusbol all. Az allérészbeli indukalt fesziiltség B indukci6ji magneses
teret és a forgorészben ¢ dramerdsséget general. A forgorész egy [ hosszisagu és d
szélességli menetére igy |F| = il|B| Lorentz-er6 és T = |F'|dsin(f) forgatonyomaték
hat, ahol 6 a tekercs sikjanak a képz6ds erével bezéart szoge. A 0 = 0 esetben
a forgorészben folyé aram iranya, igy a mégneses tere is ellentétesre fordul, jra

nyomaték keletkezik és a forgorész tovabb forog [27].
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4. Numerikus kisérletek

A DC-motor forgérészét, mint dinamikai rendszert a fesziiltségi hurokra vonat-
koz6 Kirchoff-torvény és a forgasra vonatkozé Newton-torvény irja le. Az allapot-

egyenletet a Kirchoff-torvény, a kimenet egyenletét pedig a Newton-torvény irja le:

L 01,(t) + Roin(t) = v,(t) — kpw, (1),
) j(tt | (4.2)
JTT + me(t> - kmir(t)a (LT7 RT7 JT’ km? Hm > O’ te R)

Jelen esetben a bemenet v, a forgérész kapocsfesziiltsége, az allapot i, a forgorész
aramerdssége, a kimenet pedig w a forgérész szogsebessége. L, jeloli a forgorész
induktivitasat, R, a forgorész villamos ellendllasat, J. a forgorész tehetetlenségi
nyomatékat, a u,, és k,, allandok pedig a viszkozus sturlodasi tényezd, illetve a nyo-
matéktényezs.

Az egyenletekre alkalmazva a Laplace-transzformaciot és a kapott egyenletrend-

szert atrendezve megkapjuk az atmenetfiiggvényt:

H(z) = _ : (= € RY). 4.3
Vil2)  Repim + 13, 14 Sftlatin s el 22 )

Melybdl kifejezhetjiik a polusokat:

—(Jo Ry + Linpin) £ v/ (Jr Ry + Linpi)? — 4( Ry pirn, + k2,) - L,

4.4
2J,L, (4.4

Q12 =

A motor kialakitasa miatt tudjuk, hogy a rendszernek két polusa van és azt is tudjuk,
hogy a polusok hol helyezkednek el. oy, s € R és ay, ay < 1, ami alapjan fel tudjuk

irni az alabbi két Osszefiiggést:

(Jo Ry + Lonpim)? > 4(Ryptrn + k2)J Ly
(4.5)

(JoRy 4 L) £/ (Jo Ry + Linpin)? — 4(Rypim + k2,)J, Ly > 2.J, L.

A modell dinamikai leirdsat eddig a folytonos esetben vizsgaltuk, de mivel a minta-
vételezés diszkrét id6ben torténik, az eredmények ellenérzéséhez a polusokat at kell
transzforméalni a diszkrét esetnek megfelelGen.

A aj 5 diszkrét polusokat a af , = Cy(ﬁ) transzformacioval kaphatjuk meg,
ahol Cy : C; — D az ugynevezett Cayley-féle leképezés, ami a Cy = {a + bi,a,b €
R,b > 0} halmaz, azaz a komplex tér "folsg" térfelérdl az egységdiszkbe képzd

bijekcio:

Cz)= "2 ecy) (4.6)
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4. Numerikus kisérletek

Igy a diszkretizalt polusok amiket keresiink, a kovetkezé alakban adhatok meg:

. 1
e 2pi2
afy = — 2 (4.7)
1+ =%

T
e 2p12

Ha o -t behelyettesitjiik és a (4.7) egyenletet atalakitjuk, akkor az alabbi kifejezé-
seket kapjuk:

o UnRet Lnpin) = /Ui By + Lingin)® — ABopin + K2) L — 20, L,

Y (LR A+ Lnpinn) — /(TR 4 Lontim)? — 4(Roftm + k2,)Jy Ly + 2., L, 48)
= (TRt Linpim) + VIR 4 Loppin)? — 4(Ryfi, + k2)J, Ly — 2J,L,

Y (JoRy + Lonpim) + /(Jo Ry + Lonfim)? — 4(Ryfimn + k2,) v Ly + 2J, L,

A (4.5) osszefiiggések alapjan lathato, hogy o, ay € R és 0 < o, i < 1.

4.2. abra. Egy, a mérés soran késziilt kép a vizsgalt DC-motorrol.

Az identifikdciohoz hasznalt mérés soran a bemeneti jel egy pszeudovéletlen bina-
ris fliggvény volt, a szogsebességet pedig 10 milliszekundumos mintavételezési frek-
venciaval mérték. Az empirikus transzfer fiiggvényt a (2.7) képlet alapjan, a beme-
net és kimenetfiiggvények Fourier-transzformaljanak hényadosaként kapjuk. Mivel

a mintavételezési id6 0 = 0.01, az empirikus atmenetfiiggvény értékét a Shannon
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4. Numerikus kisérletek

tétel alapjan A < % = 50 Hz-ig ismerjiik. A jelek nagymérett, magas frekvencias
zajt tartalmaznak, emiatt alkalmazunk rajtuk egy 10-szeres alulmintavételezést. Igy
10 par bemeneti és kimeneti jelet kapunk, amibdl 10 kiilonbo6zé atmenetfiiggvényt
képziink. A kapott atmenetfiiggvényeket pedig atlagoljuk és az igy kapott empiri-
kus atmenetfiiggvényt identifikdljuk. Az j mintavételezési frekvencia 6 = 0.1, igy

az 5 Hz folotti frekvenciat, és ezzel egyiitt a magasfrekvencias zajt, kisztirtiik az

alulmintavételezéssel.

Eredeti empirikus atmenetfiiggvény Alulmintavételezett atmenetfiiggvények

wof’ "
@ 0.8
120 e ‘JU_‘-' 0.6
=
o 04
100 {1 =
o
E m 0.2
80 1
5 -2 0 2
E szogfrekvencia (radian)
o
™ » 0.8
“a
=
v 0.6
o
=
N04
w
4
" 0.2
szdgfrekvencia (radidn) ’ B o 3
szogfrekvencia (radian)
v 1.5
Alulmintavételezett, atlagolt atmenetfiiggvény kA
o
s 1
©
]
8
m 0.5
¢
“g -2 0 2
-G szdgfrekvencia (radian)
et
=
o 50
N =
“u
2 a0
E 30
g 20
k|
210
o]

-2 2

. . » szigfrekvencia (radian)
szogfrekvencia (radian) v

4.3. abra. Az empirikus dtmenetfiiggvény, néhény valasztott alulmintavételezett
adatokat hasznéald atmenetfiiggvény, és az alulmintavételezett atmenetfiiggvények
atlaga. Mint lathato, a magasfrekvencias zaj nagy részét az alulmintavételezés

kisztirte, de az igy kapott atmenetfiiggvényben maradt valamennyi zaj.
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4. Numerikus kisérletek

Bode Diagram
20 T T T

10+ B

Magnitude (dB}
T
1

-10 L L TR R R | L PR T S S A | L L T R |

ok _

Fhase (deqg}

g0 e . Ll . Ll \ Ll . Lo
107 107 10t 10" 10t
Frequency (rad/s)

4.4. abra. Az alulmintavételezett adatokbol atlagolassal vett empirikus

atmenetfiiggvény Bode-diagrammja.

Az eljarast a szimulacios kisérletekhez hasonlé moédon, hiperbolikus Nelder-Mead
optimizacioval, kiilonb6z6 p = 1, 2..., 10-periodikus Blaschke-szorzatokat vizsgalva,

végeztiik el. Az eredmények a 4.2 tablazatban talalhatok.

4.2. tdblazat. Néhany polusbecslés eredménye.

* *
aq o5

1. mérés || 0.95-0.001 | 0.19 + 0.031

2. mérés || 0.95-0.00i | 0.32 - 0.071

3. mérés || 0.95-0.00i | 0.22 + 0.03i

4. mérés || 0.95 - 0.001 | 0.24 + 0.03i
atlag 0.95 0.24

A két becsiilt polus 0.95 és 0.24 kornyékén van, azaz abba az intervallumba esnek,
amit vartunk. Egy fontos jovébeli feladat a becsiilt eredmények pontos ellenérzése,
ami példaul megtorténhet az identifikalt rendszer alapjan készitett kontroll jel konst-

rualdsaval. A fent bemutatott kisérlet megmutatja, hogy a 3. fejezetben bevezetett
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4. Numerikus kisérletek

modszer egy ismert rendszer esetén az elvarasoknak megfelel§ eredményt ad. Mivel a
kisérlet soran meghatarozott rendszer egy valos életbeli motor, demonstraltuk, hogy
a modszer robosztus a gyakorlatban vizsgalt rendszerek jellemzdé problémaival szem-
ben, mint példaul a zaj, vagy kismértékd nonlinearitas. A kapott eredmény biztos
alapot ad jovébeli, bonyolultabb, gyakorlati, mérncki problémékat leiré rendszerek

(példaul autoném jarmiivek iranyitérendszereinek) meghatarozéasara.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban tobb modositéast és altalanositast bevezettiink a Bernoulli és Schi-
So poluskeress eljarasokra. A klasszikus Schi-So médszerhez megadtunk egy alterna-
tiv felirasi modot, ami hanyados- helyett gyoksorozattal kozeliti az atmenetfiiggvény
dominans polusat, és igy altalanosabban hasznalhato.

Ezen feliil bevezettiink a Schi-So mddszernek egy kiterjesztett valtozatat, amely
képes poluskeresésre anélkiil, hogy ortogonalis fliggvényrendszerekre tdmaszkodna,
lehetGséget adva egy tagabb fiiggvényosztaly-halmaz hasznalatara. A kiterjesztést
alapul véve megvizsgaltunk egy konkrét, Blaschke-szorzatokon alapuld eljarast, ami
lehet6vé teszi, hogy az eddigi modszereknél, empirikus tapasztalataink alapjan, gyor-
sabban kozelitsiik az inverz polusokat.

A bevezetett modszer hatékonységat numerikus kisérletekkel igazoltuk. Szimulalt
példakon keresztiil bemutattuk, hogy Blaschke-szorzatok hasznélataval jobb eredmé-
nyeket lehet elérni, mint az eddigi legjobb MT-fiiggvényrendszereken alapul6 eljarés-
sal. Ezen feliil, hogy a modszer képes rendszeridentifikaciora a rendszer fokszaméanak
ismerete nélkiil. Emellett az eljaras hatékonysagat egy valos életbeli példan is meg-
vizsgaltuk. Egy DC-motorbol all6 rendszert is sikeresen identifikiltunk, konzisztens
¢s hihetd eredményekre jutva [8].

Az itt bevezetett modszerek a tovabbiakban még szdmos teriileten vizsgalatot
igényelnek. A kisérleteink eredményeit tekintve fontos feladat gyakorlati alkalmaza-
sok, komplexebb rendszerek tovabbi vizsgalata. Ahogy a DC-motor identifikacidja

soréan is megoldandé probléma volt az atmenetfliggvény zajanak csokkentése, rele-

c s
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5. Osszefoglalas

kornyezetben is felhasznalhato [28]. Emellett fontos vizsgélati teriilet a modszer
hasznalhatosaga idétérbeli adatokra jobban miikodds, valos idejd rendszeridentifiké-
ciora. Mivel, ahogy a vizsgalt DC-motor esetén is, elméletileg linearis rendszerek gya-
korlatban tartalmazhatnak bizonyos mértékii nonlinearitast, fontos rendszerelméleti
kérdés lineéris rendszeridentifikdcios modszerek altalanositdsa nemlinearis rendsze-

rekre [29].
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