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Egy nem-nulla minimum hely{ és értéki skalarmezo lehetséges szerepét vizs-
galtuk homogén és izotrop univerzumban. A fixpontvizsgalat és a differen-
cidlegyenletek numerikus megoldasanak moddszereivel feltérképeztiikk a kezdeti
feltételeket és a mezd paramétereit, amelyek mellett a vilagegyetem torténetének
korai illetve kései szakaszaiban gyorsuld tagulast tapasztalunk. Ezek a korsza-
kok megfeleltethet6ek lennének a kozmoldgiai infliciénak, illetve a ma tapasztalt
sotét energianak, amennyiben az alkalmas paramétertartomény tartalmazna a
paraméterek tényelegesen mért értékeit. Ez azonban nem teljesiil a ma ismert
Brout-Englert-Higgs—potencidl esetén, mivel az infliciét megvaldsité e-szerezodés
mértéke Planck-tomeg nagysagrendi vakuum varhaté értéket josol a szimmetri-
asértett skalarmezének. Ennek megfeleléen valasztott mezd esetén felsé becslést
tudtunk adni a potencidlis energia minimum értékére, ami a s6tét energidhoz tar-
tozd kozmoldgiai konstansként azonosithaté be. Bar a fizikai paraméterek nem
felelnek meg a részecskefizikabdl elvartaknak, sikeriilt bemutatnunk, hogy a két
radikalisan mas id6skalaju jelenséget lehetséges egyetlen modellel vizsgalni.
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El6sz6

Dolgozatomban az [1] cikken alapulé matematikai bevezetés utén, a 3. fejezettél a 3.2
szakasz kivételével kizardlag sajat munkdm eredményeit mutatom be. Ide értem a
levezetett egyenleteket, azok analitikus atrendezését, és a numerikus megoldast meg-
valdsité Python programkédot, amelynek ellendrzésében témavezetom segitségét is fel-
hasznaltam.

A nyelvezetben viszont az irodalomban megszokott tobbes szam elsé személyt fo-
gom haszndlni. Ennek oka egyrészt stilisztikai, masrészt pedig utal a tamogatasra,
amit a kutatas folytatasdhoz kaptam. Szeretném még itt az elészoban megkoszonni
Trocsanyi Tanar Urnak féradhatatlan munkajat az egyenleteim, abraim és helyesirasom
javitasaban; illetve a kutatécsoport tagjainak, hogy meghallgattdak eredményeimet, és
otleteikkel iranymutatast adtak késébbi vizsgalatokhoz.



1. Bevezetés

A vildgegyetem tagulasa kisérletileg megfigyelheto jelenség, amelyre elscként E. Hubb-
le kovetkeztetett voroseltolodas méréseibdl [2]. Az univerzélis tdgulds a felfivodasi
szakaszokban is érvényes legyen sz6 akar a ma tapasztalt, sotét energia okozta gyor-
suld tagulasrél, vagy az inflaciés modellek altal feltételezett korai exponencialis néve-
kedésrol. A sotét energia bizonyitékaként szolgalnak a standard gyertydk tavolodasi
sebességein alapulé luminozitds-vordseltolédas fiiggvényei [3], illetve a ACDM modellel
j6 egyezést mutaté CMB hatvény spektrum [4], bar a kétfajta mérés nem ad egyezést
a Hubble-allandé értékére [5]. Az inflacidés paradigma pedig feloldani tiinik a homo-
genitds, lapossag és hidnyzé méagneses monopélok problémait [6]. Maga a mogottes
mechanizmus viszont az elmilt évtizedekben sem keriilt feltarasra [7].

Munkam célja, hogy a két, jelentésen mas idéskalan tapasztalt gyorsuld tédgulast
megkiséreljem kozosen targyalni a skaldarmezok fizikajanak nyelvén. Ebben a tanulmany-
ban a valasztott mezét a résecskefizika motivalja: a Brout-Englert-Higgs mechaniz-
mus potencialis energidjat vizsgaljuk, megengedve a minimum helyének és értékének
eltérését a nullatol. Az ilyen valasztas nem 1j a szakirodalomban [8, 9, 10, 11}, azonban
altalaban csak inflatonként hasznaljak a mezot, foként kozelitésekkel. A minimumérték
pedig bar a részecskefizikdban nem kap szerepet, kozmoldgiailag kiemelkedden fontos,
igy célszerti nem csak a nullara korlatozni a vizsgalatainkat.

A cikkben két modszert hasznalunk fel a jelenség feltarasara. A sotétenergia szerii
viselkedéshez fixpontvizsgdlatot alkalmazunk: amennyiben az autonéom egyenletrend-
szeriink attraktora gyorsulva tagulé vilagegyetemet ir le, akkor a kései idoben skalarme-
z6nk tud viselkedni sotétenergiaként. Az inflaciéhoz a szakirodalomban gyakran hasz-
nalt lassti-gordiilés kozelités [7] helyett numerikus szimuldcidkat alkalmazunk. Ezzel
tudjuk validalni azok eredményeit, illetve a tranziens viselkedésbe is belatast nyerni a
két idoszak kozt.

Dolgozatomban mindvégig a h = ¢ = 1 vélasztassal adodd természetes egységrend-
szert hasznalom.

2. Mozgasegyenletek szarmaztatasa

2.1. Skalarmezovel kiegészitett Einstein-egyenletek

A mozgasegyenletek szarmaztatasa az [1] cikken alapul. Ahhoz, hogy egy ® skaldrmez6
kozmoldgiai szerepét vizsgaljuk, kiegészithetjiik az Einstein—Hilbert-hatast a skaldrmezo

Lo = —%g““(@,ﬁb)* 9, — V(®) (2.1.1)

Lagrange-stirtiségével, amellyel

S = /d4x\/—_g [% + Lo + 54 : (2.1.2)

Itt £, az anyagmezdk Lagrange-siiriisége, amelynek azonban nem lesz lényeges szerepe
tanulmanyunkban.

A hatasbdl szarmaztathaté Einstein-egyenletek megoldasa a homogén és izotrop
univerzumot leiré Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) metrikdban torté-
nik. Ennek egy kiilonleges esetét, a nulla gorbiiletii (sik) térhez tartozé k = 0 pa-
raméteri

ds? = dt* — a(t)?dr?. (2.1.3)
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metrikat vettiik. Elvarasaink szerint a gorbiileti tagot elnyomnda az inflacié a simasag
probléma&janak feloldasdhoz, igy az egyszeriibb szamolasok érdekében elhagytuk. Al-
kalmazva a legkisebb hatas elvét, a skalarmezo illetve a metrika szerinti variaciobol
kapjuk a Klein-Gordon és az Einstein-egyenleteket. Az utébbinak az id6- és térszert
komponenseit szétvalasztva a Friedmann-egyenletek adédnak:

O+ 3HD + 0V =0, (2.1.4)
3H? 1.
— =p+-P*+V, 2.1.5
— =tV (2.1.5)
3H? 20 1.

T =P+ -9V, (2.1.6)

K K 2
ahol H = a/a a skalafaktor relativ valtozasat adott iddpillanatban leiré Hubble-

paraméter, az Finstein féle gravitdcids allandé pedig x = 87 G, amellyel a redukélt
Planck-tomeg értéke Mp = 1//k = \/Lgfﬂm p- A kozmoldgiai elv szerint a Vilagegyetem
nem csak izotrép, hanem homogén is, és emiatt elhanyagoltuk a skalarmezo V® térszeri
valtozasait is.

A p és P skalar mennyiségek az univerzumot kitolté anyag és sugarzas atlagos

energiastiriisége, illetve nyomésa, amelyeket linearis allapotegyenlet kot ossze,
P =wp. (2.1.7)

A w éllapotegyenleti paraméter értéke attol fligg, hogy a skalarmezon kivili jarulék

els6sorban anyag vagy sugarzas, amelyekhez rendre w = 0, illetve w = % értékek tar-

toznak. Altaldban elegend6 csak az egyiket figyelembe venni: a korai univerzumban a
sugarzast, késéiben pedig az anyagot. Hasonlé médon definidlhatjuk a skalarmezo ener-
giastiriiségét és nyomasat is a két egyenlet alapjan, amellyel a skalarmezo allapotegyenleti
paramétere '

1$2 _y
1924V

We = (2.1.8)
az Osszes tagot véve pedig az 6sszes energiajarulék effektiv allapotegyenleti paraméterét
is megkaphatjuk: '

P43V

Wegg = : .
T ople gy

(2.1.9)
Ez a mennyiség segit jellemezni az univerzum tagulasat: ha weg < —% egy adott
pillanatban, akkor a tagulas gyorsul. Az id6 helyett viszont célszertibb a dimenziétlan
n konformalis idével' dolgoznunk,

dnp

dt
amely az univerzum méretének e-szerez6dését (angolul e-folding) jelenti, hiszen H de-
finicigjabdl a(t) oc e kovetkezik. Ennek oka, hogy O(100) nagysdgrendi n érték a
tagulo Vilagegyetem teljes kordnak felel meg.

H, (2.1.10)

LA skaldrmez6és kozmoldgia szakirodalméaban ez a fogalom utalhat még az 7 = a~! egyenlet &ltal
definialt id6paraméterre is. A két azonos nevii kifelyezés nem Osszetévesztends, a dolgozatban a
(2.1.10) egyenlet &ltal definidlt valtozét értjitk konformadlis idé alatt.



2.2. Autoném egyenletrendszer dimenziétlan valtozdkkal

A mozgédsegyenletek megolddsainak a tanulmanyozésa végett célszertt dimenzidtlan
valtozokat haszndlnunk. A Friedmann-egyenleteket a 3H? M3 tényezével elosztva? az

1=Q+Fk+o, (2.2.1)
2 H

egyenleteket kapjuk, ahol bevezettilk az anyag és sugarzas energiastiriiségének, illetve
a skalarmezo kinetikus és potencialis energidjanak
P2 1%
Q= LQ , k=—, V= s
3H2M} 6H2Mp 3H2M}
dimenziétlan valtozoit. Q és k nem lehet kisebb mint nulla, tehat az (2.2.1) egyen-

letbdl kovetkezik, hogy €2, k, v € [0,1] ha v > 0. A dimenzidtlanitott egyenletekbél
kiejthetjiik az € energiastiriiséget, igy

(2.2.3)

H
—zm:3[1+w+(1—w)k—(1+w)v} : (2.2.4)

A dimenziétlan valtozokat derivalhatjuk az n konformadlis idé szerint, amit réviden '-
vel jeloliink, majd felhasznalva a Klein-Gordon egyenletet, megkaphatjuk az autoném
egyenleteinket:

K =3[(w—1)k— (w+ 1)kv — (w—1)k*] = V6MpVEdgv, (2.2.5)
v =3 [(w+ 1) — (w— kv — (w+ 1)v*] + V6MpVEdgv. (2.2.6)

Az ezekben szereplé Opv mennyiséget kifejezhetjiik az eredeti potencial parcidlis de-

rivaltjaval, mivel % = 8‘1’7‘/, igy
K =3 [(w—1k— (w+1)kv— (w—1)k*] - \/EMP\/EU&;V : (2.2.7)
v' =3 [(w+1)v — (w— kv — (w+ 1)v*] + \/éMp\/EU&;V . (2.2.8)
Az
=k, Yy =0 (2.2.9)

1ij valtozokkal a fazisteret az 2% + y? < 1 egységkorre tudjuk korldtozni. fgy adodik a
mar [1]-bdl is ismerds, végleges dltalanos alakja az egyenletrendszernek:

= g [(w—=1)z — (w4 Day® — (w—1)2°] — ?Mpr&DTV : (2.2.10)
Y = g [(w+ 1)y — (w—1)z%y — (w+1)y*] + ?MpxyapTV . (2.2.11)

Szebb alakt potencidlis energiat beirva ezek az egyenletek irjak le az univerzum ener-
giajarulékainak és tagulasanak dinamikajat. Altalaban viszont 8‘1’7‘/ tagbdl nem esik ki
®, ezért figyelembe kell venniink az 6 idéfliggését is:

' = V6Mpz, (2.2.12)
illetve dimenzidtlanitva

¢ =6z, (2.2.13)

2Ezt akkor nem tehetnénk meg, ha H = 0, ami egy statikus, energiamentes vildgegyetemnek felelne
meg a Friedmann-egyenletek szerint.




2.3. Divergens tag elkeriilése

A dimenzidtlan potencialis energia definiciéja alapjan

v
0o<w

- <1 2.3.1
- 3H2M1% - ( )

ahol V' = V(¢). Feltéve, hogy a potencidlis energia minimum értéke véges V(¢g) =
Vo > 0, a fenti kifejezés a minimumban

Vo

— 0 o 2.3.2
3H?M2 ~ (23.2)

0<wy =y
Ha vy = 0 lenne, a definicié alapjan H = oo, azaz H ' = 0 kovetkezne, de az (2.3.1)
képletben feltettiik, hogy H~! # 0. Ez alapjan elvarjuk a fizikai megolddsoktdl, hogy
ha ¢ = ¢, és Vy # 0, — Yo # 0, (2.3.3)

illetve hasonléan,

ha ¢ = ¢g, és Vo =0, = yo = 0. (2.3.4)

2.4. Gyorsulo tagulas feltétele

A vilagegyetem tagulasa akkor gyorsul, ha a benne levo Osszes energiajarulékot jel-
lemz6 (2.1.9) allapotegyenleti paraméter értéke wer < —1/3. A definicija alapjan
kifejthetjiik, majd alkalmazva a Friedmann-egyenleteket

Weg = w — (w— 1)k — (w+ 1)v (2.4.1)
alakra juthatunk. Ezt atirva x és y valtozodkra:
Wesg = w — (w — Da? — (w+ 1)y?, (2.4.2)

amely képlettel tetszoleges x és y értékekre meg tudjuk allapitani, hogy az univerzum
taguldsa éppen gyorsul-e. Ennek feltétele egyszertien

1
Wesg < —= . (243)
3
A weg = —1/3 feltétel dltal megszabott hatdar mind anyag (w = 0), mind sugérzasi

(w = 1/3) energiajarulékokra hiperbolat jelol ki.

3. Az autonom egyenletek megoldasa

3.1. BEH-szerl potencialis energia

Véve a részecskefizika skaldrmezejének negyedfoku potencialis energidjat és egy koz-
mologiai dllandénak megfeleltethetd Vf konstans energia tagot

V(®) = AM®? — dD)2 + Vj, (3.1.1)
az egyenletekben megjelend derivalt alakja:

DV AND(P?— D) AD(P%— DY)
VoA -D2)2+ 1, (D2 D)2+ Vp /N

(3.1.2)



Dimenziétlanitva
® = Mpop, Dy = Mpay, Vo/\ = MpA (3.1.3)

valtozdkkal, felirhato a kovetkezdképp:

%4 B 4<I>(<I>2 — @g) 4 q§(¢2 — ¢g) (3.1.4)
VT @ B VA My (6P 03+ A *
Egyenletrendszeriink tehat a skalarmezo6 fiiggvényeként

’ 3 ¢ ¢2 _ ¢2

v=3 [(w— 1)z — (w+ ay? — (w— 1)2°] — 2V/6y° e (_ e i) <. (3.1.5)
’ 3 ¢ ¢2 _ ¢2

v =35 [(w+ Dy — (w= 12’y — (w+ 1y’] + 2\/6xy<¢2 (_ P (—):A . (3.1.6)

¢ =6z, (3.1.7)

Egyenleteink két szimmetriat mutatnak, invaridnsak az
o y — —y, illetve az
o (z,0) = (—xz,—¢) valtozdeserékre.

A szédmunkra érdekes mennyiségek (az energiastiriiség és az allapotegyenleti paraméter)
fiiggetlenek ettdl az elGjelvalasztastél. A szimmetria azonban hasznos szamunkra két
esetben is. Egyrészt a ® valtozonkat a skalarmezd abszolit értékének feleltettiik meg,
igy nem lehet negativ. Az autoném egyenletek ezt nem tiltjak meg, de a fenti szim-
metridt kihasznalhajuk arra, hogy megtartsuk ezt az értelmezést. A hatranya az, hogy
x valtozénk elso derivéaltja mar nem fog folytonosan valtozni, hanem ugrast szenved,
ha ¢ negativva valna. Szintén elvarjuk, hogy y ne valtson elgjelet, ugyanis az 3y’ = 0
egyenletnek megoldasa y = 0, tehat a trajektéridk nem metszhetik ezt a sikot. Ha
példaul y > 0 esetet vélasztjuk egy kezdeti feltételnél, azzal kizarjuk azt, hogy az
egyenletrendszer negativva tegye a valtozot. A fenti szimmetria miatt viszont ez egy
el6jelvaltassal kikiiszobolheto, ha mégis megtorténne numerikus megoldasok esetén.
Ezekkel a megfontolasokkal a fazistertink lesziikithetd a

r € [-1,1], y € [0,1], P +y* <1, >0 (3.1.8)
tartomanyra, ami egy egységkor alapu félbevagott hengert jelent ¢ # ¢y esetén. Ha
¢ = ¢, akkor viszont y = 0 is igaz (ha H~! # 0), igy ott a fzistér az x tengelyre si-
mul. A skalarmezo valtozojat is tudjuk korlatozni, kétfel6l. Egyrészt bar szamitasaink
klasszikusak, ha az ismeretlen kvantumgravitacios hatasokat szeretnénk elkeriilni, ak-
kor célszerti a Planck-tomeg alatt maradnunk, tehat

¢ <V8T~5. (3.1.9)

Ha pedig a ¢ — oo vett viselkedését szeretnénk vizsgdlni (példaul fixpontvizsgalat
céljabol), akkor [12] alapjan kompaktifikdlhatjuk a fazisteret, attérve a véges interval-
lumon definialt 5

B ¢+ @o

e 0,1] (3.1.10)



valtozora, amellyel

¢(°—¢p) _ 1 2(1—2)

= — (3.1.11)
(02 =G0 + A o (22— 1) + A5
Tehat az egyeneltrendszeriink az x, y és z véaltozokban:
3
= 3 [(w—1)z — (w+ 1)zy® — (w — 1)2?]
— QﬁyQ 2(1-2)
G0 (20— 1)+ ALt
3
y' =35 [+ Dy — (w—1)ay = (w+1)y’] (3.1.12)
1
+ 2@1@ & 3)2)4 1
Po " (22— 1)+ Ao
6
2 = £x(l —2)%.

bo

3.2. A fixpontvizsgalat mdédszerei
3.2.1. Linearis stabilitasvizsgalat

Véve a kompakt 7 = f(r) egyenletrendszert, ki tudjuk szdmitani azok r, fixpontjait,
amelyekre f(r,) = 0. Ezek ismeretében vehetjiik az f fiiggvény egyes valtozdk szerinti
derivéltjait tartalmazé J Jacobi méatrixot, azt kiértékelve a fixpontokban, és megoldva

sajétérték-problémajat. Ezzel megkapjuk a @ fixponthoz tartozo, i-vel indexelt /Y
sajatértékeket. Amennyiben a fixpontok hiperbolikusak, azaz a benniik kiértékelt Ja-
cobi métrixunk minden sajatértékének van nemnulla valds része (?R()\EQ)) # 0 Vi-re)
akkor a @) fixpontunk:

1. stabil, ha: Vi esetén %e(AEQ)) <0;
2. instabil, ha: Vi esetén 5]%6(/\562)) >0
3. nyeregpont, ha: 3i,j amelyre %e()\z@)) <0 és §R6(A§Q)) > 0.

A valasztott rendszerben viszont ez nem elég a teljes vizsgdlathoz, mivel a sajatértékek
szamottevo része zérus. Ebben az esetben a kdzponti sokasdg elméletre (center manifold
theory) kell hagyatkoznunk, a [13] kényv mddszerei alapjan.

3.2.2. Kozponti sokasig elmélet (CMT)

El6fordulhat, hogy valamely nagybetiikkel jelolt (X,Y,Z) = Q fixpontunkban zérus
sajatértékkel taldlkozunk, példaul a z iranyban. Ekkor célszeri x és y valtozdinkat
sorba fejteni z-ben:

hx(Z)=X=> aZ"' =aZ+nZ’+aZ’+. .. (3.2.1)
=0

h(Z)=Y =) b,ZV =bZ+ 02> +b:,7° + ... (3.2.2)
=0



Veliik tetszoleges rendig menve fel tudjuk irni a CMT tangencialitasi feltételeit, mint

0= NX = DZ[hX] : Z,(hX7hY7Z) - $/<hX7hY7Z)7
0= Ny = Dz[hy] . Z/(hx, hy, Z) - y/(hx, hy, Z)

Ezeket kielégitve a Q pontban, megkaptuk az ott vett X és Y valtozdk Z szerinti
sorfejtését, amelyet be tudunk helyettesiteni 2’ egyenletébe. Ennek eldjele a vizsgalt
intervallumon meghatarozza a pont stabilitasat.

Erdemes megjegyezni, hogy a CMT-b8l adédé stabil fixpont fizikai szerepe kérdé-
ses, mert az elmélet nem targyalja, hogyan jut a trajktoria olyan kozel a fixponthoz,
ahol mar a CMT megoldas érvényes.

3.3. Numerikus analizis
3.3.1. Egyenletek megoldasa, kezdeti értékek

Az autoném egyenleteket tetszéleges kezdeti feltétel mellett meg tudjuk oldani nume-
rikusan, igy megkapva az z, y, ¢ valtozdk értékét az n konformalis id6 fiiggvényében.
Bar elso ranézésre a rendszer viselkedése erdsen fiigg a harom valtozo kezdeti értékétol,
ezekbdl néhanyat ki tudunk kiiszobolni. Jellemz6en harom féle viselkedést tapasztalunk
a sugdrzassal domindlt (w = 1/3) univerzumban.

1. Oszcilldacio: A skalarmezd energidjanak kinetikus-potencialis megoszlasat leird
z? és y? véltozok oszcilldlnak 0 és Q, kozt, a skaldrmezd ¢ abszolutértéke pedig
oszcillalva tart ¢y minimumbhelyébe.

2. Inflacio: A kezdeti feltételek fliggvényében létezhet egy ,lassan gordilé” fazis,
amig az energia féként y valtozoban tarolodik, a skalarmezd ¢ abszolutértéke
pedig viszonylag lassan kozeliti a ¢y minimumhelyet.

3. Sdtét energia: A trajektoria elkezdi viszonylag hirtelen megkozeliteni fixpontjat,
ahol (ZE, Y, ¢) — (07 ]-7 ¢0)

Mindharom lehetséges viselkedést mutatja az 1. abra. Az egyenletrendszer leggyakoribb
megoldéasa az oszcillald, azonban az ekkor tapasztalt tagulas sokkal kisebb, mint akkor,
amikor van inflacio.

Az inflaciét leird 2. fazis szerencsés a kezdeti feltételeink szempontjabdl. A tapasz-
talt jelenség akkor kezdodhet, ha x ~ 0, a lassu gordiilés feltétele miatt. Minden més
x; kezdeti feltételre is ezt varjuk. A kiilonbség annyi lesz, hogy a skaldrmez6 abszolut
értéke hogyan véltozik a lassu gordiilési szakasz kezdetéig. A szimuldcié kezdetét el-
tolva ugyanazt kapjuk, mintha x; ~ 0 kezdeti értéket vennénk mas ¢; mellett. Ki fog
deriilni tovabba, hogy y; kezdeti feltétel sem befolyasolja jelentosen a rendszer visel-
kedését az inflacié alatt, igy egyediil a skalarmez6 abszoliatértékének ¢; kezdeti értéke
lesz fontos szamunkra.

A trajektoriak végét is hasonldéan egyszertien tudjuk vizsgdlni. Az oszcillaciok akkor
fognak atvaltani sotétenergia-szeri viselkedésbe, ha az egyenletrendszeriinkben megje-
lend utolsé tag nevezdjében A > (¢? — ¢3)*. Ha azt szeretnénk megszabni kvalitativ
feltételnek, hogy az inflacids szakasz utdan torténjen a kései tagulds, elegendd a A = 0
esetet szimulalnunk, majd kiszamitani az inflacié végén a skalarmezé abszolutértékét:
igy fels6 becslést kaphatunk a potencidl minimumértékére.



Inflacid Oszcillacio S.E.

1.0+ / | : Param.:
Acc. A=5c-6
0.5 — 2
2
X w=1/3
0.0
$o=0.7
l_
s i =1e-40
— £
0 T Wefr xi= le-6
o
0 2
(a)
Infléacio Oszcillacio S.E.
Param.:
81 A=5e-6
o Acc. w=1/3
41 i=le-
= xi=le-6
vi=0.8
O_ T
-2 0
In(#/t))
(b)

1. dbra. (a) Minta trajektoria, amin megfigyelheté mindharom viselkedés. Fent a
skalarmezd kinetikus illetve potencidlis energidit leiré 2% és 3? valtozdk rendre sotét
kék és piros vonalakkal, a gyorsuldé tagulds feltételét teljesité intervallumok pedig
vildgoskék savokkal dbrézolva. Kozos vizszintes n tengellyel alatta lathatjuk a mezo
2, relativ energiastirtiségét feketével, illetve narancssargaval az unvierzum egészét jel-
lemz6 weg dllapotegyenleti paramétert. (b) Ugyanezen a trajektoridn a skédlafaktor
tényleges id6fejlodésének szimuldcidja, logaritmikusan abrazolva. Lekovethetjiik rajta
a gorbe meredekségének valtozasat, amely egyezést mutat a gyorsuld taguldsra meg-
szabott feltételtink teljesiilésének kék régidival.
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3.3.2. A programrél

Trajektoriaink numerikus szimulaciéja jelentds kihivas, ha a fent felsorolt viselkedések
mindegyikét mutatjak kiilonboz6 idOszakaszokban. A korai és kései tagulasok esetén
valtozéink lassan haladnak el a fixpont mellett, vagy tartanak abba. Az oszcilldld
szakaszokban viszont a skalarmezd abszolut értékének lecsengésével egyre novekvo
w szogsebességgel keringenek az (z,y) = (0,0) tengely koriil. Szélséséges esetekben
tobb nagysdgrendnyi kiilonbség is lehet az egyes szakaszok jellemzo6 felbontédsa kozt.
Munkankban a Vilagegyetem teljes fejlodését szeretnénk szimulalni, amelyhez An ~ 90
e-szerezOdés hosszu intervallum tartozik ilyen jelentos felbontasbeli kiillonbségekkel,
ezért a fellépé numerikus problémat kezelniink kellett.

Két médon orvosoltuk a numerikus pontatlansdgokat. A differencidlegyenletrend-
szert megoldé programunkban a ,,merev” (angolul stiff ) problémékra jél m{ikddd imp-
licit Radau-mdédszert alkalmaztuk [14]. A 1épéskozt a program adaptivan allitotta be,
kompenzalva a felbontéasbeli eltéréseket. A kell6 pontossag melletti idedlis futasidot
viszont 1gy sem értiik el w folyamatos novekedése miatt, ezért egy tovabbi modszert
alkalmaztunk.

Az egyenletmegold6 algoritmust tjrainditottuk minden periédus utan, amelyeket
x valtozé — — + eldjelvaltasaval kovettink. Ez onmagaban végtelen ciklust okozna,
viszont ki tudtuk haszndlni egyenletrendszeriink (z,¢) — (—x, —¢) szimmetrigjat. A
megoldot ilyen transzformécié utan djrainditva mar gyorsabb szimulaciot kaptunk, a
fizikai mennyiségek értékének befolyasolasa nélkiil.

A fenti lépések megvaldsitasa Python nyelvben tortént, a SciPy csomag solve_ivp
fiiggvényét felhasznalva. Ebben beépitett metodus mind a megszokott Runge-Kutta
modszer, mind a merev differencidlegyenletekre jobban miikodé Radau algoritmus,
igy konnyedén Ossze tudtuk hasonlitani az eredményeket (2. abra). Az tjrainditasok
levezényléséhez a fliggvény events opcidjat hasznaltuk, az elGjelvaltasokat termindlis
eseménynek allitva.

3.3.3. Szarmaztatott mennyiségek

A trajektoriakbol tudjuk szarmaztatni a skaldrmezé €2y relativ energiastirtiségét, illetve
wegr teljes energiastiriiségre vonatkozé allapotegyenleti paramétert, mivel

2 2 a? —y?

igy a tobbi energiajarulék w allapotegyenleti paraméterével egytitt
Wer = w — (w — 1)2? — (w + 1)y°. (3.3.2)

A szimulalt trajektoriak mentén ki tudjuk szamitani ezeket a mennyiségeket, bel6litk
pedig azokat a véges intervallumokat, ahol teljestil a gyorsulé tagulds weg < —1/3
feltétele:

{Nace} = {[Ma> o] = Ni € [1a, o), wert(mi) < —1/3}. (3.3.3)

Véve ezeknek az intervallumoknak a pi([n., m]) = m — 1, hosszét, numerikusan szam-
szertsiteni tudjuk az inflacié mértékét. Minden trajektéridra kiszamithatjuk a fenti
feltételt teljesito leghosszabb egybefliggd intervallumot:

Tinf = maX({#(naCC)}) . (334)
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2. abra. A harom algoritmus Osszehasonlitasa egy probémaés kezdeti feltételektrol
inditott trajektérian, n = 5 kitlizott végpontig. Jol lathatd, hogy a szokasos Runge—
Kutta-mddszer nem tud az inflacidés idészakon tiljutni, amit orvosol a Radau-megoldo.
Az sem éri el viszont a konformalis id6évaltozéban a célt, raaddasul numerikus hibakra
utald csucsok is megjelennek. Az ujrainditdsokkal ezt sikeresen ki tudtuk kiiszobolni.

Infllaciot tartalmazo trajektoridkra ez a maximalis érték nagysagrendekkel nagyobb
lesz az Osszes tobbinél, jelentése pedig megfeleltetheté a felfuvodas alatt végbement
e-szerezOdésnek. Az univerzumot lefré minimalis értéke [4] alapjan azok a trajektoridk
felelhetnek meg szamunkra, amelyekre

Mint 2 45. (3.35)

Hasonldoképp le tudjuk kovetni a skaldrmezd €y energiastiriségének véltozasat, amely
az oszcilldlé szakaszokban x? és y? legnagyobb kitéréseit burkolja.

3.3.4. Valos idofiiggés
Visszaidézve a dimenzidtlan valtozok definicidjat
V = 3H*M3 o, d = ¢pMp, (3.3.6)
illetve a potencialis energia alakjat
V = \®% — 05)? + Vj, (3.3.7)

ki tudjuk fejezni a Hubble-paramétert is a trajektoria tetszoleges pontjaban,

H 2 A2 — )2+ A
(E) :g((b ig) Ry (3.3.8)
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Tovébba n (2.1.10) definicidja szerint a (3.3.8) egyenletet felhaszndlva minden 1 pont-
ban ki tudjuk szamitani 7 értékét. fgy differencialegyenletet kapunk, amelyet numeri-
kusan megoldva at tudunk térni a tp Planck-id6 egységekben mért valés idoére. Ezzel
megkaphatjuk az egyes szakaszok idétartamat, illetve dbréazolni tudjuk a skalafaktor
idobeli valtozasat.

3.4. Analitikus kozelitések

3.4.1. A skalarmezo6 relativ energiasiiriisége

A mez0 relativ energiastirtiségét leiré Q) véaltozé viselkedése bonyolultabbnak bizonyult
a vartnal. A ¢g # 0 paraméter melletti szimulacidink alapjan azt tapasztaltuk, hogy
a relativisztikus w = 1/3 esetben Qs — 1, viszont eltling dllapotegyenleti paraméter,

w = 0 esetén lim, o, Qy(n) = Qy(00) = Qb paraméterfiiggd allandéhoz tart. Ennek
jobb megértéséhez vizsgdaljuk a konformalis id6 szerinti derivaltjat:

Qy = 2z2’ + 2yy’, (3.4.1)
amelybe behelyettesitve a (3.1.12) alapegyenleteinket az

Q, =3[(w— 1)z — (w+ 1)2%y’ — (w—1)z*+

+ (U) + 1)y2 _ (U) _ 1>$2y2 . (U) + 1)y4} (3.4.2)

kifejezés adédik. Tekintsitk a w = 1/3 esetet, és haszndljuk az % = QF —y? Osszefiiggédst:
/= [Qi — Q4+ 3y*(1 — Q¢)] , (3.4.3)

amibdl latszik, hogy 2, = 1 fixpont. Kis A =1 — Q, eltérésekre ez
A'=2(1-3y%) A, (3.4.4)

ahol kozelithetjiik y valtozot szinuszos hulldmként. Ekkor y? egy periodusra kidtlagolt
értéke % lesz, igy relativisztikus vildgegyetemben A = 0, azaz €}, = 1 vonzépontként
fog viselkedni, mert A’ = —A < 0. Hasonl6képp jarhatunk el, ha w = 0:

L =3[08 -0+ 2701 - )] (3.4.5)
és tujra attérve a A =1 — Q, valtozéra
A =3(1-2y*)A. (3.4.6)

Ismét vehetjiik az y ~ sinn kozelitést, amivel egy periodusra kidtlagolva A’ = 0, vagyis
A, és igy Q) is dllanddéhoz tart.

Az energiasiiriséghez w = 0 esetén az 5(75 allandéra nem tudtunk altalanos becslést
adni. Azonban a 3. dbra, és a fenti kozelités alapjan azt varjuk, hogy ha ¢y = O(1)
és a kor elején vett kezdeti €; ~ 1, akkor a teljes trajektérian a skalarmezé jaruléka
mellett elhanyagolhaté mind a sugarzas, mind az anyag.
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Relativ energiastirfisé€g valtozasa w =0 alatt

0.951 Param.:
0.901 A=0
0.851 w=0
— % W
0 1 2 3 4 $0=0.1
1.0 pi=1
xi=1/1—0.01
0.5
yi=y/5 —0.01
— gl
0.01 , , |
0 1 2 3 4

n

3. dbra. (), valtozdsdnak szemléltetése egy érdekes trajektéridn. Azt tapasztaljuk,
hogy a felvett Qd, allandé kapcesolatban 4ll a kezdeti €; értékkel, illetve a skaldrmez6 |¢|
megvaltozasanak toréspontjaival. Ez utébbi megkiilonbozteti az eltérd ¢g értékekhez
az univerzum viselkedését a w = 0-val jellemzett korban. A ¢y = O(1) esetben a
skaldrmezd6 oszcillaciéi nem érik el a nullat, igy 2,4 lecsengése sem kovetkezik be.

3.4.2. Oszcillaciok lépcsofiiggvényként

A kinetikus és potencidlis energidak kozt oszcillalé mezénket megkisérelhetjiik kozeliteni
olyan alakban, hogy az x? és y? valtozok oszcillal viselkedését 1épesds fiiggvényekkel
kozelitjik (4. 4bra), amit az motival, hogy azok esetében egzaktul meg tudjuk oldani
az egyenletrendszert. Egyszerii, és szimuldcidink alapjan szamunkra érdekes esetként
vizsgaljuk azt, amikor az unverzum teljes energiajaruléka a skaldrmezo V' potencidlis
energiajabol szarmazik. Ekkor a Friedmann-egyenletek:

1 =17 (3.4.7)
2 H
—1 = 22— 2 4.
Ve Y (3.4.8)
Amelyek eredményill H = 0-t adnak, azaz t = t; — (1;, H;) kezdeti feltételek mellett:
my(t) = Hi(t —t;) +n; - (3.4.9)

Abban az esetben, ha csak a kinetikus jarulékot vessziik figyelembe, az egyenletiink
kissé bonyolultabb, de szintén megoldhato:

1 =2 (3.4.10)
2 H
—l-coE= 7% (3.4.11)

amely atrendezhet6 n,-re vonatkozd egyetlen differencialegyenletté,

e = —317,". (3.4.12)
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Oszcillalé szakasz szimulacidja

1.007 \ Param.:
0.75 A=0
5 w=1/3
X
0.50 : bo=
- ) $i=0.9

0.251 xi=le-5
vi=10.99

0.00__: i i i i i ! i

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

n
Lépcsos fliggvény kozelit€s szeml€ltetése

1.00+ Param.:
— 2 A=0

0.751 Y

yz > xz W= 11/3
0.50 5 do=1

X $i=0.9
0.251 x2>y? xi=le-5
0.00- n n 3 14 s 16 0 s yi=0.99

000 005 010 015 020 025 030 035
n

4. abra. Példaképp egy trajektéria (a jobb oldalt taldlhaté paraméterek mellett) szi-
mulalt oszcillalé szakasza, alatta pedig a kozelitéstiinket szemlélteté dbra. A fejezetben
a kék régié kivételesen mem a gyorsuld tagulast jeloli, hanem a kinetikus fazist. A
vizszintes tengelyen szemléltettiik a kinetikus és potencidlis 1épések kozti valtasok ny
pontjait.

A (3.4.12) egyenlet elsd integrélja a kezdeti feltétel figyelembe vételével az

e (t) = 1 +3£Et—ti) (3.4.13)
elsorendii differencialegyenlet, és tovabbi integralas utan
ne(t) = mi + %m (143~ 1). (3.4.14)
Ezeket kihasznalva ki tudjuk fejezni a Hubble-paramétert az n fliggvényében:
H,(n) = H; Hy(n) = Hiexp (=3(n — m)), (3.4.15)

tehdat a kinetikus tag dominalta fazisban azt varjuk, hogy a Hubble-paraméter expo-
nencialisan csokken a konformaélis id6 fliggvényeként, mig a potencialis szakaszban nem
valtozik. Ez a vart viselkedés egyezik a szimuldlt adatokkal, ahogy azt a 5. dbran is
lathatjuk.

Az egyes szakaszokat ismerve megkisérelhetjiik a rendszer hossz id6 alatt tapasztalt
atlagos viselkedését térgyalni. Ehhez diszkretizdljuk az n konformalis idét P, perio-
dusokra az ott dominans energiatipus szerint, ahogy azt a 4. dbran bemutattuk. A
szakaszok hatérait jelolje n,. Az inflaciot a kinetikus energia dltal dominalt idoszakasz
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0.040+ Param.:
A=0
_ 0.035 - w=1/3
S do=1
T 0.030- $i=0.9
xi=le-5
0.025 - yi=0.99
0.0 0.1 0.2 0.3
n

5. dbra. A fenti trajektériara kiszamitott Hubble-paraméter, n fliggvényében.

koveti, igy mi is azzal kezdjiik. A fent targyaltak alapjan tetszéleges n, véaltasi pontban
megadhaté a Hubble-paraméter, mégpedig

Hy(nk) = Hy(nk—1)7 Hx(nk) = Hx(ﬁk_1> exXp (_3(77k: — Uk_1)) . (3416)

Akkor pedig tetszoleges n egész szdm esetén

n—1 n—1
H(ng,) = Hy exp | =3 ZU%H - ZU% , (3.4.17)
k=0 k=0

amely azonos P, periodusonkénti valtakozdsokat feltételezve egyszertien
3
H(nP,) =~ H; exp <—§ nPn) ) (3.4.18)

illetve tetszoleges n konformalis idore kozelitoleg

H(y) ~ H; exp (—;n) (3.4.19)

Ha a tényleges idébeni valtozasokra vagyunk kivancsiak, akkor tekintsiink a (3.4.19)
egynenletre n definiciéja alapjan differencidlegyenletként, amelynek megoldédsa tet-
szOleges kezdeti feltételekre:

2 3 3
- —H;(t —1; 2 ) A.
n(t) 3 In <2H,(t ti)+e > (3.4.20)

Tehat n(t) o< In(t?/3), illetve exponencializalva megkapjuk a skalafaktor 4tlagos visel-
kedését az oszcillaciok alatt:

a(t) oc t2/3 (3.4.21)

aminek pontosan az anyag dltal domindlt idéfiggés felel meg. Ennek a jéslatnak a
josagat szemléltetik a 6. abran lathatd illesztések.
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n 1d6tiiggése Skalafaktor id6fiiggése

2.0
7 Szimulacio Param.:
| A=0
1.51 6
5] w=1/3
= 1.0 = do=1
= s 47
$i=0.9
3 4
0.5 x;j=le-5
— Szimulacié 24 0.99
————— ~2/3In(7) fit yi==o
0.0 14
0 100 200 300 0 100 200 300

t[tp] t[7p]

6. abra. Konformalis id6 és a skdlafaktor idéfliggésének szimuldlt adatai 100 osz-
cillaciora. A 1épcsOs kozelitéssel szamitott fliggvényalakok jo egyezést mutatnak az
illesztett analitikus képlettel.

3.4.3. Skalarmezo az oszcillaciok alatt

Az el6zoekben meghataroztuk az oszcillalé szakaszon a Hubble-paramétert n fliggvé-
nyében, amit nem csak a skalafaktor idofliggésének becslésére tudunk felhasznalni, ha-
nem a skalarmezonek, mint a konformaélis id6 fliggvényének kozelitésére is. Felhasznalva
a (3.3.8) egyenletet, feltehetjiik, hogy benne A elhanyagolhaté a skaldrmezé kitéréséhez
képest, illetve potencidlis energidt szinuszos periodusokra kidtlagolva (y?) P, = % értéket
vehetiink, igy:

3 (HY _ 9

N (E) ~ ¢ (n) — 9, (3.4.22)

amelybe az el6z6 fejezet eredményét behelyettesitve

3 3\ 2y o
\/%Hi " €Xp (‘577) ~ ¢°(n) — &5 (3.4.23)

A kinetikus, illetve potencialis energia altal dominalt szakaszok valtakozasa természe-
tesen ezt befolydsolhatja, viszont latni fogjuk (a kés6bbiekben a 12. dbran), hogy az ex-
ponens meglepden pontosan —%77 marad. Ez alapjan a trajektoriak kiszamitasa nélkiil
meg tudjuk becsiilni a skaldrmez6 abszolutértékének valtozasat n fliggvényében, amit
késobb hasznalni fogunk A korlatozasara.

4. Eredmények

4.1. Sotét energia

Autoném egyenletrendszeriink fixpontjai az 1. tablazatban talalhaték. Mellettiik feltiin-
tettiik a benniik kiértékelt Jacobi matrix sajatértékeit, illetve a pont tipusat. Erdemes
megjegyezniink, hogy V) # 0 esetén a tablazat kozepén szereplé D, T, A pontokon kiviil
a tobbi nem fizikai fixpont a 2.3. fejezetben targyaltak alapjan, ezért oket elvélasztva
jeloltiik a tobbitol.
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Jel | (zo, Yo, 20) Sajatértékek Tipus
O | (0,0,1/2) {0, 3(w—1), 3(w+1)} nyereg
D | (0,1,1/2) | {=3(w+1), =3(v+1), 3(y—1)} vonzé
T | (0,1,1) {0, =3, =3(w+1)} vonzo vagy nyereg
Al (0,1,0) [{=3w+1),-3(8+1),3(B-1)} nyereg
B (0, 0, 1) {0, 3(w—1), $(w+1)} nyereg
L (-1,0, 1) {3,0, =3(w—1)} taszité vagy nyereg
R | (1,0,1) {3,0, =3(w —1)} taszité vagy nyereg

1. tablazat. Modelliink fixpontjai, és hozzdjuk tartozo Jacobi-sajatértékek. Megjelenik

L+ > 1 lletve y = /1 - 209 Aldhiizdissal jeloltik
a CMT eredményét, ahol felmeriil a vonzé fixpont lehetdsége.

a sajatértékekben g =

A fixpontvizsgalat eredményeként két pontot is kaptunk, amelyek potecidlisan visel-
kedhetnek attraktorként. Eloszor a D pontot vizsgaljuk, amely csak akkor jelenik meg,
ha A # 0. A harom sajatértéke koziil az els6 minden —1 < w esetén teljesiti a feltételt,
a masodik és a harmadik pedig kézosen véve akkor ad attraktort, ha —1 < Re(y) < 1.
Az als6 hatar trividlisan teljestl, a fels6 pedig igaz, amennyiben ¢ valds és A pozitiv. A
gyok eldjele raadasul nem befolydsolja a stabilitast: képzetes sajatérték esetén Re(y) =
0, ami szintén az adott intervallumba esik: tetszéleges véges ~v értékre tehat attraktort
tapasztalunk a gyorsuld tagulast leiré tartomanyban.

A masik lehetséges vonzo pontja a modellnek T, amelynek egy sajatértéke nulla,
igy rd a kozponti sokasdg elmélet mddszereit kell alkalmaznunk. Ennek eredménye
méasodrendig:

4

o
tehdt Z taszité irany, igy nyeregpontot kapunk, ami megfelel elvardsainknak: fizikai
jelentOsséggel bird vonzo pontot nem kaphatnank pusztan a kozponti sokasag visel-
kedésébol.

Az egyenletek megoldédsaibdl abrazoltunk néhany trajektériat a 7. abréan. Célsze-
rii visszaidézni az egyenletrendszer szimmetriajat, amelyet felhasznaltunk a tartomany
leszlikitéséhez: a z = 0 sikot metsz6 trajektoridk az x = 0 sikra tiikrozve folytatjak
utjukat. Lekovethetjik rajta a fixpontok fent kiszamitott viselkedését, illetve a kettot
osszevetve lathatjuk A és ¢g relativ nagysaganak a hatasat a trajektéridkra. A rendszer
vonzé pontjat kilon abrazoltuk a 8. dbran, mivel rendkiviil bestirtisodtek korilotte a
trajektoriak.

Az abrazolt fixpontok fizikai jelentése konnyiti az dbra értelmezését. A fazistér
tetején talalhaté z = 1 sik felel meg ¢ = oo esetnek, az itt elhelyezkedd pontok irjak le a
mez0 minimumértéke feletti kitéréseket. Felfedezhetjiik az L és R pontok viselkedését,
amelyekre a CMT sem jar eredménnyel®: R nyeregpont lesz, L pedig taszit6. Ez
konzisztens azzal, hogy a skalarmezét az x valtozasa azt a minimum helyébe tereli.
Hasonld szerepet toltenek be a tisztan potencialis energiaju O, B és T nyeregpontok,
annyi kiilonbséggel, hogy T mar H ! # 0 értékii fixpont lesz. A T felel meg a V = oo
potencidlis energianak a ¢ = oo mezo értéknél. Fizikai jelentésti fixpontok a vonzé D

Zr (Zr —373), ahol Zr € [-1,0] — Zh <0, (4.1.1)

3Ré4juk a Ljapunov stabilitds médszereit kell alkalmazni, ami tilmutat ezen a cikken.
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7. dabra. Modelliink fazistere kiilonb6z6 paraméterek mellett, két—két nézdpontbodl.
Feltiintetve rajta az egyes fixpontok, illetve kékkel a tartomany, amin belil gyorsulva
tagul a vilagegyetem.

8. dabra. A ”D” pont kozeli kornyezete, szemléltetésképp a A = 1 = ¢ esetben.
Rakozelitve jol lathatd, hogy tényleg vonzo pontként viselkedik, magaba spirdlozva a
(¢* — ¢2)? < A tartoményt elérd trajektoridkat.
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pont és az A nyeregpont. Az utébbi irja le a potencial lokélis maximumat ¢ = 0-ban,
D pedig a ¢ = ¢g-hoz tartozé V = V| globalis minimumat.

A fixpontvizsgalat eredményeképpen megkaptuk, hogy csak abban az esetben nincs
vonzopontja az autoném egyenlentrendszernek a gyorsulva taguld tartomanyon beliil,
ha Vo = 0. Minden mas, tetszolegesen kicsi V) > 0 esetben rendszertink végsé soron
egy sotét energianak megfeleltetheto, végtelenségig gyorsulva taguld sorsra fog jutni.

4.2. Inflacié

Numerikus szimulaciok alapjan feltérképeztiik, hogy a valtozdék y;, ¢; kezdeti feltéte-
leihez, illetve a skalarmez6 potencidlis energidjanak ¢y paraméteréhez mekkora 7, e-
szerezOdés értékek tartoznak a 3.3.3. fejezet mddszerei szerint. Az itt mutatott abrakon
a szinskdla az e-szerezédés mértékét jelenti a [0, 70] tartomanyon. Annak érdekében,
hogy egy abran tudjuk feltiintetni a kiilonboz6 fizikailag érdekes eseteket, a skalarmezo
¢; kezdeti feltételét tizes alapu logaritmusban, 1g ¢;-ként tiintettiik fel, mivel annak a
nagysagrendje befolyasolta az inflaciot.

Lathatéan a vizsgélt paramétertérben két olyan térrészt talaltunk, amelyek az iro-
dalommal egyezben kelléen nagy e-szerezédéssel jaré inflaciot mutatnak (sététzold tar-
tomédnyok). Az egyik a tetszéleges negyedfoki potenciél, ha a skaldrmezé abszolit
értékének kezdeti értéke magas (®; = 20Mp), ami annak felel meg, hogy a mez6 a nul-
la koriili minimumhelyébe gordiil. Ez jo inflaciot ad, ha a kezdeti feltétellel attol kell6en
tavolrdl inditjuk. A masik a nagy, ®g 2 5Mp minimumhelyt eset, amikor a mez6 kez-
deti értéke nulla (vagy kozel nulla). Erre gondolhatunk egy spontén szimmetriasértés
elétti allapotként: az SSB elotti &g = 0 vakuum varhaté értékli potencialis energia
ezt a kezdeti feltételt jeloli ki a mezd abszolut értékének. Amennyiben ezutan a mini-
mumbhely kelléen kiugrik, nagyjabdl a Planck-témeg nagysagrendjére, szintén inflaciét
tapasztalunk. Erre a két eltéré forgatékonyvre a késébbiekben rendre HF (,,magas
mez06s”, angolul high field), illetve SSB (,,szimmetriasértéses”, angolul spontaneous
symmetry breaking) inflaciéként fogunk hivatkozni.

e-szerez$dés a teljes paramétertérben e-szerezddés a skalarmez6 fiiggvényében
70 70
60 l60
L50 Ning 50
L40 40
30 Tinf 30 Tint

20

1g¢i 25 00 5 Lo
(a)

9. abra. Szimulalt e-szerez6dés az y;, ¢; kezdeti feltételek, illetve ¢, fliggvényében.
Hogy a két szeparalt tartomanyt egy abran tiintethessiik fel, a skalarmezé kezdeti
értékének nagysagrendjére skalaztuk a ¢; tengelyt. (a) Bal oldalon kiilén tengelyen
talalhat6 az y; kezdeti feltétel, (b) jobbra mar dtfedésben a tobbi ponttal.
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A 9.(a) dbra mutatja, hogy a kiilénboz6 paraméterekhez tartozd, szines pottyokkel
feltiintetett e-szerezodés mértéke csak gyengén fiigg y; kezdeti feltételtél. Ezért a harom
dimenzids fazisteret ,,6sszenyomtuk” ebben a valtozoban, a fliggbleges tengelyre az
e-szerez6dést helyezve (ahogy a 9.(b) dbrén lathat6). A kilénbozé y; értékhez tar-
tozd e-szerezOdések jol lathatoan azonosak, a hozzajuk tartozd pottyok hibahataron
beliil atfednkek. Ennek alapjan jobban tudtuk optimalizélni a fazistér letapogatasat:
ezt a kezdeti feltételt y; = 0.5 értékre rogzitve finomitottuk a felbontast a tobbi pa-
raméterben. Az igy kapott, kiillonbozo ¢y és ¢; kezdeti értékek mellett kiszamitott
trajektoridk adatsortdat hasznaltuk a tovabbiakban. Ez tartalmazta az Osszes tra-
jektéridra azok x,y, ¢ valtozoit n fiiggvényében, amelyekbdl a 3.3.3 szakaszban leirt
moédon szamitotttuk az e-szerezédést. Ezt a 10. dbran (a 9.(b) dbra finomabb fel-
bontasu véltozata) lathatjuk. Itt mér jol kirajzolodik a ¢; = ¢y kezdeti feltételhez
tartozo volgy, illetve annak két oldalan a SSB és HF inflacio.

e-szerezGdés a skalarmezo fliggvényében

70

60

-50

30 1

-20

10

10. dbra. Jobb felbontasu szimulacié y; = 0.5 értékkel. Jol lathato a két tartomény
amelyre inflaciot tapasztalunk: balra a &y ~ mp minimumhelyd SSB esetek, jobbra
pedig a ®; ~ 4mp kezdeti értéki HF régio.

Az inflacié végének n;,; konformadlis idopontjanak ismeretében kinyertiik adatso-
rainkbdl az = (Ming), Y(Ming), @(Ming) valtozdk értékeit. Ezekbdl megkaptuk a skaldrmezo
Q, relativ energiastirtiségét, illetve abszolit értékének (¢ — @3)? négyzetes eltérését a
minimumtél. Az utébbibdl tudtunk szamitani durva Ay, felsoé becslést a kozmoldgiai
dllandénkra. Mivel a sotétenergia megjelenése (¢? — ¢2)? ~ A feltételhez kotott, az
inflacié végén a skaldrmezo abszolutértéke felso hatart szab a kozmoldgiai allandonak,
ha azt varjuk, hogy az inflacio és a kései tagulas ne fedjenek at.

A szamitasainkat itt mar korlatoznunk kellett, kétfeldl is. Egyrészt kiemelt szerepet
szenteliink az inflaciot tartalmazo trajektoriaknak. fgy az N > 45 feltételt teljesito
eseteket vizsgaltuk tovabb, ami a numerikus szamolasokhoz elég megszoritas lett vol-
na. Azonban a kés6bbiekben alkalmazott analitikus becslések csak a SSB inflaciokra
érvényesek, igy csak azokra szoritkozunk a tovdabbiakban. Az energiasiirtiséget a jo
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inflaciét tartalmazo esetekre kiszamitva ismét elértiik a fliggetlenséget a kezdeti feltéte-
lektél: minden ilyen trajektoridnk bekonvergdlt ugyanarra a Qy ~ 1 végpontra. A
SSB-re vonatkoz6 Ay felsé becslésiink viszont tdgnak bizonyult: nagyjabél 0.5 Mp ~
(0.85Mp)* ald tudtuk korldtozni (11.(a) dbra) az allandé értékét csupdn az inflacié és
a sotét energia idorendjét kihasznalva.

Durva fels6 becslés A értékére Q, €rtéke inflacié utén

I

50

40

30 inf

11. dbra. A szimmetriesértéses inflicié tartomanyan feltiintettiik (a) a durva felsd
becslést a potencidlminimumhoz tartozé A értékre, illetve (b) a skaldrmezd relativ
energiastriiségét az inflacié végén. Demonstraltuk az dbran a két hasznalt maszkot:
(a) balra csak az SSB trajektéridk pontjai szerepelnek, (b) jobbra pedig ezen beliil is
csak a kello e-szerezodéssel jardk.

4.3. Oszcillacidk

Az inflacidt teljesité tartomanyok tovabbi idéfejlédését is tudtuk vizsgalni. Ezek kozil
kivalasztottuk a SSB eseteket, mivel a nagy ¢; mezos, kis ¢y minimumhelyti HF tar-
tomanyok a 3.4.1. szakaszban targyaltak miatt bizonytalanabban kezelhetok ugyanazon
moédszerekkel. Ahogy a 11.(b) dbran lattuk, minden trajektorian Qg (mine) =~ 1 teljesiilt,
igy ezek iddfejlodéséhez alkalmazhattuk a 3.4. szakaszban leirt kozelitést:

n(t) ~ gln @Hi(t ) e, (4.3.1)
)~ &~ (6~ R)esp (~o 0 —m)). (132

A kozelités josaganak szemléltetéséhez az my,¢ > 45 SSB inflaciéja trajektéridkra
tovabb futtattuk a numerikus differencialegyenletet megold6 programot. A minél pon-
tosabb illesztés érdekében mindegyiket a felfuvodas utan még 100 oszcillacié lefutdsaig
szimuldltuk. Ezeken a trajektoridkon lekovettiik ¢?(n) — @2 valtozdsat, amelyekre expo-
nencidlisan lecsengd o exp (—fn) fiiggvényalakot illesztettiink, hogy ldssuk mennyire
pontos a kozelités altal josolt § = % exponens. Az igy kapott illesztések paraméterei
a 12. abran talalhatok, és egyezést mutatnak a numerikus szimuldcié és az analiti-
kus kozelités kozt. Ennek eredményeképpen a skaldrmezd €2, relativ energiastirisége
altal domindlt oszcillacids szakaszon a wvildgegyetem anyagszeriien viselkedik a (4.3.1)

egyenlet alapjan, a skaldrmezd lecsengését pedig jol irja le a (4.3.2) képlet.
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¢ lecsengésének illesztése az oszcillaciok alatt

1.502- *
Pop T *
. S e, gt . e
g 1500 R S yopren it
o
5 Fifet-t
Y 1.408-
g . ] ]
[n]
&
= 1.496- .
1.494 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Trajektoria index

12. abra. A SSB inflaciét mutaté 150 trajektoria szimulacigjat folytattuk 100-100
oszcillicidig. Ezek alatt kovettik ¢? — ¢F véltozdsat, amelyre A exp (—8(n+ B))
fliggvényt illesztettiink. Az abran ezek [ paraméterei lathatok, egy standard devi-
ancia hibahatarral.

A (4.3.1) és (4.3.2) egyenletek segitségével tetszoleges t idépontra ki tudtuk szami-
tani a modellunk &ltal jésolt skalafaktort, mezd-abszolutértéket és Hubble-paramétert.
Az el6z6 becslésiink A értékére tul tagnak bizonyult, ezért behelyettesitjik az egyen-
letekbe azt a tpg idopontot, ahol a sotétenergia és az anyag-szertien viselkedd mezo
relativ energiastirisége megegyezik. Hogy ellendrizziik modelliink konzisztens-e a stan-
dard kozmolégiaval, a szakirodalombdl [15] vett tpgp > 9.8 Gyr értékkel kiszamitottuk,
hogy mit kapunk A, felso hatarra. Vettiikk a SSB inflaciés tartomany végén érvényes

Konzisztensségi becslés A értékére Konzisztensségi becslés Ho értékére
70 70
60 1000°°"%% 60
=5 > e
50 -1 50
lgHy" —15
40 -2 40
Ninf —25 Ninf
=3
20 20
10 -25 10

‘ 0 . -75
3.75-10.0 lg ¢ 3.75-10.0 lg ¢

(a) (b)

13. dbra. Az irodalmi sotétenergia megjelenési idot figyelembe veve felsé becslések SSB
inflaci6é utdn: (a) a potencidlunk null pont energidjara és (b) a Hubble-dllandéra.
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mezoértékeket és Hubble-paramétereket, majd azokra alkalmaztuk a fenti kozelitésbol
kapott idéfejlédést. Az igy kapott (¢, — ¢3)* értékeket megfeltettiik Aa, felsd
hatdrnak minden (¢, ¢;) paraméterti kezdeti pontra, amit a 13.(a) abrén szemléltetiink.
Ezek a A, értékek olyan értelemben szabnak korlatot a kozmoldgiai allandénak, hogy
legfeljebb mekkora A mellett lesz legalabb ilyen késén a sttétenergia—anyag energi-
astirtiség egyenloség. Becslésiink jol lathatoan tartalmazza a kozmologiai allandé iro-
dalmi Ay = 2.888 - 107122 értékét. Tovabba a 3.3.3. szakasz segitségével ki tudtuk
szamitani, hogy ezekhez a trajektoriakhoz mekkora Hubble-paraméter tartozik a fent
megadott sotétenergia—anyag egyenloségi pontban. Mivel a Hubble-paraméter mono-
ton csokken, ezzel a modelliink altal josolt mai Hy Hubble-allandéra is felsé korlatot
tudtunk szabni. Ez a 13.(b) dbrdn lathaté: a Hubble-dllandé Planck-egységben mért
Hy ~ 107% értékét szintén magaba foglalja a felsd becslésiink altal kijelolt térrész.

4.4. A vilagegyetem kora és a Hubble-allandé6

Rogzitettiik a kozmoldgiai allandét a szakirodalombdl [5] vett, Planck-egységekben
értett Ay, = 2.888 - 107122 értékre. Az elézb fejezet érvelését megforditva ki tudtuk
szamitani, hogy milyen valds id6 tartozik ahhoz a ponthoz, ahol a kozmoldgiai konstans
és a skalarmezénk jarulékai megegyeznek, tehat yip = 0.5, és (9% — #3)*> = A. Ekkor
a (4.3.1) és (4.3.2) egyenleteket atrendezve:
21 ¢} — &

top = = — b0 4.4.1

PET3H, A ( )
amelynek értéke egy sziik, 95% bizonyossaghoz tartozé hibahatéron beliil minden (H;,
®i, ¢o) SSB inflacié utani értékre ugyanannak adédott:

tpg = 11.61620(1) Gyr. (4.4.2)

Hasonléképpen ki tudtuk szamitani, hogy mekkora Hy, Hubble-paraméter tartozik
ahhoz a ponthoz, ahol a sotétenergia relativ energiasfirtisége y2, = 0.7. Feltéve, hogy
ekkorra a skaldrmez kelléen lecsengett, hogy (¢2, — #3)> < A igaz legyen, a (3.3.8)
egyenlet leegyszertisodik:

1 /10 /10
Hy = \@ 7\/AAMP = ﬁ\/AmMp = 1.1727-107%"¢ 1 (4.4.3)

amely ismerdsebb egységekben

km /s

Hy~67.1 .
0 Mpc

(4.4.4)

Ez konzisztens a mért értékkel, ami jo ellenérzése modelliinknek: kihasznalva a A koz-
moldgiai konstanst rogzité Hy és 2y mért értékeket, Osszeegyeztetheto eredményeket
kaptunk az irodalmiakkal. Ezzel a (4.4.2) egyenletben kiszamitott kort is ellenérizhetjiik,
kihasznalva az unvierzum kozelitéleges életkorara vonatkozo ty = HAO osszefliggést:

ty ~ 14.58 Gyr. (4.4.5)
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5. (")sszegzés

5.1. A paramétertér

Munkénkban egy nullatél eltéré minimum helyt és értékli skaldarmezovel egészitettiik
ki a Friedmann-egyenleteket. Azt vizsgaltuk, hogy a kozmologiabdl ismert gyorsulva
taguld szakaszok a vildgegyetem torténelmében (a korai inflacid és a kései s6tétenergia)
megjelennek-e ebben az egyszerti modellben. Eredményeink alapjan &g ~ m,, és V >
0 mellett tapasztalunk olyan trajektéridkat, amik kvalitative leirjak a vilagegyetem
kezdeti és mai tagulasat.

A potencidlis energia minimumanak ez a két paramétere az, ami befolyasolja rend-
re az inflaciét, és a sotétenergiat. A minimumbhely értékét megszabja az e-szerezodés
mértéke, amennyiben a felfivodasra egy spontan szimmetriasértés kovetkezményeképp
tekintiink. Ez feloldja a mésik lehetséges forgatokonyv, a magas mez6s inflacionak
azt a furcsasagat, miszerint a mez6 csak kiillonosen nagy, Planck-tomeg feletti kezdeti
kitérésekre produkal jo e-szerezédést. A kezdeti feltételre vonatkozo szigori megkotés
modelliinkben eltlinik, viszont az energiaskala problémaja megmarad: feltételezett
mezonk véakuum vérhaté értéke (és igy a hozzd tartozé bozon témege) pontosan a
Planck-tomeg nagységrendjébe esik. Ez egy bizonyos szinten varhato volt: részecske-
fizika motivalta potencidllal probalkoztunk egy gravitaciobol fakadd hatas leirdsara,
igy nem meglepd, hogy megjelent a kettét osszekapcesold skala.

A ma tapasztalt gyorsulé tagulds alapjan a fixpontvizsgdlatunk eredménye azt
josolja, hogy Vj # 0, modelltinkben szerepelnie kell a kozmoldgiai allandénak. Ra fels6
korlatot a numerikus szimuldcidk alapjan tudtunk szabni, az univerzum (standard koz-
mol6giabdl jésolt) korat alulrdl korlatozva. Ez tartalmaztva annak irodalmi értékét,
igy azt véve A paraméteriinknek kiszamitottuk modellunk jéslatait a sotétenergia—
anyag egyenloség tpg idépontjara, és a Hubble-allandéra, amelyekre a megfigyelésekkel
meglepden osszecsengd értékeket kaptunk.

5.2. Moddszertanbeli tanulsagok

Modelliinkben a kozmolodgiai dllandét nem az univerzum energidinak kiilon 6sszetevo-
jeként kezeltiik, hanem a mez6 potencidlis energiajaba olvasztva. Ennek hala le tudtuk
valasztani a trajektoridkbol azokat a szakaszokat, ahol a Vy = 0 esettol nem térnek
el megoldasaink. Amikor a skalarmezd abszolut értékének lecsengése indokolta, ujra
figyelembe tudtuk venni az allandot.

A drasztikusan mas idoskélaji események egyideji vizsgalatahoz két triikkot alkal-
maztunk. A differencidlegyenletek numerikus megoldasban a szimuldciéknak a 3.3.2.
szakaszban részletezett periodikus ujrainditésa tette lehetdvé a trajektoridk teljes végig-
kovetését. Ez demonstrativ célokra, illetve a futdsidok csokkentésére elég volt, viszont
a sOtétenergia viselkedésének megbizhaté kiszamitasara mar nem. Ahhoz elengedhe-
tetlenek voltak a 3.4. fejezet analitikus kozelitései, amelyekkel mér el tudtuk végezni
a teljes paramétertér vizsgalatat. Mellékes eredményként raadasul megkaptuk az osz-
cillalé mezd univerzumanak pontos viselkedését, ami meglepé moédon egyezik az anyag
dominalta vilagegyetem id6fejlédésével.

Finomitast talan a 3.3.4. szakaszban bevezetett valds idofliggésre vald attérés meg-
valositasa érdemel. Munkank soran ennek a differencidlegyenletnek a megoldasara egy
primitiv, Euler-mddszeren alapulé algoritmust hasznéltunk. Céljainkra ez elégnek bi-
zonyult, viszont a program ezen része még nem optimalis.
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5.3.

Kitekintés

Tanulmanyunkban sikeriilt megvaldsitani a célkitlizésiinket. Felépitettiink egy olyan
numerikus és analitikus eszkoztarat, amellyel a skaldrmezokkel kiegészitett gravitdcio-
elmélet tanulmdnyozhato olyan szempontbol, hogy egyetlen modell keretén belil elérheto-
e a vildgegyetem korai felfuvoddsdnak és kései gyorsulo taguldsdnak mennyiségi leirdsa.
A célunk elérése mellett az egyetlen skalarmezot hasznalé konkrét modelliinkrol nem
gondoljuk, hogy teljes képet a vilagegyetemrol. Felsoroltunk néhany gondolatot, amik
felmeriiltek vizsgalataink soran.

Figyelmen kiviil hagytuk skaldarmezénk elbomlasat. A Klein-Gordon egyenletbe
bevezethettiink volna olyan tovabbi tagot, amely bomlast eredményez, de az
egyszeriiség jegyében ezt egyeldre nem vizsgdltuk. Jél lathatd eredményekkel
jart, hogy kihagytuk az egyenleteinkbdl: modelliink vildgegyetemének a teljes
torténelmében csak a skaldrmezd energiastirtisége dominans, a tobbi jarulékot
gyakorlatilag el is hagyhattuk volna.

Az analitikus kozelitésiink értelmében tapasztalunk inflaciés, anyagszertien vi-
selked6 oszcillacids, és sotétenergia jellegii szakaszokat az univerzum idofejlodé-
sében. Sehol nem jelent meg sugdrzdsszerii viselkedés (a modell szempontjabdl
érdektelen inflacié el6tt iddszakot kivéve), amire pedig szdmitanank a standard
kozmolégiabdl.

Kiindulasként skalarmezonket a részecskefizika BEH-modelljébol vettiik, ami a
mar ismert Higgs-bozont josolja &y ~ 246 Gev értékkel, ami 17 nagysagrenddel
kisebb mint az inflacidhoz sziikséges minimumely. fgy a vizsgalt mezonk vagy
egy masik skalar, vagy a minimumhely idében véltozik.

Elvileg lehetséges a skalarmezo és a gorbiilet kélcsonhatasat is figyelembe vevo tag
a Lagrange-stiriiségiinkben, ami tanulmanyozasra érdemes érdekes kiegészitése a
modellnek.

Nem targyaltuk az univerzum striiségfluktuaciéinak mértékét. Elképzelheto,
hogy bar j6 e-szerezodést kapunk valamely ¢, paraméterre, de a hozzéd tartozo
fluktuaciok nem Osszeegyeztethetok a mért értékekkel.

Mindezek a kérdések tovabbi izgalmas kutatast vetitenek elére.

26



Hivatkozasok

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Sebastian Bahamonde, Christian G. Béhmer, Sante Carloni, Edmund J. Copeland,
Wei Fang, and Nicola Tamanini. Dynamical systems applied to cosmology: Dark
energy and modified gravity. Physics Reports, T75-777:1-122, nov 2018.

Edwin Hubble. A Relation between Distance and Radial Velocity among Extra-
Galactic Nebulae. Proceedings of the National Academy of Science, 15(3):168-173,
March 1929.

Adam G. Riess, Alexei V. Filippenko, Peter Challis, Alejandro Clocchiatti, Alan
Diercks, Peter M. Garnavich, Ron L. Gilliland, Craig J. Hogan, Saurabh Jha, Ro-
bert P. Kirshner, et al. Observational evidence from supernovae for an accelerating

universe and a cosmological constant. The Astronomical Journal, 116(3):1009—
1038, sep 1998.

D. N. Spergel, R. Bean, O. Dore, M. R. Nolta, C. L. Bennett, J. Dunkley, G. Hins-
haw, N. Jarosik, E. Komatsu, L. Page, et al. Three-year wilkinson microwave ani-
sotropy probe (wmap) observations: Implications for cosmology. The Astrophysical
Journal Supplement Series, 170(2):377-408, jun 2007.

R. L. Workman and Others. Review of Particle Physics. PTEP, 2022:083C01,
2022.

Alan H. Guth. The Inflationary Universe: A Possible Solution to the Horizon and
Flatness Problems. Phys. Rev. D, 23:347-356, 1981.

Andrei D. Linde. Inflationary Cosmology. Lect. Notes Phys., 738:1-54, 2008.
Andrei D. Linde. Chaotic Inflation. Phys. Lett. B, 129:177-181, 1983.

Fedor L. Bezrukov and Mikhail Shaposhnikov. The Standard Model Higgs boson
as the inflaton. Phys. Lett. B, 659:703-706, 2008.

F. Bezrukov, A. Magnin, M. Shaposhnikov, and S. Sibiryakov. Higgs inflation:
consistency and generalisations. JHEP, 01:016, 2011.

Jiro Matsumoto and Sergey V. Sushkov. Cosmology with nonminimal kinetic co-
upling and a higgs-like potential. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics,
2015(11):047-047, nov 2015.

S. C. C. Ng, N. J. Nunes, and F. Rosati. Applications of scalar attractor solutions
to cosmology. Physical Review D, 64(8), sep 2001.

Stephen Wiggins. Introduction To Applied Nonlinear Dynamical Systems And
Chaos, volume 4. 2014.

Ernst Hairer and Gerhard Wanner. Stiff differential equations solved by radau
methods. Journal of Computational and Applied Mathematics, 111(1):93-111,
1999.

Barbara Ryden. Introduction to cosmology. Introduction to cosmology / Barbara
Ryden. San Francisco, CA, USA: Addison Wesley, ISBN 0-8053-8912-1, 2003, I1X
+ 244 pp., 01 2003.

27



Filiggelék

Sajat eredmények

Az atfogo kérdés amely e dolgozatot motivalta, az a skalarmezdk szerepe az univer-
zum tempordlis fejlédésében, kiilon figyelmet szentelve a gyorsuld tagulast mutato
szakaszokra. Munkam célja az volt, hogy az efféle modellek vizsgalatara felépitsek
egy modszertant, amelynek segitségével a teljes kronolégiat lefedhetjiik az inflaciotol a
sOtétenergidig.

A skalarmezos sotétenergia szakirodalmi formalizmusat, illetve a linedris stabi-
litasvizsgalat és kozponti sokasag elmélet modszereit hasznalva kiszamitottam valasztott
modelltink késé idei viselkedését. A nem zérus minimumbhelyti és értékli hatvanypotencial
specifikus esetének ilyen targyalasa legjobb tudomasom szerint 1j. A szamitasok meg-
valositasara, illetve az abrak rajzolasara Mathematica kodot irtam. Eredményképp
egyrészt pozitiv kozmologiai allandét tudtam josolni, masfeldl pedig ellendriztem a
numerikus megoldasokat.

Az inflacids szakasz leirasahoz a fent emlitett, n idoparaméterre tamaszkodo forma-
lizmus hasznélata onallé 6tlet volt. Ez alternativat nyujt a lassu gordiilés kozelitésre:
helyette a differencidlegyenletek numerikus megoldasaval kaptam meg az e-szerezodés
mértékét a kezdeti értékek és a minimumbhely fiiggvényében. A megoldasok meg-
valdsitasara és dbrazolasara Python kdédot készitettem. Sikeresen talaltam olyan tar-
tomanyokat, amelyek telejsitik az elvart e-szerezodést.

A két szakasz 0sszekapcsolasahoz analitikus és numerikus médszereket is felvazoltam.
A numerikus megoldasokra a sciPy csomag Radau megolddjat talaltam legalkalmasabb-
nak. Ezt olyan algoritmussal kiegészitettem ki, amely a szimulaciét periodusonként
Ujrainditotta, és ezaltal stabilizaltam a numerikus megoldést tetszéleges végpontig (az
er6forrasigényeket figyelembe nem véve). Ezzel parhuzamosan analitikus kozelitésekkel
levezettem, hogy az oszcillalé mez6 kozmoldgiai jaruléka anyagszeri. Ezt a kozelitést
szimulaciokkal tamasztottam ala.

Levezettem és implementaltam az n valtozordl a valds ¢ idére vald attérés modszerét.
Ezzel, és a fent részletezett részeredményekkel egyiitt bemutattam, hogy a kezdeti
inflaciéo megoldasai elfolytathatok napjainkig. Demonstraciéként a valasztott modell-
ben inflaciot teljesito trajektéridkra ezt meg is tettem, a standard kozmoldgiaval kon-
zisztens eredményt kapva a kozmoldgiai konstans és a Hubble-allandé értékeire.
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Filiggelék

Szakdolgozat eltérés
Ccél

Bar TDK munkam és szakdolgozatom mind a skaldrmezds kozmoldgia tagabb teriiletébe
tartoznak, azok alapveto kérdése més. TDK munkam 6 célja egy mddszartan kiépitése
volt: milyen analitikus és numerikus utakon lehet megkapni egy skalarral felruhazott
vildgegyetem torténelmét kezdetétol napjainkig. Ehhez egy viszonylag egyszerti mo-
dellt alkalmaztam demonstracios célokkal.

Szakdolgozatomban egy specifikus, részecskefizikailag pontosabban koérhatéarolt ska-
larmez6 modell volt a vizsgdlatom targya, feltarva az Osszes lehetséges viselkedést,
amelyet az mutatni tud. Ez esetben nem lehetett értelmezni a korai és kései szakaszok
0sszekotését, mert azok a fazistér diszjunkt tartomanyaihoz tartoztak.

Modell

TDK dolgozatom valasztott modellje a kifejlesztett modszerek bemutatasat szolgalta.
Az inflaciés szakaszhoz sziikséges legordiilés motivalta a nem zérus minimumhely le-
hetoségét, a kései sotétenergia pedig a nem zérus minimumértéket. Ezek voltak azok
a minimalis paraméterek, amelyek mellett targyalni tudtuk a korai és kései szakaszok
athidalasat.

Szakdolgozatom szigorian nem-nulla vakuum varhaté értékd skalarbdl indult ki,
elhagyva a kozmoldgiai dllandot, ezzel magara a mezore fokuszalva. A skalar benne
nem minimalisan csatolt a téridé gorbiiletéhez, hanem konformaédlisan, ezzel betartva
az ekvivalencia elvet. Figyelembe véve a skalar kolcsonhatasait mas részecskékkel, a
Klein-Gordon egyenlet kiegésziilt egy 1j taggal, amely a részecske bomlasi szélességével
aranyos.

A két modell akkor hozhaté atfedésbe, ha a kozmoldgiai allandét, a skalar-gorbiilet
csatolast, illetve a bomlasi szélességet nullanak vessziik.

Moédszertan

A TDK-ban a skaldarmez6s sotétenergia szakirodalmi modszertanat terjesztettem ki
az univerzum teljes torténelmére. A fixpontvizsgalatban hasznaltam a linedris stabi-
litasvizsgalat és a kozponti sokasdg elmélet mddszereit, illetve kitértem a lehetséges
fixpontok divergens viselkedéseire is. A korabbi korszakokhoz stabilizaltam a differen-
cidlegyenlet numerikus megoldasait Python-ban.

Szakdolgozatom a TDK munkam eredményeképp megkapott modszereket hasznélja.
Az itt részletezett numerikus modszerek és analitikus kozelitésekre ott csak hivatkoz-
tam 1jboli levezetés helyett. Az igy felszabadult teret diplomamunkamban modell-
specifikus szamitasok vették at.

Utébbi esetében a konformalis csatolasbdl adédd mozgasegyenleteket részletesen,
1épésrdl 1épésre levezettem a varidciészamitas modszereivel, amelyhez Mathematica
programcsomagokat vettem igénybe. Az igy kapott egyenletek természetesen mas au-
toném egyenletrendszerhez vezettek, de annak megoldasa hasonlé médon tortént. A
bomlasi tag vizsgalatahoz analitikus kozelitéseket tettem, amelyeket numerikus fiiggvény-
illesztéssel tamasztottam ald. Ezekhez ismét felhasznaltam hivatkozasként a TDK dol-
gozatot.
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Eredmények

TDK dolgozatom f6 eredménye az n-tol fligg6 autoném differencidlegyenlet numerikus
megoldasanak stabilizalasa, illetve az ezzel aldtamasztott egyszeriisités, miszerint a
skalar oszcillacioi anyagként viselkednek. Ezek sikerét mutatja, hogy a valasztott mo-
dell inflaciot mutatd trajektéridit a jelenig folytatva egyezést talaltam a kozmoldgiai
alland6 és a Hubble-allandé standard értékeivel. A megoldasokbdl viszont hidanyzott
a sugarzas dominalta szakasz, és az anyag-sotétenergia egyenloségi pont is késébbre
keriilt a vartnal: ezek a modell hidnyossagaira utalnak. Az e-szerezédés alapjan a
&y minimumbhelyre Planck-tomeg koriili értéknél kaptam jo eredményt, illetve a mar
ismert magas kezdeti értékii esetekben.

A szakdolgozatomban vizsgalt skalarmez6 két eltéro viselkedést mutatott a pa-
ramétereinek fliggvényében. A vakuum varhaté érték két atfedésmentes tartomanyaban
valosult meg inflacié és a sotétenergia. Utdbbi esetben a skalar elméletileg josolt
tomegét m, < 10732 eV ald tudtam korldtozni. Az inflicids esetben az e-szerezédések

mértékébdl a minimumbhelyre ®; > 10'° GeV joslatot tettem. A tranziens viselkedés
itt anyag dominalta végso fazisba torkollt, ahol megjelent egy anyagszeriien viselkedd
j Qs o< (Pg/Mp)? energiajarulék. A korai szakaszokban a mez8 bomldsdnak és anyag-
szerl oszcillacidinak hatasara a Hubble-paraméternek lassabb csokkenést josoltam, ez-

zel annak mai elméleti értékét a standard kozmoldgianal feljebb becsiilve.
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