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1. fejezet

Bevezeto

1.1. Inspiracio: Sketchpad, SolveSpace

A mérnoki tervezdprogramok (Computer-aided Design programs, innentdl: CAD) a
szamitastechnika korai szakaszat6l kezdve mind az automatizalt szdmitds, mind az ember-gép
interakcid hatarait feszegették. Ivan Sutherland 1963-as doktori tézisének téméja, a Sketchpad,
az elsd CAD programnak tekinthetd. Ebbdl a programbdl eredeztetheté a GUI (Graphical User
Interface) koncepcidja is. [19]

A hasonldéan fejlett CAD programok széleskorii elterjedéséig hosszu ideig kellett varni,
példaul az ipari standardként befutott CATIA és AutoCAD/AutoDesk programok els6 verzidi
1982-ben jelentek meg. Ezek a szoftverek jellemzden zért forrdskéduak és magas dron
licencelhetdk.

A SolveSpace [18] és a FreeCAD [8] nyilt forraskédu, ingyenesen elérheté CAD-szoftverek,
amelyek, bér sziikebb eszkoztarral rendelkeznek, mint az AutoCAD, akar ipari kdrnyezetben is
sikeresen hasznalhatdk.

Ebben a munkdban egy olyan programot mutatunk be, amely hasonl6, de korldtoltabb
sikbeli modellez6 funkcionalitdssal rendelkezik, mint a fent emlitett eszk6zok. Egy nyilt
forrask6di CAD-szoftverekben ritkdn latott aspektus, hogy az implementélt program lehetové

teszi a tervek tobb felhasznal6 altali egyidejii szerkesztését. A forraskdd elérhetd GitLabon.!

"https: //gitlab.com/dobaipatakyattila/draw-constrained
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1.2. A dolgozat részei

A dolgozat két részben mutatja be a CAD-szoftveren végzett munkat:

1. A matematikai megoldokrol sz6l6 fejezetben szerepel:

A  megoldand6 mértani problémdk egy megfogalmazdsa és lehetséges

reprezentécidja.

 Két, a megoldisra haszndlhaté iterativ algoritmus, és teljesitményiik

osszehasonlitasa.

A hibafiiggvény differencidlszamitasara hasznilhaté modszerek, és teljesitményiik

oOsszehasonlitasa.

A tidl kevés és til sok megkotéssel rendelkezd rendszerek problémdja, és egy

lehetséges megoldds a magas szabadsagi fokok problémadjara.

A szakirodalomban fellelhetd alternativ megolddsok a megkotések kielégitésére.

2. A szerkesztésért és megjelenitésért felelos webes alkalmazasrdl sz616 fejezetben szerepel:

A kliens-szerver architektirara épiil6 alkalmazas miikodése.

A kommunikaciés mechanizmus, ami a Haskellben irt programok kozott az adatok

szinkronizalasét biztositja.

* A versenyhelyzetek elkeriilésének itt hasznalt mddja.

A Haskellben implementélt bongészds kliensalkalmazas.

1.3. Bevezeto példa

Tekintsiink egy bevezetd példat a targyalt probléméra. A felhaszndlé a grafikus webes

feliileten keresztiil tetsz6leges sorrendben beviszi (berajzolja) a kdvetkezd adatokat:

» Elemeket: 7 darab pontot; Szakaszokat a 4., 5. és 6. pontok kozt; 4 darab kort, az 1.,

25., 37., és 40. pontokat vélasztva kozéppontként;

* Megkotéseket: Az 1. és 40. pontok kozt legyen konstans 150 egységnyi tavolsag; A 9.
szakasz legyen rendre a 3., 39., 42. korok érintdje; A 12. szakasz legyen rendre a 3.,

27.,42. korok érintje; A 15. szakasz legyen rendre a 3., 27., 39. korok érintdje; A 3.

2



kor rendre érintkezzen a 27., 39., 42. korokkel; A 39. és 42., illetve a 27. és 39. korok

sugara legyen egyenlG;

Ha a mértani megoldé nem aktiv, mivel a bemenet csak hozzdvetdlegesen pontos, az elemek
allapota az 1.1a 4bran lathatéhoz lesz hasonl6. Ha a mértani megoldot aktivadljuk az elemek
betdpladlasa utdn, vagy a teljes folyamat alatt aktiv, a 1.1b dbrdhoz hasonl6 konfiguraciéhoz

jutunk.
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(a) A bemenet a megkotések betartatdsa nélkiil (b) A megold¢ altal meghatdrozott 4j konfigurdcié

1.1. dbra. Példa a targyalt mértani problémékra. Az elemek azonositéi rézsaszinnel, a
megkotések narancs €s voros szinnel jeldlve.



2. fejezet

A megoldo

2.1. Bevezetés

Kétdimenzids térben létez6 mértani elemekrdl tesziink dllitdsokat, ,,megkdtéseket”
fogalmazunk meg rdjuk nézve. Jeldljik a mértani elemek halmazat V'-vel, a rdjuk vonatkozé
megkotések halmazat pedig C-vel. A célunk tigy meghatdrozni V' elemeinek paramétereit, hogy
C' lehetd legtobb megkotése teljesiiljon.

Idedlis lenne minél kevesebb tipusd mértani elem definidldsa, ugy, hogy ezek lefedjék a
mérnoki felhaszndlok igényeit. A CAD-programokban leggyakrabban hasznélt elemek: pontok,
egyenesek / szakaszok, korok / korivek, Bezier-gorbék.

Ezekre az elemekre példdul a kovetkezd tipusi megkotések értelmezhetdek: (Euklideszi)
tavolsdg, fix pozicid, fix sugar, két szakasz altal bezart szog, harom pont altal bezart szog,
fliggblegesség, vizszintesség, pairhuzamossag, merdlegesség, érintd.

A legrégebbi megolddsi irdnyzat a CAD teriileten az, hogy ezeket a megkdotéseket
hibafiiggvényekként definidljuk és a négyzetes hibdk Osszegének minimalizalasat tekintjiik a
megolddsnak. [19]

Mi is ezt a reprezentdciot valasztjuk altalanossaga miatt. Széles matematikai eszkoztdra

miatt a megoldot és teszteket a Julia [3] nyelvben implementaltuk.

2.2. Derivalt-alapi iterativ modszerek

Ha a megkotéseket hibafiiggvényekként fogalmazzuk meg, a mértani probléma leirhat6 egy

optimizécids feladatként, ahol az



flz) = Zﬁ-(sc),fi eC

fiiggvény minimumat keressiik. Jeloljitk az optimumot x*-al, f(z*)-ot pedig p*-al.

A targyalt algoritmusok azzal a feltételezéssel élnek, hogy az f : R" — R fiiggvény
kétszeresen (a gradiens modszer esetén egyszeresen) differencidlhaté. Beldthatd, hogy ez
teljesiil, ha a C' megkotéshalmaz f; fliggvényei is kétszeresen differencidlhatok. Amikor a
fliggvény nem konvex, a taldlt megoldds nem feltétleniil lesz a globdlis optimum.

A megoldas egy sziikséges és elégséges feltétele, hogy
Vfix*)=0

legyen. Néhany sajatos esetben az egyenlet megoldhat6 analitikus titon, de a legaltaldnosabb
megoldasi médszer az iterativ algoritmusoké. Az ereszkedésre alapuld iterativ algoritmusok
20 21 kozelité megolddsok sorozatit szamitjak ki, ahol f(z*)) — p*, amikor k — oo.
Ezeknél az algoritmusoknal el6feltétel egy =(*) kezdeti pozicié ismerete. [5]

Egy ilyen kezdeti pozici6 a targyalt CAD-programban mindig adott lesz, mivel a felhaszndlo
a tervezés sordn hozzdvetdlegesen elhelyezi a mértani elemeket, mielStt megkotéseket fogalmaz
meg rijuk.

A ereszkedésre alapul¢ iterativ algoritmusok éltalanos alakja a kovetkez6 [5]:

1. Algorithm Ereszkedésre alapul¢ iterativ algoritmus

1: Bemenet: A kezd6pont x € dom f.

2: repeat

3:  Megvilasztjuk a Ax keresési iranyt.

4:  Vonalkeresés. Megvalasztjuk a t 1épéshosszt.
5: Frissités. x := x + tAx.

6: until A ledllasi feltétel teljesiil.

2.2.1. Keresési irany megvalasztasa

A keresési irany megvalasztasdra két modszert vizsgalunk:

* Gradiens médszer: Ax := —V f(x), ahol V f az f fiiggvény gradiense.



o Newton-médszer: Ax := —(V2f(z))"'Vf(z), ahol V*f az f fiiggvény Hesse-féle

matrixa.

2.2.2. Vonalkeresés

A vonalkeresés célja, hogy meghatdrozzon egy ¢ 1épéshosszt, amelyre f(x + tAx) a lehets

legkisebb. A kovetkez6 algoritmus egy kelléen jo kozelitést ad [5]:

2. Algorithm Vonalkeresés
1: Bemenet: A keresési irdany Az, « € (0,0.5), 8 € (0,1).

2: t:=1.
3. while f(z +tAz) > f(z) + atVf(z)' Az do
4:  t:=pt.

5: end while

2.2.3. Leallasi feltétel

Mindkét médszer esetén elégséges feltétel a ledlldshoz, ha V f () < ¢, ahol € egy tetszSleges
hibahatar. A targyalt megold6 egy heurisztikus, korai ledllasi feltételt is haszndl arra az esetre,
ha a megoldds tilsdgosan eltér a kezdeti konfiguraciotol. A legtobb ilyen esetben a megoldd

olyan megoldashoz konvergdl, ami a felhasznal6 szempontjabol nem elfogadhato.

2.2.4. Osszehasonlitis

A 2.1 tdblazatban a Newton- és gradiens moddszerek futdsi idejének Osszehasonlitidsa
szerepel, vonalkereséssel és vonalkeresés nélkiil. A gradiens mddszer a legtobb esetben nem
konvergélt vonalkeresés nélkiil, ezért ez az eset nem szerepel az Osszehasonlitdsban. A sziirke
szin azokat az eseteket jelzi, amikor a végeredmény hibdja nem volt kozel 0. A tesztesetek
részletes leirdsa a B fliggelékben taldlhato.

A gradiens mddszer bizonyos esetekben jelentosen lassabbnak bizonyult a

Newton-moédszernél. A Newton-mddszer esetén a vonalkeresés nem hozott javulast.



Tespteset Viltozok | Gradiens médszer Newton-médsger Newton-mdédszer
szama vonalkereséssel vonalkereséssel
eqTriangle 6 1.084 0.757 0.755
hexGrid 38 17.649 5.963 5.942
hexGrid2 48 16.197 11.176 11.231
inscribedCircle 9 0.261 0.236 0.245
inscribedCircle2 18 7913 1.269 1.338
inscribedWithDistUnsolved 18 122.507 1.668 1.755
paralellogram 20 144.607 12.49 35.053

2.1. tablazat. Iterativ algoritmusok &tlagos futasi idejének O0sszehasonlitdsa. Az id6tartamok

ms-ban értendok.

2.3. Abrazolasméd

Azt, hogy az elemeket €s megkotéseket hogyan érdemes reprezentélni, elsdsorban az szabja

meg, hogy milyen moédszerrel oldjuk meg a megkotéseket.

Mivel iterativ, derivélt-alapi

algoritmusokat haszndlunk, a megkotések hibafiiggvények forméjaban keriilnek rogzitésre.

A fejezet elején felsorolt gyakori megkotéseknek €s elemeknek csak egy részhalmazit

implementéltuk. Az aldbbiakban ezek reprezenticidi kdvetkeznek.

2.3.1. Elemi valtozok

Elemi véltozokként hivatkozunk a mértani elemek valos paramétereire. Példaul egy pont

esetében ezek az x és y koordinatdi. Egy elemi valtozo tobb elem direkt- vagy indirekt részét is
képezheti. Az iterativ algoritmusokkal az elemi valtozoknak keresiink olyan értékeket, amelyek
eleget tesznek a megkotéseknek. Ebbdl kovetkezik, hogy a megkotések is az elemi valtozok

fliggvényében fogalmazhatdk meg.

2.3.2. Elemek

A pontok és szakaszok dbrdzoldsira két dimenzidban a legkézenfekv6bb moddszert

valasztjuk:

* pont: (z,y), ahol x és y elemi véltozdk.



* szakasz: (pl, p2), ahol pl és p2 pontok.

A korok esete kevésbé magatol értetddo:

* Egy kor meghatdrozhat6 hdrom rajta elhelyezkedd ponttal. Ez a reprezentécié akkor lenne
elényos, ha végtelen, vagy kozel végtelen sugart koroket is szeretnénk dbrazolni; a mésik
két targyalt mdodszer ezt nem teszi lehet6vé. Viszont a sugédrra vonatkozd megkotések
abrazoléasat és megolddsat bonyolultabba tenné.

Egy kor dbrdzoldsa 6 darab elemi véltozot igényelne.

* Egy masik lehetdség a kor egy kozépponttal és egy rajta elhelyezkedd ponttal vald
abrazoldsa. Ennek a mddszernek az elonye, hogy tovabbra sem kell bevezetni a sugarra
vonatkozé elemi valtozét, kifejezhetd a mar definidlt pont tipus fiiggvényében. (Ez
implementéicids szempontbdl egyszerisit.) Viszont hatrany, hogy a sugarra vonatkoz6
megkotések tovabbra is bonyolultak: a sugarat a két pont kozti tdvolsdgként lehet
kifejezni.

Egy kor abrdzolédsa 4 darab elemi véltozo6t igényelne.

* A kozéppontbdl €s sugarbol allé reprezentacid lehetdvé teszi, hogy a megkotésekben
direkt médon szerepeljen a sugér.

Egy kor dbrdzolasdhoz elegendd 3 darab elemi valtozé.

A gyors megoldhatésag szempontjabdl a lehetd legegyszerlibb formdban célszeri
megfogalmazni a megkotéseket, ezért a korok esetén a sugédr hosszdt explicit médon tarold

reprezentaciot valasztjuk:

* kor: (p,r), ahol p pont és r elemi véltozo.

2.3.3. Megkotések

Mivel a megkotéseknek kétszeresen derivdlhatonak kell lenniiik, négyzetes
hibafiiggvényekként fogalmazzuk meg O6ket. Egy megkotés egyidejiileg tobb hibafiiggvény

1étezését is magdval vonhatja. Az implementalt megkotések a 2.2 tdbldzatban szerepelnek.



Megkotés Résztvev Hibafiiggvény
elemek
Fix pozici6 1 pont (zp1 — xVal)?, (ypn — yVal)?
Fix Tévolsag 2 pont (zp1 — 2p2)® + (Yp1 — yp2)? — &
Fix Sugdr 1 kor (ra —rVal)?
Egyenl6 Hossz | 2 szakasz | ((zp1 — %p2)® + (Y1 — Yp2)® — ((2p3 — 2pa)® + (Y3 — Ypa)?))?
Egyenl6 Sugar 2 kor (ra — re2)?
Erint6 2 kér (V(@a —22) + (a1 — Ye2)? — (Te1 + 7e2))?
frintd 1 kdr, (o)) e o) 2
1 szakasz V (@p2—ap1)*+(up2—yp1)?
Szog 3pont | (|(atan2(y2 — yl,22 — z1) — atan2(y3 — y2, 23 — 22))| — a)?
Szog 2 szakasz | (Jatan2(y2 — yl,22 — z1) — atan2(y4 — y3, 74 — 23))| — a)?
Jelolés 1 pont —

2.2. tablazat. Az implementélt megkotések €s hibafiiggvényeik.

Jelolési megkotés

A jelolés egy specidlis megkotés, ami a jelolt elem elemi véltozoit konstansnak nyilvénitja.
A jelolt elemi valtozok az Osszes tobbi megkotés dltal generdlt egyenletben is konstansként

viselkednek a derivaltak kiszamitasa soran.

Megkotések szogekre

A szogekre iranyuld megkotéseknél a két szakasz (vagy harom pont) éltal bezart szoget
a résztvevld szakaszok (vagy pontpirok) X-tengellyel bezart szogeinek kiilonbségeként
hatdrozzuk meg. Az X-tengellyel bezart szogeket a 2 paraméterli arkusztangens (innentdl:
atan2) fiigvénnyel szamitjuk ki.

Az atan2 elénye mds inverz szogfiiggvényekhez képest, hogy az értékkészlete (—m, |, a

szokdsos (—7, 5]-vel vagy (0, 7]-vel szemben. Ez azt jelenti, hogy egyértelmiien meghatdrozza
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a (—180°, 180°] intervallumbeli szogeket.

Ay
Ax

Az atan2 hétranya, hogy nagy értékekre a derivalt kicsi. Ez azt eredményezi, hogy
lassu lesz a konvergencia, ha példdul parhuzamossagi megkotést tesziink két kozel fiiggdleges
szakaszra. Egy lehetséges megoldas, hogy a parhuzamossagi és merdlegességi megkotésekre
sajdtos, hatékonyabb hibafiiggvényeket adjunk. Ujabb hétrany, hogy az atan2 nem derivalhaté
a (0,0) pontban, illetve nem derivéalhaté kétszeresen, ha = = 0. Az ilyen helyzetek elkeriilése
érdekében, amikor Ax kisebb, mint egy tetszélegesen kicsi ¢, e-t hasznéljuk a fiiggvényben Az
helyett.

Egy masik lehetdség a koszinusztétel alapjan megfogalmazni a megkotéseket.

2.3.4. Kapcsolat elemek és megkotések kozt

Az elemek és megkotések kozott tobb-a-tobbhodz kapcesolat dll fenn. Ebbdl kifolydlag
minden elem esetén taroljuk a rd vonatkozé megkotések indexeit (ez egy forditott fliggségi
lista: azt mutatja, hogy milyen megkotések 1étezése fiigg az elem létezésétdl). Egy elem
definici6jdban szerepelhetnek mds elemek is (példdul egy szakaszt két pont alkot), ezért minden
elemre vonatkozdan egy ujabb forditott fiiggdségi listdban taroljuk, hogy milyen més elemek
1étezése fiigg tole.

Amennyiben egy elem torlésre keriil, a torlés tovabb propagélédik: minden tdle fiiggd

elemnek és megkotésnek is torlddnie kell.

2.4. A hibafiiggvény differencialszamitasa

A targyalt numerikus mddszerek feltételezik az optimizdlni kivant fiiggvény els6- é€s
masodrendl parcidlis derivaltjainak ismeretét. Mivel a teljes hibafiiggvény a megkotések
hibafiiggvényeinek Osszegeként irddik fel, a parcidlis derivaltjai is felirhaték az Osszetevd

hibafiiggvények parcidlis derivaltjainak 6sszegeként.

2.4.1. Parcialis derivaltak explicit megadasa

A legegyszerlibb megkozelités, hogy minden megkotéstipus hibafiiggvényének explicit
modon taroljuk az els6- és mdasodrendl parcidlis derivéltjait. Ez nehezen bdvithetové és

nehezen valtoztathatova teszi a megkotéskészletet; a nyolcvaltozoés ,.egyenld hossz” megkotés
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definiciéjahoz példaul ki kellene szamolnunk és le kellene irnunk 8 darab elsdrendd és 64 darab

masodrendd parcidlis derivaltat.

2.4.2. Szimbolikus differencialas

Egy kevesebb manudlis munkdt igényld megkozelités, hogy a hibafiiggvényeket
szimbolikus kifejezések formdjaban irjuk le, és egy szimbolikus algebrai rendszer segitségével
generdljuk a nullad-, els6- és masodrendd derivéltjaikat. Erre a célra a Symbolics.jl [9] Julia

konyvtarat hasznéltuk.

2.4.3. Lokalis és globalis valtozok kozti megfeleltetés

1. megkotés
megfeleltetd fliggvény
hibafiiggvény
\
/
elemi valtozo
\hiba
7
2. megkotés <
megfeleltetd fliggvény
hibafliggvény
\
/&1 L%

2.1. dbra. Megkotések megfeleltetésekkel és dltalanos hibafiiggvényekkel
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Mivel a fiiggvények megkotéstipusonként generdlddnak vagy adottak explicit mdédon,
sziikség van egy mechanizmusra, amivel meghatdrozhatd, hogy egy konkrét megkotés esetén
a figgvényt melyik elemi valtozokra kell alkalmazni. Erre a célra minden konkrét megkotéshez
hozzarendeliink egy sajat fiiggvényt, ami az 0sszes elemi valtozé és a megkotés éltal igényelt
valtozok kozt valdsit meg egy megfeleltetést. Egy példa ilyen megfeleltetésre a 2.1 dbran

lathato.

2.4.4. Algoritmikus differencialas

Egy madsik lehet6ség az algoritmikus vagy automatikus differencidlds haszndlata. Ez a
technika a lancszabdly alkalmazdsédra alapszik: mivel egy program végrehajtidsa redukdlhaté
elemi miveletek végrehajtdsainak sorozatdva, a lancszabdly segitségével meghatirozhatd a
program derivéltja, ha ismertek a benne résztvevd elemi aritmetikai miveletek és elemi
fliggvények derivéltjai. Megkiilonboztetjiik az eldrehalado (forward) és a visszafejtd (reverse)
modot, az szerint, hogy a lancszabdly rekurziv alkalmazasibdl felirhaté miveleti graf elemei

milyen sorrendben értékelddnek ki.

* Az el6rehaladé (forward) méd esetén a miveleti grafot a differencidlandd fiiggvény
minden bemenetei valtozdjara nézve be kell jarni. Ez a mdd olyan esetekben eldnyds,
amikor a bemenetek szama kisebb, mint a kimenetek szama.[1][16]

Az el6rehaladé mdd tesztelésére a ForwardDiff [16] Julia konyvtéarat haszndltuk.

* Visszafejtd (Reverse) mod esetén a miiveletei grafot egyszer kell bejarni eldre haladva,
majd minden kimeneti valtozéra nézve forditott irdnyba. Ez a mdd olyan felhaszndlasi
esetekben elonyos, amikor a kimenetek szama kisebb, mint a bemenetek szdma, példaul
jellemzéen gépi tanuldsban.[1][11]

A visszafejté mod esetén a Zygote [11] Julia konyvtédrat haszndltuk.

algoritmikus differencidlds egy eldnye a szimbolikus mddszerrel szemben, hogy nem
csak matematikai értelemben vett fiiggvényekre alkalmazhatd; ciklusokat, eldgazasokat és
véltozokat tartalmazé fliggvények derivdltjai is kiszdmithatdak vele. [1]

Ez lehet6vé teszi a kordbban leirt jelolés megkotés implementacidjat: az 6sszes megkotés
hibafiiggvényét olyan médon generaljuk, hogy az elemi véltozok a differencidlas szempontjabdl

konstansak mindsiiljenek, ha a hibafiiggvény kiértékelésekor jelolés alatt dllnak.
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2.4.5. A moédszerek sebességének osszehasonlitasa

Az eldrehalad6- €s visszafejté moda algoritmikus, illetve a szimbolikus differenciédldsra
alapulé6 moédszerek Osszehasonlitdsa tesztesetekre a 2.3 tdblazatban lithat6. A probléma
természetébdl adéddan (a bemeneti- és kimeneti paraméterek szdma megegyezik) a visszafejtd
mod jelentdsen lassabbnak bizonyult az el6rehaladd6 mdédnédl. A szimbolikus moddszer
teljesitménye a két algoritmikus mddszeré kozott helyezkedik el. A tesztesetek részletes leirdsa

a B fiiggelékben taldlhat6.

Tespteset Viltozok | Elérehaladé | Visszafejtd | Szimbolikus
szdma mod mod modszer
inscribedCircle 9 0.24 5.492 2.298
inscribedCircle2 18 1.25 34.403 9.132
inscribedWithDistUnsolved 18 1.602 45.655 11.596
hexGrid 38 5.98 79.485 20.496
hexGrid2 48 11.162 95.34 23.965
paralellogram 20 13.121 322.414 94.547

2.3.tablazat. A megoldés sebessége kiillonbozd differencidlasi médszerekkel (Newton-médszert
hasznalva). Az id6tartamok ms-ban értenddk.

2.5. Szabadsagi fokok

A megkotésekbdl felirhato egy

f1<1’1,...,$m):0

fa(z1, . .yzm) =0

formdju nemlinedris egyenletrendszer, ahol a mértani probléma elemi valtozéinak szdma m, a
megkdtések szama pedig n.

Amennyiben az egyenletrendszerben tobb véiltoz6 van, mint ismeretlen, az egyenletrendszer
hatdrozatlan, és a megolddsok szdma lehet végtelen, akédr tobb valtozoban is. Nevezziik a

valtozok szama és a megkotésekbdl szarmazd, egymastol linedrisan fiiggetlen egyenletek szdma
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kozti kiillonbséget szabadsdgi foknak. [14]
A megoldé jelenlegi vialtozata nem sziiri ki a redunddns (egymastdl linedrisan fiiggd)

megkotéseket, igy a szabadsagi fok meghatirozdsa nem lesz helyes redunddns megkotésekre.

2.5.1. Szabadsagi fokok feltérképezése

El6fordulhat, hogy az elemi valtozok egy része egyértelmilien meghatirozott a megkotések
altal, mikdzben egy masik résziik 0-ndl magasabb szabadsédgi fokkal rendelkezik.
A kiilonboz6 szabadsagi fokokkal rendelkezd komponensek feltérképezésére az A.l

fiiggelékben leirt algoritmust haszndljuk.

2.5.2. Szabad valtozok ideiglenes rogzitése

A kordbban tdrgyalt iterativ algoritmusok akkor is taldlnak megoldédst, ha a rendszer
szabadsagi foka nem 0. Viszont mivel mindig csak 1 darab megoldast taldlnak, nincs garancia
arra, hogy a potencialisan végtelen megoldasbdl ez az, amelyiket a felhasznalo el szerette volna
érni.

Egy moédszer arra, hogy egy nem teljesen kotott rendszerben tobb helyes megoldast is
megtaldljunk iterativ algoritmusokkal, az, ha a 0-ndl nagyobb szabadsagi fokd komponensekbdl
rendre konstansnak tekintiink véltozokat, igy, hogy a komponens szabadsédgi foka tovibbra se
csokkenjen 0 ald. Legyen Locks(K) a K komponenshalmazra igy kaphaté Osszes rogzitési

kombinécié:
Locks(K) = Paog(sc)+1 (K1) X Paog(rca)41(Kz) X - X Paog(sc,)+1(FKn)

ahol P, (K;) jeloli K; azon részhalmazait, amelyek szdmossdga kisebb, mint x (vagyis
P(K;) = {U C K; : |U| < k}) és dof(K;) a K; komponens szabadségi foka. A definci6
alapjdn belathato, hogy a lehetséges rogzitések szdma kombinatoridlis:
(do%(‘l)) ’ (@'ﬁ(‘z)) Tt (do%}'n))'

Az 0sszes lehetséges rogzitésnek viszont éltaldban csak a toredékét kell kiértékelni, mert
egy megoldas jonak tekinthetd, ha egy vdlasztott hibametrika szerint hibahataron beliil van. A

rogzitések ideiglenes jelolés megkotésekként értelmez6dnek a megoldo altal.
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Az eltérés mértéke, mint hibametrika

Amennyiben tobb helyes lehetséges megoldds is adott, valasztani kell koziiliik.
Feltételezhetjiik, hogy a felhaszndl6 altal elvart megoldds az, amelyik a legkevésbé tér el az
altala felvazolt kezdeti konfiguraciotdl, ugy, hogy kdzben a megkotések szempontjabol helyes.

Ennek szdmszerGsitésére az eltérések abszolit értékeinek atlagat vettiik alapul.

Példa

Példaul, ha a felhaszndl6 rajzol egy haromszoget, €s két oldalegyenl6ségi megkotést tesz
rd (2.2a 4bra), a legkézenfekvobb (és az iterativ algoritmus altal leggyakrabban megtalalt)
megoldds az, amikor az egyenl$ oldali haromsz6g minden oldala O hosszasagura csokken,
vagyis mindhdrom cstcsa azonos pozicidba keriil (2.2b dbra).

Egy, a felhaszndlo éaltal elfogadhatobb megoldas lathaté a 2.2c dbran. A 6 darab elemi
véaltozéra 2 darab megkotés volt adott, a rendszer szabadsédgi foka 4. Egy lehetséges rogzités
a 2. és 3. pontok 2-2 elemi véltozdjanak konstansnak tekintése. Ebben az esetben az 1. pont
poziciondldsdval taldhaté megoldas.

u

95 . 6280 95. 6286

@g §286
(a) Kezddallapot, megkotések (b)  Lehetséges megoldas (c) Lehetséges megoldas 48.13
betartatdsa nélkiil 204.65 eltérési mértékkel eltérési mértékkel

2.2. dbra. Egyenld oldald haromszog kiilonboz6 eltérési mértékkel rendelkezd megolddsokkal.

Rogzitések elkeriilése az eltérés biintetésével

A rogzitések elkeriilésével a megoldas jelentdsen hatékonyabb lenne. Idedlis esetben az
iterativ algoritmus egyetlen futdsdra lenne sziikség. Egy dltalunk vizsgdlt lehet6ség rogzitések
nélkiili megoldasra a hibafiiggvény mddositdsa volt. Ebben az esetben a hibafiiggvénybe
belefoglaltuk a valtozok kezdeti értéktdl valo eltéréseinek négyzetosszegét, egy alacsony

egyiitthatoval.
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Ez a megkozelités nem bizonyult miikod6képesnek: a megolddsok éltaldban nagy eltérési

mértékl konfiguracidkhoz konvergéltak, az eredeti megkotések pedig gyakran sériiltek.

2.5.3. Megoldhatatlan esetek Kkisziirése

El6fordulhat, hogy a felhaszndlé ellentmondé megkotéseket ad meg. Ez akkor is
megtorténhet, ha a rendszer szabadsdgi foka pozitiv vagy 0, de a leggyakrabban akkor
kovetkezik be, ha a szabadsagi fok negativ, vagyis tobb megkotés adott, mint elemi véltozo.

A megold6 jelenlegi verziéja nem jelzi a megoldhatatlan eseteket. Ennek ellenére

ismertetjiik az egyéb nyilt forraskédd megoldok dltal alkalmazott mdodszereket.

Negativ szabadsagi fok esetén

Amikor a rendszer szabadséagi foka negativ, legjobb esetben is redunddnsak a megkotések.
Ezért sok CAD-program megolddja ilyen esetben jelzi a redundanciét és hibdsnak nyilvanitja a

tervet (példaul [18], [8]).

Nemnegativ szabadsagi fok esetén

A legtobb CAD-program felépitésébdl kifolydlag mindig egyesével keriilnek 1) megkotések
a rendszerbe. Feltételezziik, hogy a rendszer mindig egy megoldhat6 allapotbdl indul. Ebben
az esetben, ha a megoldé nem konvergdl egy (kozel-) 0 hibdji megoldashoz, kijelenthetd,
hogy a legutébb hozzdadott megkotés tette megoldhatatlannd a rendszert, és legaldbb egy
darab kordbban megadott megkotéssel van ellentmonddsban. Az ellentmondé megkotések
megtaldldsdhoz elegendd kiértékelni a hibds megoldds dltal ajanlott értékekre a megkotések
egyenkénti hibafiiggvényeit. Ha egy megkotés valamelyik hibafiiggvényének értéke nem
(kozel-) 0, akkor ellentmondasban van a legutébb megadott megkotéssel. (Feltételezve, hogy a

megoldé minden helyes esetben konvergalni fog egy kozel 0 hibaji megoldashoz.) [18], [12]

2.6. Egyéb megoldok és mértani reprezentaciok az

irodalomban

A numerikus médszerek feltétele, hogy adott legyen a V' elemhalmaz egy kezdeti x(*)

konfigurdcidja, amelynek viszonylag kozel kell dllnia az elvart megolddshoz. Léteznek olyan
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megoldasi modszerek, amiket nem korlatoz ez az el6feltétel.

2.6.1. Szimbolikus megold6k

A szimbolikus megoldok a megkotéseket egy egyenletrendszerként irjak fel, amit
szimbolikus algebrai tton oldanak meg. A leggyakrabban haszndlt szimbolikus algebrai

egyenletrendszer-megoldé algoritmusok id6-komplexitdsa exponencidlis. [4] [13]

2.6.2. Szabadsagi fok-analizis alapi megoldok

A szabadsagi fok-analizis alapi megolddk az adott elemekre inkrementélisan elégitik ki a
megkotéseket, minden 1épésben csokkentve a rendszer szabadsagi fokat. Megkiilonboztetddnek
szimbolikus érvelési algoritmusok 4ltal kdvetkeztetddnek ki, polinomiélis id6-komplexitdshoz

vezetve. [13]

2.6.3. Logikai és szabaly-alapi megoldok

A megolddk ezen osztdlya arra alapszik, hogy a mérnoki rajzokban a legtobb részlet
kimérhetd vonalzéval, korzével és szogmérével. A mértani elemek és megkotések
szekvencidlisan helyez6dnek el a megoldds sordn, szabdly- vagy gréaf-behelyettesitd

algoritmusok szerint. [2] [4]
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3. fejezet

A cAD-program architektiuraja

Az itt leirt alkalmazds célja, hogy a kordbban bemutatott megoldét hasznélva egyszerre
tobb felhaszndlo is szerkeszthesse vagy vizualizdlhassa ugyanazt a tervet. Mivel a kezelendd
adatok jol strukturaltak és a vizualizél4s €s interakci6 folyamata szabélyszert, kézenfekvd lenne
deklarativ, funkcionalis médon leirni ezeket.

A Glasgow Haskell Compiler segitségével az utobbi években lehetévé valt a Haskellben irt
programok bongészdben vald futtatdsa. Ez lehetdvé teszi, hogy ugyanabban a programozasi
nyelvben implementdljunk egy bongészos kliensalkalmazést és egy WebSocket protokollon

keresztiil kommunikdl6 szervert, igy valasztasunk erre a nyelvre esett.

3.1. Felépités és kommunikacio

Az alkalmazds a kovetkez részekre bonthatd:

* egy szerver, ami a terv dllapotat szinkronizdlja a kliensek kozott.

* egy bongészbs kliens, amin keresztiil a felhasznalok szerkeszthetik a tervet.
* a megoldd, mint kliens, ami valés id6ben biztositja a terv helyességét.

A két klienstipus szerepét, illetve a kommunik4cié menetét szemlélteti a 3.1 4bra.

Az, hogy a tervek validdldsat és megolddsat nem a szerver, hanem egy kliens végzi,
moduldrissa teszi az alkalmazast; akar egyéb nyilt forrdskédd CAD-programok megoldéi is
viszonylag konnyen integralhaték lennének, mint kliensek.

Mivel kozel valdsidejti és gyakori iizenetvaltasokra van sziikségiink, a WebSocket protokollt

hasznaljuk.
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Szerver
(Haskell)

-Elemek optimalis
pozicidba mozgatisa
a megkotések fliggvényében.
-Integritast sérté elemek
és megkotések torlése.

-Uj elemek, megkotések.
-Elemek mozgatasa.
-Elemek, megkotések torlése

Megoldd, mint kliens
(Julia)

BongészOs kliens
(Haskell/WASM)

BongészOs kliens
(Haskell/WASM)

3.1. dbra. Az egymadssal kommunikdlé programok, €s a kiilonboz6 kliensek altal kiildott
tizenetek tipusai.

3.1.1. Kozos definiciok szerver és bongészos kliens kozott

Az azonos szerver- és kliensoldali nyelv egy el6nye, hogy djrahaszndlhatok adattipus- és

fliggvénydefiniciok. A megosztott adattipusok:

A mértani elemek €s megkotések, illetve a felhasznalok adatai — az alapstrukturdk.

A rendszer allapota — az alapstruktirdkat tdrol6 hash-tablakbol all.

A ,miiveletek” — a hozzdadast, mdédositast vagy torlést jelképezik.

Az tizenetek — kozvetitik, hogy egy alapstrukturdval elvégziink egy miiveletet, az allapot

valtozasat okozva.

Az alapstruktirdk esetén dltalanos elvards, hogy adott alapdllapot és miivelet esetén a
miivelet alapstruktdrdra valé végrehajtasa valtoztassa az dllapot megfeleld hash-tabldjat. Ezt

a funkcionalitédst a kovetkezd tipusosztdly formdjdban fogalmaztuk meg:

class (Show a, Read a) => RoomStateAppliable a where
apply :: RoomState -> Action -> a -> (RoomState, a)
apply roomState act object = (setContainer updatedContainer, objWKey)
where
updatedContainer = case act of
Add -> insert key objWKey container
Update -> insert key objWKey container
Remove -> delete key container

=T = ¥ N O

o = o

container = relevantContainer roomState

setCont = setRelevantContainer roomState
key = determineKey roomState obj
objWiKey = withKey obj key
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determineKey :: RoomState -> a -> Key
-- A soron kovetkez6 kulcs meghatdrozasa szintén altalanosan értelmezett,
-- de a tomorség kedvéért a definicié itt nem szerepel.

-- Az alabbi fuggvényeket a konkrét tipusnak kell implementalnia:

relevantContainer :: RoomState -> Map Key a
setRelevantContainer :: RoomState -> Map Key a -> RoomState
getKey :: a -> Key

withKey :: a -> Key -> a
Ennek az dltalanositdsnak koszonhetSen, ha a kés6bbiekben egy 1j alapstruktira tipust

vezetiink be, az konnyebben integrilhat6 lesz a rendszer dllapotaba.

3.1.2. Adatok kozvetitése

A kommunikéci6 a szerver- €s kliensalkalmazédsok kozott a kordbban leirt iizenet adattipus
altal torténik. A kozos tipusdefiniciok egy tovabbi elonye, hogy az lizenetek mindkét
Haskell-programban trividlisan szerializdlhatéak és deszerializdlhatéak az alapértelmezetten
generalt read és show fiiggvényekkel.

A szerializalt lizenetek a WebSocket protokollon keresztil kommunikdlédnak. Az
tizenetek méretét és feldolgozasi idejét jelentGsen csokkenteni lehetne bindris szerializacids
és deszereializdciés fiiggvényekkel, de mivel a komunnikdcié sebessége a szoveges
reprezentdcidval is kielégits, erre nem kertilt sor.

Mind a kliensek, mind a szerver kizdrdlag beérkezd iizenetek hatdsara modositja a tdrolt
elemek és megkotések allapotat. Ez csokkenti a szerver és kliens kozti inkonzisztencia
lehetoségét: egyik kliens sem modosit Ggy a sajat allapotdn, hogy az éllapotmddosités

informdcidjat elobb ne vette volna tudomdsul a szerver.

3.2. A szerver

A szerver szerepe az lizenetek kozvetitése a kliensek kozott és a terv allapotanak
nyilvantartdsa. A beérkezd (létrehozdsi-, modositasi-, torlési-) izeneteket végrehajtja a sajat
allapotdra nézve, majd tovabbitja ket az 6sszes kliensnek (beleértve az eredeti iizenet forrdsat).
Amennyiben 1étrehozésra érkezik iizenet, a szerver oszt ki azonositot az 1j értéknek. Viszont
a terv integritdsa nem a szerver felelossége: példaul, ha torlési utasitds érkezik egy elemre, az

elemtdl fiiggd megkotések nem fognak automatikusan torlédni; ez a megoldé feladatkore.
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A szerver a websockets [20] Haskell konyvtarra alapszik. A tédrolt 4llapot a kordbbi
fejezetben leirt megosztott (elemekbdl, megkotésekbdl és felhaszndléi adatokbdl 4ll6)

allapotbdl, illetve az aktiv WebSocket kapcsolatokra vald hivatkozasokbdl all.

3.2.1. Versenyhelyzet elkeriilése

A websockets konyvtar miikodésébol adoddéan minden 4j klienshez egy-egy sajat futdsi szal
rendelddik, amelyek blokkol6 mddon vérjak az iizeneteket. A szédlaknak konkurens mddon
ugyanazt a globdlis dllapotot kell médositaniuk, ami versenyhelyzetek kialakuldsdhoz vezethet.
Ennek kivédésére a GHC MVar tipusat hasznéljuk.

Egy MVar t tipusu érték egy véltoztathato teriiletre hivatkozik, amely vagy tartalmaz egy ¢
tipusu értéket, vagy lires. Az MVar tipusra értelmezettek a takeMVar és putMVar miveletek,
amelyek blokkoljdk az ket végrehajté szdlat, ha az MVar nincs megfelels allapotban (takeM Var
esetében iires, putMVar esetén nem lires). [15].

A szerver globdlis allapotat MVar (Connections, RoomState) tipustiként hatarozzuk meg,

igy biztositani tudjuk, hogy egyszerre mindig csak egy szal férjen hozza.

3.3. A bongészos kliens

A bongész0s kliens minden bejove iizenetre valo reakcidja leirhaté egy transzformacioként,
amely az lizenet és az aktudlis dllapot alapjdn meghatdroz kimend iizeneteket és egy Uj
allapotot. A kimend iizenetek lehetnek megjelenitési hivasok, amelyek a bongészdben lokédlisan
értelmezddnek, illetve a szervernek cimzett iizenetek, amelyek elemek vagy megkotések
l1étrehozasat, valtoztatdsat vagy torlését kérvényezik. A megjelenités egy HTML canvas elemen

torténik.

3.3.1. Haskell futtatasa a bongészoben

A Glasgow Haskell Compiler a 9.6-0s verzi6jatdl kezdve két lehetSséget is ad a programok

bongészbében valo futtatdséra:

* JavaScriptbe val6 forditas [10]

* WebAssemblybe val6 forditds [17]
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A JavaScriptbe forditott prototipusok jelentdsen lassabbnak bizonyultak a WebAssemblybe

forditott valtozatndl, ezért az utdbbit fejlesztettiik tovabb.

3.3.2. JavaScript kommunikacios interfész

A bongészok nem adnak direkt hozzaférést a WebAssembly Virtudlis Gépnek
(WebAssembly Virtual Machine) a DOM-hoz (Document Object Model), de megengedik
JavaScript fiiggvények meghivdsat, amik viszont mar hozzaférnek a DOM-hoz. Ezért a
Haskellben irt féprogram kiilvildggal val6 kommunikécidja egy JavaScript interfészen keresztiil
valésul meg.

A kommunik4cids interfész a f6program szdmara bejovo lizeneteket egy varakozdsi sorba
helyezi. A bejovd iizenetek érkezhetnek a szervertdl, WebSocket iizentekként, illetve a
bongész6tdl, mint események, amiket a felhaszndlé vélt ki, billentylik lenyomdésaval, vagy
egérmozgassal, kattintassal.

A féprogram szempontjabdl kimend iizenetek lehetnek megjelenitéssel kapcsolatos, DOM-ot

manipuldlé fiiggvényhivasok, vagy a szervernek sz6l6 lizenetek.

3.3.3. Felépités

A program belépési pontja egy végtelen rekurziv fiiggvény, aminek paramétere a rendszer

allapota. Ennek a f6 rekurzidnak a soran:
1. Beolvasddik egy feldolgozatlan iizenet a kommunikacids interfésztol.

2. A rendszer allapota és az iizenet fiiggvényében meghatarozddik a rendszer Uj dllapota, €s

az esetleges kimeneti iizenetek.
3. A kimeneti iizenetek tovabbitodnak a kommunikacids interfészhez.

4. Meghivddik a rekurzi6 az 4j dlapottal.

Beviteli modok

A 3.1.1-ben leirt megosztott dllapot mellett a bongész8s kliens tirol egy felhaszndl6i
bevitellel kapcsolatos dllapotot is, ami lehetové teszi az Osszetett beviteli funkcidkat. A bevitel

allapota ,,m6dokra” bonthaté, amik meghatdrozzdk, hogy egy adott kontextusban hogyan
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Elemre torténd kattintas

Kattintas a semmibe e, .
Elemre torténé kattintas

Kattintas a semmibe Kivalasztas

"M" billentyti ~ Kurzor mozgatésa

Uj megkotés vagy elem
létrehozasanak megfeleld
billentyti

Varakozas

Kattintas,
"Enter",
"Esc" billentytik

Mozgatas

3.2. dbra. Beviteli médok véges automatdja.

értelmezenddek a felhaszndld altal billentytzettel és egérrel generdlt iizenetek. (Az elképzelés
a vim szovegszerkesztd szerkesztési modjaival analog.)

A beviteli médok kozti Osszefiiggések leirhatok egy véges automatdval, ami az 3.2 4dbran
lathat6. A felhaszndl6 dltal generdlt izenetek mindegyike egy allapotvaltozast von maga utin
ebben az automataban. Egyes dtmenetek generdlhatnak a szervernek szo6l6 édllapotmodositasi
lizeneteket.

A jelenleg implementalt beviteli médok:
* Viarakozdsi méd — az alapéllapot.

* Kivdlasztasi mod — lehet6vé teszi egy vagy tobb elem kijelolését. Ebbdl a moédbol

kiindulva lehet megkotéseket és Osszetett elemeket tordlni €s 1étrehozni.

* Mozgatasi moéd — az eldzdleg kijeldlt pontok a kurzormozgdssal ardnyson elmozdulnak.

Kijelolt elemek zarolasa

Amikor egy felhaszndld kivdlaszt egy elemet, arra az elemre egy ideiglenes ,,jelolés”
megkotés helyezddik. Ez a megkotés kettds hasznu: lehetetlenné teszi az elem kijelolését az
Osszes tobbi felhaszndlé szdmdra, illetve megtiltja az elem moddositdsat a megold6 szdmadra.
Pontok esetén a jelolést egy kor jelzi a pont koriil, aminek a szine a jelolés birtokosdnak

felhaszndlonevébdl generdlddik egy hashfiiggvény 4ltal.
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3.4. A megoldd, mint kliens

A megold6 az emberi felhaszndlokkal egyenrangi kliensként mitkodik. A bejovod

tizenetekre adott automatikus reakcioi:
* Minden bejovo iizenet esetén frissiti a tarolt dllapotét.

* Minden bejové iizenet esetén ellendrzi a rendszer hivatkozdsi integritdsit. Az olyan
elemekre és megkotésekre, amik nem 1étez6 elemekre hivatkoznak, kibocsdjt egy torlési

iizenetet. (Igy valsul meg a torlések propagdldsa.)

* Ha olyan iizenetet kap, aminek a kezdeményez6je egy masik kliens, kiszdmolja a mértani
elemek optimdlis allapotdt, ugy, hogy a megkotések ne sériiljenek. Ha egy elem nem a

megfeleld pozicidban helyezkedik el, kibocsdjt egy modositasi lizenetet.

3.4.1. Kommunikacio

A matematikai megold6ét a Julia nyelvben implementaltuk, ezért az iizenetekre nem
hasznélhat6 a két Haskell-program kozott miikodd szerializécids / deszereializacids technikét.
Azért, hogy ne kelljen véltoztatni az izenetek formatuman, ennél a kliensnél egy PEG-t (Parsing
Expression Grammar) [7] definidltunk, ami felismeri a Haskell programok éltal szerializalt

izeneteket. Erre a célra a PEG.jl [6] konyvtarat hasznéltuk.
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4. fejezet

Osszefoglalé

Lefrtuk a CAD-programokban relevdans sikbeli mértani probléma egy lehetséges
abrazolasmodjat. Ismertettiilk az ennek megolddsara haszndlt numerikus médszerek alapjait,
valamint implementéltunk egy megoldét a Julia nyelvben.

A sziikséges derivaltak kiszdmitdsara az eldrehaladé moédu algoritmikus differencidlasi
technika bizonyult a leghatékonyabbnak. Mivel a megold6 magas szabadsagi foku esetekben
nem mindig a kivant megolddshoz konvergal, rendre rogzitjiik a valtozdkat, amig a kiinduld
konfigurdciéhoz megfeleléen kozeli megoldast nem talalunk.

Implementaltunk egy CAD-stilusi webes alkalmazast Haskellben, amely segitségével tobb
felhaszndl6 szimultdn szerkesztheti ugyanazt a tervet. A megoldo is egy kliens, amely valds
id6ben biztositja a terv helyességét.

Az alkamlazds és a megoldé sebessége kielégité a 15-20 valtoz6bdl allé problémak
szerkesztésénél. A megoldé bizonyos esetekben instabil, a tdrgyalt rogzitési algoritmus ellenére
sem mindig konvergal intuitiv megolddshoz. Ilyenkor a rogzitési esetek kombinatorikus szdma

miatt a megold4s tdl sok id6t vesz igénybe.

4.1. Tovabbi fejlesztési lehetoségek

Mind a megoldd, mind a webes alkalmazas tovédbbi fejlesztésekre és optimalizacidkra

szorul.
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4.1.1. Megoldo
Fiiggetlen részek fiiggetlen megoldasa

Azokban az esetekben, amikor a rendszer egymastol fiiggetlen komponensekre bonthatd,
ezek a komponensek kiilon-kiilon rendszerekként kezelhetdek. Ez javitand a véltozok szdmara
nézve négyzetes- és magasabb foku polinomidlis bonyolultsdgu algoritmusok teljesitményét,
igy az iterativ mddszerekét €s a a differencidlé algoritmusokét is. Valamint ilyen esetekben

csokkenne a kiértékelendd rogzitések szama.

Eltérési hibahatar adaptiv meghatarozasa

Az eltérési hibahatir teszi lehet6vé, hogy pozitiv szabadsdgi fok esetén a kiilonb6z6
rogzitési modok koziil ne kelljen az Osszeset kiértékelni. Ez a hibahatér jelenleg konstans. Egy
lehetséges adaptiv megkozelités alapulhatna a felhaszndlok éltal legutébb kiadott mozgatdsi

utasitds nagysagan.

Parhuzamositas

Azokban az esetekben, amikor a megoldé tobb rogzitésre is kiértékeli a rendszert, a
megoldds gyorsithaté parhuzamositassal, mert az egyenkénti megoldasi folyamatok egymastdl

fliggetlenek.

4.1.2. Webes alkalmazas

Felhasznaloi feliilet

A konstans paraméterekkel rendelkezé megkotések (pontok kozti kotott tdvolsdg, kotott
sugdr, kotott szog) esetén sziikség van szamértékek bevitelére a felhaszndl6 részér6l. Mivel
jelenleg nincs ilyen beviteli mod, az emlitett megkotések hozzaaddsa egy elore definidlt értékkel
koti meg a rendszert. Egy lehetséges megoldds egy Uj szdm-beviteli méd hozzdaddsa a webes

kliens allapotat leiré véges automatahoz.
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