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Kivonat

Dolgozatomban azt vizsgalom, hogy a boltokban az extra (felaras) kasszak jelenléte hogyan
befolyasolja az emberek sorbanallasi szokdsait kiilonb6z6 helyzetekben. Ehhez a standard
operacidkutatasban hasznalt sorbanallasi modelleket kiegészitve készitek egy matematikai és
kozgazdasagi modellt azért, hogy illeszkedjen az extra kasszédhoz sziikséges modell épitéséhez.
A modell segitségével arra a kérdésre keresem a valaszt, miszerint megéri-e ilyen kasszakat
nyitni az egyes boltokban, illetve, hogy hogyan értelmezhetd és kvantifikalhato a megtakaritott
1d6 és a fizetett felar kapcsolata. A matematikai modellb6l el6szor analitikus modszerrel felirom
az egyes rendszerek egyes dallapotaihoz tartozd egyenletrendszert, amelyet megoldok az
allapotvaldszinliségekre. Modellem matematikai zarasaként a szakirodalomban széles korben
ismert és alkalmazott M/M/2 modellt irom fel és oldom meg a hozza tartozé egyenletrendszert.
A modell kozgazdasagi részeként a vésarlokhoz rendelek egy kétvaltozds hasznossagi
fliggvényt, amely a rendszerben eltoltott id6tdl €s a fogyasztoi kosar aratdl fiigg, illetve az drhoz
tartozik egy tiirelmetlenségi paraméter is. Az M/M/2 matematikai rendszerre alapozva egyedi,
fogyasztd varakozastol fliiggd rendszereket (példaul nullat var, egyet var) alkotok és irom fel a
hozzajuk tartozd egyenletrendszert megoldassal egyiitt. A boltokban két kassza mikddik, az
egyik az ,,0lcs0” kassza, amely a hagyomanyos felar nélkiili, mig a masik a ,,draga” kassza,
tehat amelyet csak a felar megfizetése esetén hasznalhatunk. Emellett a véllalatok (boltok)
szempontjabol is megvizsgdlom a kérdést, tehat felirom a vallalatok profitfiiggvényét és

Osszehasonlitom Oket ordindlis szempontbol az egyes rendszereken beliil és kiviil egyarant.
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I. Bevezetés

Ennek a fejezetnek a célja, hogy bemutassam dolgozatom kdzponti témajat, az egyes
boltokban torténd sorbanallas modellezését. Ezutan megemlitem a kutatdsom motivaciojaként
szolgald otleteket, jelenségeket, illetve szakirodalmakat. Végiil pedig roviden Osszegzem

dolgozatom eredményét.

Els6ként kezdjik tehdt a sorbandllasi modellek hatterével és az ebbdl szarmazod
motivacioval. A vald életben szamos helyzetben kell sorokban allnunk és varakoznunk, amely
rengeteg idonket felemésztheti. Ebben az esetben azonban elgondolkodtatd, hogy mennyit
lennénk hajlandoak pluszban fizetni azért, hogy a hosszu sorok elkeriilésével 1d6t sporoljunk
meg. A két tényez6 kozotti trade-off szamos valos példaval leirhatéd. Ilyenek példaul az extra
szolgaltatasok az egyes reptereken, ahol elérhetd példaul a ,,Priority Boarding” opcid is, amely
annyit takar, hogy egy bizonyos felarért cserébe kiilon sorban allhatunk az egyes kapunal a
repiilére felszallas eldtt, amelyet rdadasul el6bb nyitnak meg, mint a normal beszallasra
vonatkoz6 sort. Ezenkiviil barmilyen olyan extra szolgaltatast ide sorolhatunk, ahol felar
esetében valamilyen plusz eldnyhoz vagy lehetdséghez jutunk. A reptéri példa kapcséan ilyen
tobbek kozott az egyes repiildjaratokon a foglalhato til6hely, amely biztositja, hogy az adott
helyen iilhessiink a gépen. Illetve erre példa lehet az autdpéalya matrica is, amely segitségével
gyorsabb, egyenletesebb és (altalaban) kisebb forgalmu utakat is igénybe vehetiink. Azonban
altalanossagban egy alapszabaly kozos ezekben a szolgaltatasokban: egy bizonyos mértékii
felar ellenében tulajdonképpen ,,névelhetjiik a hasznossdgunkat”. Ez megnyilvanulhat abban,
hogy 1d6t takaritunk meg vagy kevésbé lesziink idegesek az adott helyzetben vagy akar abban,
hogy a komfort érzetiinket noveljiik. Ezen motivacid mentén probaltam modellezni a
sorbanallasi rendszereket kozéppontban a szupermarketek/€élelmiszer boltok esetével. Az egyik
6 kérdés a sorbanallds matematikai modellezése volt, amelynek alapjat az operaciokutatasban
hasznalt sorbanallasi elmélet adta. Emellett a kdzgazdasagtani interpretacio is fontos volt
szamomra. hiszen a boltban vasarlo iigyfelek fogyasztok, mig maga a bolt a véllalat és mindkét

gazdasagi szerepl0 a sajat célfliggvényét szeretné maximalizalni.

Ebben a bekezdésben meg szeretném emliteni a dolgozatom témajahoz kapcsolodd
szakirodalmakat. Moddszertanom nagyban tamaszkodik Winston (2003) konyvre, amely

segitségével be tudtam vezetni, illetve modellezni a sorbanalldsi modellek alapjat képzé



beérkezési, illetve kiszolgalasi folyamatokat. Emellett a konyv segitségével a kozgazdasagtani
modellek ,,el6djét”, tehat az M/M/2 modellt és az ahhoz tartoz egyenletrendszert is fel tudtam
irni és értelmezni. Ezenkiviil Boah és szerzétarsai (2020) cikke is motivacioként szolgalt,
amelyben a szerzok egy ugynevezett ,,Multi Server Queuing Model”, tehat egy tobb kiszolgalds
sorbanallasi modellt épitenek fel, ahol a beérkezések Poisson eloszlast, mig a kiszolgéalasok
exponencialis eloszlast kovetnek. Emellett tovabbi kiegészitést biztositott dolgozatomhoz
Daniel (1995) cikke, amelyben a szerz0 a nagy csomodponttal rendelkezd reptereken vizsgalja
meg a torlodasi arképzést €s kapacitast sztochasztikus sorok segitségével. Ezenkiviil
Fomundam és Herrmann (2007) a sorbanallasi modellek egy gyakori alkalmazasat mutatja be
az egészségligyi szféraban, ahol gyakran talalkozhatunk prioritasos modellekkel. A szerzok a
felépitett modell alapjan kiszamolnak tobb mutatét, tobbek kozott a varakozasi idot is.
Ezenfeliil Igwe ¢és szerzOtarsai (2014) dolgozatomhoz hasonldéan a szupermarketek esetében
alkalmazza a sorbandllasi modelleket egy esettanulmanyon keresztiil, ahol az M/M/1 modell is
szoba keriil. Szintén szupermarketekkel foglalkozik Luczak és Mcdiarmid (2006) cikke is,
amelyben a valdszinliségszamitas eszkozeivel vizsgaljak a sorok maximalis hosszat. Végiil
megemliteném Priyangika és Cooray (2015) szerzeményét, amelyben szintén szupermarketek

esetében probaljak megbecsiilni a varakozasi id6t, illetve a sorok hosszat.

A szakirodalmak emlitése utan szeretném ujra 6sszefoglalni dolgozatom eredményét. A
matematikai, illetve kozgazdasagtani modszerek €és szamitasok alkalmazasa utan kaptunk tehat
egy Osszetett modellt. A modell matematikai szemszogbdl azért kiemelkedd, mert az egyes
rendszerek allapotaihoz tartozod egyenletrendszerek tetszdleges szamra, illetve tetszdleges
tiirelmi szintre felirhatok. Ennek segitségével a fogyasztok viselkedésének egy egészen széles
spektrumat le tudjuk fedni. Tovabba matematikailag azért eldnyds a modelliink, ugyanis a
kapott egyenletrendszer csupan linedris egyenletekbdl all, illetve pont annyi linedrisan
fliggetlen egyenletiink van, mint amennyi valtozonk. Ennek eredményeképpen egyértelmil
megoldasokat fogunk kapni az egyes allapotvaloszinliségekre. Mindemellett k6zgazdasagtani
szempontbdl is jelentds a kapott eredménylink, hiszen a mutatdink tobbségét meg tudtuk
hatdrozni pusztan néhany paraméter fliggvényében. Ez azért fontos, mert ezek a paraméterek
valtoztathatok, amelyek segitségével eltérd fogyasztoi, illetve vallalati dontési helyzeteket
szimulalhatunk ¢€s a kapott szamok alapjan kiértékelhetjiik tobbek kozott az adott paraméter
fontossagat vagy hatasat a modellben. Példaul a vallalat egyes rendszerekben kiszamolt profit
értékeit Osszevethetjiik egymassal, ahogy azt én is megtettem. Emellett valtoztathatunk a

tiirelmetlenségi paraméter, illetve a felar mellett a legalapvetébb paramétereinken, nevezetesen



a beérkezési ¢és kiszolgalasi gyakorisagok értékein is. Ezzel megvizsgalhatjuk mind a
szakirodalomban standard esetet, amikor a forgalmi gyakorisagi egylitthato értéke egynél

kisebb, illetve a nem standard esetet is, amikor ezen mutat6 egynél nagyobb.

Végiil dolgozatom felépitésérdl irok néhany sort. Dolgozatom négy fejezetbdl all. A
masodik fejezet taglalja a modszertant, amelyben megalapozom a modellek matematikai,
illetve kozgazdasagtani alapjat, tehat felirom és megoldom az egyes modellekhez tartozo
egyenletrendszert. A harmadik fejezetben a kapott modellt, mint eredmény vizsgalom meg
el0szO0r matematikai szempontbol, majd kiértékelem kézgazdasagtani aspektusbol is. Végiil a
negyedik fejezetben Ujra kitérek a hasznalt modszertan fontossagara, illetve az ebbdl eredd
eredményekre is. Tovabba a negyedik fejezet zarasaként néhany, a dolgozattal kapcsolatos
bdvitési lehetdséget emlitek meg, amelyeket érdemes lehet egy kovetkezd kutatadsban

megvizsgalni.



I1. Modszertan

Ennek a fejezetnek a célja, hogy ismertessem a dolgozatom alapjaul szolgdldé moddszertant,
illetve elméleti hatteret. A fejezet soran el0szor a sorbanallasi modellt, mint operacidkutatasi
modellt fogom bemutatni matematikai szempontbol. A modellben emlitésre keriilnek majd
olyan alapfogalmak, mint beérkezési- és kiszolgalasi folyamat, illetve beérkezési- ¢és
kiszolgalasi gyakorisag. Emellett az exponencidlis eloszlast is kiemelem, amely ilyen modellek
esetén egy kivalo kiindulasi pont, hiszen szamos elényos tulajdonsaggal rendelkezik, amelyek
megkonnyitik egyrészt a modell felépitését €s miikodését, illetve kozérthetdségét és
alkalmazhatdsagat gyakorlati példakban. Az eloszlasok kapcsdn megemlitem az exponencialis
eloszlas orokifji/memoria nélkiili tulajdonsagat és ennek fontossagat, illetve az Erlang
eloszlast, mint az exponencidlis eloszlds egyik gyakran haszndlt alternativajat. Tovabba a
sorbandllasi modellek kapcséan felsorolok néhany standard modellt, amely a késdbbi modellek
alapjaként szolgalt kutatasom soran. A szakirodalomban gyakran alkalmazott Kendall-Lee féle
jelolésrendszer alapjan ilyen modell példaul az M/M/2/GD modell is, amely egyfajta
,benchmark” modellként, tehat viszonyitdsi alapként szolgal dolgozatomban egyarant. A
modellek kapcsan megemlitem a p paraméter, tehat a forgalmi gyakorisag/intenzitas értékének
fontossagat is. Ez a paraméter egy hanyados, amely szdmlaldjaban a beérkezési gyakorisag,
tehat a A all, mig a nevezdben a p, tehdt a kiszolgélasi gyakorisag talalhato. A modellben
szerepet kap a prioritas is, azonban a megszokott értelmezéstdl eltérd modon, amelyet a
késObbiekben részletezek. Ezutan eltérd esetek alapjan kiilonbozé modelleket irok fel és
abrazolom rajtuk a beérkezéseket, illetve a kiszolgalasokat is. A felrajzolt modellek alapjan
felirom az igynevezett aramlasegyensulyi egyenleteket, amelyekbdl az egyes m; értékeket, tehat
az egyes allapotvalosziniiségeket meghatarozom a beérkezési és kiszolgalasi gyakorisagok,
tehat A és p fliggvényében, amely a modell matematikai részének végzodését jelenti. Tehat a
matematikai rész egy egyenletrendszer megoldéasaval zarul és ezt koveti a kozgazdasagtani rész.
A kozgazdasagtani interpretacié bizonyos esetekben megvaltoztatja a standard sorbanallasi
modell modszertanat €s megoldasat is. Példaul lesz olyan eset, ahol az adott allapotba ugyan
matematikai szempontbol lehetséges eljutni, azonban a kozgazdasagi része a modellnek ezt nem
teszi lehetévé. A modell megvaltoztatasan kiviil a kapott eredményeket felhaszndlom és
probalom modellezni mind a fogyasztok (vasarlok), mind a vallalat (bolt) szempontjabol. A
fogyasztok esetében egy kétvaltozos hasznossagi fiiggvényt rendelek hozzajuk, amely az id6 és
az ar fliggvénye, illetve tartalmaz egy paramétert is, amely az id6 és az extra koltség kozotti

atvaltast reprezentalja. Mig a vallalat esetében felirom a fogyasztoi viselkedés alapjan a vallalat



profitfiiggvényét, amibdl meghatdrozom bizonyos paraméterek mellett a bolt bevételét. Miutan
felirtam mindkét gazdasagi szerepld célfiiggvényét, 6sszevetem a kapott eredményeket a felirt
modellekkel és megvizsgalom, hogy a szerepléknek melyik modell a kedvezd, illetve lathatod
lesz az egyes esetekben a varakozasi 1d6 €s az extra koltség kozotti ,,trade off’, azaz atvaltas.
Ez alapjan végiil le tudom vonni a kovetkeztetéseket a modellben és modellezni a fogyasztok
viselkedését, ha az adott rendszerbe 1épnek be, illetve nagysagrendileg ki tudom szamolni a

vallalat profitjat is az adott rendszer fennallasa mellett.

I1.1. Sorbanallasi elmélettel kapcsolatos alapfogalmak

A val¢ életben szamos helyen kell sorban allnunk, azonban talan a leggyakoribb eset a
boltokban vald sorbandllds. Dolgozatomban a f6 modell is egy olyan sorbanallasi modell,
amelyet egész jol interpretdlhatunk egy bolti példaval. Azonban elétte tekintsiikk 4t a
sorbandllasi elmélet alapjait. Elsdként, egy sorbanallasi rendszer jellemzéséhez két dolog
szlikséges: egy bemeneti és egy kimeneti folyamat (Winston, 2003). Bemeneti folyamat példaul
lehet az, amikor egy autdszereld mithelybe bevisznek egy autot javitasra. Ennek kapcsan pedig
a kimeneti folyamat lehet az, amikor megjavitjak a behozott autét. Vizsgaljuk meg elészor a
bemeneti folyamatot alaposabban. A bemeneti folyamatot gyakran hivjuk beérkezési
folyamatnak is, a beérkezdket pedig ligyfeleknek. A beérkezési folyamatndl fontos megadni,
hogy csak egyszeri vagy akar tObbszori beérkezést is feltételeziink. Ha érkezik egy tigyfél,
akinek nem sikeriil belépnie a rendszerbe, akkor Ot elveszett ligyfélnek nevezziik. Gyakori
feltételezés az, hogy a beérkezési folyamat fiiggetlen a rendszerben 1év6 ligyfelek szamatol.
Winston (2003) azonban emlit két példat' arra az esetre, amikor ez a fiiggetlenség nem
feltétlentil teljesiil. A beérkezési folyamat kapcsan érdemes tisztazni a két beérkezés kozott
eltelt 1d6 nagysagat. Ha a korabban emlitett fiiggetlenség fenndll a rendszerben 1év6 tligyfelek
szama ¢és a modell kozott, akkor a két egymast kovetd beérkezés kozott eltelt idot megadhatjuk
valamilyen valdszinliség eloszlassal is, amellyel a rendszert tudjuk jellemezni (Winston, 2003).
Most pedig térjiink rd a rendszer masik fontos jellemzdjére, a kimeneti vagy mas néven
kiszolgalasi folyamatokra. Ehhez a folyamathoz is gyakran hozzarendeliink egy valdsziniiség
eloszlast, pontosabban a kiszolgalasi id6 eloszlasat. A kiszolgalasi id6 kapcsan sokszor éliink
azzal a feltételezéssel, hogy a kiszolgalasi id6t nem befolyasolja a rendszerben 1évo tligyfelek
szama. Tehat a bolti példandl maradva ezen feltételezés szerint a kasszds nem dolgozik
gyorsabban 10 tligyfél esetén ahhoz képest, mintha csak ketten allnanak az adott kasszanal.

Tovabba a  kiszolgalasokat illetben megkiilonbdztetiink soros és  parhuzamos

" A konkrét példa megtalalhaté Winston kényvének 20.1 fejezetében.
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kiszolgalohelyeket. Példaul vannak olyan autdszereld miithelyek, ahol a ,,szezonok™ el6tt — tehat
amikor sok iligyfél van — bizonyos alkalmazottak csak gumiabroncsokat szerelnek fel és le. Ez
a parhuzamos kiszolgalds, mikor tobb kiszolgalohely, azaz alkalmazott ugyanazt a tipusu
kiszolgalast végzi. Ezzel szemben a soros kiszolgalasnal ugynevezett ,,allomésok™ vagy
»fazisok” vannak, amelyeken keresztiil kell mennie az ligyfélnek, hogy a kiszolgalasi folyamat
végére érjen. Az autoszereld6 miihelyes példandl maradva; ha beérkezik egy autd, amit
részlegesen vagy akar teljesen fel kell ujitani (példaul egy baleset kovetkezményeként), akkor
kiilonbozo egységekre szakosodott kollégak dolgoznak egymads utdn az adott auton. Példaul
el0szor egy karosszérialakatos kezd el rajta dolgozni, utdna egy masik arra szakosodott kolléga
Osszerakja a motor, majd egy masik kolléga a valtot szereli be €s igy tovabb egészen addig, mig

kész nem lesz az autd, azaz amig a kiszolgalas be nem fejezddik.

A beérkezési és kiszolgalasi folyamatok mellett a modell teljes jellemzéséhez meg kell
adnunk a rendszer kiszolgalési szabalyat és az iigyfelek vardlistara keriilési modjat (Winston,
2003). A kiszolgalasi szabaly segitségével meghatarozhatjuk az iigyfelek kiszolgalasi
sorrend;jét. Erre szamos, a szakirodalomban elterjedt és rendszeresen hasznalt megoldas 1étezik.
Az egyik legismertebb és legegyszeribb az FCFES (First come first served) modszer, amely
tulajdonképpen az érkezési sorrendben torténd kiszolgalast jelenti. Erre példa barmilyen olyan
iizlet, ahova idépontfoglalds nélkiil érkeziink. A kovetkez6 ilyen szabéaly az LCFS (Last come
first served), amely az elObbi szabaly ellenkezdje, tehat azt az tigyfelet szolgaljak ki eldszor,
aki legutoljara érkezik be a rendszerbe. Példaul, ha a kiszolgalast megfeleltetjiik annak, hogy a
liftbdl kiszallunk, akkor ez egy LCFS szabaly (Winston, 2003). Emellett 1étezik még olyan
szabaly is, ahol a beérkezdket teljesen véletlenszerli sorrendben szolgaljak ki. Ez a SIRO
(Service in random order) modszer. Erre j6 példa lehet egy call center hivasatiranyitasi
protokollja is, de szupermarketekben a kasszaknal, illetve szdmitastechnikédban a parhuzamos
folyamatok elosztasara is hasznaljak a processzorok magjai kozott. A SIRO modszer egyik
jelentds eldnye, amiért alkalmazzak az az, hogy a véletlen bevonasaval biztositjak hosszu tdvon
az egyenletes munkamegosztast/terhelést, tehat, a szupermarketek esetében azt, hogy minden
kasszas egyenld munkaterhelést kapjon, a processzorok esetében pedig azt, hogy a magok
egyenld mértékben legyenek hasznositva/kihaszndlva. Végiil pedig megemliteném a prioritdson
alapulo kiszolgalasi szabalyt, amelynek lényege, hogy a beérkezd ligyfeleket kategoridkba
rendezik, majd ezekhez a kategoridkhoz megadnak kiilonb6z0 prioritasi szinteket (Winston,

2003). Példaul a korhazakban taldlkozhatunk ezzel a szaballyal a siirgdsségi ellatas kapcsan,

6



ahol egy ¢életveszélyes €s siirgds eset feliilirhat minden eddigi tigyfélre vonatkozd kiszolgalasi
sorrendet. A kiszolgalasi szabaly meghatarozasan til meg kell adnunk, hogy milyen médon
rendezddnek sorba a beérkezd ligyfelek. Példaul egy szupermarketben lehet tobb sor is €s
gyakori dilemma, hogy vajon melyiket valasszuk. Dolgozatomban a modellek abbol a
feltételezésbodl indulnak ki, hogy egy sor van, azonban két kassza és a rendszerbe beérkezo
igyfélnek (fogyasztd/vasarld) azt kell eldontenie, hogy melyik kasszdhoz menjen, amely a

modell kdzgazdasagtani tartalmat alapozza meg.

Most pedig vizsgaljuk meg, hogy miként tudjuk modellezni a beérkezési és kiszolgalasi
folyamatokat. El6szor vizsgéljuk meg a beérkezési folyamatokat. Ahogy kordbban emlitettem,
megengedhetiink egyszeri vagy tobbszori beérkezéseket is. Az egyszertiség kedvéért tételezziik
fel, hogy egy adott idopillanatban csak egyszeri beérkezéseket engediink meg. Legyen tiaz az
iddpont, amikor i ligyfél beérkezik a rendszerbe. Ezentul vezessiik be a Ti = ti+1 - ti jelolést
(természetesen i > 1). A Tisegitségével tehat meghatarozhatjuk két egymast kovetd beérkezés
kozott eltelt id6 nagysagat, mas szoval az i-edik intervallum hosszat (Winston, 2003). Mikor a
beérkezéseket szeretnénk modellezni, akkor élhetiink azzal a feltevéssel, hogy az egyes Ti
értekek fiiggetlen, folytonos eloszlast valdszintiségi valtozok. Legyen ezen valtozok eloszlasa
azonos egy A valoszinliségi valtozé eloszlasaval. A fliggetlenség annyit jelent, hogy az egyes
beérkezéseket nem befolyasoljdk a korabbi beérkezések. Példaul egy bankba a nap soran eddig
beérkezett ot ligyfél és a fiiggetlenség alapjan az 6todik és hatodik iligyfél beérkezése kozott
eltelt id6 nem fiigg attol, hogy mennyi id6 telt el példaul a masodik és harmadik tigyfél
beérkezése kozott. Emellett a folytonossag is segit a valds példak modellezésében, hiszen
gyakran el6fordul, hogy a beérkezések kozott eltelt id6 nem diszkrét valdszintiségi valtozo,
tehat nem 5 vagy 6 perc, hanem mondjuk 3,78 perc. Tehat van egy A valdsziniiségi valtozonk,
amely fliggetlen és folytonos, illetve eloszlasa koveti az egyes Ti-k eloszlasat. Legyen A
striségfiiggvénye a(t). Tudjuk, hogy kis At-re a P(t < A < T+ At) valdsziniiség jol kozelithetd
a At*a(t) osszefiiggéssel. Ezen Osszefliggések, illetve az alapjan, hogy negativ beérkezési idok

nem léteznek felirhatjuk az aldbbi 0sszefliggéseket (Winston, 2003):
P(A < ©) = [fa(t)dt illetve P(A> o) = [“a(tdt.

A beérkezések kozott atlagosan eltelt 1dOt, vagyis az atlagot jelolje 1/lambda , aminek
a mértékegységét mérjiik 6rdban. Az 1/lambda értéke kdnnyen kiszdmolhat6 a(t) ismeretében

az alabbi integrallal:



1 o0

- = txa(t)dt.

1= | e

Vegyiik észre, hogy ez az Osszefliggés a varhato érték elméleti definicidjabol adodik, amelyet

az alabbi képlettel irhatunk fel:

o

E[X] = f_ x* f(x)dx.

A két képlet kozott csak annyi a kiilonbség, hogy x helyett t valtozonk van, illetve a
fenti esetben az integral 0-t6l indul, hiszen korabbi targyaldsunk alapjan negativ beérkezési ido
nem lehetséges. Természetesen az nem véletlen, hogy a fentebb bevezetett atlagot a varhatod
értek definicidjabol kapjuk, hiszen a véarhat6 érték torzitatlan becslése az atlag. Ezek alapjan a
A-t hivjuk beérkezési gyakorisagnak. Tehat meghataroztuk a beérkezési gyakorisagot, azonban
nem allitottunk még semmi konkrétat az A valdszinliségi valtozoé €s ezen keresztiil a(t) pontos
eloszlasardl sem. A sorbanallasi elméletben gyakran hasznalatos az exponencialis eloszlas,
amelyrdl késébb lathatjuk majd, hogy teljesiti mind a folytonossagot, mind a fliggetlenséget.
Az exponencialis eloszlasnak van egy paramétere, legyen ez most A (a beérkezési gyakorisaggal

megegyezoen). Ekkor a stiriségfiiggvény az alabbi dsszefiiggéssel irhatd fel:
a(t) = 1xe M,

Ha visszahelyettesitiink a fentebb felirt varhato értékes képletbe, akkor megkapjuk, hogy az

atlagos beérkezési 1d6 1/lambda.

Ezutan pedig térjiink ra, hogy miért is jelentds és széleskoriien alkalmazott az ilyen
modelleknél az exponencialis eloszlas. Ehhez el6szor hasznéljunk fel egy tételt, amely az alabbi
Osszefliggést allitja: Ha A valoszinliségi valtozd exponencidlis eloszlast, akkor tetszdleges

nemnegativ t és h értékekre teljesiil az alabbi dsszefiiggés? (Winston, 2003):
PA>t+h|A=t)=P(A>h)

Belathatd, hogy mas stirliségfiiggvény nem rendelkezik ezzel a bizonyos tulajdonsaggal.
Ezt a tulajdonsagot orokifju tulajdonsagnak hivjuk. Emellett sokszor emlegetik memoria
nélkiili vagy emlékezet nélkiili eloszlasnak is. Ez a mi esetiinkben a sorbanallasi rendszerekre
levetitve annyit jelent, hogy ha modellezni szeretnénk a kovetkezd beérkezésig eltelt 1d6

eloszlasat, akkor nem kell figyelembe venniink, hogy mikor volt az el6z6 beérkezés. Tehat

2 A tétel bizonyitasa megtalalhato Winston m(ivében is, illetve szamos valoszinliségszamitasi jegyzetben is
fellelthet6.



barmelyik Tiérték meghatarozasahoz nincs sziikségiink a korabbi Ti értékekre. Ez az allitas felel
meg a fentebb targyalt fiiggetlenségnek, a folytonossag pedig az exponencialis eloszlasbol
adodik. Egyszoval a kordbban targyalt két feltételt a beérkezési gyakorisagot illetden kielégiti
az exponencialis eloszlds haszndlata. Az exponencidlis eloszlds és a Poisson eloszlas
kapcsolatat is szokas a sorbanallasi modellezés kapcsan® megvizsgalni, azonban én most ettél
eltekintek, hiszen nem ez a dolgozatom f6 célja. Emellett, ha az exponencialis eloszlas nem
tiinik megfelelének a modellezés soran®, akkor hasznalhato Erlang eloszlas is, amelynek két

paraméter van: R aranyparaméter és k alakparaméter (Winston, 2003).

Most pedig vizsgaljuk meg a kiszolgalasi folyamatok modellezését. A beérkezési
valészinliségi valtozok, amelyek eloszlasa jellemezhetd az S valosziniiségi valtozdval. Ekkor
legyen s(t) az S valtozo6 stirtiségfiiggvénye. Ezek alapjan a fenti 0sszefliggésekkel analég médon

felirhato az alabbi egyenlet (Winston, 2003):

1 [0/0)
—= j t xs(t) dt.
H 0

Tovabbra is legyen 1/mu mértékegysége ordban mérve. Ha 1/mu a kiszolgalassal
eltoltott orak szama, akkor p az oranként beérkezd ligyfelek szamat jelenti. Ez alapjan tehat a
p-t kiszolgélasi gyakorisagnak nevezziik. Példaul p = 3 esetén a kiszolgalohely atlagosan 3
igyfelet tudna kiszolgalni 6ranként, ami egy tligyfélre vonatkoztatva 1/3 6ra. Ezenkiviil fontos
megvalasztanunk, hogy a kiszolgalasokat hogyan modellezziik. Itt is hasznalhatunk valamilyen
valoszinliség eloszlast a jellemzésre, példaul hasonléan a beérkezési folyamatokhoz az
exponencialis eloszlast. A kordbbiakban targyalt orokifju tulajdonsdga miatt a kiszolgalas
modellezését is nagyban megkdnnyiti az exponencialis eloszlds®. Ennek eredményeképp a
fiiggetlenség itt is kihasznalhatd, ahogy korabban is tettiik. Ez a kiszolgalasokat tekintve annyit
jelent, hogy megadhatjuk egy adott ligyfél kiszolgalasaig hatralévo 1d6 eloszlasat a kiszolgalas
pontos kezdetének ismerete nélkiill. Ha exponencidlis eloszlast tételeziink fel, akkor a

kiszolgalasi 1dok stirliségfiiggvénye az alabbi alakban irhat6 fel:

3 Lasd példaul Winston (2003) 20.2 alfejezetét.

4 Az exponencialis eloszlas helyettesitésével kapcsolatban lasd Winston (2003) 20.12 alfejezetét.

5 Az egyszer(iség szemléltetésével kapcsolatban lasd Winston (2003) 20.2 alfejezet/4. abrahoz tartozé
példat.



s(t) = pxe W,

A fentebb targyalt modszerekkel analog modon belathatd, hogy ennek a varhato értéke, tehat

egy ugyfél atlagos kiszolgalasi ideje 1/mu lesz (Winston, 2003).

Ezen alapismeretek tudataban térjiink at a sorbanallasi modellek jelolésrendszerére. A
leggyakrabban hasznalt jelolésrendszer a Kendall-Lee jelolésrendszer. A sorbanallasi modellek

jellemzése 6 tényezot foglal magéban és az alabbi formaban irhat6 fel:
1/2/3/4/5/6.

Az els6 jellemzdvel adhatjuk meg a beérkezési idok eloszlasat. Ezekre az aldbbi

roviditéseket hasznalhatjuk (Winston, 2003).
M = Fiiggetlen, azonos exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozok;
D = Fiiggetlen és determinisztikus valtozok;

Ex = Filiggetlen, azonos Erlang eloszlasu valtozok, ahol a k jeloli az Erlang eloszlas

alakparaméterét;

GI = Fliggetlen, azonos eloszlasu valtozok valamelyik altalanos eloszlasbol.

A masodik tényezd a kiszolgalasi id6k jellemzésére szolgal. Az egyes alternativak
jelolése megegyezik a beérkezési folyamatokéval. Példaul itt is az M jeldli a fiiggetlen, azonos

exponencialis eloszlast valtozokat.

A harmadik paraméter a parhuzamos kiszolgalohelyek szamat irja le. Tehat példaul, ha
ennek a paraméternek az értéke 2, akkor két kassza végzi parhuzamosan ugyanazt a

tevékenységet, azaz ketten szolgalnak ki egyszerre egy boltban.

A negyedik szam a kiszolgalasi szabalyt irja le. A fentebb targyalt szokéasos kiszolgalasi
szabalyok (példaul FCFS, LCFS ¢és SIRO) itt is hasznalhatok, illetve ezenkiviil gyakran
hasznalatos a GD (General queue discipline) szabély is, amely egy altalanos kiszolgalast
tikkr6z, ahol nincsenek rogzitett, egyértelmi szabalyok a kiszolgalast illetden. Ilyen eltérésekkel
sokszor talalkozhatunk a valo életben is. Példaul bizonyos boltokban meg van adva, hogy egy
kasszdsnak mikor/mennyi ember utan kell bezarnia a kasszat. A bezdras természetesen azt

jelenti, hogy aki akkor érkezik a kasszahoz, annak mar mésikhoz kell dllnia. Azonban bizonyos

10



esetekben a kasszas még megengedi, hogy az adott ember még felpakoljon a szalagra és 6t még

kiszolgalja, mint utols¢ ligyfelet.

Az otodik jellemzd segitségével megadhatjuk a rendszerben tartdozkodo tigyfelek

maximalis szamat, ideértve a varakozo és éppen kiszolgalas alatt all6 tigyfeleket is.

Az utolsoé paraméterrel pedig leirhatjuk az azon alapsokasag nagysagat, amelyben az
igyfelek benne vannak, tehat amelybdl beérkezhetnek a rendszerbe. Ha nagysagrendileg eltér
a harmadik ¢és a hatodik jellemzd értéke, tehat a parhuzamos kiszolgédlohelyek szama és az
alapsokasdg nagysaga, akkor az utdbbi paraméter értékét végtelenként adjuk meg. Tovabba
gyakori konvenci6 az is, hogy az utolsé harom jellemz6t a GD/oo/oo jeldléssel hasznaljuk és
emiatt sokszor el is hagyjuk bizonyos modellek jeldlésekor, példdul M/M/1. A jeldlésrendszer
konnyebb értelmezhetéségének érdekében nézziink egy példat a jelolésekre. Vegyilk az
M/M/2/GD/w/o modellt, amelyre a most targyaltak alapjan csak M/M/2 modellként
hivatkozunk. Ez a modell tehat exponencialis eloszlast feltételez mind a beérkezési, mind a
kiszolgalasi idok esetében, illetve két parhuzamos kiszolgalohely talalhaté a rendszerben.

Emellett az altalanos kiszolgalasi szaballyal jellemezhet6 a modell.

Most pedig a sziiletési-haldlozési folyamatokat szeretném bemutatni, amelyek a késdbbi
modellek egyenleteinek felirasat alapozzdk meg. Tekintsiink egy sorbanallasi rendszert. Egy
ilyen rendszert jellemezhetiink egy adott t idépontbeli allapotaval, amely a t id6pontban a
rendszerben jelen 1év6 ligyfelek szamat adja meg (Winston, 2003). Vezessiik be a Pjj(t) jelolést,
amely egy valdszinliség lesz. Ez a valdszinliség azt az eseményt adja meg, ahol a t idépontban
j igyfél van a rendszerben, ha feltessziik, hogy a 0 idépontban i {igyfél volt a rendszerben.
Megallapithat6, hogy ez a valosziniiség hasonld modon értelmezhetd, mind a Markov-lancok®
esetében a Pij(n) valdszinliség, amely egy n-1épéses atmenetvaldszinliség. Ez azt a
valoszinliséget jellemzi, amikor n Iépés utan a Markov-lanc a j allapotban lesz, azzal a
feltételezéssel, hogy az i allapotbol indult. A Markov-lancok esetében ez a valosziniiség
gyakran kozelit egy m; hatarértékhez. Ezt a valdszintiséget a j allapot stacionarius
valoszinliségének nevezziik. (Winston, 2003). Emellett egy folyamat akkor stacionarius, ha az
atmenetvaldsziniiségek idoben allandoak (Széz, 2018). A késébbi modellekben latni fogjuk
majd, hogy az egyes allapotvaldszinliségek hosszu tavon konvergdlnak majd bizonyos

értekekhez, tehdt lesz egy valoszinliség eloszlas, amellyel megadhatjuk ezeket az

8 A Markov-lancokat lasd bévebben Winston (2003) 17. fejezetében vagy Szaz Janos: Numerikus
Pénzligyek Il. 15.2 alfejezetében.
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allapotvaldsziniiségeket. Ezt stacioner valoszinlis€g eloszlasnak nevezzik. Rovid tadvon
azonban az egyes allapotvaldszinliségeket nagyban meghatdrozza, hogy hol voltunk eldtte
(Szaz, 2018). Ez a mi esetiinkben annyit jelent, hogy alacsony t értékek esetén (példaul t=3
vagy t=5 id6épontokban) a Pjj(t) valoszinliség értéke akar nagyon eltérd értékeket is felvehet.
Példaul, ha i=30, azaz 30 iigyfél volt kezdetben (0 idOpontban) a rendszerben és j=2, tehat 2
iigyfél van a rendszerben, akkor ez kis t értékek esetén szignifikansan eltéro lesz attdl az esettol,
amikor valtozatlan j érték mellett az i értékét példaul 3-ra allitanam be. Mindazonaltal hossza
tavon (tehat magas t értékekre) a két valoszintliség, tehat a P30,1(t) és a P3,1(t) egészen kozel 4ll
a mj hatarértékhez. Ezen fogalmak ismeretében tehat megismerkedhetiink a sziiletési-halalozasi
esetén az adott rendszer tetszéleges idében vett j allapota nemnegativ egész szam (Winston,
2003). Mas megkozelitésbol, a sziiletési-kihalasi folyamatok olyan folytonos Markov-lancok,
ahol az A atmenet-intenzitdsok matrix tridiagonalis (Szdz, 2018). Tovabba, ha a szokasos
jeloléssel éliink ¢és egy t idopontban a rendszer j allapotban van, akkor néhany
szabalyt/torvényszertiséget allapithatunk meg a sziiletési-haldlozasi  folyamatokkal

kapcsolatban’ (példaul: sziiletési gyakorisag).

Most, hogy megismertiik alaposan a sziiletési-haldlozasi  folyamatokat,
meghatarozhatjuk a hozzdjuk tartoz6 staciondrius valdsziniiségeket egyenletek segitségével.
Ezen egyenletek felirdsa sem egyszerli, de megoldhato. Az egyenletek felirdsit nem
részletezném, ugyanis ez a modszertani rész kiviil esik a dolgozatom fokuszan®. Ehelyett
érdekesebb az, amit az egyenletek felirdsa utdn lathatunk. Van egy végtelen sok
differencialegyenletbdl allo rendszeriink, amelynek elméletileg van megolddsa. Mindazonaltal
felhasznalhatd egy Osszefiiggés, amely lényegesen leegyszerlsiti az egyenleteket. Ez az
Osszefliggés a  Markov-lancokkal  kapcsolatban  kordbban  targyalt  staciondrius
valoszinliségekhez kothetd. Ahogy fentebb is irtam, a T staciondrius valdsziniiség egy
hatarérték, amelyet kozelit a Pij(t) valoszinliség t novelése esetén. Ez alapjan felirhat6 az alabbi

Osszefiiggés (Winston, 2003):

tlim Pi(t)=m

7 B6vebben lasd Winston (2003) 20.3 alfejezetében.
8 A pontos egyenletek felirdsa és a hozzajuk tartozoé indoklas megtalalhaté Winston (2003) 20.3
alfejezetében.
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Ennek felhasznaldsaval a differencialegyenletek helyett lineéris egyenletrendszereket
kapunk. Tehat az eredménylink egy végtelen sok linedris egyenletbdl allé egyenletrendszer. Ez
jelentésen egyszeribbé és konnyebben megoldhatéva teszi a modelliink egyenleteit. A
modellek egyenleteinek felirasakor gyakran hivatkozunk az egyenletekre wgy, mint
aramlasegyensulyi vagy dramlas-megmaradasi egyenletek. Az ilyen egyenletek
kulcsfontossagu jellemzdje, hogy ha fenndll a stacionarius eset, akkor az adott allapotba torténd
beérkezések gyakorisdganak egyenldnek kell lennie a kiszolgalasi gyakorisagokkal (Winston,
2003). Ez nagyon jol interpretalhat6 a fizikaban gyakran hasznalatos Kirchhoft I. térvénnyel,
amely azt mondja ki, hogy egy csomdpontba bemend aram(ok) nagysaga megegyezik a
csomopontbol kimend aram(ok) nagysagéaval. A sorbanallasi rendszerek aramlasegyensulyi
egyenleteinek felirasakor is pontosan ez torténik. A bemend gyakorisagoknak meg kell

egyeznie a kimend gyakorisdgokkal. Ez a kulcsa a modell egyenletek felirdsanak.

Nézziink most az egyenletek felirdsara egy példat. Vegylik az M/M/2 modellt, amely a
legkozelebb all a dolgozatomban hasznalt kdzgazdasagi modellekhez. Ennél a modellnél ugye
feltételeztiik, hogy mind a beérkezési és mind a kiszolgélasi folyamatok exponencialis eloszlast
kovetnek, illetve, hogy 2 parhuzamos kiszolgaléhely van a rendszerben. A rendszer

szemléltetésére az 1. abra szolgal:
u 2u 2u 2u
1. abra: M/M/2 modell, forras: sajat szerkesztés

Az egyes pontok/korok jelképezik az ligyfelek szadmat a rendszerben. Az egyes
vonalakon lathatoak a beérkezések (A) és a kiszolgalasok (p). Az dbra segitségével felirhatjuk
a modell egyenleteit a mar ismert szabaly alapjan: A bemend gyakorisagoknak meg kell
egyeznie a kimend gyakorisagokkal. Itt megjegyezném, hogy az abrat csak a j=3 allapotig
készitettem el részletesen, az utdna 1évé n jelolés jelképezi azt, hogy tetszéleges nagysagu

allapotig felirhatjuk a modell alapjan az egyenleteket. A modell egyenletei tehat j=3 allapotra:
0: To*A = m*p

1: T1*A + m*p = mo*A + m2*2p

13



2: T2*A + m2* 21 = i *A + m3*2pu
3: m3*2U = m2*A
Tmo+m+m+m=1

Az utolso egyenletre azért van sziikségiink, hogy normalizaljunk, igy a valoszinliségek
I-re  OsszegzOdnek. Tehat megkaptuk a csupan linearis egyenletekbdl — allo
egyenletrendszeriinket. Ezt kell megoldanunk az allapotvaloszinliségek szerint, azaz az egyes
mj valoszintiségek szerint A és p paraméterekre, tehat, hogy az egyes allapotvaldsziniiségek csak
A és p paraméterek értékétdl fiiggjenek. Mivel 4 linedrisan fiiggetlen egyenletiink van ¢és 4
ismeretleniink, tehat ennek az egyenletnek egyértelmli megoldasa kell, hogy legyen. A

megoldas itt lathato®:

4u3
0 =
A3+ 2220 + 4Au? + 4ud
4Ap?
ml =
A3+ 2A%u + 4Au? + 4ud
22%u
T2 =
A3+ 2A%u + 4Au? + 4ud
13
3

“ B+ 222 + 4Au? + 4ud

Most, hogy megkaptuk az egyes allapotvaloszinliségeket A és p fliggvényében, be
tudunk helyettesiteni konkrét értékekre és megvizsgadlni az eredményt. Gyakori kérdés a
sorbanalléasi rendszerek kapcsan, hogy miként valasszuk meg A €s p értékeket, illetve kettejiik
viszonyat. A két paraméter kapcsolatanak jellemzésére szolgal az tugynevezett forgalmi
gyakorisag, amely a lambda/mu hanyadosként irhato fel és p-val jeldljiik (Winston, 2003).
Szdmos esetben standard eljaras a sorbanallasi modellek kapcsan, hogy a forgalmi
gyakorisagot, mint egylitthatok egynél kisebbnek valasszuk, tehat amikor a beérkezési
gyakorisdg kisebb, mint a kiszolgalasi gyakorisag. Példaul a A=8 és a p=15 esetben azt
mondhatjuk, hogy oranként atlagosan 8 iligyfél érkezik a rendszerbe és atlagosan 15 iigyfelet
tudnak kiszolgalni. Erre azért lehet sziikség, hogy a rendszer ne tudjon ,,elszallni”, azaz a sor

ne tudjon felgyililemleni. Ugyanis, ha tobb iigyfél érkezik, mint amennyit ki tud szolgélni az

9 Az egyenletrendszerek megoldasahoz segitségll vettem a WolframAlpha Mathematica programnyelvet.
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adott rendszer, akkor folyamatosan lesznek varakozo iigyfelek, hiszen mindig marad olyan
iigyfél, akire nem jut id6. Példaul, ha megcseréljiik az el6z6 példaban szerepld értékeket, tehat
A=15 és u=8, akkor az azt jelenti, hogy 6ranként 15 tigyfél érkezik a rendszerbe, viszont csak 8
igyfelet tudnak atlagosan oranként kiszolgalni, ezért 7 ligyfél vagy tovabb varakozik vagy
elmegy, tehat elveszett ligyfél lesz beldle. Ez azt jelenti, hogy minden egyes eltelt 6raval 7-tel
tobb olyan iigyfele lesz az adott rendszernek, akiket nem tudnak kiszolgalni, ezért a rendszer
elszall. Ezért hasznaljuk gyakran a forgalmi egyiitthatot ugy, hogy 1-nél kisebbre valasztjuk az
értékét. Egyébként ez a kérdés csak a ,,végtelen tipusi” rendszerek esetében all fenn, hiszen ott
biztositva van az ligyfelek folyamatos ¢és korlatlan érkezése, illetve az ilyen esetekben nem telik
meg a bolt, tehat hidba érkezne be n+1-edik iligyfél a boltba, emiatt nem lenne izgalmas ezt
modellezni. Azonban, ha Ggynevezett véges eréforrasi modelliink van, akkor a rendszeriink
nem tud elszallni, hiszen nem fog korlatlan szamu tigyfél érkezni. Erre j6 példa a Covid id6szak
alatti vasarlas bizonyos boltokban, ahol egészségiigyi eldirdsok miatt a bolt alapteriiletét
figyelembe véve kiszdmoltak, hogy maximum hany vasarlo tartézkodhat az iizletben. Tehat
hidba lett volna tobb érkez¢ ligyfél és lassabb kasszasok, a sor nem tudott felgyililemleni és
ezaltal a rendszer elszallni, hiszen egyszerlien nem engedtek be annyi vasarlot a boltba. Mas
szoval az alapsokasag, ahonnan az tligyfelek érkeztek véges volt és nem végtelen. Ezaltal
mindegy ilyen esetekben, hogy a forgalmi gyakorisdga vagy kihasznaltsagi egyiitthatd, azaz a
p értekét 1-nél nagyobbnak vagy kisebbnek véalasztom meg. A mi esetiinkben is észrevehetjiik,
hogy a modellt felirhattuk volna n ligyfél esetére is, azonban az egyszeriiség kedvéért, illetve a

forgalmi gyakorisagi egyiitthat6 értékének bemutatasa végett 3 tigyfélre is elegendd volt felirni.

I1.2 A kozgazdasagi modell bevezetése és felépitése

Eddig bevezettiikk a sorbanallasi modellel kapcsolatos fontos alapfogalmakat, ezaltal
megalapoztuk a modellem matematikai hatterét. Most nézziik meg a modell kdzgazdasagtani
részét is. A modellem matematikai alapja tehat az M/M/2 modell, amelyen a kdzgazdasagtani
interpretacid miatt kisebb modositasokat hajtok végre. A kiindulo 6tlet tovabbra is az, hogy két
kiszolgalohely, azaz két kassza van, amelyekhez egy kozos sorbol érkezhetnek a vasarlok.
Tegylik fel, hogy van egy olyan szupermarket, ahol az egyik kassza fizetds, tehat, ha ott fizetek
akkor a vésarldsom egy (1+a) szorzdval tobbe keriil Természetesen o esetében kizardlag
pozitiv szam megengedett. Tehat kialakul egy ,,0lcsd” és egy ,,draga” kassza, ahol a draga
kassza a tobbletfizetds kassza. A két kassza esetén gyakran feltételezziik, hogy egyforma
sebességgel szolgalnak ki, itt mi is €liink ezzel a feltevéssel. Ez a feltételezés nem feltétleniil

realis minden helyzetben és nem mindig allja meg a helyét a gyakorlatban, azonban nagyban
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megkonnyiti a szamitasokat és a modell egészének értelmezhetdségét, ha egy kdzos p értékkel
tudunk szdmolni. Ebben az esetben a ,,prioritast” az olcso6 kassza élvezi nyilvanvaldan, hiszen,
ha példaul nincs ott senki, akkor a vasarlok eldszor oda fognak beéllni. Ilyen fizetds kasszakra
lehet példa a check-in folyamatok a repiil6tereken. Példaul bizonyos utazasi irodék kinalnak fel
ugynevezett ,,Check-in no problem” extra opciokat is minimalis pénzért, amelyért cserébe ok
atvallaljak az utasfelvétel folyamatat a 1égitarsasag oldalan, illetve elkiildik elére e-mailben a
beszallokartyat. Ez egyrészt a pénz és a kényelem kozotti trade-off, azaz atvaltas kapcsolatat is
bemutatja, illetve a sorbanallastdl is tehermentesit minket, hiszen példaul, ha leterhelt a
légitarsasag weboldala - hiszen mas is ekkor végzi a check-in folyamatot - akkor a weboldal
betoltésére varakozva is ,,sorban allunk™ és nem biztos, hogy eldbb sorra keriiliink, ha régebb
Ota varunk, hiszen weboldalaknal akér a korabban emlitett SIRO mddszer is lehet a kiszolgalasi
szabaly, tehat a ,,sorbanallas” hossza ismeretlen szamunkra. Fontos kérdés az, hogy a véasarlok
mennyire tiirelmetlenek és a tiirelmetlenségiik miatt mekkora 6sszeggel hajlandoak tobbet
fizetni pusztan azért, hogy elobb végezzenek. Mint szamos kdzgazdasagtani modellben, itt is
két szereplonk van: a fogyasztok, tehat a vasarlok, illetve a vallalat, tehat a bolt. Mindkét
szerepld optimalizalasi problémajat fel fogom irni és megoldani dket. Eldszor kezdjiink a
fogyasztokkal, tehat a vasarlokkal. A tovabbiakban feltessziik, hogy minden vasarldo azonos
tipusu, tehat ugyan lesznek kiilonboz6 rendszerek, ahol majd a vasarlok tobbet vagy kevesebbet
hajlanddak varni, azonban az egyes rendszerekben a vasarlok ugyanugy fognak viselkedni. A
vasarlok esetében természetesen hasznalunk egy hasznossagi fliggvényt, amely az alabbi alakot

olti:
1
U(t,p) =?—P*T.

A hasznossagi fliggvényben a t jelenti az eltoltott 1d6t, amely magéaban foglalja a
varakozéssal és a kiszolgalassal toltott idot egyarant. Tovabba a P jelenti a vasarlaskor fizetendd
arat, illetve a T jelképezi az atvaltast az id6 és az extra koltség, tehat egyfajta , tiirelmetlenségi
paraméter”. Ezzel a paraméterrel kapcsolatban ki kell hangsulyozni, hogy ez egyfajta
»tulajdonsag/adottsag” a fogyasztok esetében, amellyel 6k rendelkeznek. Példaul vegyiik a
klasszikus Cobb-Douglas hasznossagi fiiggvényt, amelynek kitevdjében ¢, illetve (1- ¢)
szerepel. A standard jelolés ebben az esetben o lenne, azonban, hogy ne keverjiik Ossze a
késObbi a mutatoval, ezért itt ¢p-vel jeldltem a Cobb-Douglas hasznossagi fiiggvényt. Tehat a
fogyaszto hasznossagi fliggvényében szerepld T paraméter ugyan olyan adottsdg, mint a Cobb-

Douglas fiiggvényben a ¢ paraméter értéke. Visszatérve a fogyasztd eredeti hasznossagi
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fliggvényére, a fliggvényen lathaté a forditott ardnyu kapcsolat az id6 és a hasznossag kozott,
amely nyilvanvalo, hiszen minél kevesebb id6t szeretnénk eltdlteni sorbanallassal. Az arat
illetden a negativ kapcsolat is konnyen értelmezhetd. Vegylik észre, hogy hasznossagi
fliggvényliink kvazilinaris szerli alakot 6lt. Ha beirjuk a koltségvetési korlatot a hasznossagi
fliggvénybe, akkor eltlinik az igynevezett ,,numeraire” és a fentebb latott célfiiggvényt kapjuk.
Tovabba kiemelném a hasznossagi fliggvénnyel kapcsolatban, hogy minden fogyaszté azonos
fogyasztoi ,.kosarat” vesz meg, amely 1-be keriil az olcsd kasszanal, illetve (1+a) ara van a
draga kasszanal. Tehat ennek a kosarnak az ara szerepel a hasznossagi fliggvényben. Ezenkiviil
a fogyasztok esetében kiilonbozo eseteket fogok felvazolni €s azokra felirni a modelleket. Ezek
az esetek a tiirelmetlenségtol fognak fliggeni, tehat, hogy mennyit lesz hajland6 varni az adott
tipusu fogyasztd. A hasznossag maximalizalasa miatt természetesen ez ugy fog kinézni, hogy a

fogyasztd addig var és valasztja majd az olcsobb kasszat, ameddig a tiirelme engedi.

A fogyasztok utan térjiink at a vallalat, tehat a bolt problémajanak targyaldsara. A
szokdsos mikrookonomiai feltevés alapjan itt is elmondhatjuk, hogy a wvallalat
profitmaximalizalasra torekszik. Végsd soron a véllalat feladata lesz majd, hogy meghatdrozza
az a értekét, tehat a ,,markup”, azaz a felar koltségét a fizetds kasszék esetében. A korabbi
feltételezés, miszerint homogén a fogyasztok csoportja, tehat az egyes rendszereken beliil
ugyanugy viselkednek, ezért ugyanannyira is tiirelmetlenek jelentdsen leegyszeriisiti a vallalat
helyzetét is, hiszen nem sziikséges differencidlnia a fogyasztokat. A vallalat profitfliggvénye az

alabbi formaban irhat6 fel:
B=Lox1+Ld*(1+ a).

Az egyszerliség kedvéért a profitot a szokasos m helyett B-vel jeldltem, hogy ne legyen
Osszetéveszthetd az allapotvalosziniliség jelolésével. A profit képlet kapcsan megemliteném,
hogy az egyes arak azért alakultak igy, mert feltettiik, hogy az olcs6 helyen 1 egység az ar, mig
a draga kasszanal (1+a). Ez a profit a bolt idéegységenkénti bevétele. Az a a korabban emlitett
extra koltség, az Lo €s az Ld pedig rendre az olcso és a draga kasszanal kiszolgalas alatt 1évo
atlagos tligyfelek szdma. Az Lo és Ld 0sszege adja Ls-t, amely a kiszolgalassal atlagosan toltott
id6. L a rendszerben lévo ligyfelek atlagos szdma, amely az alabbi Osszefiiggés alapjan

szamolhat6 ki (Winston, 2003):
L= Z Jj*mj.
j=0
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L felbonthatdé Lq és Ls Osszegére, tehat a rendszerben 1évé ligyfelek atlagos szdma
megegyezik a rendszerben varakozé és kiszolgalas alatt allo tligyfelek atlagos szaméval, ami
logikus is, hiszen amig a rendszerben vagyunk csak két dolog torténhet veliink: vagy
varakozunk, hogy sorra keriiljiink vagy mar sorra keriiltiink és éppen kiszolgalnak minket. L

ismeretében felirhatjuk az Ggynevezett Little-formulat is, amelyet az alabbi egyenlet definial:
L=21xW.

L jelentését ismerjiik, A pedig tovabbra is a beérkezd ligyfelek atlagos szama, W pedig a
rendszerben az ligyfél altal eltoltott id, amely L-hez hasonld mddon szintén felbonthaté Wq és
Ws Osszegére, amelyek rendre a varakozéassal és a kiszolgalassal eltoltott idot jelentik a
rendszerben az ligyfél altal. Természetesen az elébb emlitett formula kiterjeszthetd L egyes

komponenseire az alabbi tétel segitségével (Winston, 2003):

Ha feltessziik, hogy 1éteznek stacionérius valdsziniiségek, akkor tetszéleges sorbanallasi

rendszerre felirhatok az alabbi egyenletek:

L=AxW
Lq = 1xWq
Ls = AxWs .

Szamunkra tulajdonképpen Ls lesz fontos, ami a rendszerben atlagosan kiszolgalas alatt allo
ugyfelek szdma. Vegyiik é€szre, hogy Ls értéke Lo és La Osszegével lesz egyenld, hiszen a
kiszolgalas természetesen csak a kiszolgéalohelyeken, tehat a kasszaknal torténhet, amely a mi
esetlinkben a két kassza, tehat az olcso €s a draga kassza. A bolt bevételéhez még annyit fliznék
hozz4, hogy az idéegységenkénti bevétel, amely eltér az egyes L mutatdk értelmezésétdl, hiszen

azok mind atlagos (példaul varakozasi vagy kiszolgalasi) idok.

A matematikai és kozgazdasagtani alapfogalmak ismerete alapjan nézziik tehat az elsé
modelliinket. Itt a {0 feltételezésiink az, hogy a fogyasztd nem hajlando varni egyetlen egy
embert sem, tehat, ha barki is eldtte van a sorban vagy épp kiszolgélas alatt, akkor ¢ a draga

kasszat szeretné valasztani, hiszen nagyon tiirelmetlen. A modellt a 2. dbra szeml¢lteti:
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2. abra: nullat var, forras: sajat szerkesztés

Az abran talalhato jelolések megegyeznek a korabban felirt és bemutatott M/M/2
modellnél hasznalt jelolésekkel. Vegyiik észre, hogy ez a modell majdnem ugyanaz, mint az
M/M/2 modell! Csupan annyi a kiilonbség, hogy a j=1 allapotban ,ketté dgazik™ a rendszerem.
Az 1,1 allapot azt jelenti, hogy egy iigyfél van a rendszerben, aki az olcso kasszanal van, mig
az 1,2 azt jelképezi, amikor ez az egy ligyfél a draga kasszanal van. Emellett az is lathatd, hogy
a matematikai alapu M/M/2 modellhez képest nem engedtiink meg beérkezést a 0 allapotbdl az
1,2 allapotba. Ennek oka a kdzgazdasagtani interpretacioban keresendd. Ugyanis, ha ugy
érkeziink be a rendszerbe, hogy rajtunk kiviil 0 tigyfél van bent, tehat mi vagyunk egyediil a
boltban, akkor egyértelmiien az olcsé kasszahoz megylink. Az aramldsegyensulyi egyenletek
felirasakor tovabbra is arra toreksziink, hogy a bemeneti gyakorisagok megegyezzenek a

kimeneti gyakorisdgokkal. Ez alapjan az egyenletrendszer a j=3 allapotig:
0: To*A = T1,1*U + m12*U

1,1:  mpa*A 4 m*u = mo*A + metu

1,2:  m2*A 4+ m2*p = m*u

2: T2*A + T2 4+ m2* U = A + 1 2*A + ms*2p

3: m3*2u = m2*A

To+ M1+ T2+ M2 +m=1.

Mivel ugyanannyi linearisan fliggetlen egyenletiink van, mint ismeretleniink, ezért ennek az

egyenletrendszernek is egyértelmii megoldasa van:
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4u3

0=
T B 2020+ 4 + 4B
11 2Au? (A + 2u)
T T 1330 + 62212 + 8Au® + 4u”
2/12#2
nl,2 =
A%+ 3283u + 6A%2u% + 8Au3 + 4u*
2A%u
m2 =
A3+ 2A%u + 4Au? + 4ud
2.3
m3

T3+ 2020 + AApE + Aps

Osszehasonlitasképp, latszik, hogy csupan egy beérkezést elhagyva az M/M/2 modellhez

képest az egyes allapotvaldsziniiségek megoldasai egy fokkal mar bonyolultabb alakban

irhatok fel.

Tovabba a modellt felirhatjuk a j=4 allapotot is beleértve a szokdsos eljarassal, akkor az

egyenletrendszeriink az aldbbiak szerint mddosul:

1,1:

1,2:

4.

m3* A = ma*2pu

To*A = 11,1 + m12*U

1,1 + T1,1*u = mo*A + 2t

1,2*A + 2% = m*p

T2*A + T2 + T2*p = 1M 4+ T2 4+ 2

T3*21 + 3™ A = m2*A + a2

Mo+ M1+ mz2+me+m+ma=1.

el6z6 modellben az utolso pontra felirt egyenlet (3.), illetve lesz egy plusz egyenlet (4.), hiszen
a kovetkez6 allapotaban irjuk fel a rendszert. Emellett természetesen a normalizalast jelképezd
Osszegzd egyenletbe is bekeriil a plusz egy A&llapotvaldsziniiség. Az egyenletrendszer

megoldasai:

Az el6z6 egyenletrendszerhez képest az ilyen tipusu rendszereknél mindig véltozik az
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8u*

0=
T 23 + 42%u? + 8Au3 + 8u*

A3 (A + 2p)

1,1 =
TS T 5 1320 + 62302 + 124213 + 164u* + 8uS
1,2 = dl
e = 5 1320 + 60302 + 124213 + 164u* + 8uS
) 412,12
LT 230 + 424%u? 4+ 8Au3 + 8u*
3 2231
™= + 23u + 4A%2u? + 8Au3 + 8u*
2,4
n4

Tt 23u + 42%2u2 + 8Au3 + 8ut

A két modell egyenleteit 6sszevetve algebrai szempontbdl annyi nyilvanvaldan latszik, hogy az

egyenletek szdmanak novelésével a megoldasokban szerepld polinomok fokszama is nd. Az

eddigiekkel analog modon felirhatjuk az egyenleteket a j=5 allapotra is, tehat amikor 5 iigyfél

van a rendszerben. Az egyenletek:

0: To*A = T1,1*U + m12*U

1,1:  ma*A 4+ ma*p = mo*A + me*pu

1,2:  m2*A 4+ m2*p = m*u

2: T2*A + T2 + T2*p = 1M 4+ T2 4+ 2
3: T3*21 + 3™ A = m2*A + a2 p

4. T3*A + M5*20 = a* 2 + a* A

5: T5*21 = Ta* A

Mo+ M1+ m2+me+mt+mtn=1.

Az eddigi megszokott modon az egyenleteink szdma is eggyel nétt. A j allapotok szamat

elméletileg barmeddig lehet ndvelni, hiszen a kapott egyenletrendszer mindig egyértelmii és

ezaltal megoldhato lesz. Az egyenletrendszer megoldasai tehat:
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16u°

0=
T = 5 1 220 + 42312 + 82213 + 16Ap% + 1645
1 8AU(A + 2
Tt T 06 1 3250 + 62402 + 12231° + 2422u* + 324u5 + 1645
12 = 824
T = 06 13250 + 62412 + 122311° + 2422u* + 324u5 + 1645
) 812/13
T = 05 ¥ 2% + 42312 + 8223 + 164 + 1645
3 4/13#2
e 2% + 4A3u? 4+ 8A%2u3 + 16Au* + 16u°
4o 22%u
N 2% + 4A3u? 4+ 8A%2u3 + 16Au* + 16u°
/15
5

T 5+ 2A% 0 + 42502 + 82243 + 16Apt + 1645

Ezen gondolatmenet mentén haladva tetszéleges szamu allapotra és ezaltal tetszéleges szamu
egyenletbdl allo6 egyenletrendszerre megoldhatok a modell egyenletei, amely a kordbban
emlitett linearisan fliggetlen egyenletek, illetve valtozok szamanak koOszonhetd, tehat
nevezetesen annak, hogy wugyanannyi linedrisan filiggetlen egyenletiink van, mint

ismeretleniink, ezért mindig egyértelmii megoldast fogunk kapni.

Ezutan térjiink rd egy masik esetre, amikor feltessziik, hogy az adott rendszerbe
beérkezd ligyfél egy iigyfelet hajlando varni. Ez annyiban bonyolitja meg az el6z6 modellhez
képest a mostanit, hogy a két parhuzamos kasszas kiszolgélas eggyel tovabb ,,tolodik”, hiszen
az adott ligyfél tiirelmesebb, ezaltal, ha egy ember all eldtte, akkor nem valasztja egybdl a
felaras kasszat, hanem kivarja a sorat az olcs6 kasszanal. A modell grafikus megoldésat a 3.

abra mutatja be:
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A
2p 2
"
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3. abra: egyet var, forras: sajat szerkesztés

A jelolések megegyeznek az eddig targyalt modellekével. Az dbran megfigyelhetjiik,
hogy a j=2 éallapotot két kiilon eset is leirja. Egyrészrdl a 2,1 eset, amely azt jelenti, hogy 2
iigyfél van a rendszerben ¢és koziiliikk egy az olcsé kasszanal van, a masik pedig vérakozik.
Masrészrol a 2,2 eset is lehetséges, itt az torténik, hogy mind az olcs6 mind a draga kasszanal
van 1-1 ember, aki éppen kiszolgalas alatt all és senki sem varakozik. Figyeljiik meg tovabba,
hogy a 2,2 esetbdl visszajuthatunk az 1,1 esetbe, tehat oda, ahol 1 {igyfél van az olcs6 kasszanal.
Ez nyilvan gy torténhet meg, hogy a draga kasszdnal hamarabb fejezédik be az iigyfél
kiszolgaldsa €s ezutan mar csak az olcso kasszanal marad egy ligyfél. Az el6z6 modellhez
hasonldéan a péarhuzamos kasszak utdni esetben (jelen esetben a 3. kasszatol) mar nincs
,megbontva”, tehat onnantél minden ugyantigy miikodik, ezért az ilyen modellek kapcsan
mindig a modell elsé néhany allapotanak modellezése az izgalmas kérdés. Ezenkiviil vegyiik
¢észre, hogy minden allapotbdl az el6z6 allapotba két kiszolgalas torténik, azonban az elsd két
allapotig még két ,,agra” van bontva a modell, azonban utana a negyedik allapottdl ezt nagyon
jol reprezentdlja az alsé ag, ahol 2 szerepel. Most pedig nézziik meg erre a modellre a j=3

allapotig felirt egyenletrendszert:

0: To*A = 11,1 + m12*U

1,1:  ma*A 4 e = mo*A 4+ m22*u + m2
1,2:  m2*A 4+ M2y = me2*u

2,1: T2 1*A 4+ m2ifp = w1 A + et

2,2:  T22%A + m22*p 4 m22* U = m2*A + 3t
3: T3*U + T3* U = M2 *A + T2 2* A
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To+ 1,1 + M2+ T21+ 22+ m3=1.

A normalizalas miatt sziikséges utols6 egyenlet tovabbra is az egyenletrendszer része,

amely igy az eddigiekkel konzisztensen a linedrisan fliggetlen egyenletek szama megegyezik

az ismeretlenek szamaval, tehat egyértelmii megoldast fogunk kapni. A megoldasok tehat:

u3(32% + 5Au + 4u?)

0=
T = 5 T 420 + 92302 + 122213 + 9Ap* + 4ps
1= Au?(22% + 52 + 4u?)
TS = 05 T a2 + 92302 + 122213 + 9Ap* + 4ps
/13#2
ml,2 =
A5+ 4A%u + 9A3u?% + 122%2u3 4+ 9Au* + 4us
21 A2u(A% + 3Au + 4u?)
Tt = 05 ¥ 4% + 92312 + 122213 + 9% + 4ps
L P+
s = 35 A% + 91312 + 122243 + 9% + 4p5
A%+ 22u + 2u?)
m3

T 5+ AN+ 932 + 120203 + O0pt + A

Ami elsd korben nyilvanvaloan latszik az az, hogy az egyes allapotvaloszinliségek tort alakban

tortend felirasa esetén a nevezdjiik azonos €s csak a szamlalojukban kiilonboznek egymastol.

Ezt a gondolatmenetet folytatva bOvithetjiik az egyenletrendszeriinket, ha eggyel tovabbi, tehat

a j=4 allapotra irjuk fel a linearis egyenletrendszert:

0:

1,1:

1,2:

2,1:

2,2:

3:

4.

To*A = T1,1*U + m12*U

M1,1*A 4+ T1,1* 1 = o*A + M2 2*p + 21 *u

M1,2*A + 2% = m22*p

m2,1*A + T2, 17* ) = m1,1*A + T3t

m2,2*A + m2,2* 1 + T2, 2* U = m1,2*A + Ts*u

T3* U + T3*U + A = M2 *A + 2 2* A 4 me*2p

T3*A =T14*2p

mo+ M1+ M2+ M2+ me 2+ m3+ma=1.
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Jelen esetben 7 linearisan fiiggetlen egyenletiink van, amelyek 7 kiilonb6zd valtozot
tartalmaznak, igy p és A fliggvényében tovabbra is konkrét megoldasokat kapunk. Ezenkiviil
lathato, hogy az ilyen tipusu modellek esetében addig izgalmas és érdekes a rendszer vizsgalata,
amig a két kassza ,kiilon dgon miikodik”, tehat ameddig még hajlandd varni az adott iigyfél a
rola allitott feltételezés alapjan. Ez a korabbi rendszerben, ahol nem volt hajland6 varni az
iigyfél a j=2 allapotig volt igy, jelen esetben ez eggyel jobbra tolddik, hiszen egy ligyfelet még
hajland6é megvarni az éppen a rendszerbe beérkezo iigyfél. Lathatd, hogy ezutdn mar igymond
nem tesz annyit hozza plusz egy allapot vizsgélata a kdzgazdasagtani részhez. Matematikailag
persze ez plusz egy linearis egyenlet, azonban a modell szempontjabdl ez roviden annyit takar,
hogy van egy plusz beérkezés A gyakorisadggal, illetve egy kiszolgalas 2 gyakorisaggal, tehat
pontosabban egy-egy kiszolgalas p gyakorisaggal, mivel megengedtiikk még egy addicionalis
allapotig miikddni a rendszert. A kordbbiakhoz hasonlodan itt is azt varjuk, hogy a polinomokat
tartalmazo megoldasokban a fokszam (konkrétabban a nevez6 fokszdma) eggyel ndvekedjen,

hiszen eggyel tobb egyenletiink van. A megoldasok itt lathatok:

2u* (3% + 5Au + 4u?)

0=
T = 26 1 4250 + 104402 + 184343 + 24224% + 18Au5 + 8uS
11— 2Au(22% + 5Au + 4u?)
A+ 4A5u 4+ 10A%u2 + 18433 + 242%u* + 18AuS5 + 8ub
1,2 = 22008
T = 26+ 4250 + 10442 + 182313 + 24724% + 18245 + 8u®
1o 2227 (A% + 32u + 4u?)
A 4+ 4A5u + 10A%u? + 18433 + 242%2u* + 18Au5 + 8ub
02 = 2°u2 (A + W)
A8 4+ 4A5u + 10A%u? + 18433 + 247%2u* + 18Au5 + 8ub
3 23u(A% 4+ 22 + 2u?)
A6 + 425 + 102%u? + 18A3u3 + 24A%2u* + 18Au> + 8u®
. A2 + 22u + 2u?)
T

T A6 + 450 + 104402 + 181303 + 24220% + 18445 + 8u6

A megoldasok a varakozasok szerint alakultak, ugyanis a nevez0 tovabbra is k6z0s minden tort
esetében, illetve az ott talalhatd polinom fokszama is megnétt eggyel. Természetesen tovabb
bovithetjiik a modellt még tovabbi esetekre is, azonban én a j=5 allapotig irom fel csupan Oket,

mivel lathattuk, hogy a matematikai részt leszdmitva nem ad hozzé akkora pluszt a modellhez,
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ha a j=5 vagy a j=25 allapotra irom fel az egyenleteket. Az 5 {igyfelet tartalmaz6 rendszer

esetében igy alakul tehat az egyenletrendszer:

0: TO*A = T1,1*U + T1,2*U

1,1:  mp1*A 4+ ma*p = mo*A + me2*u + meatu

1,2:  m12*A 4+ m2*p = m22*u

2,1:  m21*A 4 21 *u = 1 *A + st

2,2: m22*A 4+ m22*p 4 m22*p = mi2*A + st

3: T3* U + T3* U + M3*A = M2 *A + M2 2* A 4 me*2p
4. T3*A + TMs* 210 = Ta*A + ma* 2

5: T5* 21 = T4*A

To+ T1 + T2+ 21+ M2+ m+ma+ms=1.

Az egyenleteink szdma tovabbra is eggyel nétt, igy a megoldasokban szintén a nevezd
fokszamanak emelkedését varjuk. Itt is kiemelném ennek a moddszernek két nagy eldnyét.
Egyrészt tetszoleges szam allapotra fel lehet irni az egyenletrendszert, amely a fentebb targyalt
hatarértékes definicionak kdszonhetden differencidlegyenletek helyett csak egyszerti, linearis
egyenleteket tartalmaz, amelyek felirdsa és betaplalasa egy szamitdgépes szoftverbe csak 1d6
¢és befektetett munka kérdése, tehat elméletileg tetszdleges szamu egyenletet tartalmazo
egyenletrendszert is megoldhatnank egy szoftver segitségével. Végtelen egyenletig akkor
mehetnénk el a szamitasi igények figyelembevételén kiviil, ha analitikusan felirhatok és ezéltal
reprodukdlhatok lennének az egyenletek. A maésik nagy eldnye az ilyen tipust
egyenletrendszereknek pedig pont a linearitasbol fakado egyértelmiiség. Hiszen lathattuk, hogy
minden esetben ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen, ezaltal A és p paraméterek
fliggvényében mindig meghatarozhatdk az egyes allapotvaloszintiségek egyértelmiien. Illetve
az allapotok szamaval novelésével torténd rendszer reprodukalhatosaga mellett sz6l még az az
érv is, hogy bizonyos allapot utdn ugymond marginalis a valtozas mértéke, hiszen a kordbban,
illetve késobb targyalt rendszereknél belathatd, hogy az extra allapotndvelés csupan plusz egy
beérkezést (A), illetve két kiszolgalast (2p1) mddosit a rendszeren és ezaltal az egyenleteken is.
Tegytik fel, hogy egy olyan rendszerben vagyunk, ahol a beérkez6 iigyfél s ligyfelet hajlando
varni mieldtt sorra keriil (természetesen s nemnegativ egész szdm). Ekkor az érdekes része a
modellnek j=s+2 allapotig tart, hiszen utdna a fentebb emlitett egy beérkezéssel, illetve egy-
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egy kiszolgalassal boviil pusztan a rendszer. Példaul nézziik meg a legelso rendszert, ahol nem
volt hajland6 varni egyetlen egy embert sem az éppen beérkez6 tigyfél, tehat s=0. Ekkor a j=2
allapotig volt izgalmas megvizsgalni a modellt, utdna jott a szokasos metodoldgia. A mostani

esetben (s=1) pedig a j=3 allapotig volt eltérd a rendszer viselkedése.
Az 6t allapotig felirt egyenletrendszer megoldasai itt lathatok:

4u5 (322 + 5Au + 4u?)

0=
T = 7 4250 + 104502 + 202413 + 3673 1% + 482215 + 362u6 + 16417

A42u*(22% + 5Au + 4u?)

1,1 =

T = T 4250 + 104502 + 202403 + 3623 1% + 482215 + 362u6 + 16417
12 = il

T = 37 4250 + 104502 + 202403 + 3623 1% + 482215 + 362u6 + 16417
01— 4223 (2% + 3Au + 4u?)

el Ty 42001 + 10A5u? + 202%u3 + 36A3u* + 48225 + 36Au° + 16u7
99 = A3 (A + )

et =y 4200 + 10A5u? + 202%u3 + 36A3u* + 482215 + 36Au° + 16u7

A3 u% (A% + 2 u + 2u?)
3

e 4200 + 104502 + 20A%u3 + 36A3u* + 482%u° + 36Aub + 16u”

2200u(A% + 24 + 2u?)

4 =
e 4200 + 10A5u? 4+ 20A%u3 + 36A3u* + 482%u° + 36Aub + 16u”

A5(A% + 2Au + 2u?)

5= .
™=y 4200 + 10A%u? 4+ 20A%u3 + 36A3u* + 4822u° + 36Aub + 16u”

A szadmitasaink szerint alakult jelen esetben is a nevezd. Egyrészrdl az egyes
megoldasoknal az azonossaga, masrészrol a fokszamanak novekedése is egyértelmiien latszik.
Elmeéletileg az egyes rendszerek kozott a kiilonbozo allapotokra felirt modellek megoldésait is
Ossze lehetne hasonlitani. Tehat példaul a j=4 és a j=5 allapotokra kapott megoldasokat
algebrailag 0ssze lehet hasonlitani és valamilyen szabalyszerliséget vagy esetleg kdzos szorzot
talalni, amivel a j+1 allapot adott allapotvaldszinlisége szorzddik az el6zd j allapothoz képest.
Emellett az egyenletek felirdsa ugyan nem bonyolult, azonban mechanikus munkat igényel és
erre lehetne valamilyen féle szabalyt alkotni, amellyel kvézi rekurziv mdédon lehetne felirni az
egyenleteket, azonban dolgozatom f6 fokusza nem a matematikai modell tovabbfejlesztése,

ezért ezt meghagyom emlités szintjén, illetve bovitési lehetdseégkent.
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Ahogyan az allapotok szamat tudjuk gyarapitani, Ugy az 1lgyfél varakozasi
hajlandosagat is tudjuk fokozni. Nézziik meg a kovetkezd esetet, amikor az Gjonnan beérkezd
igyfél mar hajlando két iigyfelet is kivarni elétte. Ez az el6z6hez hasonloan azt eredményezi,
hogy eggyel tovabb tolodik a kiszolgalas, illetve a sor nagysaga is né eggyel, hiszen ebben a
rendszerben a vasarlé még tiirelmesebb, mint korabban, ezért hajlandé két embert is kivarni
ahelyett, hogy egybdl vagy egy ember utin mar a fizetés kasszdhoz menne. A modellt

szemléltetd 4. abra itt lathato:

o=

4. abra: kettot var, forras: sajat szerkesztés

Itt is megfigyelhetjiik, hogy a szokasos kiszolgalasok mellett megjelenik a 3,2 allapotbol
egy nyil a 2,1 irdnyba. A 3,2 eset azt jelenti, hogy 3 tligyfél van a rendszerben, koziiliikk egy-egy
az olcsoO ¢€s draga kasszandl, illetve egy varakozik. Mivel ebben a rendszerben két embert is
hajlando varni a fogyasztd, ezért az ligyfél varakozni fog. Tehat egy ligyfél az olcso kasszanal
van, egy a draganal, illetve egy varakozik az olcso kasszara. Ha a 2,1 allapotba keriiliink vissza
innen, akkor tortént egy kiszolgalas. A 2,1 allapot azt jelenti, hogy két ligyfél van a rendszerben,
abbol mindkettd az olcs6 kasszanal. Tehat a 3,2 allapotbol Ggy jutunk vissza a 2,1 allapotba,
hogyha a draga kasszanal torténd kiszolgalas fejezodik be eldszor. Hasonloan a 2,2 allapotbdl
ugy jutunk el az 1,1 allapotba, ha a draga kasszanal fejezddik be eldszor a kiszolgalas. Mivel
legalabb kettd ligyfelet hajlandd varni az éppen beérkezd tligytél, ezért a rendszert minimum a
j=4 allapotra érdemes felirni. Letesztelhetd, hogy mi torténik, ha kevesebb ligyféllel rendelkezd
allapotra (példaul j=3) probaljuk meg felirni az egyenletrendszert. Ilyen esetekben altaldban az
allapotvaloszintiségek koziil néhany értéke 0. frjuk fel ezutén az egyenletrendszert el6szor a j=4

allapotra:

0: To*A = T1,1*U + m12*u
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1,1:
1,2:
2,1:
2,2:
3,1:

3,2:

4.

1,1*A + T1,1% U = o*A + T2 2% + 21 *u
M1,2*A + m2*u = m22*u

T2,1*A + T2, 17U = m1,1*A 4 T3 *U 4 T3 2*u
T2,2*A + T2,2* W + T2 2* U = m12*A 4 T32*pu
m3,1%A + m3,17* U = m2, 1A 4+ et

m3,2%A + m32* U + m32* U = m22*A 4+ et

Ta* U + Ta*p = 3,1\ + 13,2*A

Mo+ T1,1 + M2+ m21+ T2+ m31+mez+ma=1.

Az extra varakozasi hajlanddsag miatt lathatd, hogy a 3 allapotbol az el6zohez képest kialakult
egy 3,1 és 3,2 allapot. Eszrevehetd, hogy az egyenletek struktaraja azonos, sét az elsé néhany
egyenlet vagy teljesen azonos az el6z0 rendszerekkel, vagy csak minimalis eltérés mutatkozik
kozottik. Tovabbra is n ismeretlen €s n linearisan fliggetlen egyenlet alkotja az

egyenletrendszert, amely a szokdsos moédon egyértelmii megoldast ad a beérkezési és

kiszolgalasi gyakorisag, tehat A és p fliggvényében. Az egyenletrendszer megoldasai:

pt (423 + 9% + 12Au? + 8u?)

0=
T = 7 ¥ 5250 + 142502 + 262413 + 33231% + 292215 + 20Au6 + 817
11 AuB(323 +92%u + 12Au?% + 8u3)
T = T 5250 + 14250 + 262413 + 3323 14% + 297215 + 20Au6 + 87
/14/'13
nl,2 =
A7 4+ 5A%u + 1425u% + 26A%u3 + 3323u* + 29A%2u> + 20Au® + 8u’
21 A2u? (223 + 72%u + 122u% + 8u3)
T = 7 5250 + 147502 + 262413 + 3323 1% + 292215 + 20Au6 + 817
/14#2
n2,2 =% 5 4,2 3,3 2,4 5 6
A8 + 4250 + 10A%pu% + 16A3u3 + 17A%u* + 12Au°> + 8u
31o ABu(A3 + 42%u + 8Au? + 8u?)
T = 7 5250 + 147502 + 260413 + 3323 1% + 292215 + 20Au6 + 87
A (A% + 24u + 2u?)
m3,2 =

A7 + 5260 + 14252 + 262413 + 333u% + 294215 + 20Au6 + 8u”
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A3 + 3% + 5Au% + 4u3)

4 = :
T = 7 ¥ 5250 + 144542 + 262403 + 3343 4% + 292215 + 20Au6 + 817

Az ¢el6z6 rendszer j=4 allapotdhoz képest eggyel tobb egyenletiink van, hiszen a j=3
allapotbol 3,1 és 3,2 lett, ami miatt a mar korabban sokszor emlitett polinom fokszam
emelkedés is megjelenik. Ahogy egyre tobb varakozast engediink meg, illetve egyre tobb
allapotra irjuk fel a rendszert, ugy ,.bonyoldédnak™ az egyes tortek értékei, de a hosszabb
egyenletek felirdsa és betaplalasa ellenére tovabbra is elérjiik a f6 célunkat: Kifejezni az egyes
allapotvaldsziniiségeket a két paraméter, a beérkezési ¢és a kiszolgalasi gyakorisag
fiiggvényében. Emellett a nevezSk tovabbra is megegyeznek. Ugy latszik, hogy az eddigi
modellekben a nevez6ék mind azonosak egy adott egyenletrendszerhez tartozé megoldasokat
tekintve, kivéve a legels6 esetet, amikor nagyon tiireclmetlen a fogyaszt6 és nem hajlando egy
igyfél kiszolgalasat sem megvarni. Azonban onnantdl kezdve gy tlinik, hogy mind az egy
igyfelet, mind a két iigyfelet var6 modellben egy adott allapoton beliil a nevezdk egyeznek.
Erre tovabbi példat fog nytjtani majd ennek a rendszernek a j=5 allapotra felirt esete, illetve a
kovetkezd rendszer is, amelyben mar harom tigyfelet is hajland6 lesz megvarni a beérkezd
fogyaszto. Irjuk fel tehat a kovetkezd egyenletrendszert, amely az ot tigyfelet tartalmazo

rendszerhez tartozik:

0: To*A = 11,1 + m12*U

1,1: ma*A 4+ e = mo*A + m22*u + m2a*p

1,2:  m2*A 4+ m2*u = me2*u

2,1 2 1*A + m2afp = A 4+ et 4+ ms2tu

2,2:  m22*A 4 m22*u 4 m22*p = m12*A 4 2t

3,1:  m31™A + m3*p = m21*A 4+ et

3,2:  m32*A + m32*p + m32*u = m22*A + matu

4: Ta*U 4+ Ta* P + A =131*A 4+ 132*A 4+ Ts*2p
5: Ta*A = ms*2

o+ 1,1 + T2+ T21 + 22+ 31+ M32+ma+ms=1.

Tovabbra is egy egyenlettel bdviilt az egyenletrendszeriink. Ez a plusz egyenlet

egyértelmilen megadhat6d az eddig latottak alapjan is. Ha megfigyeljiik, akkor az utolso (1)
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egyenletben mindig az el6z6 allapotbdl (jelen esetben j=4) jon egy beérkezés (1) és az adott
allapotbol (most j=5) érkezik egy-egy kiszolgalas (2un). Az egyenletek targyalasa kapcsan
érdemes kitérni a forgalmi gyakorisagi egyiitthatd (p) értékére is, amely egy pozitiv szam.
Ahogy fentebb is emlitettem, szamos esetben valasztjadk meg ezt a paramétert 1-nél kisebbnek,
hogy az adott rendszer ,,ne szalljon el”, tehat ne torténjen az, hogy tobb ember érkezik be
atlagosan 6ranként, mint amennyit ki tudnak szolgalni, mert ekkor felgyiilemlik a sor. Ez a mi
esetiinkben egyelére nem okoz gondot, hiszen a rendszer kozgazdasigtani részének
szemléltetése miatt csak bizonyos allapotig (altalaban j=5) irjuk fel a modelleket, amely miatt
nem lehetséges az ligyfelek ,,kumulaldédasa”, hiszen szimplan nem fog tudni beérkezni az ligyfél
a rendszer korlatossdga miatt. Azonban kordbban hosszasan irtam arrdl, hogy gyakorlatilag
akarmeddig felirhatjuk az allapotot id6tdl €s energiatol fiiggden, hiszen egy bizonyos pont utan
a bekezdés elején leirt modszer alapjan az 0sszes egyenlet kvazi rekurziv médon megadhato.
Emiatt a hosszabb rendszerek esetében érdemes lehet a forgalmi gyakorisag értékét 1-nél
kisebbre 4allitani. Mindazonéltal a mi modelliink azért elényds, hiszen az Gsszes
allapotvaldszinliség csak A és p fliggvénye, tehat e két valtoztathatd paraméter segitségével
kiilonb6z6 eseteket vizsgalhatunk meg, példaul a p > 1 esetet is. Most nézziik a j=5 allapota

rendszer megoldasait:

2u° (423 +92%u + 122u% + 8u)

0=
T 2B 570 + 154542 + 3275043 + 524%* + 662315 + 582216 + 4047 + 16u°
1= 2Au* (323 + 92%u + 122u?% + 8u3)
T A8 4+ 5A7u 4+ 15282 + 32A5u3 + 5224 u* + 66A3u> + 5812u6 + 40Au7 + 16u8
214’[/{4-
1,2 =
T = 28 570 + 154502 + 322514% + 524%u* + 662315 + 582216 + 40417 + 164°
oo 2223 (223 + 72%u + 12202 + 8u?)
T A8 4+ 5A7u 4+ 15282 + 32A5u3 + 524 u* + 66A3u> + 5812u6 + 40Au7 + 16u8
241 (A + )
2,2 =
Tt = 38 1 570 + 154502 + 3225113 + 524%* + 662315 + 582216 + 4047 + 16u°
3o 232 (A3 + 42%u + 8Au? + 8u3)
T A8+ 5A7u 4+ 15282 + 32A5u3 + 52A%u* + 66A3u5 + 58A2u6 + 40Au7 + 16u8
39 2242 (A% + 27u + 2u?)

T 28+ 5A70 + 15542 + 32A5u3 + 5224 * + 66345 + 584216 + 407 + 16u®
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22%u(A3 + 3A%u + 5Au? + 4u3)

4 =
T = 28 1 5270 + 154542 + 322501% + 524%* + 6623115 + 5822115 + 4047 + 16u°

B AS(A3 + 322 + 5Au® + 4u®)
A8 4517 + 152602 4 32A5u3 + 5224 u* 4+ 66A3u5 + 58126 + 40Au” + 16u8

5

A fokszam emelkedése, illetve a nevezOk egyezdsége tovabbra is fennall. Utobbi ugy latszik,

hogy egy fix jellemzdje/tulajdonsaga az ilyen modelleknek.

Végiil pedig a fejezet zarasaként vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a beérkezo ligyfél
hajlando hdarom embert is megvarni. Ez természetesen eggyel tovabb tolja a modelliinket,
illetve a modellt ,,leghamarabb”, azaz a legkisebb szamu allapotra a j=5 esetben tudjuk felirni,
amely egyaltalan nem gond, ugyanis egyrészt idaig érdekes kérdés megvizsgalni a modellt,

masrészt a modell tovabbi része a korabban targyalt rekurziv médon adja magat. A modellt

szemléltetd 5. abra itt talalhato:

5. dbra: hdarmat var, forras: sajdt szerkesztés

Ajelolések az eddigiekhez hasonldan értelmezenddk. Nézziik meg azonban a j=4 allapot
szétvalasat a 4,1 és 4,2 esetre. Ez nyilvan azért tortént, mert eggyel tobb varakozast
feltételeziink, mint az el6z6 modellben. Nézziik meg példaul a 4,2 esetbdl torténd kiszolgélast,
amely utdn visszajutunk a 3,1 allapotba. A 4,2 allapotban négy ligyfél van a rendszerben, ebbdl
egy a fizetds kasszanal, harom pedig az olcsé kasszandl €s ebbdl a harombol nyilvan egy
kiszolgalas alatt all, a maradék kettd pedig varakozik. Ezutan megtorténik a kiszolgalas a draga
kasszanal (ezt jelképezi a nyil és rajta a p), igy mar csak harom ember lehet a modellben, akik
mind az olcsé kasszandl vannak. A korabbiakban targyalt szabaly itt is érvényes, miszerint 342,

tehat minimum a j=5 Aallapotra lehet felirni a modellt, hiszen matematikailag ¢és
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kozgazdasagtanilag is igy van értelme. Matematikai szemsz6gbdl azért, mert ennél kevesebb
pontra nem lennének konkrét megoldasok (példaul bizonyos allapotvaldszintiségek 0 értékiiek
lennének), kdzgazdasagtani szempontbol pedig azért, mert feltettiik, hogy harom tigyfelet még
hajlandé megvarni a beérkezd fogyaszto. Illetve logikailag sem lathatjuk értelmét, hiszen
felirhatjuk ugyan kevesebb allapotra is, tehat ,,elvaghatjuk” a rendszert, azonban akkor nem
tudna annyit varni, mert nem fordulhat el6 az a bizonyos eset, mert hamarabb ériink a rendszer
,»végéhez”. Nézziik meg tehat ezt a rendszert a j=5 allapotra. Az egyenletrendszer az alabbiak

szerint alakul:

0: To*A = m1,1*U + T12*p

1,1: ma*A 4+ ma*u = mo*A + m22*u + m2
1,2:  m2*A 4+ m2*p = me2*u

2,1 T2 1A+ m2afp = A 4+ et 4+ ms2tu
2,2:  T22*A 4 m22*p 4 m22*u = m2*A + ms2*u
3,1:  m31*A 4+ m3fp = M2 1A 4+ a1t 4 Ta2*p
3,2:  m32*A 4 e 2fu + m32*u = m22*A 4 ma2*u
4,1:  ma1*p + 1A = m3 A + st

4,2:  m4a2*A + Ta2*) + Ta2* U = m32*A 4+ st
5: T5*U + 5™ = Tr4,1*A + ma2*A

To+ TM1,1 + M2+ 21+ 22+ TM31+ 32+ 41+ T2+ 15 =1 .

Ez az egyenletrendszer mar jelentésen hosszabb és bonyolultabb Gsszehasonlitva
mondjuk akar a kiindul6 M/M/2 modellel vagy a ,,nullat vards” modellbdl a j=3 allapotra felirt
esettel, de a lényeg tovabbra is az, hogy a két paraméter fiiggvényében egyértelmii
megoldasokat kapunk majd az éllapotvaloszintiségre, illetve, hogy az egyenletrendszer a
nagysagatol fliggetleniil tovabbra is linedris €s emiatt konnyebben atlathato. Ez mar tehat egy
11 egyenletbdl allo linedris egyenletrendszer, amelynek megoldésa itt talalhato:

u>(5A% + 1423 + 2522 % + 28Au3 + 16u*)

0=
T 6481 + 2047 u? + 452°u3 + 73A5u* + 88A%u> + 8323’ + 69127 + 44Au8 + 16u°

Apt (4% + 1423 + 252202 + 282u3 + 16u*)

1,1 =
T A% + 6481 + 2047 u? + 452°u3 + 7325u* + 88A%u> + 833 + 69227 + 44Au8 + 16u°
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1,2 =
T A%+ 6A8u + 2027 u? + 452u3 + 7325u* + 8824 u> + 83236 + 69227 + 44Au8 + 16u°
21 A2uB3(3A* + 1223 + 252212 + 2823 + 16u*)
e T 6A8u + 2017 u? + 452u3 + 7325u* + 8824 u> + 8336 + 69227 + 44Au8 + 16u°
2 = P+
%4+ 628U+ 2047 4% 4+ 45203 + 73A5u* + 88A%u> + 83436 + 694%2u7 + 44Au8 + 16u°
31 ABu?2A* +923u + 212242 + 284u3 + 16u*)
T %4+ 628+ 2047 % 4+ 45203 + 73A5u* + 88A%u> + 83436 + 694%2u7 + 44Au8 + 16u°
3= ASu? (A% + 22u + 2p?)
%4+ 648+ 2047 % 4+ 45203 + 73A5u* + 88A%u> + 83436 + 69A%2u7 + 44Au8 + 16u°
i1 A u(A* + 523 + 13222 + 2043 + 16p)
B T 6A8u + 2027 u? + 452u3 + 7325u* + 882%u> + 83236 + 69227 + 44Au8 + 16u°
12— ASu(A3 4+ 3220 + 542 + 4u3)
e = 6A8u + 2017 u? + 452%u3 + 7325u* 4+ 882%u> + 83236 + 69227 + 44Au8 + 16u°
. ASA* + 4230+ 92%u? + 12243 + 8uh)

T+ 6A8u + 2047 u? + 452%u3 + 73A5u* + 882%u> + 8323u’ + 69227 + 44Au8 + 16u°

Lathatd, hogy ebben az esetben az egyes allapotvaldszinliségekre kapott megoldasok tort
alakban felirva mar elég magas fokl polinomokat tartalmaznak, de ez a Iényegen nem véltoztat,
tehat ezen eredmények tovabbra is egyértelmiiek a két paraméter fliggvényében, amelyek
valtoztathatok is akar, illetve a modell tetszOleges nagysagira bdvithetd (ekkor mar p
figyelembevételével természetesen), hiszen mindig ilyen tipust linearis egyenletrendszert

kapunk, ha felirjuk az egyes allapotokra vonatkozo6 egyenleteket.
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III. Eredmények

Ebben a fejezetben szeretném Osszefoglalni a fentebb részletesen taglalt mddszertan
alkalmazasabol szarmazo6 eredményeimet. Elsoként kezdjiik magukkal az egyes rendszerekkel,
illetve a hozzajuk tartoz6 modellekkel, amelyek mind matematikai, mind k&zgazdasagtani
szempontbol konkrét eredménynek szamitanak. Els¢ eredményem tehat a modellem
matematikai része, amely soran kitérek az alkalmazott modszertan fontossagara, illetve a kapott
eredményre matematikai szempontbol. Ez magaban foglalja a rendszer felirdsat, illetve a felirt
egyenletrendszer megoldhatosagat is, illetve a kapott eredmény reprodukalhatosagat és
alkalmazhatosagat. Ezenfeliil dolgozatom maésodik eredménye az alkotott modellem
kozgazdasagtani értelmezése, amely sordn megvizsgalom és értelmezem a kapott
eredményeket. Ez tartalmazza a hasznossagi fiiggvénybe valo behelyettesitést, illetve az egyes

rendszerekben felirt profitok kiszadmoldsat, majd dsszehasonlitasat.

II1.1. A modell matematikai vizsgalata

A kutatdsom els6é ¢és egyik legfontosabb eredménye tehat a matematikai és
kozgazdasagtani alapu rendszerek és a hozzajuk tartozé modellek. Ahogy korabban lathattuk,
kaptunk tobb eltéré varakozési szinthez tarsitott rendszert, amelyeken beliil tobb kiilonb6zd
allapotra is felirtunk modelleket. Ezek a modellek egy 0j megkozelitésbdl vizsgaljak a
klasszikus sorbanallasi modelleket, amelyhez hozzatartoznak az egyes rendszerek
kozgazdasagtani jelentdségei is. Kaptunk tehat egy komplex matematikai-kozgazdasagtani
modellt, amely véltoztathatd paraméteri. Ennek kdszonhetden tobb eltérd esetet is tudunk vele
szemléltetni. Példaul jra kihangsulyoznam a forgalmi gyakorisdgi egyiitthatd jelenlegi
flexibilitasat, amely a modell véges eréforrasanak kdszonhetd. Ez szamunkra azért elonyds,
mert a standard, szakirodalomban széleskorlien alkalmazott modszertant (mely szerint ez az
egyiitthato mindig kisebb, mint egy) feliilmulja a modelliink, hiszen ugyanugy tudjuk ezt a p<I
szabalyt mi is alkalmazni a modelliinkre gond nélkiil, azonban emellett a tobbi, nem standard
esetet (pl.: p>1) is képes kezelni a modelliink. Ez a flexibilitas azért hasznos szamunkra, mert
mindkét eltérd esetet tudjuk modellezni, ezaltal egy pontosabb és redlisabb képet adhatunk a

valo ¢€letben végbemend sorbanallasi rendszerekre épiild helyzetekrdl. Nézziink mindkét esetre
egy-egy példat.

A standard eset az, amikor a forgalmi gyakorisagi egyiitthat6 értéke kisebb, mint egy.
Ez az egyiitthat6, ahogy kordbban is emlitettem a rendszer atlagos leterheltségét vagy

kihasznaltsagat jellemzi. Ha ez az egyiitthato kisebb, mint egy az azt jelenti, hogy a rendszer

kapacitasa nagyobb, mint a terheltsége, ezért a rendszer ,elbirja” az atlagosan beérkezd
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igyfelek fogadasat és kiszolgalasat egyarant. Példaul tegyiik fel, hogy egy fodraszatban két
fodrasz dolgozik ugyanolyan sebességgel és oranként egyiitt atlagosan négy ligyfélnek tudjak
levéagni a hajat, tehat ,,kiszolgalni” 6ket, azonban o6ranként atlagosan csak harom iigyfél érkezik,
mert mondjuk hétkdznap van €s ez egy ,,lazabb” nap. Ez szdmokkal kifejezve azt jelenti, hogy
A=3 ¢és p=4, tehat p=3/4. Ebben az esetben dolgozhatnak akdrmeddig a fodraszok, hiszen a
rendszer nem tud elszallni, mert tobb iigyfelet tudnak atlagosan kiszolgalni, mint amennyi
beérkezik. Ezzel ellentétben a masik eset, amikor a kihasznaltsagi egytitthato értéke nagyobb,
mint egy okozhatja az adott rendszer ,,elszallasat” hosszll tavon, hiszen nagyobb a rendszer
leterheltsége, mint a kapacitasa. Nézzilink erre is egy hétkoznapi példat. Tegyiik fel, hogy van
egy megbizhatd és jol dolgoz6 autdszereld, aki nagyon népszerii és igy dllanddan rengeteg autod
érkezik hozza. A példa egyszerliségéért tekintsiink el a kiilonb6zo tipust és nehézségli kocsik
javitasi idejét6l. Mondjuk ez a szereld naponta atlagosan négy autét tud megszerelni, azonban
valamilyen okbdl fogva (példaul a fondke vallalja el a sok megbizast a szereld tudta nélkiil)
naponta atlagosan hat aut6 érkezik a mithelybe, tehat A=6, u=4 és p=6/4=1,5. Tehat masfélszer
annyi aut6 érkezik a szerel6hoz, mint amennyit meg tud csindlni. Ez azt jelenti, hogy két héten
beliil tornyosulni fognak az autdk a mithelyben, de még az utcan is, tehat a rendszer ,,elszall”.
Azonban ez a nagy mértéku elszallas azért torténhetett meg, mert hagytuk a rendszernek
egyrészt azzal, hogy a forgalmi gyakorisagi egyiitthatd értéke tobb lett, mint egy, illetve
hosszabb tdvon, azaz nagyobb szdmu allapotra irtuk fel a rendszert (két hét munkanapokat
tekintve 10 nap, tehat a j=10 allapotban is megvizsgaltuk a rendszert). De nézziik meg a fenti
példainkat, ahol én legtobbszor a j=5 allapotig bezardlag irtam fel az egyenletet pont azért, hogy
a p>1 esetben se szélljon el a rendszer. Erre példa lehet egy fogorvos rendeldje, ahol szintén
tobb paciens van, mint amennyit 6ranként el tud latni. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy
példaul aki 13:00-ra érkezett iddponttal egy 20 perces beavatkozéasra az akar 15:00-kor is
végezhet, hiszen akkora csuszasban van az orvos, hogy elkezdett a rendszer feltorlddni.
Azonban ez a torlodas véges, hiszen idépont szerint a fogorvos csak mondjuk 17:00-ig fogad
betegeket, tehat haromoras cstszassal is végez 20:00-ra. Itt a végzés azt jelenti, hogy minden
aznapi beteg el van latva. Vegyiik észre, hogy a korabban taglalt tény, miszerint nem enged;jiik
a rendszert hosszu tdvon folyamatosan milkddni, tehat csak kis szamu allapotra irjuk fel az
egyenleteket a példaban gy valdsul meg, hogy a fogorvos csak 17:00-ig ad id6pontot, tehat

véges szamu pacienst fogad.

A modellt illetéen érdemes kitérni a modellt jellemzd egyenletrendszer tulajdonsagaira.

Ahogy kordbban 1is irtam, a hatarértékes definicio bevezetésének koszonhetden
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differencialegyenletek helyett egyszerti, linearis egyenleteket kapunk, ha felirjuk a modell
Osszefiiggéseit. A modell egyik nagy elénye, hogy egyrészrdl tetszéleges szamu allapotra
felirhato, tehat j=10, j=100, illetve j=1000 allapotra is felirhatok az egyenletek. S6t elméletileg
megszamlalhatéan végtelen darab egyenletbdl all6 egyenletrendszert is fel tudunk irni.
Masrészrdl tetsz6leges szamu fogyasztoi varakozast feltételezve irhatok fel az egyenletek. En
a rendszerek szemléltetése miatt felirtam 0,1,2 és 3 varakozast feltételezve a fogyaszto részérol,
de ez a szdm is természetesen fokozhatd tetszéleges mértékben. Itt azonban megemliteném,
hogyha tovabb ndveljiik a varakozasok ¢€s ezaltal az allapotok szamat, akkor hosszi tdvon
figyelnlink kell a p értékére is, hiszen nagyobb egyenletrendszerek esetén mar elszallhat a
rendszer, ha egynél nagyobbra vélasztjuk meg az egyiitthatd értékét. Azonban még ekkor is
elmondhatjuk, hogy egy szinte végtelenségig szimuldlhato ¢és felirhatd linearis
egyenletrendszert kaptunk, amely a standard esetre (p<1) tovabbra is barmilyen gond nélkiil
alkalmazhato és értelmezhetd. Tehat az egyenletrendszeriinket n darab linedris egyenlet alkotja.
Fontos kiemelni, hogy minden esetben ugyanannyi lineérisan fliggetlen egyenletiink van, mint
ismeretleniink. Ennek koszonhetden fel tudtuk irni a fenti 6sszes modell esetében az egyes
allapotvaldszinliségeket kizarolag A és p fliggvényében. Ez azért kiemelkedd, hiszen A és p
valtoztatdsaval kiilonbozd szituacidkat szimuldlhatunk és vizsgdlhatjuk meg az egyes
rendszerek staciondrius allapotvaldszinliségeit adott A és p értékek mellett. Tovabba az
egyenletrendszer reprodukalhatésdga mellett szo6l a kordbbiakban felfedezett egyfajta
rekurzivitas is. Ugyanis észrevehetdek bizonyos szabélyszerliségek a modellekben, amelyek
segitségével, ha nem is teljesen rekurziv modon, de néhany szabalyt észben tartva konnyedén
felirhatjuk a modellek egyenletét €s kozben ezek az észrevételek egyfajta ellendrzési
segitségként is szolgalhatnak. A modelliink tehat alkalmas kiilonb6z6 tulajdonsagt sorbanéllasi
rendszerek jellemzésére €s ezaltal a hozzajuk tartozo egyenletrendszer felirasara és egyértelmi

megoldasara.

II1.2. A modell kozgazdasagtani értelmezése

Ezutan nézziik meg az egyes modellek eredményeit kozgazdasagtani szempontbdl is,
beleértve a fogyasztdt és a vallalatot is. Dolgozatom masodik eredménye tehat a modellem
kozgazdasagtani kiértékelése. Eldoszor kezdjiik a fogyasztokkal. Ebben az esetben az egyes
rendszerek egyes allapotait fogom megvizsgalni a fogyasztd hasznossagi fliggvényébe torténd

behelyettesitéssel. Emlékeztetdiil, a fogyasztd hasznossagi fiiggvénye az aldbbi alakot 6lti:
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1
U(t,p)z;—P*r.

Ebbe a hasznossagi fiiggvénybe szeretnénk behelyettesiteni a t és P valtozok helyére. A
t, tehat az eltoltott id6 a kiszolgalas fiiggvényében adhaté meg. Itt azt kell kiszamolnunk, hogy
a fogyaszt6 az adott rendszer adott allapotdban mennyi id6t tolt a rendszerben beleértve az 6
kiszolgalasat is. Példaul, ha iires rendszerbe (j=0 allapot) érkezik be az tigyfél, akkor a t értéke
1/mu, ugyanis ebben az esetben nem kell megvarnia senkit és csak az 6 kiszolgéldsa lesz az
eltoltott id6. Ezutan vizsgaljuk meg az arat is, tehat P értékét. Az ar a korabbi feltevés alapjan
az olcso kasszanal egységnyi, a draga kasszanal pedig bével egy (1+a) szorzoval. Emellett
természetesen ott van még a T paraméter értéke, de azt egyeldre a szamitdsok erejéig hagyjuk
meg ilyen formaban. Miutan behelyettesitettiink a hasznossagi fiiggvényekbe mind az olcso
kasszat, mind a draga kasszat feltételezve kiszamolhatjuk az egyes a értékeket a kiszolgalas
fliggvényében. Minden egyes allapotban megallapitjuk tovabba, hogy a fogyaszténak melyik
kassza vélasztasa a preferalt és ennek megfelelden irjuk fel az egyenl6tlenségeket. Tehat arra
az oldalra ,mutat” a relaci6, amelyik kassza preferdlt. Az M/M/2 esetben nincsen nem
beszélhetiink olcsé és draga kasszakrol, tehat abban a modellben nincs értelme megvizsgélni az
megsporolt id6 és a felar kdzotti trade-off viszonyat, mert nincs felaras kassza. Kezdjiik tehat a
legelso esettel, ahol a fogyasztd nem hajlandd varni egyetlen egy tligyfelet sem. Az egyenletek

az alabbiak szerint alakultak:
0: uH—1*7>p—(A+a)*1.

Lathatjuk, hogy ebben az egyenletben p egybdl kiesik, igy értelmes megoldast nem
kapunk. Ez nem meglepd, ugyanis ebben az esetben a fogyaszto egyértelmiien tud donteni a két
eset kozott. Vagy elmegy varakozas nélkiil a felar nélkiili kasszdhoz és egybdl kiszolgaljak,
vagy elmegy egybdl a felaras kasszahoz és ott is egybdl kiszolgaljak. Tehat ugyanannyi id6 alatt
végezne mindkét kassza esetében, ezért nyilvanvaldan az olcso kasszahoz fog menni. Itt 1athato

mar az egyenldtlenség felirdsakor is a trade-off hianya.

Nézziik meg a kovetkezd, tehat az 1,1 allapot esetét, ahol mar latszodni fog a két tényez6 kozotti

atvaltas:
1,1: %—1*T< u—(14+a)xt.

Ebben az egyenletben a relacid jel mar a draga felé mutat, hiszen a fogyaszto azzal a helyzettel

szembeslil a belépéskor, hogy 1 ember van az olcsé kasszanal, viszont a draganal senki. Mivel

38



a fogyaszto ebben a rendszerben nagyon tiirelmetlen, tehat 0 tigyfelet hajlandé megvarni, ezért
a felaras kasszat valasztja. Az egyenletet a-ra rendezve kapjuk:

il

a < .
2%T

Ezenkiviil nézziikk meg az 1,2 esetet is, tehat amikor 1 ligyfél van a rendszerben, aki a draga

kasszanal van. Az egyenlet az aldbbi formaban irhat6 fel:
1,2: p—1x1t< g—(1+a)*r .

Ezt az egyenletet ugyan megoldhatjuk, de szinte felesleges. Ugyanis itt is latszik az, hogy az
olcso kassza lires, mig a draga kasszanal allnak. Tehat a fogyaszto vagy egybdl elmegy az olcso
kasszahoz, ami lires, vagy elmegy a fizetds kasszahoz, ahol vannak eldtte, tehat varnia kellene,
amit viszont nem hajland6 ebben a rendszerben. Ezért tehat egyértelmiien az olcsé kasszahoz

fog menni.

Ezutan vizsgaljuk meg a 2-es allapotot. Ebben az esetben tehat mar 2 {igyfél van a
rendszerben, mielStt beérkeziink. Ez csak ugy lehetséges, hogy mindkét kasszanal 1-1 iigyfél
van, hiszen az elsd beérkezd iigyfél beall az olcséd kasszahoz, a masodik nagyon tiirelmetlen,
igy a draga kasszat valasztja. Ekkor tehat barhova is allunk mindenképpen kellene egyet
varnunk, azonban ezt ebben a rendszerben nem tehetjiik meg. Az egyenlet felirasakor tovabba
kiesne a kiszolgalasi egytitthato is, amelyre viszont sziikségiink van. Tehat ebben az allapotban

¢és innen kezdve mar nem értelmes megvizsgalni a rendszer adta trade-off viszonyokat.

Osszefoglalva tehat a ,,nullds rendszer” szamitasait azt kaptuk, hogy

i
2%T

a<

Emellett altalanossagban két allitast mondhatunk el errdl és a tovabbi rendszerekrol.
Egyrészt azt, hogy minden rendszer esetében csak addig érdemes megvizsgalni az egyes
atvaltasokat, amig a rendszert ,, két agra bonthato”, tehdt amig kiilon modellezziik az olcso és
a draga kasszat. Utana mar lathatjuk, hogy a késdbbi allapotok nem kdvetkeznek be, hiszen
egyszerlien a fogyasztd nem hajlandé annyi iigyfelet kivarni maga eldtt a rendszerben.
Ezenkiviil azt is kijelenthetjiik, hogy a rendszerek esetében a , k2" (példaul 1,2; 2,2; 3,2)
dllapotokra nincs értelme felirni az egyenlotlenséget, hiszen egyszeriien nincsen trade-off a

megtakaritott ido és a felar kozott. Ezt mar most belattuk, azonban a soron kovetkezd
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rendszerek esetében is latni fogjuk, hogy nem lesz értelme felirni az sszefiiggést, amelyet majd

ezen allitas alapjan roviden indokolni fogok.

Ezt kovetden vizsgaljuk meg kovetkezd rendszeriinket, amelyben a beérkez6 tigyfél mar

hajland6 egyet varni. Ekkor az alabbi egyenldtlenségeket tudjuk felirni:
0: u—1*x7>pu—A+a)=*1.

Ha 0Osszehasonlitjuk a kapott egyenldtlenséget az el6z0 rendszer azonos pontjaban felirt
Osszefiiggéssel, akkor lathatjuk, hogy ugyanazt kaptuk, hiszen attdol mert egy bizonyos
mértékkel tiirelmesebb a fogyaszté nem fog modosulni a kezdeti rendszer allapota. Azonban,
ha a kovetkezd allapotra irjuk fel az egyenldtlenséget, akkor mar értelmezhetd eredményt

kapunk:
1,1: 5—1*T> u—(1+a)*t.

Vegylik észre, hogy ez tulajdonképpen megegyezik az el6z6 rendszer ezen allapotdhoz
tartoz6 egyenldtlenséggel azzal a kiilonbséggel, hogy a relacié megfordult. Ugyanis ebben a
rendszerben mar hajland6 véarni egy ligyfelet a beérkezd fogyasztd, tehat, ha 4ll egy ember az
olcs6 kasszanal, akkor nem rohan el egybdl a feldras kasszdhoz, hanem tiirelmének
koszonhetden kivarja. Ennek megfelelden a rendezett 0sszefliggés is igy alakult:

n

a > .
2%T

A kovetkez6 allapot az 1,2 allapot lenne, azonban a fentebb taglaltak miatt ezt az
allapotot nem érdemes megvizsgalni, ugyanis lathattuk, hogy nincsen frade-off a két valtozo
kozott. Azonban a 2,1 allapot mar egy izgalmasabb kérdés, amelynél egyértelmiien lesz

atvaltas, tehat fel kell irnunk az 6sszefliggést a két kasszat illetden:
2,1: §—1*7< u—(1+a)*t.

Itt mar szépen latszik a két kassza kozotti kiillonbség. Azért kellett felirni a p/3 tortet,
mert az olcso kassza esetében a sajat kiszolgalasat is beleértve harmat kellett volna varnia az
tigyfélnek, mert ebben az esetben mindkét tigyfél az olcs6d kasszanal van, hiszen a masodik
ligyfél is bedll oda a tiirelmének kdszonhetden. Tehat vagy var kettdt extra koltség nélkiil, vagy
egybdl beall a felaras kasszahoz. Mivel tiirelme nem teszi lehetdvé a fogyasztonak ezt a mértekli
varakozast, ezért a draga kasszdhoz fog beallni, tehat a relacio is ennek megfelelden a draga

kassza felé¢ mutat. Az egyenldtlenség megoldasa a-ra rendezve:
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2 *
a< u.

3T

Ezzel a megoldassal tulajdonképpen a rendszer végéhez is értiink, ugyanis a 2,2 esetet
ugyszintén nem fontos megvizsgalni, hiszen ebben a rendszerben ugyanannyit kellene varnia a
beérkez6 ligyfélnek mind a normal, mind a felaras kasszara, amelybdl nyilvan az eldbbit
valasztja, tehat nincs jelen trade-off a rendszerben. Ezenfeliil a 3 allapotra sem érdemes felirni
a rendszert, ugyanis ebben az éallapotban 2 ligyfél tartozkodik az olcs6 kasszanal, illetve egy a
draga kasszanal. Ekkor vagy kivar két iigyfelet (amelyet tiirelmetlensége nem enged) vagy beall
a draga kasszahoz. Azonban a rendszer feltevése miatt csak a draga kasszahoz mehet, hiszen
kett6t mar nem hajlando6 varni. Tehat itt sincs igazi ,,dilemma” a két alternativat illetéen. Mas
szoval mondva nem hezitl a fogyasztd a dontését illetden, mert nincs, ami okot adna neki erre.

Ebben az esetben tehat az alabbi relacidval 6sszegezhetjiik a rendszert:

W 2
<a< .
2%T * 3%T

Most pedig értékeljiik ki kovetkezd rendszeriinket, amelyben a fogyasztdé mar hajlandé

kett6t varni. Ebben az esetben a kdvetkezd Osszefiiggéseket irhatjuk fel:
0: u=—1*7>p—A+a)*1.

Megfigyelhetjiik, hogy a legelsd egyenletiink teljesen megegyezik az el6z6 rendszerben
1évdvel, illetve a legelsd rendszerben 1évotdl is csak a relacid iranya kiillonbozteti meg. Nézziik

meg ezutan az 1,1 allapotra az osszefliggést:
1,1: %—1*T> u—(1+a)xt.

Ez is teljes mértékben azonos az elézdkkel, hiszen a tiirelmetlenség megvaltozasa csak
egy bizonyos (késdbbi) pont utan valtoztatja meg az dsszefliggéseket. Az 1,2 allapotra a fentebb
részletesen targyalt okok miatt nincs értelme felirni az dsszefliggést, ezért a kovetkezd ilyen

allapotunk a 2,1 eset, amely esetében az alabbi forméban irhato fel az egyenldtlenség:
2,1: 5—1*T> u—(A1+a)*t.

Itt jon el az els6 valtozas az el6z6 rendszerhez képest, ahol az egyenletek tovabbra is
megegyeznek, azonban a relacid6 megfordul az ,.extra embernyi” tiirelemnek kdszonhetden,

hiszen jelen esetben a rendszerbe beérkezd ligyfél hajlanddé megvarni az eldtte 1€vo 2 ligyfelet
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az olcso kasszanal, tehat nem fog elmenni a dragahoz. Ekkor a fentebb leirt eredményt kapjuk

atrendezve, azonban forditott relacios jellel:

2 *
a > a

3*x7

A 2,2 rendszer érthetd okokbol torténd kihagyésa utan nézziik meg a 3,1 allapotot. Ez
még nem szerepelt az el6zd esetben, tehat azt sejthetjiik, hogy itt is kapni fogunk egy értelmes

¢s hasznalhat6 eredményt. Az atvaltasok kozotti 0sszefiiggés az alabbi alakot 6lti:
1l
Z—l*r< n—1+a)*t.

Ebben az esetben mar észrevehetd, hogy van értelme elgondolkoznia a fogyasztonak a
két kassza kozott, ugyanis az olcséd esetében 3 ligyfél van elbtte, mig az iires kasszanal nincs
senki, mert az ligyfél eldtt beérkez6 még éppen a tirelmének ,hataran” volt, tehat 6 még
hajland6 kivéarni az eldtte sorban 4ll6 két iigyfelet. Mivel az olcsé kasszanal 1évd varakozas
meghaladja a tlirelmi szintjét, ezért a draga kasszédhoz 4ll be, amelyet a relacios jel allasa is

tiikroz. o-ra megoldva és atrendezve az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

3 %
a< H

4x7

Ezzel a rendszer megoldasait le is zarhatjuk, ugyanis a 3,2 és 4 allapotok ilyen
szempontbol nem értelmesek, hiszen eldbbi esetében szdba sem jon a két tényezd kozotti
atvaltas, utobbi esetében pedig egyértelmiien a draga kasszahoz megy, mert az olcsonal harom
ligyfelet kellene megvarni, amelyet tiirelmetlensége miatt nem tehet meg. Ugy néz ki, hogy az
ilyen Osszefliggések felirasakor mindig csak egy Ujabb tagot kell teljesen felirni.
Altaldnossagban azt mondhatjuk tehat, hogy az ilyen rendszerekben az els néhany megoldas
azonos lesz, illetve az utolso el6tti (az eldzd allapot utolsd Osszefiiggése) értelmes allapot

esetében megfordul a relécio, illetve az utolsé egyenldtlenség lesz teljesen 1j.

Végiil a fogyasztok részének lezarasaként nézziik meg az utolso és egyben ,,legbdvebb”
rendszeriinket, ahol feltessziik, hogy a fogyasztd hajlandé harom {ligyfelet is megvarni.
Elézetesen azt mondhatjuk tehat, hogy a fentebb megallapitott osszefiiggések alapjan a 0; 1,1
és 2,1 allapotokra biztosan, hogy ugyanazt az eredményt kapjuk (még relacioban is), viszont a
3,1 allapot esetében meg fog fordulni a relacid, illetve lesz egy teljesen 1j allapot, a 4,1 allapot.
Emellett természetesen az 1,2; 2,2; 3,2; 4,2 és 5 allapotokra a fentiek alapjan nem lesz értelme

felirni az egyenl6tlenségeket. Nézziik meg tehat a fontosabb allapotok osszefliggéseit:
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0: u—1*x7>p—(A+a)*1.
1,1: %—1*T> H—(1+a)*t.
2,1: 5—1*T> u—A+a)x*t.

Az eddigi egyenletek tovabbra is ugyanazok, ezért ezek megoldasait nem irom le kiilon.
Mindazonaltal a korabban emlitett 3,1 allapotnal azt vartuk, hogy megfordul az egyenldtlenség
iranya a tiirelem mértéke miatt, tehat ujra az olcso kassza lesz a preferalt. Az alabbi egyenlet

ezt alatamasztja:
i
Z_l*T> H—(1+a)*t.

Val6ban igazolddott sejtésiink, ennek megfelelden a megoldas:

Végiil nézziikk meg a 4,1 allapotot is. Ebben az esetben mind a négy iigyfél az olcséd
kasszdnal tartézkodik, hiszen a negyedik ligyfél még hajlandd annyit vérni, hiszen eldtte
épphogy harman vannak. Ezzel szembesiilve az Gjonnan beérkezd iigyfél az éppen liresen allo
draga kasszat valasztja, ennek megfelelden alakul természetesen a relacio is, amely az alabbi

egyenldtlenségben tiikrozodik is:
1l
g—l*‘t’> H—(1+a)*t.

Ez alapjan rendezve az dsszefliggést az alabbi eredményt kapjuk:

Osszességében tehat megallapithatjuk, hogy az egyes rendszerek az egyes «
,fordulopontok” mentén vélnak el. A fentebb kiszamolt Osszefiiggések alapjan az egyes
rendszereket az alabbi relaciokkal tudjuk jellemezni. Rogzitsiik T értékét egyeldre egységnyire,

hogy konnyebben 4atlathatok legyenek a ,hatarok”. Az eredmény:

nullat var,ha 0 < a < g ;

, 2
egyet var, ha g <a< ?” ;

43



P 2
kettot var, ha S <a<—-;

. , 3 4
harmat var, ha :“ <a< ?“ .

A fogyasztok utan térjlink at a vallalat helyzetére. A vallalat szemszogébol a 6 kérdés
az a értékének megvalasztasa az egyes fogyasztoi tipusok ismeretében. Ahogyan azt kordbban
is emlitettem a vallalat a profitmaximalizalasra torekszik, tehat igyekszik a lehetd
legmagasabbra megvalasztani o értékét. A késébbiekben lathatjuk majd, hogy ez valdban igy
fog torténni. Azonban a legmagasabb o kivalasztasa még nem minden a bolt esetében. Ha a bolt
ismeri az egyes fogyasztoi tipusokat, akkor meg tudja hatarozni az egyes profitokat a kiilonb6z6
rendszerekben és Osszevetni ket egymassal ordinalis értelemben. A kdvetkezo 1€pés tehat ez

lesz. Emlékeztetoként a vallalat profitjat az alabbi egyenlet felirdsaval hatdroztuk meg:
B=Lox1+Ld*(1+a) .

Ez alapjan elmondhatjuk, hogy a vallalat profitja csak Lo, Lq €s a értékektol fiigg. Most
az lesz a feladatunk, hogy kifejezziik Lo és La valtozokat az egyes éallapotvaldsziniiségek és
ezaltal kizarolag a beérkezési és kiszolgalasi gyakorisagok fliggvényében. Ehhez eldszor irjuk
fel 6ket az egyes allapotvaldszinliségek fliggvényében. Azt tovabbra is feltessziik, hogy Lo és
La 0sszege Ls-t, tehat a kiszolgalas alatt 1évo tigyfelek atlagos szamat adja eredményiil. Ennek
ismeretében irjuk fel az egyes rendszerek kapcsan a két valtozot az allapotvaldszinliségek
fiiggvényeként. Ehhez annyit kell tenniink, hogy tulajdonképpen azokat az
allapotvaldsziniiségeket adjuk 0ssze, amelyekben az olcsd/draga kassza ,érintett volt”, tehat
amelyik allapotokban volt ligyfél az olcso/draga kasszanal. Itt megjegyezném, hogy minden
rendszerben a j=5 allapotra irtam fel a két értéket, hogy dsszevethetdek legyenek. Nézziink erre
egy példat. Az elsd rendszeriinkben, ahol nem hajland6 varni egyetlen egy ligyfelet sem az

alabbiak szerint alakult a két valtozo:
Lo=P114+ P24+ P34+ Ps+4 Ps;
Lda=Pi2+ P2+ P34+ P4+ Ps.

Eszrevehetd, hogy mindkét esetben azok az allapotvalésziniiségek keriiltek
szummazasra, amelyeknél az egyes kasszdk ,.hasznalva voltak”. A kiilonbség a két valtozo
kozott az elsd tagban latszik igazan, hiszen ott ,,agazik ketté” a modell. Emellett emlékezzlink

arra, hogy a moddszertanban részletesen leirt egyenletrendszerek azért voltak eldnydsek
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szdmunkra, mert az egyes allapotvaloszintiségeket egyértelmiien fel tudtuk irni A és p
fliggvényében. Ezt fogjuk itt is kihasznalni. Tehat kovetkezd 1épésiink az lesz, hogy
behelyettesitiink az egyes allapotvalosziniiségek helyére, ezaltal megkapjuk Lo €s Ld valtozokat
A és p fliggvényében. A fenti eredményeket hasznalva tehat az alabbiak szerint alakult a két
valtozo6 értéke:

L AASH3Atpu+6A3p?+1222 B +16Apt +16p°)
O A+ (A5 +224 u+4A3 U2 +8A2 3 + 16 AUt +16u5)’

. A2(A*+323u+6A%u%+12Au3+16u%)
A+ (AS+224u+423 248223 +16Aut+16u5)

La

Lathatjuk, hogy az egyre nagyobb allapotokra felirt egyenletek miatt mar egész
bonyolult formaban kaptuk meg a két valtozot. Azonban célunkat elértiik: felirtuk egy
formulaval, tehat egy zart alakban a két valtozot csak ugy, hogy csak ¢€s kizardlag A és p
paraméterektdl fliggjenek. Ezutan meghatarozhatjuk Ls értékét, amelybdl adodik majd a vallalat
profitja is. Ha fentebb felirt profit formuldban kibontjuk a zardjelet, akkor az aldbbi
Osszefiiggést kapjuk:

B=lo+Lld+Ld+~a=Ls+Ld*a .

Ez alapjan tehat mar csak Ls értékére van sziikségilink, amely a most kiszamolt két valtozo

Osszegeként adodik és az alabbi zart alakban irthat6 fel:

L 22(A%+2A3u+422u% +8Ap% +8ut)
S A5 4204 pu+423 P2 +8A2 U3 +16Aut +16p5

Mivel a két valtozo, amelynek Osszegeként felirtuk ezt a valtozot sem volt egyszeriibb
alakban, ezért Ls is csak ehhez hasonlo alakban irhato fel. Viszont tovabbra is csak a beérkezési
¢s kiszolgélasi gyakorisag fliggvényeként hatdroztuk meg az egyes L értékeket. Ezutdn mar
konnyen felirhatjuk a vallalat profitjat a fenti képlet segitségével, amelyre eredményiil az

alabbit kapjuk:

B: AMC+a)A5+32+a) At u+6(2+a) A3 u? +12(2+a) A% ud+16(2+a) Aut+16u>) .
A+ (A5 4224 u+423 u2+8A2u3+16Au*+16u5)

Lathat6, hogy elég bonyolult és kézzel nehezen kezelhetd 0Osszefiiggést kaptunk,
azonban szamitogépes szoftverek segitségével még mindig hasznalhato ez a zart alakban felirt
képlet. Azonban a fentebb leirtakat sikeresen teljesitettiik. Tehat felirtuk a vallalat profitjat az
adott rendszer egy adott allapotadig csak és kizarolag A, ués a fiiggvényében. Ez azért jelent0s,

ugyanis A és p paraméterek valtoztathatok, illetve o is egy bizonyos skalan az adott rendszertol
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fliggden. Tehat meg tudjuk vizsgalni a vallalat profitjat kiilonb6z0 paraméterek valtoztatdsa
utan a rendszeren beliil, illetve a rendszeren kiviil is, tehat 6sszehasonlitva a tobbi rendszerrel.
Miel6tt ezt megtennénk, két fontos dolgot emelnék ki altalanossagban a profittal kapcsolatban.
Egyrészrdl ahogyan azt lathattuk, a profit fiigg a értékétdl is, amely csak bizonyos korlatok
kozott mozoghat a fentebb kiszamoltak alapjan. Nézziik példaul a vallalat dontését a ,,nullés”
rendszerben. Ebben az esetben azt kaptuk fentebb eredménytil, hogy o értéke a 0 és p/2 hatarok
kozott mozog. Mivel a vallalat profitmaximalizalasra torekszik, ezért az elérhetd a értékek
koziil mindig a lehetd legmagasabbat, tehat az intervallum tetejét fogja valasztani. Ugyanis
valaszthatna kevesebbet, de annak nem lenne értelme, hiszen a vallalat az adott rendszerrel
szembesiilve ismeri a fogyasztokat és ha lehetséges akkor miért ne valasztand a legmagasabb
felarat? Ez az eset hasonlit az lizemanyag piacra szdmos orszagban. Szdmos aut6 tulajdonos
panaszkodik az lizemanyag arakra és sokszor emlegetik a ,,I1¢lektani hatar” kifejezést, azonban
az lizemanyag arak novekedése ellenére sincs kevesebb autd az utakon. Tehat, ha ugyanannyi
ember tankol a kutakon az arvaltozasok utan, tehat a magasabb ar sem rettenti el az embereket,
akkor miért ne emelnének az drakon a kutak tulajdonosai? Itt is ez a helyzet a fogyasztok és a
vallalat kapcsan. A vallalat latja a fogyasztokat és ezaltal tudja az egyes o intervallumokat,
akkor nyilvén a lehetd legmagasabbat fogja valasztani. A masik dolog, amelyet rogziteniink kell
az a profit, mint szam/érték tipusa. Dolgozatomban kizarélag ordinalis skalan mérem a profitok
mértékét, amely azt jelenti, hogy csak egymashoz képest szamitanak az egyes értékek, amelyek
segitségével egyfajta sorrendiséget tudok felallitani. Tehat csak az szdmit, hogy az egyik profit
nagyobb a masiknal, azonban az nem, hogy konkrétan mennyivel, tehat ordinélis hasznossagot

mériink kardinélis helyett.

Ezutan tehat vizsgaljuk meg az egyes rendszerek profitjat. Kezdjik az M/M/2 modell
esetével, ahol nincs felaras kassza, tehat alfa értéke nulla. Ebben az esetben csak Ls értékére
van sziikségilink a profit meghatarozasahoz, amely definicid szerint az aladbbi zart képlettel

irhato fel:

AZ
u(u—-2)

Nézziik meg a profitot mondjuk a A=5 és a p=10 szamparokra. Behelyettesitve az alabbi

értéket kapjuk a profitra:
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52 25

B= ——MM — —
10+ (10—5) 50

=0.5.

Ezutan nézziik meg a ,,nullas” rendszert, tehat amikor nem hajlando egyetlen egy embert
sem varni a beérkez6 fogyaszto. Az egyetlen dolgunk tehat, hogy a fentebb felirt profit képletbe
behelyettesitsiink. Egyetlen kérdés maradt a két paraméteren kiviil, amely az o megvalasztasat
takarja. A korabban leirtak alapjan ezen a tartomanyon a maximalis o érték 0.5, tehat

helyettesitsiink be azzal. A szdmok beirasa utdn az alabbi eredményt kaptuk:
B =1.2477

Lathato, hogy ez az érték magasabb, mint az M/M/2 modell esetében. Azonban
emlékezziink vissza arra, hogy alfa értéke azért lehetett u/2, mert t, tehat a tiirelmetlenségi
paraméter értékét egységnyire rogzitettiik az elején. Mivel p értékét els kdrben 10-re allitottuk
be, ezért egységnyi T mellett alfa értéke 5 lesz ebben az esetben. Viszont, ha azt szeretnénk,
hogy rogzitett p=10 érték mellett pontosan 1/2 legyen a felar, akkor a tiirelmetlenségi
paraméter értékét 10-re kell bedllitani. Tehat 1/2-es a érték mellett a vallalat profitja: 0.574248
. Ez szintén nagyobb, mint az M/M/2 modell esetében. Ezenkiviil vegyiik észre, hogy a és T
inverz kapcsolatban allnak, tehat T novelésével a csokken ¢és forditva. Kiszdmolhat6, hogy csak
nagyon minimalis, szinte nullahoz kdzeli alfara lesz a profit kisebb, mint az M/M/2 modell
esetében, amely nem meglepd, hiszen az M/M/2 modellben nincsen felaras kassza, tehat alfa
értéke egyszerlien nulla. Ezenkiviil természetesen szinte végtelen szamossagi kombinaciot

kiprobalhatunk az (o, T) szampar valtoztatasaval.

Kovetkezé modelliink az a rendszer volt, ahol hajland6 volt egyet varni a beérkezd
fogyasztd. A fentebb taglaltak alapjan ugyantgy kiszamolhato a profit A, p és o fliggvényében,
amelybe behelyettesitve megkapjuk a profitunkat. Nézziik eldszor itt is azt az esetet, ahol alfa
értéke konkrétan az adott rendszer maximuma, tehat 2/3. Ez rogzitett p érték mellett szintén a

t=10 esetben valdsul meg. Ekkor a véllalat profitja:
B =0.542285

Ez az érték kisebb, mint az el6z6 modellben kapott érték (0.574248). Emellett egy
érdekes kérdés lehet azt megvizsgalni, hogy azonos o mellett milyen viszonyban all a két profit.
Rogzitett p mellett természetesen csak T valtoztatdsaval tudunk ugyanakkora felar szorzot

kihozni. Ez nagyjabol 13,3 koriil van, amely mellett alfa értéke nagyjabol 1/2. Ekkor a vallalat
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profitja: 0.531478. Ez nyilvan kisebb, mint a fent lathaté 0.57 koriili profit. Ez logikus is,
hiszen mar egy fokkal tiirelmesebb rendszerben vagyunk, mint kordbban (nullat var helyett
egyet var). Tehat a tlirelmi szint ndvekedésével egyre kevésbé értékelik nagyra a felarat a
fogyasztok, amely a vallalatok profitjaban is tiikr6zodik. A rendszer szamitasainak zarasaként
nézziik meg azt az esetet, ahol tovabbra is rogzitett p érték, illetve egységnyi T értékeket
feltételeziink. Alfa értéke ekkor kerekitve 6,67. Ilyen paraméterck mellett a vallalat profitja:
0.931615. Ez a szam kisebb, mint a nullas rendszerben kapott profit (1.2477). Ezt okozza a
korabban emlitett trade-off. Ugyanis a profit szempontjabol nem nétt akkorat a felar koltsége
azonos tiirelmetlenségi paramétert feltételezve, hogy nagyobb legyen a profit. Ez érthetd is,
hiszen két kiilonb6z6 rendszerben vagyunk, tehdt az azonos tiirelmetlenségi paraméter
feltételezése nem jo kiinduld pont. Ezzel szemben, ha azonos alfa értékeket néziink a két
rendszer esetében, akkor lathatd, hogy ez csak T novelésével johetett létre, tehat eltérd
tiirelmetlenségi paraméter mellett. Nagyobb profit tigy érhetd el ezen allitasok alapjan, hogyha
noveljiik a felar mértékét, amely rogzitett kiszolgalasi gyakorisag mellett csak a tiirelmetlenségi
paraméter csokkenésével érhetd el. Példaul a szokasos p=10 esetbdl kiindulva, ha t értékét
1/2-re vélasztjuk meg, akkor alfa értéke koriilbeliil 13,33. Igy a vallalat profitja: 1.364204.
Ezzel tulajdonképpen ravilagitottunk a megsporolt idd, illetve a felar kozotti kapesolatra. Minél

tiirelmetlenebb valaki, annal tobbet ér meg neki az, ha idot takarithat meg.

Kovetkezd rendszeriink az, amikor a beérkezd tigyfél mar hajlando két tigyfelet is
megvarni maga elétt. Altalinossagban elmondhatjuk, hogy a tiirelem novekedésével a
fogyasztok szamara egyre kevésbé vonzé a fizetds kassza. Vizsgaljuk meg itt is a szokéasos
eseteket. Nézziik meg elészor azt, amikor T értéke egységnyi. Ebben az esetben p=10 mellett

a értéke 7,5. Ekkor a vallalat profitja:
B=0.7199 .

Ha Osszevetjiik ezeket az eredményeket az el6z06 olyan esetekkel, ahol T értékét szintén
egységnyinek tekintettiik, akkor a harom modell koziil eddig ez a legalacsonyabb. Tehat ugy
néz ki, hogy egységnyi t és rogzitett p érték mellett a tiirelmi szint ndvelésével (tehat ahogy
haladunk elére a modellekkel) egyre alacsonyabb lesz a vallalat profitja. Emellett nézziik meg
rogzitett p mellett a vallalat profitjat akkor, ha alfa értéke pont az intervallum tetején van, tehat
mikor a 3/4 értéket veszi fel. Ekkor 1 értéke az eddigiekhez hasonléan megegyezik p-vel, azaz
10-zel. Ekkor a profit: 0,520356. Végiil megnézhetiink egy nagyon alacsony 1 értéket is

rogzitett u mellett természetesen. Legyen példaul t értéke 0,3, ekkor a értéke 25. A vallalat
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profitja pedig 1.237422. Ezzel Gjfent belattuk kutatasom egyik f6 mondanivaldjat: Nagyobb
tiirelmi szint mellett, tehat tiirelmesebb fogyasztok esetén egyre kisebb mértékben honoraljak a
fogyasztok a draga kasszat, illetve az ehhez tartozo feldarat. Ez ugyan egy nyilvanvalo, de fontos
allitds a modellek kapcsan, ugyanis lathatjuk, hogy az egyes szamitasi eredmények és a
hozzajuk fiiz6tt magyardzatok nem mondanak ellent a klasszikus matematikai és

kozgazdasagtani feltételezéseinknek.

Végezetiil szamoljuk az egyes profitokat az utolsé modelliinkre, amelyben a fogyaszto
hajlandé harom tigyfelet is varni. Itt is vizsgaljunk meg kiilonbozé eseteket. Kezdjiik azzal,

amikor t értéke egységnyi. Ekkor a értéke 8, amely alapjan a vallalat profitja:
B =0.597208 .

Eszrevehetd, hogy ilyen alacsony T mellett a véllalat profitja az el6z6 rendszerben
1évéhoz képest alacsonyabb. Ez annak kdszonhetd, hogy a két felar majdnem ugyanannyi. Tehat
mintha azonos felar mellett hasonlitanank 6ssze két eltéro tiirelmi szinttel rendelkezo rendszert,
amely természetesen eltérd eredményre vezet. Egyébként, ha konkrétan 6sszehasonlitanank az
egyes La értékeket, akkor latnank, hogy Ld értéke a tlirelmi szint novelésével egyre csokken,
hiszen egyre kisebb valoszinliséggel valasztjak a fogyasztok a felaras kasszat, mert tlirelmiik
megengedi, hogy az olcso kasszahoz alljanak. Ennek kovetkeztében a profit fliggvény masodik
tagja, tehat az a*La tag folyamatosan csokkeni fog. Ezért majdnem azonos a értékek mellett az
egyes rendszerekben realizalt profit is rendre csokkeni fog. Ezzel magyarazhaté tehat a két
profit kozotti kiillonbség. Ezutan folytassuk azzal az esettel, amikor T értéke 10. Ebben az
esetben o értéke 0,8. A vallalat profitja: 0.506538. Ez az érték mar kozelit az M/M/2 modellben
felirt értékhez, amelynél épphogy nagyobb. Azért konvergal az egyik érték a masikhoz, mert
az M/M/2 modellben nincsen olcso, illetve draga kassza, hiszen nincsen felar. Azonban, ha
megnézziik a most felirt rendszeriinket, akkor lathatjuk, hogy alfa értéke 4/5, amely rendkiviil
kozel all a nulldhoz olyan értelemben, hogy alfa értéke lehet akar 20 vagy 30 is. Példaul a
kovetkezd €s egyben utolso esetben, amikor t értéke rendkiviil alacsony, példaul 1/5, akkor a

felar értéke 40. A profit ebben az esetben 1.000184.

Eredményem zarasaként az egyes szamitdsokat Osszefoglalva elkészitettem az 1.
tablazatot. A tablazat soraiban a varakozasok szamat adtam meg, tehat, hogy mennyi tligyfelet
hajland6 varni a beérkezd tigyfél, mig az oszlopokban az egyes T (és ezaltal ) értékeket. A

tablazat itt lathato:
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1=5, m=10 =1 =10 1=0,2
0 1,24775 0,57425 | 4,24111
1 0,93161 0,54228 | 2,66197
2 0,71995 0,52036 | 1,60704
3 0,59721 0,50654 | 1,00018

1. tablazat: Osszefoglalé eredmények

Azt egyértelmlien megallapithatjuk, hogy t csokkenésével ¢s ezaltal a emelkedésével
természetesen né a vallalat profitja minden rendszerben, illetve forditott esetben csokken.
Emellett az is észrevehetd, hogy azonos t értékek mellett hidba novekszik a rendszerekben
torténd elorehaladas soran a felar, a profit minden esetben csokken. Ez a korabban leirtak
alapjan indokolhat6, miszerint a tiirelmi szint novekedésével a fizetds kasszédk hasznalatanak
valdszinlisége egyre csOkken, hiszen a fogyasztd addig kitart az olcso kassza mellett, amig ezt
tirelme engedi. Marpedig ahogy egyre tobb varakozast engediink meg, annal jobban fogja

engedni a fogyasztonak a tiirelme a varakozast.

Osszegezve a leirtakat elmondhatjuk tehat, hogy kaptunk egy komplex matematikai
alapokon nyugvo kézgazdasagtani feltételezésekkel kiegészitett modellt, amelynek valtoztathato
input paramétereivel kiilonboz6 szitudciokat vizsgalhatunk, illetve szimulalhatunk. Tovabba az
egyes rendszerek flexibilitasat is megemlithetjiik mind matematikai, mind kdzgazdasagtani

szempontbodl, amelynek kdszonhetden tobb szélsOséges esetet is megvizsgalhatunk.
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IV. Osszefoglalas

Ennek a fejezetnek a célja, hogy roviden ismertessem kutatdsom eredményét. Elsoként
kitérek az alkalmazott modszertan fontossagara Ujfent, majd az erre épiild eredményeket
prezentalom Ujra roviden. Az eredményt két egységre bontom: matematikai, illetve
kozgazdasagtani eredmények. Végiill néhany bdvitési lehetéséget emlitek meg, amelyek

alkalmazasa egy kovetkezd kutatas témai lehetnek.

Eloszor tehat kezdjiikk a mddszertannal. Dolgozatom soran a fizetds kasszak hatasat
vizsgaltam a boltokra fokuszalva, amelynek matematikai alapjat az operacidkutatasban elterjedt
sorbanallasi modellek adtdk. A sorbanallasi modell kapcsdn bevezettem és haszndltam a
beérkezési, illetve kiszolgalasi gyakorisdg fogalmakat, amelyek az ilyen modellek alapjat
képezik. Ezutan a két folyamat modellezését taglaltam, amely soran kitértem az exponencialis
eloszlas alkalmazasanak eldnyeire, hiszen én is azon feltételezésre alapoztam a modelleket,
hogy mind a beérkezési, mind a kiszolgalasi gyakorisagok exponencialis eloszlast kovetnek.
Néhany matematikai bizonyitast, illetve levezetést kdvetden megallapitottam, hogy A és p
paraméterek valoban haszndlhatok a két folyamat modellezésére. Ezutdn a Kendall-Lee
jelolésrendszer alapjan bevezettem néhany tipikus jelolést, amelyekkel én is illettem az egyes
rendszereket. Ezutan a kovetkez6 1€pés az egyes rendszerek egyenletekkel torténd jellemzése
volt. Az dramlasegyensulyi egyenletekre alapozva felirtam az egyes rendszerekhez tartozo
egyenletrendszereket és kozben felhasznaltam egy hatarértéken alapul6 0sszefiiggést, melynek
koszonhetden a differencial egyenletek helyett egyszerli linedris egyenletek alltak
rendelkezésemre. Az aramlasegyensulyi egyenletek lényege egy kulcsfontossagu szabalyon
alapszik: A bemeneti valdszinliségeknek meg kell egyeznie a kimeneti valoszinliségekkel. Ezt
a szabalyt figyelembe véve felirtam az egyes rendszerek egyes allapotdban 1évo
allapotvaldsziniiségekhez tartozd egyenleteket. Az egyenletrendszert tehat az egyes
allapotvaldszinliségekre kell megoldani A és p fiiggvényében. A modszertan matematikai
részének zarasaként a szakirodalomban gyakran hasznalt M/M/2 modellre irtam fel és oldottam
meg az egyenletrendszert az egyes allapotvaldszintiségekre. Ezutan kibdvitettem a modellt
kozgazdasagtani szereplokkel, nevezetesen fogyasztokkal, illetve egy vallalattal, amely soran
mindkét szerepldvel kapcsolatban bizonyos feltevésekkel éltem. A rendszer kapcsan azt tettem
fel, hogy két kassza van, amelyhez egy sorbo6l allhatnak a beérkezd iigyfelek, azonban az egyik
kassza felaras kassza, tehat a vasarlas végosszegének bizonyos szazalékat extra koltségként ki
kell fizetnie az ott fizetd fogyasztonak. Ezaltal tehat kialakult egy olcso, illetve egy draga

kassza, amelyek kapcsan azt tessziik fel, hogy az olcso6 kasszanal a kosar ara 1-gyel, mig a draga
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kasszanal (14+a) tényezdvel szorzddik. A fogyasztok rendelkeznek tovabba egy kétvaltozos
hasznossagi fliggvénnyel, amely az eltoltott i1do, illetve a fizetett ar fiiggvénye, illetve az ar
szorzodik egy tovabbi paraméterrel (t), amely az atvaltast jelképezi a megtakaritott id6, illetve
az ar kozott. A vallalat pedig a profitfiiggvényét igyekszik maximalizalni, amely az olcso és
draga kasszaknal kiszolgalas alatt 1évé atlagos tigyfelek szama, illetve o fiiggvénye. A bolt
mindig a lehetd legnagyobb a érték valasztasara torekszik a profitmaximalizalas érdekében.
Kovetkezd 1épésként kiillonbozé rendszereket irtam fel, amelyben feltettem, hogy az egyes
iigyfelek mennyit hajlandéak varni maguk el6tt a sorban és ennek megfelelden irtam fel és

oldottam meg az egyenleteket.

Az egyenletek megoldasat felhasznaltam arra, hogy a vallalat kiilonb6zo profitjait
felirjam kizarolag A, p és a fiiggvényében. Ezzel parhuzamosan kiértékeltem az egyes
rendszereket a fogyasztok szempontjabol is, amely az egyes a értékek kifejezését jelentette p
¢s T fliggvényeként. A két szerepld kiértékelésének kombinacidja adta dolgozatom eredményét.
Kiszamoltam rogzitett p s T, tehat kiilonbozo a értékek mellett a vallalat (bolt) egyes profitjait
¢s elemeztem a kapott helyzetet. Azt kaptam eredményiil egyrészt, hogy o novekedésével a
vallalat profitja is természetesen nétt, hiszen a profit fliggvény masodik tagja emiatt nagyobb
sulyt kapott. Ezenkiviil azt az 6sszefliggést is sikertiilt igazolnom, miszerint az egyre magasabb
tiirelmi szinttel rendelkez fogyasztok (vasarlok) egyre kisebb mértékben értékelik a felarat. Ez
matematikailag a fizetds kasszdkat preferald allapotokhoz tartozd allapotvaldszinliségek
csokkenésében mutatkozik meg. Ezenkiviil természetesen szamos egyéb konkluzi6 levonhato
a profitokkal kapcsolatban. Ezenfeliil dolgozatom kovetkezd €s talan legfontosabb eredménye
maga a kapott modell komplexitdsa. Rendelkezésiinkre all egy kozgazdasagtani modell,
amelyben az egyes bemeneti értékek valtoztathatok. A valtozé paraméterek segitségével eltérd
¢lethelyzeteket is szimuldlhatunk, olyanokat is példaul, amelyek néha szembemennek a
standard kozgazdasagtani vagy operaciokutatasi feltevésekkel. En példaul csak adott p értékre
néztem meg a profitokat, azonban ez a paraméter a tlrelmetlenségi paraméter, illetve a
beérkezési gyakorisag paraméterekhez hasonléan valtoztathatd és megvizsgéalhato példaul a

p>1 eset is, amely a szakirodalomban nem standard eljaras.

Végiil néhany bdvitési lehetdségrol szeretnék irni a dolgozatomat illetden. Elsdként a
modell matematikai részét lehet taglalom. Ahogy korabban emlitettem, az egyenletekben
felfedezhetd egyfajta rekurzivitds, amely segitségével a tovabbi allapotokra felirt
egyenletrendszer konnyebben meghatarozhatd. A kapott eredményeket tovabb vizsgalva akar

analitikusan, tehat zart alakban is megadhatok lehetnének az egyes egyenletek, azonban, ha
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csak néhany szabdlyszeriiséget vesziink ¢észre, mar az is jelentdsen megkonnyiti az
egyenletrendszert. Emellett lathattuk, hogy tetszéleges szamu allapotra tetszdleges szamu
varakozast feltételezve irhatjuk fel az egyenletrendszert, amelyet érdemes lenne nagyobb szamu
allapotra is felirni. Ezen kiviil vissza lehetne menni a modell kiinduldsdhoz és megvizsgalni,
hogy valoban megfelel6-e az exponencialis eloszlds hasznalata, vagy helyette példaul
valamilyen fazisszamti Erlang-eloszlast lehetne haszndlni. Ezutan nézzik meg a
kozgazdasagtani részt is. A fogyasztok hasznossagi fliggvényét lehetne tovabb fejleszteni és
pontositani, hogy jobban leirja a jelenséget, illetve mas értelmezéseket is lehetne talalni benne.
Végiil a modell eredményeit emelném ki. En csak néhany bizonyos paraméter értékét rogzitve
szamoltam ki a kiilonb6zd profitokat, azonban példaul egy 10j hasznossagi fliggvény
segitségével érdemes lenne szélesebb spektrumban vizsgalni a profitokat az egyes
paramétereket illetden. Emellett T és o kapcsolatdt is alaposabban lehetne taglalni és
magyarazni, illetve a profit kapcsan lehetne indokolni a kapott profitot a két paraméter

segitségével.

53



Hivatkozasok

Boah KD (2020) Mathematical Analysis of the Operating Characteristics of a Barbering Shop
in Kumasi Using Queuing Theory. Applied Mathematics 2020, 10(1): 7-11 DOI:
10.5923/j.am.20201001.02

Daniel 1J (1995) Congestion Pricing and Capacity of Large Hub Airports: A Bottleneck Model
with Stochastic Queues. Econometrica , Mar., 1995, Vol. 63, No. 2 (Mar., 1995), pp. 327-370

Fomundam F, Herrmann J (2007) A Survey of Queuing Theory Applications in Healthcare. ISR
Technical Report 2007-24

Igwe A, Onwumere J.U.J, Egbo PO (2014) Efficient Queue Management in Supermarkets: A
Case Study of Makurdi Town, Nigeria. European Journal of Business and Management ISSN

2222-1905 (Paper) ISSN 2222-2839 (Online) Vol.6, No.39, 2014

Luczak JM, Mcdiarmid C (2006) On the maximum queue length in the supermarket model. The
Annals of Probability 2006, Vol. 34, No. 2, 493-527 DOI: 10.1214/00911790500000710 ©
Institute of Mathematical Statistics, 2006

Priyangika JSKC, Cooray TMJA (2015) Analysis of the Sales Checkout Operation in
Supermarket Using Queuing Theory. Proceedings of 8th International Research Conference,

KDU, Published November 2015

54



