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KIVONAT

1. Kivonat

A matematikusokat mar az 6kor 6ta foglalkoztatta a parhuzamossagi axiéma,
ugyanis ez kicsit bonyolultabb, mint a tobbi axiéma, amikre az euklideszi geomet-
ria épiil. Eszerint az axiéma szerint egy egyeneshez egy rajta kiviil 4116 pontbol
pontosan egy parhuzamos egyenes htizhat6. Ezt probéltdk igazolni matematiku-
sok azzal, hogy ellentmondast kerestek abban, hogy tobb parhuzamos egyenes is
htzhat6 az adott ponton at. Valédi ellentmondast senki sem talalt, csak tul furcsa-
nak gondoltdk az eredményeket és nem fogadtdk el, hogy el6fordulhatna ellent-
mondds.

A 19. szazadban Bolyai Janos és Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij egymastol
fiiggetleniil foglalkoztak a "paralellak problémajaval" [1, 2]. Igy sziiletett meg a
hiperbolikus geometria, melyben kicserélték az eredeti parhuzamossagi axiémat
egy Ujra, vagyis hogy egy pontbdl tobb parhuzamos is hiizhat6 egy egyeneshez.

A dolgozatomban bemutatok tobb, a hiperbolikus geometria egy modellje (a
Poincaré-modell [3]) segitségével altalam elvégzett és definidlt szerkesztést, és iga-
zolok néhany érdekes 4llitast. A dolgozat jobb érthetsége kedvéért ismertetem a
sziikséges fogalmakat is a témaban.

2. Abstract

Mathematicians have been concerned with the parallel postulate since ancient
times, as it is a bit more complicated than the other axioms upon which Euclidean
geometry is built. According to this axiom, from a point outside a line, exactly one
parallel line can be drawn. Mathematicians tried to prove this by seeking a contra-
diction in the idea that more than one parallel line could be drawn from the same
point. No one found an actual contradiction, but mathematicians considered the
results too strange and did not accept that a contradiction could arise.

In the 19th century, Janos Bolyai and Nikolai Ivanovich Lobachevsky indepen-
dently conducted extensive research on the topic, eventually creating hyperbolic
geometry, in which the original parallel postulate was replaced with a new one,
stating that multiple parallel lines can be drawn to a line from a single point.

In my paper, I present several constructions I have performed and defined us-
ing a model of hyperbolic geometry (the Poincaré model). Additionally, to impro-
ve the paper’s clarity, I will explain the necessary concepts related to the topic.



KOSZONETNYILVANITAS

3. Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni Dr. Szilagyi Brigittanak a dolgozat elkészitésében nyj-
tott tdmogatasat és a témat érintd inspirdl6 beszélgetéseket. Valamint koszonom
Dr. Moussong Gabornak és Hujter Balintnak a dolgozat megfogalmazdsait érintd
észrevételeit, illetve a kutatas kezdetén val6 irdnymutatést.



BEVEZETES

4. Bevezetés

C’est par la logique qu’on démontre, c’est par l'intuition qu’on invente — H. Poincaré.

Azaz (szabad forditdsban) a logika az, amivel bizonyitunk, de az intuici6 az,
amivel felfedeziink. Kiilonosen igazak Poincaré szavai a hiperbolikus geometria
telfedezésére, alakuldsara és formalédasdra. A geometria axiomait intuitive igaz-
nak tartjuk (épp ezért axiomak), és ha valakinek mas tinik intuitive igaznak, mint
a tobbieknek, akkor az a "semmibdl egy ujj més vilagot" (Bélyai Janos [1]) tud te-
remteni.

Ha bérkit megkérnénk, hogy képzeljen maga elé egy sikot, az gyakorlatilag
mindenki szdmadra valészinfileg a szokdsos, mindennapokban el6fordulé eukli-
deszi sik lenne. Emellett viszont létezik szamos, a nemeuklideszi geometridkban
hasznalatos sik is. A kutatdsaim soran éppen egy ilyennel foglalkoztam, a hiper-
bolikus sikkal. Mivel nehéz lenne elképzelni mast, mint a megszokott euklideszi
sikot, ezért 1étrehoztak kiillonbozd modelleket ezeknek a nemeuklideszi sikoknak
az abrazolasara. Egy hires modell példdul a Poincaré-modell [3].

A GeoGebra [4] egy sokak &ltal hasznélt program, az euklideszi sikot rajzolja
meg nekiink, kiilonb6z szerkesztéseket végezhetiink a haszndlatdval. Emellett
késziilt egy masik véltozata is a programnak, amely viszont a hiperbolikus sikot
a Poincaré-modellel szemlélteti. Ugyantgy tudunk benne hasznélni korzét és vo-
nalzoét, és az euklideszi GeoGebrdhoz hasonldéan tudunk benne szerkeszteni.

Ennek az 4j GeoGebrénak [5, 6] a haszndlata sordn meriilt fel bennem, hogy
hogyan lehetne az euklideszi sikon, akar papiron, kétkezi eszkdzokkel, korzével
és vonalzoéval szerkesztve egy nemeuklideszi sikot abrazolni? Es hogyan lehet a
modell hasznélataval hiperbolikus sikbeli szerkesztéseket, illetve bizonyitdsokat
elvégezni?

A Poincaré-modell és az Euklideszi sik kapcsolatdval tobben is foglalkoztak
kordbban (pl. [7, 8,9, 10] és egyetemi dolgozatok is sziilettek (pl. [11]), de megité-
lésem szerint moédszeresen a szerkesztésekre fokuszalé munka nem sziiletett.

Ebben a dolgozatban szisztematikusan alkotom meg azokat az alapszerkeszté-
seket, amik segitségével mindent, ami megszerkeszthet, meg is tudunk szerkesz-
teni. A dolgozat utolsé fejezetében moédszerem néhdny alkalmazdsat mutatom be.

Kezdésként ismerkedjiink meg a hiperbolikus geometria néhdny alapfogalma-
val, majd magaval a modellel is!



A HIPERBOLIKUS GEOMETRIA AXIOMARENDSZERE

5. A hiperbolikus geometria aximarendszere

Mindenki jol ismeri az euklideszi geometriat, viszont az axiémarendszert, amire
ez épiil, azt mar kevesebben. Ezeket az axiémékat tobbek kozott Hilbert pontokba
szedte és 5 csoportra osztotta: illeszkedési, rendezési, egybevagosagi, folytonos-
sdgi és parhuzamossdgi axiomdakra. Ezeket nem tudjuk bizonyitani, egyszertien
igaznak vannak kikidltva. Ezek alapjan épiil fel az euklideszi sik.

Az euklideszi axiomarendszerben van egy érdekes axiéma, a pdrhuzamossagi
axiéma. Ez azt mondja ki, hogy ha adott egy e egyenes és rajta kiviil egy P pont,
akkor azon a P ponton keresztiil pontosan egy parhuzamos, vagyis nem metsz6
egyenes hizhat6. Ez az axiéma érezhet6en eliit a tobbitdl, furcsabbnak tfinik.
Emellett a tobbi axiéma magéatol értetéddnek hangzik (egy példa: egy egyenesen
3 pont koziil az egyik mindig a mésik kettd kdzott van), mintha nem szorulnanak
magyardzatra. Hiszen a megszokott euklideszi sikot elképzelve hogy lehetne az,
hogy 3 kollinedris pontbdl egyik sincs kozépen? A parhuzamossagi axioma vi-
szont eltér ettdl. A matematikusok évezredeken keresztiil probéltak ezt levezetni
a tobbi axiéma felhasznéaldsaval, sikertelentil.

Sokan tgy gondoltdk, hogy igazoltdk azt, hogy egy ponton at csak egy parhu-
zamos hazhat6, de valéjdban csak egy, a parhuzamossagi axiomaval egyenértékii
allitas igaznak tételezésével sikertilt ez. Példaul feltették, hogy 3 pontra mindig
illeszkedik kor. Ehhez viszont arra lenne sziikség, hogy a 3 pont 3 szakaszfele-
z6 merdlegese egy pontban metsszen, a kor kozéppontjdban. Viszont semmi nem
garantélja, hogy a 3 egyenes metsz egyaltaldn. Azok a matematikusok, akik az
axioma cafoldsaval probélkoztak, szintén nem jartak sikerrel.

A 19. szazadban Bolyai Janos volt az, aki meghatédrozott egy olyan geometriat,
ami az tgynevezett maradék axiémdkra épiil (ebbe minden beletartozik a parhu-
zamossdgi axioman kiviil). Ezt nevezte abszolit geometridnak. Erre most nem
térek ki a dolgozatban.

Ezen kiviil létrehozott egy 1ij axiomat a parhuzamossagi helyett, amely szerint
végtelen sok nem metsz6 egyenes htizhat6 a P ponton keresztiil, ami nem metszi
az e egyenest (5.1. abra).

Ehhez éallitsunk egy f mer&legest a P pontbdl az e egyenesre. Erre a tengelyre
az dbra szimmetrikus. Most kezdjiik el ezt a mer&legest pozitiv iranyba forgat-
ni. Egy id6 utan el fog érni abba az f; helyzetbe, amikor tigymond "elpattan” az
e egyenestSl. Ez a helyzet szimmetrikus az eredeti merSlegesre és e mindkét ira-
nyahoz tartozik ilyen helyzet(i egyenes. f; tiikorképe legyen f,. Ez a két egyenes
hatérol egy szdgtartomanyt, ami nem tartalmazza a mer6legest. Barmely, ebben a
tartomdnyban meghtizott P-n d&tmend egyenes parhuzamos lesz e-vel. A parhu-
zamosokat hatdrol6 egyeneseket elpattané egyeneseknek hivjak, amik ezek kozott
vannak, azokat pedig ultraparallel egyeneseknek.



A HIPERBOLIKUS GEOMETRIA AXIOMARENDSZERE

5.1. 4bra

Bolyai megsejtette, hogy ha az euklideszi axiémarendszer ellentmondasmen-
tes, és a parhuzamossédgi axiémaét a kordbban leirtra kicseréljiik, akkor tovabbra is
ellentmondédsmentes geometriat kapunk. Ezt kés6bb bizonyitottak.



GORBEK

6. Gorbék

6.1. Paraciklus és paraszféra

Vegytink egy parhuzamos egyenespart, az AM és BN félegyeneseket tigy, hogy az
AB szakasz ugyanakkora szoget zar be mindkét félegyenessel. Kijeloliink az AM
télegyenesen egy C pontot, ahhoz taldlhaté a BN félegyenesen egy D pont, amire
NDC/=DCM/. C'D-t nevezziik AM és BN izogonadlis szel6jének (6.1. abra). C'D-
nek AM-mel és BN-nel nem feltétleniil egyezik meg a bezart szoge, ha a C pontot
mashol vessziik fel. Az euklideszi geometridban a bezart szog példaul mindig 90°.

B D

%
A C "M
6.1. 4bra.

A paraciklus (6.2. dbra) egy olyan gorbe, amelynek ha két pontjat kivalaszt-
juk (A; és A,), és ebbdl a két pontbdl a gorbére merdlegest llitunk, vagyis ezen
két ponthoz htizott érintére merdélegest allitunk (A, M; és Ay, M,), A As izogonalis
szelGje lesz a két, gorbére merdleges félegyenessel (ezek a félegyenesek definicié
szerint parhuzamosok). Ezeket az AM félegyeneseket hivjuk a paraciklus tenge-
lyének. Ha az A, M, félegyenest az A, M, félegyenesbe vissziik, akkor a gorbét
onmagdba toljuk el. Az ilyeneket hivjuk uniformis gorbéknek, igy ez a masodik
telsorolt ilyen sikgorbe a kor utan.

A paraciklus az euklideszi geometridban egy egyenest jelent. Ez bizonyos ér-
telmezések szerint egy végtelen sugart kornek is tekinthet6 (6.3. abra). Rajzoljunk
egy AM félegyenesre egy olyan kort, ami dthalad az A ponton és a kozéppont-
ja a félegyenesen van, ezt nevezziik b-nek. Kezdjiik el a kor kdozéppontjat M felé
mozgatni (kdzben A maradjon rajta a koron). Ha az 0sszes ilyen kort megrajzol-
juk, akkor azok lefedik a sik egy részét. A paraciklus ennek a lefedett résznek a
hatdralakzata.

Ezt a térben is el lehet képzelni, ugyanigy venni egy félegyenest, csak gombnek
a kozéppontjat vessziik fel erre a félegyenesre. Ezt nevezziik paraszféranak, ami

8



PARACIKLUS ES PARASZFERA

6.2. bra.

bn

=V

6.3. dbra.

egy uniformis feliilet. Az érdekessége, hogy ha vesziink egy sikot, akkor 4-féle eset
lehetséges:

* A sik nem metszi a paraszférat.

* A sik érinti a paraszférét és az érintési pontbol indul6 tengelye a paraszféra-
nak merdéleges a sikra. Az uniformitds miatt erre a pontra forgdsszimmetrikus
a gorbe feliilet.

* A sik nem tartalmazza egyik tengelyét sem a paraszféranak, igy a metszet egy
kor.



HIPERCIKLUS ES HIPERSZFERA

» A sik tartalmaz egy tengelyt, igy egy paraciklust metsz ki a paraszférabol.

6.2. Hiperciklus és hiperszféra

Vegyiink egy e egyenest. Ennek minden pontjdba allitsunk egy merdlegest. Min-
den merd&legesen vegyiink fel e-t8l az egyik félsik felé egy pontot d tavolsagra,
ezeket kossiik ossze. Igy kaptuk meg a harmadik uniformis gorbét (6.4. abra), a
hiperciklust. Ha a d tavolsag 0, akkor egy egyenest kapunk. Igy az egyenes is egy
hiperciklus.

6.4. dbra.

Hiperszférat pedig ennek a 3-dimenzids verzidjaként kapunk (egy sik pontjaira
allitunk merdlegeseket). Az eredeti sik es a hozz4 tartozo, d tdvolsagu hiperszféra
kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés van (ha hiperszféra barmely pontja-
ba hizunk egy érint6t és erre merdlegest allitunk, akkor ahol ez metszi a sikot az
lesz a pont képe, ha pedig a sikra 4llitunk mer&legest, annak az lesz a képe, ahol a
hiperszférat elmetszi). Ha vélasztunk a sikon egy egyenest, akkor annak a hozza
tartoz6 hiperszféran egy hiperciklus a képe. Ezeket a hiperciklusokat nevezziik a
hiperszféra févonalanak. Frdekesség, hogy két févonal szoge megegyezik a hoz-
zédjuk tartozo egyenesek szogével, igy a megfeleltetés szogtarto.

6.3. Ciklusok

Osszefoglalé néven az imént felsorolt két gorbét és a koroket ciklusoknak nevez-
ziik. Az euklideszi geometridban igaz az, hogy 3 pontra egyértelmfien illeszkedik
egy kor vagy egy egyenes. Az abszolut geometridban ez tigy van helyesen ki-
mondva, hogy 3 pontra egyértelmfien illeszkedik egy uniformis gorbe, vagyis egy
kor, paraciklus vagy hiperciklus. (3 pontra a nem biztos, hogy létezik 6sszekotd
kor, mert annak a kozéppontjat harom szakaszfelez6 merdleges metszéspontjaként
kapnénk, de a parhuzamosségi axiéma elvételével mar nem biztos, hogy metsze-
nek a merdlegesek, ha nincsen a 3 pont egy egyenesen)

10



A POINCARE-MODELL

7. A Poincaré-modell

Egy geometriai modell azt jelenti, hogy képziink egy olyan struktarat, amely a
vizsgaland6 szempontokbdl egyenértékii az eredeti, vizsgalt fogalommal. A hi-
perbolikus geometria egyik legismertebb modellje a Poincaré modell. Ennek a
segitségével az euklideszi sikon tudjuk dbrazolni a hiperbolikus sikot. Mivel az
egész végtelen sikot szeretnénk dbrdzolni egy korlatos korlapon, ezért természete-
sen a modell nem tavolsdgtartd. Viszont a tobbi modellhez képest kedvezs, hogy
egy szogtartd megfeleltetés. A modellben a sik megfelelje egy nyilt korlap, ez
az alapkor. A pontok az alapkor pontjai. Az egyenesek olyan korvonalaknak az
alapkorbe es6 résziik, amik merSlegesen metszik az alapkort, valamint az alapkor
atmérdi. A szakasz az egyenes korvonaldnak egy cikkelye. A tiikrozés a modellen
az inverzi0 a tiikortengelyre (ami a modellben egy korcikk).

Az egybevagodsdgot ugyantgy lehet definidlni, mint az euklideszi sikon: tet-
szbleges tiikrozések szorzataiként. Ez a modellen néhany inverzi6 szorzata, amik
az alapkort onmagaba viszik.

A hiperbolikus parhuzamossagi axiéma szerint két egyenes helyzete 3-féle le-
het: metszd, elpattan6 és ultraparalell (7.1. &dbra). Legyen 3 egyenes ¢, [ és g.
Helyezkedjenek el ezek egymdashoz képest az abran lathaté médon. e és f metsz6
egyenesek, a metszéspontjuk az alapkoron beliil van. e és g elpattand egyenesek,
a metszéspontjuk az alapkordn van. f és g ultraparalell egyenesek. Két modell-
beli egyenes nem metszhet az alapkoron beliil 2 pontban, mert a két metszéspont
egymads alapkorre vett inverze.

D

7.1. abra.

A korok (7.2. dbra) ténylegesen euklideszi értelemben is korok lesznek, csak a
kozéppontjuk lesz elcstiszva ahhoz képest. A kor atmérdit itt is felezi a kozéppont.
Erdekesség, hogy ha valasztunk egy K kozéppontot, és megrajzoljuk a modellen

11



PARACIKLUS A MODELLEN

az Osszes K kozéppontu kort, ezek a K pont és K alapkorre vett inverzének az
Apolléniusz-féle korsordhoz fognak tartozni. Az dbran vastagabb az alapkor.

.K‘

7.2. bra.

Most nézziik meg, a kiilonboz6 gorbék hogy néznek ki a modellen. Igy latva
konnyebben megértheték a korabbi definiciok.

7.1. Paraciklus a modellen

A paraciklus egy olyan euklideszi értelemben vett kor, amely az alapkort beliilrél
érinti (7.3. dbra). Ez persze a sikon nem lesz kor, mert az alapkorrel vett metszés-
pontja mar nem a sik része. Ennek a tengelyei az alapkort merblegesen metsz6
korok lesznek, amik a gorbe érintési pontjan dthaladnak.

7.2. Hiperciklus a modellen

A hiperciklus (7.4. dbra) olyan kor vagy egyenes az euklideszi sikon, ami metszi
az alapkort, de nem 90°-ban (az is hiperciklus, ha 90°-ben metszi, csak akkor a
tdvolsdga az egyenestdl 0), ezek az abran a fekete korivek. Ez annak a modellbeli
egyenesnek a tavolsagegyenese, ami a két metszéspontot koti 0ssze, ez az egyenes
sdrga.

7.3. Ciklusok a modellen

Ha az euklideszi sikba épitve néziink rd a modellre, és a modell alapkorén beliil
kijeloliink 3 pontot, akkor egyértelmftien latszik a kordbban ciklusokrél megfogal-

12



CIKLUSOK A MODELLEN

7.3. 4bra.

N

\_/

7.4. dbra.

mazott 4llitds, vagyis hogy 3 pontra mindig illeszkedik pontosan egy uniformis
gorbe (7.5(a). dbra). Az euklideszi sikon a 3 pont biztosan egy korre vagy egy
egyenesre esik, akkor ezek az alapkorhoz képest 3-féle helyzetben lehetnek: Nem
metszenek, beliilrél érintik egymast vagy metszenek. Ezekben az esetekben hiper-
bolikus értelemben a 3 pontra rendre egy kor, egy paraciklus és egy hiperciklus
illeszkedik.

Még érdekesség, hogy ha vesziink a modellen egy K pontot, ami nem az alap-
kor kozéppontja és koré rajzolunk egy euklideszi kort és ennek a sugarat folya-
matosan noveljiik, akkor a kapott vonal a hiperbolikus sikon tobb fazison atmegy,
majd a kornek mar minden pontja az alapkoron kiviilre fog esni (7.5(b). 4bra).
Ha csak az alapkoron beliilre es6 részét figyeljiik a korvonalnak, akkor az el6szor

13



CIKLUSOK A MODELLEN

Kor Paraciklus

(9

Hiperciklus Egyenes

((@)) (b))
7.5. 4bra.

hiperbolikus-sikbeli kor lesz, majd paraciklus, aztdn hiperciklus. Ebb6l a paracik-
lus fazist csak egy pillanatra veszi fel egyetlen sugdrhosszal. Az egyenest nem
veszi fel, mert a mer6legesen metsz6 kornek biztosan az alapkoron kiviil van a
kozéppontja. Az dbrén az alapkor rézsaszin.

14



SZERKESZTESI LEPESEK

8. Szerkesztési 1épések

8.1. Euklideszi sikon

Ha adott két pont a sikon, ezekbdl korzdvel és vonalzéval egy alakzat akkor szer-
keszthet®, ha az alabbi 1épések véges szamui hasznalataval el tudjuk azt érni.

A 1épések:
e Két ponton at rajzolunk egy egyenest.

* Egy meglév6 pontot kozéppontnak véve rajzolhatunk koré egy adott sugarta
kort (a sugar hosszat mésoljuk egy meglévd szakaszrol).

* Két egyenesnek, két kornek, vagy egy egyenesnek és egy kornek a metszés-
pontjait megrajzolhatjuk.

Alapszerkesztéseknek hivjuk azokat a szerkesztéseket, amiket néhany 1épésbdl
konnyen el tudunk érni és viszonylag gyakran kell 6ket haszndlni.

Ilyenek példaul:
» Két pont szakaszfelezd mer6legesének szerkesztése,
o Két egyenes altal bezart szog szogfelezbjének szerkesztése,
* Egy szakasz tobbszorozése,
* Egy szakasz tet6leges szdmu egyenld részre osztésa,
* Korhoz kiils6 pontbdl htizott érint6 szerkesztése,
o Kor kozéppontjanak szerkesztése,

* Egyeneshez kiils6 ponton dtmend parhuzamos egyenesnek szerkesztése.

Ezek a hiperbolikus sikon is megvalésithatok, de nem feltétlentil a szokésos 1é-
pésekkel, ugyanis szakasz n egyenld részre val6 osztdsahoz vagy szakasz tobbszo-
rozéséhez altaldban a parhuzamos szel6k tételét hasznéljuk, korhoz kiilsd pontbdl
hazott érint6hoz pedig a Thalész-tételt. Ezek a hiperbolikus sikon nem mitikodé
tételek.

8.2. Hiperbolikus sikon

A szerkeszthet6ség 1ényegében ugyanazt jelenti, mint euklideszi sikon, vagyis ha
2 pont adott, abbdl véges sok megengedett 1épésbdl milyen alakzatok szerkeszthe-
té6k meg. Ami szamottevd kiilonbség, az az, hogy amig az euklideszi sikon csak
2-féle eszkoziink van, addig a hiperbolikus sikon 4: egyenesvonalz6, paraciklus-
vonalz6, korzé és hiperkorzs.
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HIPERBOLIKUS SIKON

Ezekkel az eszkozokkel elvégezhetd 1épések:

Két ponton at egyenest rajzolunk,

Egy meglév6 pontot kozéppontnak véve rajzolhatunk koré egy adott sugart
kort (a sugar hosszat mésoljuk egy meglévd szakaszrol),

Korabban meglév6 egyeneshez rajzolhatunk paraciklust tigy, hogy annak az
egyenes a tengelye,

Rajzolhatunk egy mar meglév6 egyeneshez hiperciklust olyan tdvolsaggal,
ami mar létezik,

Barmely két ciklusnak megrajzolhatjuk a metszéspontjat.

Ezek alapjan nézziik meg az alapszerkesztéseket.
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ALAPSZERKESZTESEK

9. Alapszerkesztések

Mostantol euklideszi értelemben irok csak a szerkesztésekr6l, az euklideszi szer-
kesztési szabalyoknak megfelel6en fogok szerkeszteni. A hiperbolikus sik alapko-
rét r6zsaszinnel rajzolom, zolddel a megszerkesztett fontos részeket.

9.1. Két pontot 6sszekotd egyenes

Ha adott egy P pont a modellen, akkor azoknak a K pontoknak a halmaza, ahon-
nan a K kozéppontd, K P sugart kor merdlegesen metszi az alapkort, a PP’ sza-
kaszfelez6 merélegese, ahol P’ az inverz képe P-nek az alapkorre. (Inverziét tu-
dunk szerkeszteni.)

Ugyanigy, ha () a modell egy pontja, akkor az inverz képével, )'-vel vett sza-
kaszfelez6 mer&legesének barmely L pontjaval rajzolunk L kdzéppontd, L(Q) suga-
ra kort, akkor az is merdlegesen metszi az alapkort.

A két szakaszfelez6 merSleges metszéspontjdbol kell egy olyan kort rajzol-
nunk, ami tartalmazza a P,Q),P’,QQ' pontokat. A PQQ'P' négyszog biztosan hir-
négyszog, a kozéppontja pedig sehol mashol nem lehet, mint a metszéspontban.

Ennek a kornek az alapkoron beliilre esé része lesz a hiperbolikus egyenes, ami
P-t és -t 6sszekoti (9.1. dbra).

9.1. dbra.

Ha a szakaszfelez6 mer6legesek nem metszenek, akkor a P,Q),P’,()' pontok egy
euklideszi egyenesre esnek, és ez az egyenes dthalad az alapkor kdzéppontjan.
Ekkor ez maga a hiperbolikus egyenes is.
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KET PONT SZAKASZFELEZO MEROLEGESE

9.2. Két pont szakaszfelez6 merdlegese

A Poincaré-modellen a tengelyes tiikrozés nem mds, mint egy pontnak a tiikorten-
gelyre vett inverzidja. Ezt a tengelyt szeretnénk megszerkeszteni, ha adottak a P
és P’ pontok, amik egymds képei.

A tengely kore legyen t. A t kor kozéppontja biztosan a PP’ egyenesen lesz,
mert az inverzi6 alapkorének a kdozéppontja, maga a pont és az inverz képe egy
egyenesre esik.

A t kornek merélegesnek kell lennie a P-t P'-vel 6sszekot6 hiperbolikus egye-
nesre és az alapkorre. Messe az alapkort K és L pontban a PP’ hiperbolikus egye-
nes.

Azoknak a pontoknak a halmaza, ahonnan htizhaté olyan sugart kor, hogy
az mindkét megrajzolt kort merblegesen messe, azok a két kor hatvanyvonalan
lesznek, hiszen a hozzajuk htizott érint6knek ugyanolyan hossztinak kell lennie.

gy mér van két egyenes (PP’ és K L), amiken rajta kell lennie ¢ kozéppontja-
nak. Ezek metszéspontjdban lesz a kozéppont (9.2. dbra).

{

9.2. dbra.

A t kor sugardnak megszerkesztése méar konnyti a kdozéppontjdnak ismere-
tében (ismert egy kor kozéppontja és egy pont erre a korre vett inverz képével
egylitt), igy szerkesztettiink szakaszfelez6 mer&legest. A két zold koriv metszés-
pontja egyben a PP’ szakasz felezd pontja (9.3. dbra).
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KET EGYENES SZOGFELEZOJE

9.3. dbra.

9.3. Két egyenes szogfelez6je

Két hiperbolikus egyenes k és [, a metszéspontjuk P (k és [ jeloli a hiperbolikus-
egyenesekhez tartozo koroket is.). k és [ olyan szoget zarnak be egymadssal, mint
a P-b6l egyméshoz huzott érint6éi. Az érintéknek szerkessziik meg az euklideszi
értelemben vett egyik szogfelez6jét. Erre éllitsunk P-bdl merdlegest. A merdlege-
sen barmilyen M pontot kivalasztunk, az M koézépponta, M P sugart kor felezni
fogja k és [ altal bezart szoget. Mér csak arra van sziikség, hogy ez a kor merdleges
legyen az alapkorre.

k és | masik metszéspontja P’, P alapkorre vett inverzidja. A szogfelez6 kornek
at kell haladni a P-n és P'-n. Az M pont rajta lesz PP’ szakaszfelez6 mer&legesén
is.

gy megkaptunk két egyenest, amiknek a metszéspontjab6l P-n keresztiil hu-
zott kor, a k és [ hiperbolikus-egyenesek szogfelezdje lesz (9.4. dbra).

9.4. Adott kozépponta és sugara kor

A kozéppont K. Ha valahol az alapkoron megvan adva a sugér hossza, akkor an-
nak egyik végpontja tiikrozésekkel K-ba juttathaté. Igy adott a K kdzéppont és
a kor kertiletén egy P pont. Szerkessziik meg P'-t tigy, hogy a PP’ hiperbolikus-
szakasz felez6pontja legyen K. A K P szakaszra éllitsunk K-ban mer6legest, vagy-
is egy kort rajzoljunk, ami mer&legesen metszi K P-t és az alapkort. Majd erre a
megrajzolt korre invertéljuk P-t. Igy PP/ egy atmérd.
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ADOTT EGYENESHEZ ADOTT TAVOLSAGU HIPERCIKLUS

94. gbra.

Hogy megszerkessziik a K kdzéppontua hiperbolikus kort, aminek PP/ az at-
mérdje, ahhoz szerkesztend6 egy kor, ami hiperbolikusan tiikros az atmérore,
vagyis az inverz képe a PP/ dltal meghatdrozott korivre (ami egy hiperbolikus
egyenes). PPr korivének a kozéppontja O. Ha ebbdl htizunk két egyenest, OF
és O P! egyeneseket, akkor ha a szerkesztend$ kor meré&leges, ezek érint6i lesznek
(9.5. dbra). Igy a két megrajzolt egyenesre kell merdlegest allitani P-bsl és Pr-bdl,
a merdlegesek metszéspontja lesz a szerkesztend6 kor euklideszi kozéppontja. A
hiperbolikus pedig K.

9.5. Adott egyeneshez adott tavolsagu hiperciklus

Ha adott a hiperbolikus sikon egy e egyenes (merdlegesen metsz6 koriv az alap-
korrel) és rajta kiviil valahol egy szakasz, f (egy alapkort merdlegesen metsz6 kor-
ivnek egy cikkelye), mint a tavolsag, akkor egy inverzidval eljuttatjuk f egyik vég-
pontjit e egyik pontjara, ugyanebbdl a pontbdl allitunk egy merdlegesen metsz6
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ADOTT EGYENESHEZ, MINT TENGELYHEZ PARACIKLUS

/

9.5. 4bra.

kort e-re. A mer6legesnek és f-nek megrajzoljuk az egyik szogfelez6 korivét, erre
invertaljuk f-et.

gy megkaptunk f-nek nem e-n 16vé végpontjaval egy olyan pontot, ami a ke-
resett hiperciklus egy pontja (9.6. dbra) (a masodik inverzi6 utdn f merdleges lett
e-re). Két pont, ami még rajta van a hipercikluson az e két metszéspontja az alap-
korrel. fgy van 3 pont, aminek megszerkesztjiik a koriilirt korét. Ennek az alapko-
ron beliil esd része a sikbeli hiperciklus.

9.6. Adott egyeneshez, mint tengelyhez paraciklus

Adott e egyenes (alapkoron beliili, azt merélegesen metszd korcikk). Az alapkorrel
vett egyik metszéspontja P (9.7. dbra). Kossiik 0ssze az alapkor kozéppontjat P-
vel. Ezen a szakaszon vélasszunk egy pontot, ezzel a kozépponttal rajzoljunk P-n
atmend kort. Ennek e tengelye, és a modellen egy paraciklus.

fgy, mivel el tudtunk a Poincaré-modellen végezni minden szerkesztési 16pést
(amit a 8.2-es fejezetben ismertettem), mar mindent, ami szerkeszthet meg is tu-
dunk szerkeszteni.
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ALKALMAZAS

a2

9.6. dbra.

9.7. 4bra.

10. Alkalmazas

Ezek a szerkesztési modszerek segitenek néhdny abszolit geometriai 6sszefiiggés
abrazoldsdban, akar abszolut geometridn beliili tételek, szerkeszthet6ségek bizo-
nyitasaban. Erre példdk a kovetkezdk:

22



KOzOS MEROLEGES 1

10.1. Ko6zos merdleges 1

Meg lehet-e szerkeszteni a hiperbolikus geometridban két nemmetsz6 egyeneshez
(e és f) mindig egy harmadik egyenest, amely e-re és f-re is merdleges?

Ez egy bonyolultabb kérdés lenne, ha nem ismernénk a Poincaré-modellt. Ha
a két hiperbolikus egyenes mar adott, akkor a feladat, hogy szerkessziink hozz4-
juk az euklideszi sikon egy negyedik kort (e, f és az alapkor mellé) ami a korabbi
hdrmat merdlegesen metszi. Ezt konnyen megtehetjiik, ha e és f két-két metszés-
pontjat az alapkorrel 6sszekotjitk egy-egy egyenessel, akkor ezeknek az egyene-
seknek a metszéspontjabdl (a 3 kor hatvanypontjabol) htzunk érintéket a 3 kor-
hoz, a 6 érintési pontot 6sszekotve egy mindhdrom korre merdéleges kort fogunk
kapni (10.1. dbra). A modellben ez egy egyenes, ami mindkét megjelolt egyenesre
merdleges. Igy az éllitast bizonyitottuk. Erdekesség, hogy az euklideszi geometri-
aban végtelen sok ilyen egyenes szerkeszthets, hiperbolikus geometridban viszont
csak egyetlen egy.

10.1. &bra.

10.2. Ko6zos mer6leges 2

Bizonyitand6, hogy ha van két kiilonb6z6 egyenesnek kdzos merdlegese, akkor a
két egyenes nem metszi egymast.

Indirekten tegyiik fel, hogy két egymast metsz6 egyenesnek lehet k6zos me-
rélegese. Ha ezt a merblegest szeretnénk megszerkeszteni, ahhoz az elébb leirt
1épéseket haszndlhatjuk. A két egyenes e és f. A modellel tehat van az alapkor, azt
két merdlegesen metszé kor, amik metszik egymast is, és ezekhez sziikség van egy
negyedik korre, ami mindhdromra merdleges. Ennek a negyedik kornek a kozép-
pontjdnak muszdj rajta lennie a harom kornek a paronkénti hatvanyvonalan, hogy
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KORHOZ ERINTO

merdleges tudjon rjuk egyszerre lenni, igy a hatvdnypontban lesz a kozéppontja.
Viszont ez a 3 kor metszetében van, mindhdarom koron beliilre esik (10.2. dbra), ez
ellentmondaés, hiszen egy korre mer&leges kdrnek a kozéppontjanak a koron kiviil
kell esnie. Tehat ha létezik kozos merdSleges, a két egyenes nem metszi egymaést.

10.2. 4bra

10.3. Korhoz érinto

Vilagos, hogy nem tudunk a Thalész-tétel segitségével korhoz érint6t szerkeszteni.
Szerencsére enélkiil is megoldhat6 a szerkesztés, mégpedig Euklidész régi mod-
szerével. Adott k kor és rajta kiviil egy P pont. Kossiik 0ssze a kor kdzéppontjat
(O pont) P-vel, a metszéspont legyen Q. Allitsunk OP-re merSlegest Q-bél. Ez
messe az O kozéppontd, OP sugart kort a H pontban. Kossiik 6ssze a H pontot
az O ponttal, a k£ korrel a metszéspont . Ez utan ha 0sszekotjiik a P pontot G-vel,
akkor ez egy érintdje lesz a kornek (10.3. abra).

Ahhoz, hogy ez miikddjon a hiperbolikus sikon, 3 dologra van sziikség, amik
igazak a hiperbolikus geometridban is, mivel nem haszndljdk a parhuzamossagi
axiomat:

* Egy kornek egy pontjaba htizott érint meréleges a ponthoz tartozo6 sugérra,

* A korrel koncentrikus koron 1évd barmely pontbdl hazott érintd hossza
egyenld,

* A korhoz egy kiilsd pontbdl hizott két érintének a hossza megegyezik.
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KORULIRT KOR

N/

10.3. 4bra.

Ezeket az éallitdsokat haszndlva bizonyitjuk, hogy a szerkesztés valéban egy
érint6t eredményez: O P mer6leges H()-ra, O H merSleges PG-re. OH=0P, vagyis
a merdlegesek is egyenld hossztak, HQ)=PG. Ha az OP sugara koron 1évé H
pontbdl a H(Q hosszt szakasz érintd, akkor PG is érint6 lesz (P rajta van az OP
sugart koron, G rajta van a k koron.

Ugyanezek a szerkesztési 1épések a Poincaré-modellen felrajzolva (10.4. dbra):

10.4. Koriilirt kor

Egy hdromszog szakaszfelez merdlegesei vagy parhuzamosak egymadssal, vagy
egy pontban metszenek. Azt mar tudjuk, hogy a hiperbolikus sikon 3 pontra min-
dig illeszkedik egy egyenes, kor, hiperciklus, vagy paraciklus. A feladat a kovetke-
z8. Adott 2 pont a modellen P és (), szerkessziik meg a mértani helyét azoknak a
pontoknak, amelyekre illeszkedik olyan kor, ami tartalmazza a 2 megadott pontot.

Definici6 szerint tudjuk, hogy egy egyenesen ha adott 2 pont mint egy kor at-
mérdje, akkor ha az egyik pont fix és a masikat mozgatjuk az egyenesen, akkor a
meghatarozott korok altal lefedett teriiletnek a sikon a hatarol6 alakzata a para-
ciklus. Egy egyeneshez, mint tengelyhez, 2 paraciklus tartozik a fix pontnak a két
oldalan. (6.1 fejezet)

P és () szakaszfelez6 merSlegesén mozog a rajuk illeszked6 koroknek a kozép-
pontja. Ez tekinthet6 két paraciklus tengelyének. Ha megrajzoljuk ezeket, akkor
az a modellen 2 kort fog jelenteni, amik dthaladnak a két ponton és beliilrél érintik
az alapkort.
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HAROMSZOG SZERKESZTES

10.4. &bra.

A két kort megrajzolva az alapkor 3 részre bomlik: a korok metszete, szimmet-
rikus differencidja és ami egyik kornek sem része. A P és () pontokra illeszkedd
korsor korei pedig 2 részre bomlottak, a teljesen az alapkorbe es6 és részben azon
kiviilre es6 korokre. Ezeket védlasztja el a két paraciklus. Tehat akkor lesz kortilirt
kor szerkeszthetd, ha a harmadik pont a szimmetrikus differencidba esik, mert igy
a koriilirt kor a korsor koreinek azon részhalmazaba esik, ami teljes egészében a
modellen van.

Az kovetkezd dbrdn megfigyelhetd az is, hogy a 3. pont helyzetét6l hogyan
tigg, hogy egyenes (az alapkort merdlegesen metsz6 koron), kor (a paraciklusok
szimmetrikus differenciajan beliil), hiperciklus (a szimmetrikus differencian kiviil)
vagy paraciklus (a két megrajzolt paracikluson) lesz a rajuk illeszked6 alakzat.

10.5. Haromszog szerkesztés

Adott a sikon 3 darab szog (o, és ), melyeknek 6sszege kisebb, mint 180°. Szer-
kesztend6 egy hdromszog, aminek a szogei éppen ekkorak.

A hdromszoget tgy szeretnénk megszerkeszteni, hogy a modellen mindhdrom
oldala egyenes legyen. Ennek a legegyszer{ibb médja az, ha az euklideszi sikon
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HAROMSZOG SZERKESZTES

10.5. 4bra.

10.6. &bra.

az oldalak két egyenes és egy kor legyenek, ezekhez majd hozzaszerkesztjiik az
alapkort, aminek a kozéppontja a két egyenes metszete és meréleges a korre. Igy
lesz végiil a hiperbolikus sikon mindhdrom oldala a haromszognek egyenes.
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HAROMSZOG SZERKESZTES

Vegyiink fel 3 egyenest, e, f és g. Koziiliik e és [ a szoget, f és g pedig [ szoget
zarnak be (10.7. abra). Most legyen v a legkisebb szog.

10.7. abra.

A modellen e és f hiperciklusok lesznek, g pedig érinteni fogja a hdromszog
harmadik oldalat, ezzel garantdlva, hogy 3 szoget zarjon be a hdromszog két meg-
teleld oldala. Legyen f és e metszete A, f és g metszete B. Szerkessziink egy kort,
ami B-ben érinti g-t és v szoget zar be e-vel. A kornek és e-nek a metszete C, a
keresett hdromszog ABC.

Ez mar konnyen szerkeszthetd. Vegytink fel egy tetszbleges kort, ami érin-
ti B-ben g¢-t. Ehhez rajzoljunk egy érint6t, h-t, ami e-vel 7 szoget zar be (el6szor
rajzolunk egy h' egyenest, ami v szoget zar be e-vel, majd a kor kozéppontjabdl al-
litsunk merd&legest h'-re, ahol a merdleges metszi a kort, az abbdl a pontbdl htizott
érintGje a kornek v szoget fog e-vel bezarni, hiszen csak eltoltuk 7/-t), az érintési
pont C’. A kort és h-t nagyitsuk B-bol tigy, hogy C’ e-re kertiljon. Ehhez hosszab-
bitsuk meg a BC" szakaszt, ahol ez metszi e-t, ott megkaptuk a C' pontot (10.8.
abra).

A konstrukcié befejezéséhez mar csak az alapkort kell megrajzolnunk ugy,
hogy a kdzéppontja A legyen (igy e és f is modellbeli egyenesek lesznek) és merd-
leges legyen a haromszog BC' oldalat meghatdroz6 korre. Ehhez htizzunk érint6-
ket A-bol a BC korivhez. Az egyik érintési pont és A 4ltal meghatdrozott szakasz
legyen az alapkor sugara, A a kozéppontja. Ez a kor igy merdleges ABC mindha-
rom oldaldra (10.9. abra). A haromszog harom csticsa pedig biztosan az alapkoron
beliil lesz, mert a koron beliilre esik az érintési pontokat A fel6l 6sszekotd korive
a haromszog BC oldaldnak, valamint a koriv tartalmazza a B és C csticsokat (az
érint6 és a koriv 0°-os szoget zar be, 0° < 7,5 igy az érintési pontoktdl A-hoz ko-
zelebb lesz B és C). Igy rajzoltunk a modellen egy haromszoget, melynek a szogei
a,f3,7, és az oldalai egyenesek.
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HAROMSZOG SZERKESZTES

10.8. 4bra.

Mivel a hiperbolikus geometridban minden hdromszog, amik szogei egyenls-
ek, egyben egybevagoak is, elegend6 egyetlen haromszog megszerkesztése adott
szogekkel.

10.9. 4bra.
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OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES

11. Osszefoglalas és kitekintés

A a Poincaré-modellben megalkottam és bemutattam elemi szerkesztési 1épések
egy olyan készletét, melyekre épitve tobb hiperbolikus geometriai 4llitast is igazol-
tam konstrukcio segitségével. Médszerem elénye, hogy a bizonyitasok az Euklide-
szi geometria szerkesztéseire épiilnek, és igy intuitiv és szemléletes megkozelitést
adnak egyébként komplex matematikai apparatust igényl6 probléméakhoz.

A tovabbiakban tervezek hasonl6 abszoltt geometriai allitdsok bizonyitaséval
foglalkozni. Ezek kozé tartozik egy érdekes probléma, mégpedig hogy hogyan
lehet egy szakaszt n egyenld részre osztani.
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