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1. Bevezetés

A mérnoki gyakorlatban haszndlt végeselemes szofverek legtobb esetben a rugalmas-
sagtani feladatokhoz a virtudlis munka elvet, mint matematikai modellt alkalmazzik,
amellyel megoldjék a vonatkoz6 differencidlegyenletet, illetve egyenletrendszert nume-
rikusan. Ezzel az elvvel els6 1épésben csak az elmozdulast lehet kiszdmitani kozvetle-
niil, tovabbi szamitdsokkal lehet barmilyen mds valtozét (erket €s fesziiltségeket) ki-
nyerni, amely lassitja az eredmény feldolgozasat. Tovabba ezek a szoftverek a feladatok
megolddsa soran fellépd szingularitst se tudjdk megfelel pontossdggal kezelni.

A differencidlegyenlet-rendszerek végeselemes megoldasdnak a gyorsitdsara j va-
ridcids elvek bevezetését dolgoztuk ki, melyekkel az elmozdulds mellett az axidlis erdt
is kiszdmitjuk a feladat megoldasa kozben. Ezek az elvek a vegyesmezds varidcids el-
vek, azon beliil is két elvet kiillonboztetiink meg. A primal variaciés elvet, valamint a
dudl variécios elvet. Ezen varidcios elvek haszndlatdval 6sszességében n6é a megoldandé
egyenletrendszer nagysaga, azonban mivel nincs sziikség utélagos szamoldsokra, igy a
megoldast lehet vele gyorsitani.

A primdl varidcios elv alapja, hogy a virtudlis munka elvhez hasonldan relaxdljuk
az egyensulyi egyenletet, majd ezutdn a geometriai egyenletet silyozzuk egy tesztfiigg-
vénnyel, és ennek a gyenge alakjat hasznéljuk fel a modell felépitéséhez. Ezt az elvet
hasznalva minden esetben az elmozdulas lesz folytonos, ezaltal pontosabb is. Ezzel
szemben a dudl varidcids elv 1ényege, hogy a geometriai egyenletet relaxdljuk, majd
az egyensulyi egyenlet tesztfiiggvénnyel silyozott gyenge alakjat hasznaljuk. Az erre
épiilé numerikus modellnél az axidlis er6 lesz folytonos.

A rugalmasséagtani peremértékfeladatok tovabbi pontossaganak €s konvergenciase-
bességének novelésére bevezetjiikk a p-verzids kozelitést is, azaz az egy elemen be-
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liil 1év6 polinom-approximdacidk fokszdm novelését. Ehhez az ugynevezett integralt
Legendre-tipusti polinomokat fogjuk haszndlni, amely a késdbbi fejezetekben részlete-
sen lesz targyalva. A p-verzié egyik konnyen felismerhetd tulajdonsdga a konvergencia
vizsgalatok sordn lathatd, ugyanis ez a mddszer képes exponencidlis jellegli gorbéket
produkdlni, tehét a kovergencia sebességet képes jelentésen novelni. Emellett haszndl-
juk még a h-verzi6 adta elemstiritést is a pontossag novelése értdekében.

A fent emlitettekkel 6sszhangban a kutatds célja olyan, vegyesmezds varidcios elve-
ken alapulé magasabb rendd végeselemmaodszerek kifejlesztése, amelyek képesek nagy
pontossdggal és magas konvergencia sebességgel megoldani az 1D-s tesztfeladatokat.
Ennek keretében egy sajit fejlesztésti (in — house) végeselemes kdd keriilt kidolgozas-
ra a peremértékfeladatok numerikus implementalasara.

A dolgozat hét {6 fejezetre oszlik. A bevezetés utan keriil bemutatdsra a perem-
értékfeladat er6s alaki megfogalmazasa, majd a 2.1} és[2.2] alfejezetekben a program
tesztelésére haszndlt benchmark feladatok bemutatdsara és analitikus megoldésdra keriil
sor. A[3] fejezetben a virtudlis munka elvet mutatom be, ezt kovetSen a (@) fejezetben
a vegyesmez0s varidcios elvek elméleti hétterét bontom ki részletesen. Az[5] fejezet-
ben kifejtem a hp-tipusi végeselemes megoldé felépitését, és annak egyéb részleteit.
A6l fejezetben elSszor a programkornyezetet és a konvergencia vizsgalathoz hasznalt
hibaszamitasokat mutatom be, majd harom numerikus példan keresztiil tesztelem a vé-
geselemmodszerek teljesitOképességét, azaz kiértékelem a konvergencia vizsgalatokat,
emellé pedig minden egyes tesztfeladatra illusztrdlom a szimuldcids eredményeket is.



Sorrendben a folytonos (sima) tesztfeladattal kezdve, majd a szinguldris feladattal foly-
tatva végiil az anyagi hatérfeliiletet tartalmaz6 feladattal zarjuk a numerikus vizsgalato-
kat. Az elért tudomdnyos eredményeket a[7] fejezetben foglalom Gssze. A dolgozatot a
hivatkozdsok és az abrédk jegyzéke zérja.



2. A rugalmassagtan 1D-s peremértékfeladata

Ebben a fejezetben bemutatom az 1D-s rugalmassagtani feladat megolddsara szolgédld
differencidlegyenlet-rendszert és peremfeltételeit, majd ismertetem azon néhany perem-
értékfeladat analitikus megolddsat, melyre a végeselemmaodszereket tesztelni fogom.

Tekintsiink egy linedrisan rugalmas, homogén és izotrop testet, mely a tér Q =
0, ¢] tartomanyét foglalja el, ahol 2 = (0,¢). Ekkor a linedris rugalmassdgtan 1D-s
peremértékfeladatanak egyenletrendszerét alkoté egyenleteket fizikai tartalmuk alapjan
az alabbiak szerint csoportosithatjuk:

egyenstilyi egyenlet:

N+ f=0 inQ, (1)
anyagi egyenlet:

N =AFes in{), (2)
geometriai egyenlet:

e—u' =0 inQ, (3)

ahol A(x) és FE(x) rendre a keresztmetszet teriiletét és a rugalmassdgi moduluszt, mint
geometriai- és anyagjellemz6t, mig f(x) a vonal mentén megoszlé erérendszer siird-
ségét, u(x), N(z) és e(x) pedig az elmoduldsmezst, az axidlis er6t és az alakvilto-
zdsmezGt mint ismeretlen valtozokat jeloli. Itt érdemes kiemelni, hogy a (2)) egyenlet
kivételével a tobbi egyenlet differencidlegyenlet.

Mivel az A(x) > 0 és E(x) > 0 relaciok minden esetben fenndllnak, tovabba fel-
tételezziik, hogy AE > 0 allandd, az alakvaltozdsmezd apré atrendezéssel kifejezhetd
az axidlis er6vel, majd ezéltal ki is kiiszobolhetd, mint kozbensd véltozd, igy az alabbi
differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

N+f=0 inQ, 4)
N _
E—U—O in €2 . (5)

Ha az ut6bbi egyenletbdl kifejezziik az axidlis erdt, majd a kapott dsszefiiggést beirjuk
a (d)) egyenletbe, akkor az 1D-s linedris rugalmassagtan elmozduldsmezdre felirt Navier-
féle alapegyenletéhez jutunk:

AEW + f=0 inQ. (6)

A fentiekben részletezett peremértékfeladathoz tartoz6 peremfeltételek az aldbbiak le-
hetnek:
Dirichlet-tipusi peremfeltétel:

ulx=0)=1a, (7)

(8)



A (6) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az

Uex () = up(x) + up(2) 9)

alakban szamithatd, ahol
up(z) =co+ oz (10)

a homogén differencalegyenlet dltalinos megolddsa, mig

IR
wie) = =5 [ [ foanag an

a partikularis megoldas.

A fentiekben szdrmaztatott (6)) differencidlegyenletet — beleértve a (@)—(3) differen-
cidlegyenlet-rendszert is — a (7)—(8) peremfeltételekkel egyiitt az egydimenzids linedris
rugalmassagtani peremértékfeladat erds alaku megfogalmazasidnak nevezziik [4,160]. Je-
len dolgozatnak nem célja az erds alak kozvetlen (direct) megoldasa. Célunk a (@)—(5)
differencidlegyenlet-rendszer gyenge, illetve relaxalt alaki megoldasanak eldallitdsa.

2.1. A sima és szingularis tesztfeladat

Tekintstink egy / = 1 m hosszisagi, homogén és dllando keresztmetszetd 1D-s testet,
melynek a baloldali vége befogott, mig a jobboldala szabad. Ez esetben a peremfeltéte-
lek az alabbiak:

ulrz=0)=ua:=0, (12)
o N F
u(x_g)_A(é)Eﬁ)_AE'_O’ (13)

ahol F = 0N és A({)E(f) = AE = 1 N (konstans). A testen az f(z) = a(a —
1)z®~2 megoszl6 terhelést miikodtetjiik. Ekkor a @ differencidlegyenlet partikularis
megoldasa (11) alapjan a kovetkezSképpen szamithato:

a(a—l)/x T x®
up(2) = ———F—=— n*dndé = ———. (14)
P AE )y )y AE
Az dltalanos megoldas a (O)—(L0) dsszefiiggések alapjan az
xO{
Uex(r) = co+ 1w +up(z) =co+ 1 — Vo (15)

alakban irhat6 fel. A ¢, és ¢; integrdciés konstansok a[I2}-(I3) peremfeltételekbdl hatd-
rozhaték meg:

Uex(0) = ¢ : =10, (16)
u,(l)=c;—a:=0—c¢ =a. (17)

€xX

Az utébbiakat visszahelyettesitve a (15]) egyenletbe a feladat analitikus megoldédsa az

Uex () = ax — x (18)

4



formaban irhat6 az axialis elmozdulésra, mig az
Ne(z) = ABu,, = AEa(l — 27" = a(l —2°7") (19)

alakot 6lti az axidlis er6re [6]. Vegylik észre azt, hogy ha o < 1 akkor a feladat szingu-
ldrissd valik, egyébként ha x > 1, akkor a feladat folytonos (korlatos) lesz [6]. Emellett
az o > 0, 5 rel4cidnak is fenn kell dllnia véges alakvaltozasi energia 1étezése esetén.

2.2. Anyagi hatarfeliiletet tartalmazo tesztfeladat

Ebben az 1D-s tesztfeladatban egy olyan ¢ = /1 + /{5 hosszusagu testet vizsgdlunk, mely-
ben az x = ¢, helyen belsé anyagi hatarfeliilet helyezkedik el, azaz a test anyaghatart
tartalmaz. Tovabba a két kiilonbozd anyag hatdran altalanos esetben akar keresztmet-
szetvaltozas is bekovetkezhet. Ebben az esetben a tartomédnyok anyagtulajdonsdgat és a
keresztmetszetek teriiletét rendre az aldbbi médon definidljuk:

. E1 (x) in Ql N
és A() inQ
o 1\ maiiyp,
Ax) = { Ay() inQy ) (21)

mig a tartomdnyokra vonatkozé differencidlegyenletek — 6sszhangban a (6)) egyenlettel

— az alabbiak szerint alakulnak valtoz6 anyagtulajdonsdggal és keresztmetszettel:
(AyEruy) + f=0inQy, (22)
(A2 EQ U/Q)/ -+ f =01n QQ s (23)

ahol Oy = (0, ¢;) és Qy = ({4, {3), valamint

~f w(z) inQy,
Uex (T) = { w(z) in D (24)

az analitikus megolddsok az elmozduldsokra tartomdnyonként. A testre az f(x) vonal
mentén megoszld terhelésen kiviil az F' axidlis eré miikodik az z = ¢ helyen. A testet a
baloldali végén megfogjuk, igy a peremfeltételeket a kovetkez6 moédon adhatjuk meg:

Uex(z =0) =u1(0) =0 :=0, (25)
Nex(z = £) = Ni(£) = A(O) E(£)ugy (0) = As(0) Ex(£)uy(€) = F (26)

ahol — () alapjan —

Ni(x) = Ay (z)Es(x)u)(x) in €y,

Nex(2) = { Ny(z) = Az(ﬂi)Eﬂx)U,;(x) in €y, e

az analitikus megoldasok az axiélis erére. Emellé tarsulnak még az

ui(l1) = ug(ly) (28)
N1<£1) :A1<£1)E1<€1)u/1(€1> = NQ(gl) :A2<€1)E2<£1)U,/2(€1> (29)



illesztési feltételek az anyaghatdron. A tartomdnyonkénti elmozduldsok ismere-
tében (3) és (9) alapjan az alakvaltozdsok, illetve a fajlagos nyidlasok axidlis irdnyban

az
| a(r) =ui(z) inQy,
ool ={ S0 20 e 30

képlet szerint szdmithatok, mig az axidlis er6k az egyes tartomdnyokon az

| Ni(z) = Aj(x)Es(z)ui(z) inQy,
Nex() = { No(z) = Ag(2) Es(z)uh(x) in Gh
Osszefiiggésekbol kaphatok meg.

Tekintsiik most a test jobboldali végét szabad peremnek, azaz legyen F =0, 6és
miikodtessiik a testen az f(z) = sin(8x) megoszld terhelést, tovabba vizsgdljuk a ko-
vetkez0 tartomdnyfelosztast: €, := (0,1) m és 2y := (1, 1,5) m, ahol ¢; = 1 m,
mig /5 = 0,5 m. Ebben az esetben a peremértékfeladat dltaldnos megoldasa (I0)—(TT))
alapjan az aldbbi médon irhat6 fel tartomanyonként:

w () = ap + a1 + uip(x) , (32)
us(x) = by + by & + ugy(z) , (33)

ahol

1 vt sin(8x)
- dndé = _Z 4
wple) =~ | [ rmanag = = -2 34
és
1 Tt sin(8x)  cos8 sin8  cos8

wle) = [ [ rdnag =T - e TR )

a vonatkoz6 partikularis megoldasok szakaszonként homogén anyagtulajdonsigu, £ =
1 Pa és E, = 10 Pa rugalmassagi moduluszd, prizmatikus A = A; = Ay = 1 m?
keresztmetszetd testre.

A (32)—(33) 4ltaldnos megoldasokban megjelend integracids konstansok a (25)—(26)
peremfeltételekbdl és a (28)—(29) illesztési feltételekbdl hatdrozhatok meg, mely 1énye-
gében négy egyenletet jelent a négy (ag, a1, by €s by) konstansokra nézve. Behelyette-
sitve a (32) dltaldnos megoldast a (34) partikuldris megolddssal egyiitt a (25) elmozdu-
lasi peremfeltételbe az a( integracids konstansra zérus adédik. Ezzel mar csak harom
egyenletet — a (26) peremfeltételt kombinalva a (28)—(29) illesztési feltételekkel — kell
megoldani a maradék harom (aq, by és by) integracids konstansra. Elhagyva a részlet-
szamitdsokat a szakaszonkénti elmozduldsokra az

_ sin(8z)  cos12

_ 36
wi(7) 64 8 (36)
. in(8z) 12 9sin8 9cosl2
SIN(dT COS Sin COS
uz(7) 610 80 YT 60 T80 (37)



elmozdulésfiiggvényeket kapjuk [6]]. Behelyettesitve az utobbi két fliggvény derivaltjat

a[30-(31) osszefiiggésekbe az

_cos(8z)  cosl2

8 g8
gy cos(8z) cosl2
eala) = () = — 00D | €O

megoldast kapjuk a tartomanyonkénti alakvaltozasra mig az

cos(8x cos 12
Ni(e) = A By () = <200 | o812,

cos(8x) L cos 12
8 8

Ng(l‘) = A2 E2 UIQ(.]Z) =

megoldashoz jutunk a szakaszonként axidlis erd vonatkozdsaban.

(38)

(39)

(40)

(41)



3. A virtualis munka elv

A kovetkez6 fejezetben levezetésre fog keriilni a virtudlis munka elv, mint elmozdu-
lasmezdre alapvaltozoként épitd elv, varidcids egyenlete, majd ez igazolva is lesz az
irdnymenti derivaltak éltal is (azaz feltételezve, hogy 1étezik potencidl).

A @)—() differencidlegyenlet-rendszer leggyakrabban hasznalt varidciés alakja, il-
letve gyenge alaki megfogalmazdsa a virtudlis munka elv. A virtudlis munka elv le-
vezetésének elsé 1épéseként megszorozzuk a (4) egyensilyi egyenletet egy v(x) teszt-
figgvénnyel, majd integrdljuk a kapott szorzatot a {2 térfogati tartomdnyon:

¢
/ (N'+ fludz =0. (42)
0

Ezt az egyenletet az egyensﬁlyi egyenlet gyenge alakjanak nevezziik. Most helyezziik
at a differencidloperétort a v(zx) tesztfiiggvényre a

/N’vdx— N o]t /NU dz = N(0) (6)—N(0)v(0)—/OZNv’dx 43)

parcidlis integralds alkalmazasdval, majd ezzel egyidejiileg épitsiik be a (8) Neumann-
féle peremfeltételt a egyenletbe feltételezve, hogy az = = 0 helyen a v(x) teszt-
fiiggvény homogén (elmozduldsi) peremfeltételt elégit ki, azaz v(0) = 0, igy az

¢ ¢
—/Nv’dx—l—/fvdx:(), (44)
0 0

variacids egyenletethez jutunk, melyet az egyensuilyi egyenlet relaxdlt alakjanak nevez-
zilk. Most helyettesitsiik be az (5) geometriai egyenlet axidlis erdre kifejezett alakjat
a (44) varidcios egyenletbe, ezzel a miivelettel a virtudlis munka elv nulldra rendezett
formdjat kapjuk:

ﬁ’v(f)—AE/ vdx—i—/fvd:c—o (45)
Igazolhato, — €s a tovdbbiakban be is fogjuk l4tni — hogy az utébbi varidcidés egyenlet a
1 ¢ ¢ R
N(u) = SAE / (W)’ dz — / fudz — Fu(l) (46)
0 0

potencidlis energia funkciondl u(z) helyen vett irdny menti derivaltjaval egyezik meg.
Képezziik most a II(u) funkciondl irdny menti derivaltjat az u(z) helyen és a v(x) irdny-
ba:

d
D,II = d—H(u + cv)

e=0

d

de{ AE/OE(“%“ dz — fU+€v)dx—F( (€)+sv(e>)] _

e=0

e ~
{AE/ (v +ev')v'de — f vde — F U(f):| =
0 0

e=0
¢ ¢
AE/ u’v'dx—/ fvde — Fo(f):=0. (47)
0 0



Vegyiik észre azt, hogy a fenti irdny menti derivalt megegyezik a (45]) varidcids egyen-
let baloldalanak ellentettjével. Képezziik most a (46)) funkciondl mésodik irdny menti
derivaltjt, azaz az utébbi egyenlet (elsd) irdny menti derivaltjat:

2

d
217 —
IDvH = d_gQH(u + €’U)

e=0

d

¢ ¢ ¢
/ Nt N T _ "2
d_s{AE/O (u' +ev') V' da /Ofvdx Fv(f)] AE/O () dx>0.

(48)

e=0

Az utébbi egyenlet — v'-ben — kvadratikus volta miatt mindig pozitiv vagy zérus. Egyen-
16ség csak akkor 4ll fenn, ha v = 0 vagy v" = 0, azaz ha merevtestszer(i mozgasrol
van sz6. Ladthaté, hogy a folytonosan differencidlhaté és a (7) Dirichlet peremfelté-
telt kielégitS u(x) elmozdulasmez6tdl fiiggd I1(u) potencidlis energia funkciondlnak az
egyensulyi egyenletet és a fesziiltségi peremfeltételt is kielégitd megoldasfiiggvénynél
minimuma van, hiszen (i) a II(u) funkciondlnak staciondrius helye van ott, ahol
fenndll, vagyis az elsé irdny menti derivalt zérus. (ii) Mivel a egyenlGtlenség fenn-
all vV u(x)-re ugy, hogy v(x) # 0 és kizarjuk a merevtestszerli mozgast is, a sz€lsoérték
minimum.

A variécids feladat tehat a kovetkez6: keressiik azt a folytonosan differencidlhat6 és
a (7) Dirichlet peremfeltételt kielégit6 u(z) probafiiggvényt (tridl fiiggvényt), melyre az

¢ ¢
FU(K)—AE/ u’v’dx+/ fode=0 (49)
0 0

variacids egyenlet fenndll V folytonosan differencidlhaté és homogén elmozdulési pe-
remfeltételt kielégits v(x) tesztfiiggvényre. Az utébbi megfogalmazds a virtualis munka
elv matematikai megfogalmazéasaval egyenértéki.



4. Vegyesmezos variacios elvek

Ebben a fejezetben el6szor bemutatdsra keriil a primdl varidciés elv matematikai mo-
delljéhez kapcsolddé varidcids egyenletek levezetése és azok igazoldsa az irdnymenti
derivaltak segitségével is. Ezutin bemutatdsra keriilnek hasonlé mddszereket alkal-
mazva a dudl varidciés elv matematikai modelljéhez kothetd varidcids egyenletek is,
és annak igazoldsa szintén az irdnymenti derivaltak segitségével is.

4.1. Primal variacios elv

A primdl elv variicids egyenleteinek levezetésekor ismét dthelyezziik a differencidlope-
ratort a v tesztfliggvényre, de nem épitjiik be a geometraiai egyenletet erds formédban
a formalizmusba. Els6ként tehiat megismételjik a [3] fejezet (@2)—(@4) 1épéseit, azaz
megszorozzuk az (1)) egyensilyi egyenletet egy v(z) tesztfiiggvénnyel, majd integraljuk
azt az () tartomanyon, ezt kovetden parcialis integraldssal athelyezziik a differencidl-
operétort a v tesztfiiggvényre, és beépitjiik a (§) Neumann-tipusi peremfeltételt, illetve
feltételezziik, hogy v(x) homogén (elmozdulasi) peremfeltételt elégit ki az = = 0 pere-
men, ezzel ismét az

¢ ¢
—/Nv’dx—l—/fvdx:() (50)
0 0

relaxalt alakhoz jutunk. Azonban most szorozzuk meg a (3)) geometriai egyenletet egy
madsik w(x) tesztfiiggvénnyel, majd a kapott szorzatot integraljuk az ) tartomdnyon, igy
a geometriai egyenlet

¢ ¢
N
i A—de—/o Wwdx =0 (51)

gyenge alakjahoz jutunk. Beldthatd, — és meg is fogjuk tenni ezt — hogy az ut6ébbi két
egyenlet, illetve azok

3 e ¢ * Nw ¢ B
Fo(l)— [ NJde+ | fode+ | —=de— [ vwde=0 (52)
0 0 o AE 0

osszege a

1
ITp (u, QAE/ N2da:—/ ’Ndx+Fu(€)+/O fudz (53)

kétvaltozés funkciondl elsd irdny menti derivaltjdnak zérus értékével egyezik meg. Ké-
pezziik el6szor a fenti I1p(u, N) funkcional u(x) irdnyba vett irdny menti derivaltjat a
v(x) helyen:

d
D Hp = d—HP(U+€1U N)
€1

4
d€1

e1=0

{ﬁ /Og N%dz — /Oé (u+e,v) Ndz+ F (u(l) 4+ e, v(0))

¢ ¢ ¢
+/ f(u—i—elv)dx] :—/ Nv'dx—i-/fvdx—l—ﬁ’v(f)::() (54)
0 £1=0 0 0
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melyet zérussal egyenlévé téve annak stacionaritdsét feltételezziik. Képezziik most
IIp(u, N) N(z) irdnyba vett iriny menti derivéltjat a w(z) helyen:

d
Dpr = JHP(U, N + €9 UJ)
2

eo=0

d 1 ¢ ) ¢ . ¢
R N o 12 N F _
de, {2AE/O (N +eyw)” de /0 u (N 4 eyw) dx + u(f)—l—/() fud:c]

eo=0
1 ¢ ¢
— N + eqw wdx—/ u'wdx} =
g [ (e [wa]

1 ¢ ¢
e N - ! =
AE/O wdx /0 v wdx:=0, (55

melyet ha zérussal tesziink egyenl6vé, a Ilp(u, V) funkciondl masik stacionaritési fel-
tételét kapjuk, az utobbi két stacionaritési feltétel pedig, rendre az (50) és (51)) varidcids
egyenletettel egyezik meg. Ezzel beldttuk, hogy az (50)—(51) varicios egyenletek valé-
ban a I1p(u, N) kétvaltozds funkciondl stacionaritési feltételeinek felelnek meg. Vegyiik
észre azt is, hogy az utobbi két egyenlet Gsszege éppen az (52) egyenlettel egyezik meg.

Vizsgéljuk meg most a IIp(u, N) kétvaltozés funkciondl masodik irdnymenti deri-
véltjait is abbdl a célbdl, hogy a stacionaritdsi pont (hely) tipust kiderithessiik! Allitsuk
el6 az (54)-(55) egyenletek tiszta és vegyes irdnymenti derivdltjait, melyek rendre az
alabbi médon hatdrozhaték meg:

d2
DLl = Sll(u+ew, N)l - =0, (56)
81 e1=0
d? d [ [f(N+ew)w ¢
Dinp:—Hp(u,N%—@w) :—{/ —dx—/ u’wdx}
de? oo de2 o AE 0 £2=0
1 ¢
=15 w*dr >0 (57)
0
és
D,I1
D?)wHP: d( . P) =
d€2 £9=0
d ¢ ¢ B ¢
— —/(N+£2w)v’dx+/fvdx+Fv(€) :—/wv’dx, (58)
d€2 0 0 g2=0 0
D,I1
D’IQUUHP: d( = P) -
d€1 £1=0

411 / ¢ ¢
—{—/ Nwdx—/ (u'+elv’)wdx] :—/ vVwdr =D, Ip. (59)
dgl E 0 0 £1=0 0
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Természetesesen az utobbi két egyenlet ugyanazt az eredményt szolgéltatja, mivel a ve-
gyes (masodik) irdny menti derivéltaknak meg kell egyezniiik. Az utébbi négy egyen-
let koziil csak kettd elgjelét ismerjiik egyértelmiien, mig ketts el6jele kérdéses, azaz a
vegyes (mdsodik) irdnymenti derivalt el6jelérél nem tudunk nyilatkozni egyértelmiien,
az lehet pozitiv, negativ és z€rus is, azaz lehet a feltételezett stacionaritdsi hely lehet
minimum-, maximum- vagy nyeregpont is.

A primdl kétmez3s variacios elv tehdt a kovetkezs: keressiik azt az N(x) proba-
fliggvényt és azt a folytonosan differencidlhaté és a (/) Dirichlet peremfeltételt kielégit6

u(z) probafiiggvényt, melyre az

¢ ¢
Fv(ﬁ)—/o Nv’dx—i—/o fodx =0, (60)
EN Y4
i A—gdx—/o wwdr =0 (61)

varidcios egyenletek fenndllnak V w(x) tesztfiiggvényre, valamint V folytonosan diffe-
rencidlhaté és homogén elmozduldsi peremfeltételt kielégits v(x) tesztfiiggvényre. To-
vabbad igazoltuk, hogy a Ilp(u, N) kétvéltozds funkciondl stacionaritasi feltételei meg-
egyeznek a fenti két variacids egyenlettel.

4.2. Dual variacios elv

A dudl elv varidcios egyenleteinek szarmaztatdsakor — ellentétben a primél elvvel —
a (3) geometriai egyenletet relaxéljuk, mig az egyensulyi egyenletnek a v(z) tesztfiigg-
vénnyel silyozott gyenge alakjat hasznaljuk fel kés6bb a numerikus modell felépi-
téséhez. Tehat ennek a folyamatnak az elsd 1épéseként most a (3) geometriai egyenletet
szorozzuk be egy w(x) tesztfiiggvénnyel, majd a kapott szorzatot integréaljuk az €2 tar-
tomdnyon, ennek eredményeként épp az (51)) gyenge alakot kapjuk:

ZN 0
i A—;dx—/o Wwdzr =0. (62)

Azonban itt még nem allunk meg, hanem parciélis integraldssal folytatjuk athelyezve
ezdltal a differencidloperatort a w(x) tesztfiiggvényre, majd beépitve a Dirichlet-
tipusd peremfeltételt az elmozdulasra és feltételezve, hogy w az = = ¢ helyen homogén
(Neumann) peremfeltételnek tesz eleget, azaz w(f) = 0, igy az

¢ ¢ ¢
/ u wdx = [uv; —/ ww' dz = —aw(0) —/ uw' dz (63)
0 0 0

egyenlethez jutunk, melyet behelyettesitve a (62) varidcids egyenletbe, a geometriai
egyenlet
¢ ¢
N
i A—;de—i—&w(O)—i—/o ww'dr =0 (64)
relaxdlt alakjat kapjuk. Emellé az egyensilyi egyenlet v(x) tesztfiiggvénnyel silyozott
(2)) gyenge alakjat fogjuk hasznélni, mellyel elGélltak a dudl elv varidciés egyenletei,
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illetve el6dllt a dudl varidcids elv integrdlegyenlet-rendszere. Igazolhat6, hogy a (62) és
a (64) variacios egyenlet, illetve azok

¢ N ¢ ¢ ¢
—dx+ﬁw(0)+/ uw’dx+/ N’vdx+/ fvdz =0 (65)
o AE 0 0 0

osszege a

1 Y4 l l
I (u, N) :m/o Nde+/0 uN’dx+aN(0)+/0 Ffudz (66)

kétvaltozos funkciondl irdny menti derivéltjainak zérus értékével egyenértékdi. Ennek
igazoldsdhoz képezziik a IIp(u, V) funkciondl els§ irdny menti derivéltjait:
d

DvHD = gHD(U + &1v, N)
1

81:0

a[ 1 [ ‘ : . ‘
d_el[m/o N2d:c—|—/0 (u+ev) N dx—i—uN(O)—i—/O f(u+ev) dﬂ?}

e1=0

¢ ¢
:/ N’vdx—I—/ fodxr:=0 (67)
0 0

z

(SN

d
DwHD = JHD(U’ N + €2w)
2

e0=0

a1 rf 2 ‘ :
— | == N N
& [ZAE/O (N + ey w) dx+/0 u (N +ew) do

+71(N(0)+62w(0))+/0£fudx} =

eo=0

1/£ /E , ’ :|
— N 4+ eow)wdz + vw dr +ww(0 =
[ rawuedns | )

e2=0
1 ¢ :
E/o Nwd:z:+/0uw'dx+€cw(0) =0. (68)

A TIp(u, N) kétvaltozés funkciondl staciondrius, ha a fenti két irany menti derivalt zé-
rus, ezek a IIp(u, V) funkciondl stacionaritdsi feltételei. Lathatd, hogy az utébbi két
egyenlet, megyegyezik a (62)) és a (64) varidciés egyenlettel. Vizsgéljuk meg most azt,
hogy a stacionaritasi feltételeket kielégité megoldasnal milyen tipusu a sz€lsdértékhely.
Ehhez éllitsuk el6 a IIp(u, V) funkciondl tiszta és vegyes masodik irdny menti derivalt-
jait rendre az aldbbiak szerint:

d2
DngD - _ZHD(U + €17, N) =0 ) (69)
dey 120
d2
DinD = —2HD(U,N+52 ’U)) =
des -
d /Z(N+€2w)wd +/£ q iy (O) . 1 /Z 2d > () (70)
i |, 15 x Ouwx aw EZZO—AEow x>
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D,I1
DngD: d( : D) =
dEQ £9=0
d ¢ ¢ ¢
— [/ (N+€2w)'vdx+/ fvdx} :/ wovdr, (71)
des /o 0 £9=0 0
D, 11
D?M)HD: d( = D)
d€2 €1=0

d 1 l l
:d_&[ﬁ/o Nwdx+/0 (u+e1v) w’da:+12w(0)]

l
:/ vw' dx = 'DngD. (72)
0

81:0

A (69)—(70) tiszta masodik irdny menti derivéltak elGjele konnyen eldonthetd, mig
a (TI)—(72) vegyes masodik irdny menti derivéltak — melyek megyegyeznek — elGjelei
nem hatdrozhaték meg egyértelmtien. Ennek kovetkeztében a stacionaritsi hely (pont)
tipusa nem donthet$ el egyértelmien, ez lehet minimum-, maximum vagy nyeregpont
is.

A dudl kétmezGs varidcios elv tehdt a kovetkezd: keressilk azt az u(z) probafiigg-
vényt és azt a folytonosan differencidlhat6 és a (§) Neumann peremfeltételt kielégitd
N (x) probafiiggvényt, melyre a

/N/vdx—l—/fvdx—o (73)

/Nwdx+/uwdx+uw(0) 0 (74)
0

varidcids egyenletek fenndllnak V v(x) tesztfiiggvényre, valamint V folytonosan diffe-
rencidlhaté és homogén Neumann peremfeltételt kielégit w(x) tesztfiiggvényre. To-
vabbd igazoltuk azt is, hogy a IIp(u, V) kétvdltozos funkciondl stacionaritasi feltételei
megegyeznek a fenti két varidcids egyenlettel.
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5. hp-verzios végeselemmodszerek

Ebben a fejezetben els6ként a virtudlis munka elvre, azaz az elmozduldsmezdre, mint
alapvaltozodra épiilé hp-verzids végeselemmoddszert, majd a kétmeds primdl- és dudl
varidciés elvekre épiild hp-verzids végeselemmodszert fogjuk bemutatni. Az itt be-
mutatdsra keriilé mumerikus médszerek a 3] és afd] fejezetekben levezetett elméleti
modellekre, mint matematikai modellekre alapoznak.

5.1. Geometriai leképezés és h-verzios stirités

A hp-verzids végeselemddszerek levezetéséhez els6ként az () szamitési tartomany fel-
osztdsdra van sziikségiink. Tekintsiik tehat az ¢ hosszisagu € fizikai tartomany véges-
elemes diszkretizaciéjat, osszuk fel azt n darab ugyanolyan hosszisagu fizikai elemre

(egyenkozii felosztds). Ezzel el6dll az ) fizikai tartomdny végeselemes hdldja, mely a
kovetkezOképpen definidlhato:

M1 =0< ... <Te<Tey1 <...<Tpy1 =1, (e=1,...,n). (75)
Ezutan minden egyes fizikai elemet, igy példaul az e-edik
= {r|re < 2° < xeir} (76)

fizikai elemet is az
QmeS::{£|_1<£<1} (77)

mester elemre képezziik le, — abbdl a célbdl, hogy a késébb sorra keriild numerikus
integralasokat az €),,,.; mester elemen végezhessiik el — alkalmazva az

2= Ny(€)z, + No(€)ess (78)

linedris leképezd fliggvényt, ahol x. és x.,; az e-edik fizikai elem csomdpontjainak x
koordinatait jeloli, mig

1

(1-8) & Ny(§) = (1+¢) (79)

Ni(§) = 5

DO | —

a kiilso alakfiiggvényeket definidlja, 14sd a részletekért a [[1, 5] konyveket. Természete-
sen az {) szamitasi tartomany ()}, végeselemes haléjanak minden fizikai elemére fennall,
hogy €5, C Q. Az e-dik g, fizikai elem méretét, illetve hosszdt annak csoméponti
koordinatéival adhatjuk meg:

° = Tet1 — Te (30)

mely egyenkozii felosztas esetén dllando.

A variacids egyenletekben megjelend integralok €2,,.s mester elemen torténd ele-
menkénti elvégzéséhez sziikségiink lesz az e-edik dz® {velem és a d¢ ivelem kozott
fennall6 kapcsolatra, transzformaciéra, mely 1ényegében a leképezé fiiggvény

B da®
T

dz d¢ = Jed¢ = gd{f (81)
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teljes differencidlja, ahol

ge
2
a transzformécié Jacobi-féle determindnsa, egyiitthatdja az e-edik elemen. Emellett
sziikségiink lesz az x térkoordindta és az (s mester elemen bevezetett £ koordinata
szerinti derivédldsok kozotti kapcsolatra, mely — kihasznalva a (81)) osszefliggést — az
alabbiak szerint alakul természetesen mind az elmozdulds mind az axidlis er6 derivalt-
jaira nézve is:

J¢ (82)

oy du o dutfg(x)]dE 2 dus(§)
V=TT T ae A

(83)

AN _dNCfe(@)] g _ 2 AN¥(e)

N =4 A€ dr  fe dE

(84)

5.2. p-tipusd approximacio

Maisodik 1épésként definidljunk az (2. mester elemen beliil egy p-tipusd hierarchikus
approximadcids polinomot, melyet a tovabbiakban a kovetkez6képpen jeloliink: SP(Qes),
ahol p az alkalmazott polinom fokszdmadra utal. Vezessiik be mostaz N; (1 = 1,2,...,p+
1) jelolést az SP(nes) polinomot alkotd alakfiiggvényekre. Az S'(Q,e) polinom
esetén, azaz a legalacsonyabb fokszdmu approximacié esetén, vagyis ha p = 1, csak
a kiilsé alakfiiggvényeket érdemes megtartani, azonban az SP((y,es) esetén, azaz
ha p > 2, tovdbbi magasabb fokszadmu tigynevezett belsé alakfiiggvényeket kell beve-
zetniink, melyeket az angol szakirodalomban ,,bubble modes” néven illetnek. Ezeket a
belsd alakfiiggvényeket a kovetkezdképpen definidljuk:

Lifl(é) - szS(f)
22 —3)

Ni(§) = (85)

melyek 1ényegében az tigynevezett integralt Legendre-tipusu polinomok, ahol L;(¢) az

Legendre-polinomokat jeloli (z = 3,4, ...,p+ 1) [2,13,5].
Ezeknek az N; alakfiiggvényeknek a tovabbi elonyos tulajdonsdgai vannak [2, 3, S]]

(i) ez a fuiggvényrendszer ortogondlis a £ € [—1, 1] intervallumon (i > 3), illetve

(i) az 8P (Ques) alakfiiggvényei az SP(Qyes) alakfiiggvényeinek egy részhalmazat
képezik, tehat az SP({),,es) polinom elemei hierarchikusak, azaz rekurzids formu-
laval eldallithatok, valamint

(ii1) ezek a bels6 alakfiiggvények eltlinnek az (2, mester elem végpontjaiban, azaz
N;(=1) = Ny(1) =0,hai > 3.

Ezeket a jellegzetes tulajdonsagokat fogjuk kihasznélni az elemek 0sszerakasi, illesztési
folyamata soran.

A tovédbbiakban a virtudlis munka elv (#9)) variaciés egyenletét, valamint a kétmezss
primél elv (60)—(61]) varidciés egyenleteit és a dudl elv (73)—(74) varidciés egyenleteit
fogjuk diszkretizalni. Az utébb emlitett varidciés egyenletekben megjelend valtozokat,
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azaz az u(x) és N(x) prébafiiggvényt, mint tridl fiiggvényt, valamint a v(z) és w(x)
sulyfiiggvényt, mint tesztfiiggvényt a kovetkezd moédon kozelitjiik az e-edik elemen:

putl pN+1

() = D aN(E),  NUE = D sN(E), (86)
pzu_—&-ll p:jll

V(€)= D uENIE),  wf() = D wi Ni(§), (87)
i=1 =1

ahol ¢f, s7 és v, w{ ismeretlen egyiitthatok. Azért, hogy matrixos alakban fel tudjuk
irni a varidcids egyenleteket a Voigt-féle métrixalgebrai jelolést fogjuk haszndlni. Irjuk
at most az utébbi approximécidkat az

u=LTq, s£=NTs é v*=LTv, w =N w (88)
matrixos formara, ahol

(qe)T — [ql qpu+1} c R(Pu-&-l)xl’ (Se)T — [51 SpN+1] c R(n+1)x1

(ve)T = [vl Upu+1:| e RPet)x1 (we)T = [wl pr+1} € RPwt)x1
az e-dik elem tridl- és tesztfiiggvényeinek ismeretlen eggyiithatoit tartalmazza, valamint
LN=[Ny ... Ny, NT=[N1 ... Ny

az approximécios matrixok, melyek az 8P (Qye5) €s SPVTH(Qy05) polinomok bézis-
fliggvényeit tartalmazzak.

5.3. Virtualis munka elvre épiilo végeseelemmodszer

Ebben az alfejezetben a virtudlis munka elv egymez8s (49) varidcids egyenletét fogjuk
felirni diszkretizalt formdban. Behelyettesitve az elsé és a harmadik matrixos alakot
a (88) kozelitésekbdl a (#9) gyenge alakba és tekintettel a (8I)—(83) transzformacids

Osszefiiggésekre a
n

> | (- ka4 9] =0 (89)

linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk, melyben

A€ Fe +1
K =S5 / £'LTdg e ReetDxpotD) (90)
-1
és
v +1
=5 [ ereaeroa o
-1
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az e-edik elem merevségi matrixa €s terhelési vektora (oszlopmatrixa), utobbi Neumann
peremfeltétel esetén példaul a jobboldali peremen, vagyis az n-edik elemen az

e +1
fr=FL(+1) + %/ Lf(€)d¢ e R+ (92)

-1

alakot oOlti. Biztositva az elemhatdron az u prébafiiggvény €s v tesztfiiggvény folyto-
nossagat, az illesztést kovetéen a

Kaq=f (93)

linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk, ahol f a globalis terhelési vektor, mig K a
globadlis pozitiv definit merevségi matrix. A fenti egyenletrendszer megolddsa utdn az
axidlis elmozdulés kozelitésére kapunk kozvetleniil eredményeket. Az alakvéltozast és
az axidlis erdt csak ezek utdn a ,,postprocessing” részben tudjuk kiszdmitani elemenként
az alabbi médon: 5 0 Ae e

£ = Ec’qu és N¢= TE’qu : (94)
Kihaszndlva ismét a (81)—(83)) osszefiiggéseket és behelyettesitve a megfelels ko-
zelitéseket a[46|potencidlis energia funkciondlba annak diszkretizalt alakja az illesztések

utdn a 1
(q)=54"Kq—q'f (95)

formaban irhatd, mely g ismeretében, illetve annak visszehelyettesitésével konnyedén
szamithatd.

5.4. Primal elvre épiilo kétmezos végeselemmodszer

Ebben az alfejezetben a primdl varidcids elv kétmezds (60)—(61) varidcids egyenleteit
fogjuk felirni diszkretizélt alakban. EbbdI a célbdl behelyettesitve a kozelitéseket
a (60)—(61) gyenge alakba és tekintettel ismét a (8I)—(83) transzformacids Osszefliggé-
sekre is a

n

> @) (- @+ 9] =0, 96)
e=1
()" (s = (@) q°)| =0 97)
e=1
linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk, melyben
i i NT (Puwt+1)X (ps+1)
‘= d¢ € RPwT)x(ps 98
H 2A8E€_1N £ € , (98)
+1
Qo = / L'NT dg € Riper)x(petD) (99)
-1
és
re +1
o= 5/ Lf(€)d¢ € R (100)
-1

18



az e-edik elem hajlékonysagi matrixa, kapcsolé marixa €s terhelési vektora (oszlop-
matrixa), utobbi Neumann peremfeltétel esetén a jobboldali peremen, vagyis az n-edik
elemen az
5 0e +1
f":FEH{Hng/ Lf(&)d¢E € RPHDx (101)
-1
formdban irhatd. Ismét biztositva az elemhatdron az u prébafiiggvény és v tesztfiigg-
vény folytonossagét, az illesztést kovetden a

—Qs+f=0, (102)
Hs—QTq=0 (103)

indefinit linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk, ahol f ismét a globalis terhelési
vektort, mig H a globalis hajlékonysagi matrixot és Q a globdlis kapcsolé matrixot
jeloli. A fenti egyenletrendszert megoldhatjuk direktben is (kozvetleniil), de az un.
Schur ,,complement” technikdval is. Eszerint az utébbi egyenletbdl kifejezziik az s
vektort a kovetkez6képpen:

s=H'0"q. (104)

s

Ezt kovetden a kapott szorzatot behelyettesitjiik a felette 1év6be, ezzel visszavezetjiik az
indefinit linedris algebrai egyenletrendszert a g vektor megoldéséara az alabbi médon:

QH 'Q"q=Kq=Ff, (105)

ahol a

K=QH'Qo" (106)

egyiitthaté matrix a rendszer redukélt merevségi matrixa. Ennek el64allitdsahoz azonban
‘H invertdldsara van sziikség, azaz ‘H invertdlhat6 kell, hogy legyen.

A fenti egyenletrendszer megolddsa utdn mind az axidlis elmozdulds mind az axiélis
erd kozelitésére egyidejlileg (kozvetleniil) kapunk eredményeket, igy nincs sziikség az
axidlis erd utélagos kiszdmitdsdra, viszont az egyenletrendszer numerikus megolddsa
szamitasigényesebb feladat, mint a virtudlis munka elv alkalmazdsa esetén.

Kihasznalva ismét a (81)—(83) osszefiiggéseket és behelyettesitve a (88) kozelitése-
ket a primél kétmezds elv (53) funkcionéljaba annak diszkretizalt alakja az illesztések
utan a

1
Ilp(q, s) :§STHs—qTQs+qtf (107)
formdban irhatd, ami g és s ismeretében, illetve annak visszehelyettesitésével konnye-
dén kiszdmithato.
5.5. Dual elvre épiilo kétmezos végeselemmaodszer

Ebben az alfejezetben a dudl varidciés elv kétmezds (73)—(74) varidcids egyenleteit
fogjuk felirni diszkretizalt alakban. Ebbdl a célbdl behelyettesitve a (88) kozelitése-
ket a (73)—(74) gyenge alakba és megint szem el6tt tartva a (8I)—(83) transzformacids
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Osszefiiggéseket is a

n

S [@) (@5 + )] =0, (108)

[(w)" (s + (2 g +g°)] =0 (109)
e=1
linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk, melyben
ge
e Rpw+1)X(ps+1) 11
H = o NWT%G (110)
B +1
Qe — EN/T dé c ]R pv+1 ps+1) (111)
-1
és
ge
) f@ﬁMeR@“Vl (112)

—1
az e-edik elem hajlékonysdgi matrixa, kapcsolé marixa €s terhelési vektora (oszlop-
matrixa). Most a Dirichlet-tipusu elmozdulési peremfeltétel van beépitve példaként az
x = 0 helyen, azaz az els6 elemen, az ezzel kapcsolatos tag az aldbbi médon alakul:

g =g =uaN(-1). (113)

Viszont dudl varidcids elv esetén az elemhatarokon az N probafiiggvény €s w tesztfiigg-
vény folytonossagdt kell biztositani, az illesztést kovetden a

Qs+ f=0, (114)
Hs—Qlq+g=0 (115)

indefinit linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk, ahol f megint a globdlis terhelési
vektort, mig g a kinematikai terhelés globalis vektorat, H a globdlis hajlékonysagi mat-
rixot és Q a globalis kapcsolé matrixot jeldli. A fenti egyenletrendszert megoldhatjuk
ismét direktben (kozvetleniil), de az tn. Schur ,,complement” technikaval is. Eszerint
kifejezve az s vektort az utobbi egyenletbdl az

s=H"'90"q (116)

Osszefiiggést kapjuk, majd ezt beirva a felette 1évdbe, ismét visszavezetjiik az indefinit
linedris algebrai egyenletrendszert a g vektor megolddsdra az aldbbi médon:

QH'Q"g=Kq=F, (17)

ahol a . o
K=Q#H'Q" (118)
egylitthat6 matrix a rendszer redukélt merevségi matrixa. Ennek elGéllitisahoz azonban

a H globalis hajlékonysdgi matrix invertdldsara van sziikség, azaz H invertalhaté kell,
hogy legyen.
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A fenti egyenletrendszer megolddsa utdn mind az axidlis elmozdulds mind az axidlis
erd kozelitésére egyidejlileg (kozvetleniil) kapunk eredményeket, igy nincs sziikség az
axidlis erd utélagos kiszdmitdsdra, viszont az egyenletrendszer numerikus megolddsa
szamitasi szempontbdl koltségigényesebb feladat, mint a virtudlis munka elv alkalma-
zasa esetén.

Kihaszndlva ismét a (8I)—(83) osszefiiggéseket és behelyettesitve a kozelité-
seket a dudl kétmezGs elv (66) funkciondljaba annak diszkretizdlt alakja az illesztések
utdn a

1 -
HD(q,s):§sT’H8—|—qTQs—i—qtf—i—stg (119)

formaban irhatd, ami g és s ismeretében, illetve annak visszehelyettesitésével konnye-
dén kiszamithato.
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6. Numerikus példak

Ebben a fejezetben a kifejlesztett végeselemes megold6 programot fogjuk tesztelni arra
a hdrom tesztfeladatra, melyek a kordbbi fejezetekben mar bemutatasra kertiltek. To-
vabba bemutatésra keriil a kivalasztott programozasi kornyezet is. A virtudlis munka
elvre, a primdl- és a dudl kétmez8s varidcids elvre épiild hp-verzids végeselemmodszer
polinom approximacios tereit az[l] tabldzat tartalmazza, illetve foglalja 6ssze, ahol p az
aktudlis polinom-approximacié maximalis polinom fokszamat jelenti.

Fokszam
Variécios elv Pus Pv | Ps» Puw
Virtualis munka elv P P
Primal kétmezds elv p+1 D
Duaél kétmezds elv P p+1

1. tdblazat. Alkalmazott approximdcios terek.

A relativ hibakat az

|HFE _ Hex| |HPFE _ HePX| . |HDFE _ H%(|
- ! SN i —— ) = ——= (120
oI Ty e ey e O

energianormdban és az egyes valtozok, azaz az elmozdulds és az axidlis erd

max |NFE — Nex|
é = 121
ooy max | Nex| (121

max |Upg — Uex|

ey =
Max |Uey|

maximdlis normdjaban fogjuk mérni.

6.1. Programkornyezet

A feladat megoldasdhoz a MATLAB programot hasznaltuk, mely a kordbbi tanulmanyok
sordn elsajtitott tudds miatt keriilt kivalasztdsra.

A MATLAB mint programkornyezet jelentdsen egyszeriibb és gyorsabb felhaszna-
last tesz lehetové mint a C' programozasi nyelv, amellyel csokkenthetd a program meg-
irdsara forditott id6. Tovabb konnyiti a helyzetet a programba beépitett matematikai
fliggvények, mint példaul numerikusan integralé algoritmusok, melyeket mi is haszna-
lunk a feladatok megolddsdhoz. A MATLAB hétranya a C'-vel szemben az, hogy nem
tud megfelelden memoriat kezelni, valamint a tdbbmagos futtatds is korldtozottan érhetd
el benne, igy lassabb.

Azonban a mi esetiinkben nem igényel nagy futdsi id6t a feladat, és sokkal tobb
nyerhetd a beépitett algoritmusok hasznalataval, igy a MATLAB-ra esik a vdlasztas.

6.2. A sima tesztfeladat

Els6 korben a sima benchmarkfeladatra fogjuk tesztelni a végeselemmoddszereket, ahol
a peremfeltételek a mar kordbban ismertetett (12)—(I3) egyenletekbdl kaphatéak meg.
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Az adatok felvétele a]2.1] fejezetben meghatdrozottak alapjan tortént, eszerint Dirichlet-
tipusu peremfeltétel lett eldirva az x = 0 helyen, mig Neumann-tipusii peremfeltétel
az x = ( helyen. Szdmszerisitve & = 0, F = 0 N és A(()E({) = AE = 1N
(konstans). Tovabba a (I9) egyenletbdl meghatarozott észrevétel alapjan a testen 1évo
f(x) = a(a — 1)z°~2 megoszl6 terhelésben szerepld o értéktdl fiigg a megoldas foly-
tonossaga €s ezaltal maga a feladat is. Esetiinkben v = 20 értéket vélasztunk, mellyel

folytonos lesz a feladat megoldasa.

6.2.1. Konvergencia vizsgalatok

A konvergencia vizsgalatok sordn megvizsgéljuk az el6z6ekben targyalt tesztfeladatot a
kifejlesztett programmal.

El6szor a p-verzids approximacio teljesit6képességét nézziik, igy, hogy minden
esetben vesziink egy egyenletes felosztasi n = 4 elemi hal6t és rogzitjiik azt az () tar-
toméanyon. Kozben a p polinom fokszamot noveljiik 1-tdl egyesével 9-ig.

A h-verziés konvergencia vizsgalatok sordn az {2 tartomdnyt minden 1épésben egy-
ségesen siritjiikk 4-t6l indulva 9 1épést megtéve 36-ig. Az Osszes halostiritési 1épésben
rogzitjiik a polinom fokszamot p = 1-nél a végeselemes hal6 6sszes elemén.

A vizsgélat sordn minden 1épésben kiszdmitdsra keriil a rendszer szabadsagi fokai-
nak szama (DOF) is.

Energianorméaban mért relativ hiba

10°¢

ex (%]
)

| |- p-virtudlis

E|—%— h-virtudlis

£ |—=—p-primél

[|—0— h-primal

E p-dudl
h-dudl

10t 102
DOF

1. dbra. Energianormaban mért konvergencidk dsszehasonlitisa a sima tesztfeladatndl
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Elmozdulés

10° E

1072 ¢

eu[%)

104

F|—e—p-virtuslis
[|—— h-virtudlis
1078 | p-primdl
f|—&— h-primal
L|—£—p-dudl
h-dudl

B

f | | f f f L f !
10t 102
DOF

2. dbra. Elmozdulds maximum normdban mért konvergencidonak dsszehasonlitdsa

Axialis erd

10% ¢

en[%]
S

10 E|—o—p-virtudlis
F|—— h-virtudlis
| |—=—p-prim&l
—&— h-primal
-4 p-dudl
1085+ h-dudl

10t 102
DOF

3. dbra. Axidlis er6 maximum normdban mért konvergencidinak dsszehasonlitisa
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Az , €s (3| dbrdn rendre az energianormdban mért, valamint az elmozdulés és az
erd maximum normdjaban mért relativ hiba konvergecidit dbrazoltuk a szabadsagi fokok
szdmdanak fliggvényében logaritmikus skdldn. A hibédk kiszdmitdsdhoz a mar korabban
definidlt (T20) és (I21) osszeftiggésekat hasznaltuk.

A relativ hibdkra kapott konvergencia gorbék karakterisztikdja mind a harom vizs-
galat sordn megegyezik, és minden esetben azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy mind
a h-, mind a p-tipusd approximacié sordn magas és monoton konvergencia sebességek
adédnak. Tovabba az éllapithaté meg, hogy a p-konvergencia minden esetben exponen-
cidlis jelleggel gyorsul, mig a h-konvergencia inkédbb linedris. Tehat, ahogy azt vértuk,
a polinomfokszam novelésével jelentdsen nd a konvergencia sebessége. Ebbol kovet-
kezik, hogy ha a kivant pontossagot szeretnénk elérni, akkor a p-verziét haszndlva je-
lentdsen kevesebb elemszammal, azaz nagyobb elemmérettel érhetjiik azt el ugy, hogy
ezzel a futdsi id6 sem nd.

Tekintsiik csak a h - konvergencia gorbéket. Megdllapithatd, hogy a virtudlis mun-
ka elv gorbéi rendelkeznek a legkisebb meredekséggel mind a hdrom vizsgélatndl, azaz
ennek a leglassabb a konvergencia sebessége. A hiba az elmozduldsnal hamar eléri az
1%-os hibahatart, viszont az er6nél méar nem érhetd el n = 36 elemmel sem ez a pon-
tossdg. Osszehasonlitva a vegyesmezds varidcids elvekkel, mind a primal-, mind a dual
variacids elvnél jelentds gyorsulds érhetd el, mely kovetkeztében nd a pontossag is. Az
axidlis er6nél megfigyelhetd, hogy a dudl elv konvergencia gorbéje kisebb hibarol in-
dul és merdekebb is, mint a primdl elvnél. Ugyanez lathaté megforditva az elmozdulas
maximum normdjaban mért relativ hibdndl, azaz a primél elv kisebb hibardl indul és
a konvergencia gorbéje meredekebb esést produkal, mint a dudl elvnél. Ezzel szemlé-
letesen is kimutathat6 a két variicios elv kozotti kiilonbség az approximacios tereiben,
amely az|l| tabldzatban is 6sszefoglaldsra keriilt mér a kordbbiakban. Osszességében
ha az energianormédban mért relativ hibat vizsgaljuk, akkor nagy kiilonbség nem fedez-
het6 fel a két elv kozott, minddssze annyit lathatunk, hogy a primdl alacsonyabb hiba
szdzalékrdl indul, a dudl pedig nagyobb konvergencia sebességet produkal.

Most vizsgéljuk csak a p-konvergencia gorbéket. Itt mar nem minden esetben mond-
hat6 el, hogy a virtudlis munka elven alapulé mddszerrel érjiik el a legrosszabb pontos-
sagot. Gyakorlatilag par 1épésen beliil mér az 1 %-os hibahatar alatt vagyunk és olyan
alacsony értékre csokken a hiba a kilenc 1€pés alatt, hogy mar érzékelhetd kiilonbség
nincs is koztiik. Ennél a verziondl is lathatd a vegyesmezds varidcios elvek sajatossdgai
az elmozduldsndl és az axidlis erdnél, valamint a konvergencia gorbék meredekségén is
megfigyelhetd ugyanaz, mint a h-verziénil. Osszegzésképpen megillapithatd, hogy a
p-verzional is nagyobb pontossag érhetd el a primdl-, €s dudl elvet hasznalva.

6.2.2. Szimulacios eredmények

A kovetkezSkben dbrdzolni fogjuk a tesztfeladat elmozduldsra és axidlis er6re adott vé-
geselemes megolddésait, haszndlva a virtudlis munka elvet, a primdl kétmezds variacids
elvet és a dudl kétmez0s varidcios elvet. A numerikusan szdmolt értékeket 6sszehason-
litjuk a (I8)) és (I9) analitikus megolddsokkal, ahové behelyettesitjiik az o = 20 értéket.
A szimul4cidkat minden esetben ugyanolyan méretdi haléra végeztiik el, amely jelen
esetben n =4 elemet tartalmaz, innen inditottuk a konvergencia vizsgélatokat is. Mellet-
te a polinom fokszamot mindig a bedllithat6 legnagyobb értékre valasztottuk (virtualis
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munka elvnél p = 10 és a vegyesmez38s varidcios elveknél p = 9).

Elmozdulés
0 T T

-~ VEM

o B3 —— Analitikus|]

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
z [m]

4. dbra. Megoldas az elmozduldsra virtudlis munka elvet alkalmazva — sima tesztfeladat
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Axijlis ero

0 \ \
-~ VEM
—— Analitikus
5h i
z.
—-10+ 7
2
151+ n
_20 > boroc o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

5. dbra. Megoldas az axidlis er6re virtudlis munka elvet alkalmazva — sima tesztfeladat

Elmozduléas
O T T

——VEM
2F —— Analitikus|]

4t i |

8t ‘ ‘ a
s -10 - B

-12 1 : N

16 .

-18 - ‘ g

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
z [m]

6. abra. Megoldds az elmozduldsra primdl varidcids elvet alklamazva — sima tesztfeladat
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Axialis erd
T

- VEM
-2 L |—<—Analitikus

N [N|

-20 Aoz o oo i i ksasas |

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
 [m]

7. dbra. Megoldas az axidlis erére primdl variacids elvet alkalmazva — sima tesztfeladat

Elmozduléas
O T T

——VEM
2F —— Analitikus|]

4t i |

6 |

8+ ‘ ‘ o

41 .
-16 .

-18 - ‘ g

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
z [m]

8. abra. Megoldas az elmozdulésra dual varidcios elvet alkalmazva — sima tesztfeladat
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Axialis erd
T

- VEM
-2 L |—<—Analitikus

N [N|

12+ =

-16 - FA

-18 - g 4

_20 L SIS s o o - iR 2UREX 1

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
 [m]

9. dbra. Megoldas az axidlis erdre dudl varidcids elvet alkalmazva — sima tesztfeladat

AM], 6l és[8 dbran az u elmozdulasra, mig az[3],[7} és[9] dbran az N axidlis erlre
kapott szimulaciés eredmények lathatok az = tengely mentén. Ahogy az mar kordbban
kifejtésre keriilt, az eredmények SI mértékegységben vannak k6zolve. Az elmozduldst
nézve ez az érték eléri a 18 métert is, amely irredlisan nagy értéknek tlinhet egy mind-
0ssze 1 méter hosszu radon 1 méteres atmérdvel, de ezek a tesztfeladatok nem valds
mechanikai problémdkat reprezentdlnak, hanem numerikus tesztelésre kifejlesztett ma-
tekmatikai megoldasokat. Az axidlis er6nél ilyesfajta kiugras nem fedezhetd fel, attdl
fliggetleniil, hogy ez esetiinkben nem relevans informécio.

Ha szeretnénk Osszehasonlitani a kiilonb6zd varidcids elveket a szimuldcids ered-
mények szerint, akkor az fedezhetd fel, hogy ilyen magas polinom fokszdm esetén ritka
haléval is szemmel lathat6 eltérés nincsen. Erre lehetett kovetkeztetni mar a konvergen-
cia vizsgalatok eredményébdl is, hiszen elmozduldsra egész magas p mellett mindegyik
elv elérte a 107 hibaértéket szdzalékban mérve is, mig az axiélis erénél ez az érték
10~% érték volt. Ebbdl kivetkezik az, hogy p = 10-nél nagyobb polinomfokszdmra
nincs sziikség, mivel érdemben nagyobb pontossagnovekedés mar nem érhetd el vele.

Azonban azt el kell mondani, hogy a feladat megoldasa folytonos, tehat a legalta-
lanosabb esetben szokott eléfordulni ez a fajta probléma, és barmelyik kereskedelmi
forgalomban kaphaté halostiritéssel operdld végeselemes megold6 nagy pontossaggal
megoldja. Esetiinkben is, ha csak n novelésével szerettiik volna megoldani a felada-
tot akkor is a legtobb esetben kell6en nagy elemszammal az 5 %-os hibahatdron beliil
vagyunk, amely a mérnoki gyakorlatban méar elegendd pontossag.
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6.3. Szingularis tesztfeladat

Kovetkezd tesztfeladatnak a mar el6z6ekben targyalt példat fogjuk alapul venni, azon-
ban kihasznaljuk a[2.1| pontban kiemelt észrevételt. Ezek szerint,haa < 1és a > 0,5,
akkor a feladat megolddsa nem lesz folytonos, mivel az egzakt megoldas elsd derivalt-
jénak az x = 0 helyen szingularitdsa van. A kereskedelmi forgalomban kaphat6 legtobb
végeselemes szoftver ezt a tesztfeladatot nem tudja megfeleld pontossaggal kezelni.

A feladat peremfeltételei, geometriai €s anyagi paraméterei megegyeznek a kordbbi-
akban hasznaltakkal, azaz @ = 0 m az x = 0 helyen és F=0Nazz=/=1m peremen,
valamint AF = 1 N (konstans). A testre haté megoszl6 terhelés alakja is formailag meg-
egyezik: f(z) = a(a—1)z*2, azaz jelen esetben is az egyenletben szerepld a értéktdl
fligg a feladat folytonossaga, most viszont az o = 0,55 értéket valasztjuk, hogy fellépjen
egy viszonylag erds szingularitds az x = 0 helyen.

6.3.1. Konvergencia vizsgalatok

Korabbiakhoz hasonléan itt is elsd 1épésben a kifejlesztett végeselemes kdddal konver-
gencia vizsgdlatokat fogunk végezni a széban forg6 tesztfeladaton, eldszor a p-verzids
approximdcio teljesit6képességét analizdljuk majd a h-verzidsét. Végiil dsszehason-
litjuk ezeket egymdssal, valamint a hasznélt varidcids elveket is. A p-verzidéndl a po-
linomfokszdm novelése 1-t6l indul és 9-ig tart, viszont az el6zbekkel ellentétben az
elemszdmot noveljiikk n = 8-ra, melyet rogzitjiik az €2 tartomanyon minden lépésben. A
h-konvergencidndl az () tartomanyt minden lépésben noveljiik egységesen 8-t6l indulva
72-ig haladva 9 1épésen keresztiil. Minden héaldsiritési 1épésben rogzitjiikk a polinom
fokszamot p = 1-nél a végeselemes hald Osszes elemén. A vizsgdlat sordn minden 1é-
pésben kiszamitasra keriil a rendszer szabadséagi fokainak szdma (DOF) is.
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Energianormaban mért relativ hiba

80

ex[%]

75

| |[-©—p-virtudlis
—k— h-virtualis \

70 [|—=—p-primal E\:L g
| |—— h-primal ]
1 L L L L L L L L L
10t 102
DOF

10. abra. Energianormaban mért konvergencidk 6sszehasonlitdsa — szingularis feladat

Elmozdulas

10t

e"[%

—&—p-virtudlis
—%— h-virtudlis
100F — p—prl.ma/d
| |—— h-primal
|

izl

10t 102
DOF

11. abra. Elmozdulas konvergencidk dsszehasonlitdsa — szingularis feladat
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A és abran lathatjuk az energianormédban mért relativ hiba konvergencidit,
valamint az elmozdulds maximum normédban mért relativ hibdjanak konvergencidit a
szabadsagi fokok szdmdnak fiiggvényében. A hibaszdmitidshoz most is a mér korabban
definidlt (120) és (I21) egyenleteket hasznaljuk.

A vizsgdlat sordn megallapitottuk, hogy a dudl varidcios elv nem alkalmas ennek
a feladatnak a megoldasara, mivel a egyenletbdl lathatd, hogy a megoldds sordn
nem torlddik az = = 0 helyen 1év0 végtelenbe tarté érték, mely kovetkeztében a konver-
gencia vizsgalatok értékei értékelhetetlenek lesznek. Ezért ezeket az értékeket nem is
tiintetjiik fel az dbrdkon. Tovabba az axidlis erd6 maximum normdban mért relativ hiba
konvergencidjat sem vizsgaljuk, mivel a szingularitds helyén a p érték novelésével nem
minden 1épésben javul az eredmény az el6z0 stritési Iépéshez képest, viszont a szimul-
ciés eredményeket elemezve (késdbb) enyhe oszcillacidval ugyan, de meg tudja oldani
a feladatot a szingularitds kornyékén, amely a kovetkezd alfejezetben lesz részletesen
bemutatva.

A vizsgdlathoz n = 8 elemszamot valasztottunk, amelynél nagyobb értéket hasz-
ndlva a futdsi id6 mar jelent6sen megnd, viszont ennek a lassuldsnak az ardnydban nem
javul az eredmény, tehat nincs sziikség ennél stir(ibb hal6t hasznalni.

Tekintsiik meg el6szor az energianormédban mért relativ hibét és l4thatjuk, hogy az
el6z6 tesztfeladattal ellentétben itt a p-konvergencia nem produkdl exponencidlis jelle-
get. Mind a p - mind a h-konvergencia linedris gorbét ir le. A hiba mértéke a legna-
gyobb polinom fokszdmot haszndlva is csak 70 % koriili értéket tudunk elérni, tehat a
polinomfokszadm tovdbbi emelésére vagy haldsiritésre lenne sziikség. Azonban a nagy
hiba ellenére az alapfeltevésiink itt is igazolddik, mivel a p-verzids konvergencia mind-
két esetben meredekebb gorbét mutat a h-verzids gorbéknél. Tovabba kis mértékben de
az is megfigyelhetd, hogy a primadl variicids elvvel szdmolt megolddsok esetén merede-
kebb gorbék lesznek mint a virtudlis munka elvet alkalmazva.

Ha nézziik az elmozdulds maximum norméjdban mért hibdjanak a konvergencidit,
szintén ugyanazt a kovetkeztetést tudjuk levonni, hogy a p-konvergencidk itt sem ex-
ponencidlis jellegliek, azonban az el6z6ekkel szemben jelentdsebb meredekséget lehet
felfedezni. A hiba mértéke magas polinom fokszdmndl mar eléri az 1% és az alatti
értéket, tehat ez mar kell6en pontossagot mutat.

6.3.2. Szimulacios eredmények

Ebben az alfejezetben a szinguldris tesztfeladat végeselemes szimulécidit fogjuk meg-
mutatni az elmozduldsra és az axidlis erdre, valamint 0sszevetjiikk azokat az analitikus
eredménnyel amelyet mar meghataroztunk a (I8)) és (I9) egyenletekkel. A feladatot
megoldjuk a virtudlis munka elv valamint a primal varidcids elv alkalmazdsédval is. A
dudl varidcios elvet kihagyjuk mivel a mar korabban is megfogalmazott el6irds miatt a
feladat szingularitdsdnak megjelenése kikiiszobolhetetlen. A megoszl6 erd egyenletébe
még mindig o = 0,55 értéket helyettesitiink be, tehit nagyon erds szingularitast idéziink
eld. A feladat megoldasat egy rogzitett stiriségli halon végezziik el, amely megegyezik
a konvergencia vizsgalatok elsé 1épésében hasznéltéval, azaz n = 8 elemet fogunk al-
kalmazni. A polinomfokszdm a virtudlis munka elvnél p = 10, mig a priméal variacids

elvnél p =9.
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A és abran az elmozdulasra kapott numerikus megolddsok lathatok az x
tengely mentén, mig a[I3] és[I5] abran az axidlis er6re kapottak lathatok. Jelen esetben
is az eredmények kozlése SI mértékegységben torténik. Az el6z6 teszteredményekkel
ellentétben csak 0,45 méter a maximalis elmozdulds, azonban ez is a valo €letben irre-
alisan nagy egy mindossze egy méteres rudon, de itt szeretném ismét kihangsulyozni,
hogy ez a benchmark feladat csak a numerikus médszer megbizhatosdganak analizalasa-
ra szolgal, azaz val6s miiszaki tartalma nincs a megolddsnak. Az axidlis er6 maximalis
értékében latszik a szingularitds ami fellép x = 0 pontban.

Ha 6sszehasonlitjuk a varidcioés elveket egymadssal akkor lathatd, hogy ilyen magas
p értéknél nagy kiilonbség nem fedezhetd fel, amely mar a konvergencia vizsgélat so-
ran is lathato volt. Mivel a hiba értéke az elmozdulasnal 1% al4 esik igy lathato, hogy
a végeselemes megoldds csomdpontjai nagy pontossiggal illeszkednek az analitikusan
kiszamolt értékekre. Az axidlis er6t vizsgdlva mar nem mondhatd el ilyen j6 pontos-
sdg, amelyre lehetett szdmitani mivel itt vartuk a szingularitdst, és néztiik milyen jol
tudja azt kezelni. Osszehasonlitva a kettSt nagy kiilonbség nem fedezhetd fel, 0,1 mé-
terig mindenhol 4l illeszkedik a végeselemes megoldas, onnantdl pedig egy gyengébb
oszcillacio fedezhetd fel a szingularitds kovetkeztében. Ez a probléma kisziirhetd len-
ne lokdlis siritéssel, azaz nem egyenletesen felosztott hdlé alkalmazdsdval, amivel a
kovetkezd fejezetben fogjuk bdviteni a feladatot.

A feladat 6sszességében nagy nehézségekkel oldhaté meg, €s a kereskedelmi forga-
lomban kaphat6 szoftverek nem is tudnak vele mit kezdeni. Esetiinkben is j6l 1athato,

z .2

hogy csak haldstritéssel a feladat nagy hibaszdzalékkal oldhaté meg.

6.4. Szingularis tesztfeladat megoldasa lokalis halosiritéssel

2”2

Ebben a fejezetben a kordbban megoldott szinguldris tesztfeladatot lokdlis halostrit6és-
sel fogjuk megoldani, ugyanis az egyenletes halo6felosztassal nagy pontatlansdgot értiink
el, mely az axidlis erdre kapott szimuldcids eredményben is jelentkezett oszcillaci6 for-

s 2

madjaban a szinguldritas kornyékén. Lokélis haldsritéssel azt szeretnénk elérni, hogy az
x = 0 hely kozelében siirtibb hal6 legyen mint a rdd, illetve a szdmitési tartoméany bar-
mely més részén, ahol mar eddig is nagy pontossaggal tudtuk megoldani a feladatot. A
nem egyenletes halo6 elkészitéséhez a csomdépontok helyének kiszamitasdhoz bevezetjiik
az

x(i) = gD, i=2,...,n+1 (122)

osszefiiggést, ahol (1) = 0, amelyben a ¢ egy konstans érték, mely meghatdrozza a
halé lokalis finomsagat. Esetiinkben ezt az értéket ¢ = 0, 17-re valasztjuk.

6.4.1. Konvergencia vizsgalatok

A konvergencia vizsgélatok teljes egészében megegyeznek az el6zéekkel, annyi valtoz-
tatdssal, hogy itt két kiilonbozd vizsgdlatot is fogunk végezni az elemszamtartomanyt
érintéen. El8szor a szokdsos n = 8 elemrdl indulva végezziik el a p- és h- konvergencia
vizsgalatokat, masodszor n = 40 elemet vesziink fel kezd6 1épésnek, mivel a korabbi
tapasztalatok alapjan a p-verzié nagy elemszamnal tud igazan j6 eredményeket hozni az
exponencidlisan gyorsul6 konvergencia miatt. Itt is a vizsgélat sordn minden 1€pésben
kiszdmitdsra keriil a rendszer szabadségi fokainak szdma (DOF) is.
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A és abrdkon l4thatéak a az energianormdban mért relativ hibak konverge-
nica gorbéi, mig a és[I9] dbrakon az elmozdulds maximum norméban mért relativ
hibdjanak konvergencidi lathatok. A hibaszdmitdshoz most is a mar kordbban definialt
(120) és (I121)) egyenleteket hasznaltuk.

A konvergencia vizsgalatokat el6szor kis elemszamrdl indulva végeztiik el, és az
energianormdaban mért relativ hiba gorbéinél azt a megdallapitast tehetjiik, hogy a h-
verzié ebben az esetben jelent6s javuldst tud elérni, mig a p-verzid ugyanazt az ex-
ponencidlis fliggvény-jelleget hozza, mint amit az egyenletes siritésnél tapasztaltunk,
viszont ugyan az esetlegesen elérhetd relativ hiba értékét tovabb tudtuk csokkenteni, a
konvergencia exponencidlisan lassul6 jelleget mutat. Tovabbd az is jol lathatd, hogy a
primdl elv mindkét verziondl valamivel nagyobb konvergencia sebességeket produkal,
mint a virtudlis munka elvre épiil6 véltozat. Az elmozdulast nézve, az egyetlen valto-
z4s az, hogy a p-konvergencidk gorbéinél sikeriilt elérni az exponencidlis jelleget, mig a
h-konvergencia hasonl6 jellegii gorbéket ad mint amiket az egyenletes hal6felosztasnal
tapasztaltunk.

Viszont, mivel az elsd vizsgdlat sordn megallapithat6 volt, hogy az elemszdm nove-
1ésével a h-konvergencia gorbéi bedllnak egy bizonyos értékre, addig a p-konvergencidk
gorbéi folyamatos esést produkdlnak, tehdt van még benne jelentds potencidl, illetve to-
vabbi tartalék az elérhetd relativ hiba csokkentéséhez. A tovédbbiakban arra voltunk
kivancsiak, mekkora ez a tartalék, ezért n = 40 elemet vettiink fel a tartomédnyon kezdd
1épésnek a konvergencia vizsgdlatok sordn. Ekkor az energianormdban mért relativ hiba
konvergencia gorbéinél be is igazolddott ez a tobblet, illetve javulasi tartalék, hiszen
lathatd, hogy a h-verzi6 konvergencia mar csak nagyon minimalis javuldst mutat, addig
a p-verzids konvergencia egy ideig még tud meredek gorbét produkélni, miel6tt bedllna
egy elérhetd hibaértékre. Az elmozduldsndl nagy valtozds megintcsak nem kovetkezett
be, most is exponencidlis jelleget 61t a p-verzids konvergencia gorbe.

Osszességében tehat elmondhaté, hogy a lokalis hdlésiiritéssel jelentds javuldst lehet
kihozni a megoldés pontossdgaban a szingularitdsndl, amelyet kis elemr6l indulva elo-
szOr elemszam noveléssel, majd polinomfokszam noveléssel lehet a leghatékonyabban
megoldani.

6.4.2. Szimuléaciés eredmények

A kovetkez$ alfejezetben a szingularis tesztfeladat végeselemes megoldésait fogjuk
megmutatni lokalis haldstritést alkalamazva, majd 0sszevetjiik azt az analitikus meg-
oldédssal is. A kiinduldsi paraméterek, valamint a hasznalt egyenletek megegyeznek
a [06.3.2) alfejezetben tdrgyaltakkal annyi valtoztatdssal, hogy most az n = 40 értékre
kapott eredményeket mutatjuk meg, mivel jelentSs valtozas, illetve érzékelhetd pontos-

sadgjavulas ekkora elemszamnal fedezhetd fel leginkabb.
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A és abran az elmozdulasra kapott numerikus és analitikus megolddsok lat-
hat6éak az x tengely mentén, mig a[21] és[23] dbran az axidlis er§ megoldés fuggvényei
taldlhatok. Az eredmények kozlése ST mértékegységben tortént.

Nézziik meg eldszor az elmozduldsokat és lathatjuk, hogy az el6z6ekben hasznélt
hal6zéashoz képest nagy véltozast nem tapasztalunk, amely varhat6 volt mar a szdmitott

7 2

hibakbdl is. Azonban a lokalis strités jellege szépen megfigyelhetd, azaz az x = 0 ér-
téknél jelentdsen siirlibb a hald, mint az x = 1 m helyen. Viszont ha az axidlis er6kre
kapott megolddsokat megfigyeljiik, akkor felfedezhetd, hogy az el6zdekkel ellentétben
itt megsziinik teljes mértékben az oszcillacid, és a numerikus megoldds minden pontban
— a szingularitas kornyékén — j6 egyezést mutat az analitikus értékekkel (kivéve persze
az x = 0 helyet). Az axidlis erdre kapott numerikus eredmények vonatkozasdban volt
leginkdbb nagy sziikség a lokalis héldsirités alkalmazdsira, mivel a korabbi — egyenle-
tes — halostritésnél tapasztalt oszcillacié az x = 0, 1 m koordinétatdl kezdett feler6sodni
az x = 0 helyet kozelitve.

Osszességében tehat megéri lokalis halésiiritést alkalmazni, azonban ennél is sziik-
s€g van a viszonylag nagy elemszam felvételéhez ahhoz, hogy elérjiik a kivant pontos-

sdgot.

6.5. Anyagi hatarfeliiletet tartalmazo feladat

Kovetkezbleg az anyagi hatarfeliiletet tartalmaz6 tesztfeladatot fogjuk elvégezni, amely
azt a mérnoki gyakorlatban el6fordulé problémat mutatja be, amikor az adott testnek
kiilonboz6 anyagtulajdonsdga és/vagy keresztmetszete van. A feladat analitikus megol-
dasat a[2.2] alfejezet tartalmazza. A feladat paraméterei szamszertsitve a a kovetkezok:
AE;=1Paés/li=1m; AE; =10Paés /5 =05m (ha A = A; = A,), valamint a
testen 1év6 megoszl6 terhelés f(z) = -sin(8x). A peremfeltételeket tekintve itt is a mar
korabbiakban hasznaltakat alkalmazzuk, azaz az x = 0 helyen megfogast alkalmazunk,

pes

mig az x = ( helyen az el&irt axidlis erd zérus (szabad perem).

6.5.1. Konvergencia vizsgalatok

A konvergencia vizsgdlatokat a mar kordbban is l4tott hibamértékeket alkalmazva fog-
juk elvégezni, megnézve ezzel a kifejlesztett végeselemes megoldé teljesitoképességét.
El6szor itt is a p-verziot fogjuk vizsgalni, ugy hogy vesziink tartomanyonként n = 4
elemet, tehdt 6sszesen 8 elemet és rogzitjiik azt az () tartomanyon. Kozben a polinom
fokszdamot noveljiik 1-t8l egészen 9-ig. A h-verziondl az () tartomdnyt siritjikk 9 1é-
pésen keresztiil, kezdve 8 elemmel és egészen 72 elemig siiritve, gy hogy a polinom
fokszdmot rogzitjiik minden 1épésben p = 1-nél. A vizsgalat sordn minden 1épésben
ismét kiszamitasra keriil a szabdséagi fokainak szama (DOF).
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26. abra. Axidlis er6 konvergencidja — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata

A24],[25] és[26] 4bran lathatéak az energianormédban mért relativ hiba konvergencia
gorbéi, valamint az elmozdulds és az axidlis erd6 maximum normdban mért relativ hiba-
inak konvergencidi a szabadsagi fokok szdmanak fiiggvényében. A hibaszdmitdsokhoz
a (I20) és (121)) egyenleteket hasznaltuk.

A vizsgélatok sordn kapott konvergencia gorbékbdl megéllapithatd, hogy mind a
harom esetben hasonléak a kapott eredmények, tovabba megéllapithatd, hogy mind a
h-verziénal, mind a p-verziénal magas és monoton konvergencia sebességek adddnak.
A polinomfokszdm novelés kovetkeztében a gorbék exponencidlis jelleget vesznek fel,
azaz a konvergencia jelent6sen gyorsul, mig a klasszikus halostiritésnél linedris gorbét
kapunk, azaz dlland6 konvergenciasebessség tapasztalhatd. Tehdt ritka hdldval és magas
p-vel rovid futdsi id6 mellett lehet nagy pontossdgot elérni.

El6szor vizsgéljuk meg a h-konvergencidkat, melybdl megallapithatd, hogy a virtu-
alis munka elvet alkalmazva a legkisebb meredekséggel rendelkezé gorbét kapjuk, va-
lamint a hiba is nagy mértéki, mivel legtobb esetben a 72 elemmel sem éri el a kitlizott
1%-o0s célt. Azonban lithatd, hogy a vegyesmez8s varidcios elveket alkalmazva nagy
mértékl pontossdgjavulas érhetd el, és minden esetben elérjiik ezt a kordbban kitlizott
célt. Ha 6sszehasonlitjuk a primél és a dudl elvet, észrevehet6 az a mar kordbban meg-
fogalmazott megéllapitds, hogy az elmozduldsndl a primadl elv gorbéje a meredekebb,
mig az axidlis er6nél a dudl elvé. Tovabba itt is megfigyelhetd, hogy Osszességében az
energianormaban mért relativ hibanal a dudl elv konvergencia gyorsuldsa a nagyobb.

A tovabbiakban nézziik a p-konvergencia gorbéket. A polinom fokszam novelésével
elérhetd pontossagnovekedés megint exponencidlis jelleget mutat, valamint az 4brakbdl
is lathat6, hogy akar 10~ értéket is el lehet érni. Az energianormaban mért relativ hi-
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ba megmutatja, hogy a legnagyobb meredekséggel rendelkezd varidcids elv az a dudl,
valamint a leglassabb a virtudlis munka elv. Tovdbb4d mindhdrom esetben megéllapit-
hat6, hogy nincs sziikség 9 1épésre a vizsgdlat soran, mivel az utolsé két-harom 1épésre
mdr elérik a kivant pontossdgot. Az elmozdulds- és az axidlis er6 maximum normaban
mért konvergencidinak vizsgalatakor ugyanarra a megallapitdsra juthatunk mint a / ver-
zi6ndl. Azaz a dudl- és primdl elv kozotti kiilonbség megfigyelhetd, valamint minden
esetben gyorsabbak mint a virtudlis munka elv.

6.5.2. Szimulaciés eredmények

A kovetkezd részben az anyagi hatarfeliiletet tartalmazo tesztfeladat végeselemes meg-
oldasait fogjuk megtekinteni, majd 0sszehasonlitani azokat a mér kordbban kiszdmitas-
ra keriilt analitikus megolddssal. Jelen esetben is vizsgdlni fogjuk az elmozdulast és az
axidlis er6t, viszont kiegészitjilk még ezeket az alakvéltozdssal is, mivel a kiilonbdz6
anyagok miatt a hatarfeliileten szakadést varunk a megoldasban, és vizsgéljuk, hogy a
kifejlesztett programunk mennyire tudja j6l — oszcilldicidmentesen — kezelni ezt a prob-
lémat. Az analitikus megolddsok a mar kordbban meghatarozott (34) és (35)) egyenle-
tekbdl kaphat6ak meg. A szimulacidk sordn n = 8 elemet vesziink fel és minden esetben
ilyen sirliségli halét fogunk haszndlni. A polinom fokszamot mindig a maximalis va-
laszthato értékre tessziik. A kiinduldsi paraméterek SI mértékegységben vannak, és az
eredmények is ebben lesznek kozolve.
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27. abra. Az elmozdulas virtudlis munka elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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28. abra. Az axidlis erd virtudlis munka elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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29. dbra. A nyulés virtudlis munka elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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30. abra. Megoldas az elmozduldsra dudl elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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31. dbra. Megoldas az axidlis erre dual elv esetén — anyagi hatérfeliilet tesztfeladata
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32. abra. Megoldas a nyulasra dudl elv esetén — anyagi hatéarfeliilet tesztfeladata
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33. abra. Megoldas az elmozdulasra primal elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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34. abra. Megoldas az axidlis erdre primal elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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35. dbra. Megoldas a nyuldsra primal elv esetén — anyagi hatarfeliilet tesztfeladata
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A7, és dbran az elmozdulds eredményei, a 28], és abran az axiilis
er§ eredményei, mig a[29] és[35] abran az alakvaltozas eredményei lathatk az « tengely
mentén plottolva. Az eredmények itt is SI mértékegységben vannak megadva, azonban
a kordbbi tesztfeladatokkal ellentétben itt nem kapunk a val6sagtdl nagy mértékben el-
rugaszkodott eredményeket, annak ellenére, hogy ez is egy generalt benchmark feladat.
Az 4brakon lathatd, hogy az alakvaltozasra kapott megolddsokban az x = 1 m helyen
megjelenik a vart szakadds oszcillicidmentesen, valamint érzékelhetd az elmozdulésra
kapott eredményeken is a kiilonb6z6 anyagok jelenléte, illetve az anyaghatir megléte.

Osszehasonlitva a varidciés elveket, megint észrevehetd, hogy egész magas polinom
fokszamnal az alacsony elemszam ellenére is nagy pontossagot tudunk elérni mind a ha-
rom vizsgélt mechanikai mennyiség vonatkozdsdban. Az elmozduldsndl fellépd anyagi
hatarfeliiletet nagy pontossdggal tudjak megoldani a végeselemes megoldok. Az axidlis
eronél nem 1ép fel szakadds, az eredmény a megoszl6 terhelésként megadott szinusz
gorbéhez illeszked? jelleget mutat, tehét a program barmiféle nehézség nélkiil megoldja
ezt a teszfeladatot barmelyik varidciés elv vonatkozasdban.

Az alakvaltozasndl 1ép fel a feladat f6 érdekessége, ezért szamoljuk ki azt is ebben
a tesztfeladatban. Mig az elmozduldsndl csak a gorbe jellege véltozik meg az anyag
véaltozdsa sordn (az anyaghatar atlépésével), addig az alakvéltozdsndl az x = 1 helyen
két kiillonbozb értéket is kapunk, amely kovetkeztében jelentkezik egy ugrds a meg-
oldasban. Azonban ezeket a végeselemes program még magas p értékeknél is szépen
lekoveti fiiggetleniil attdl melyik varidcids elvet hasznéljuk, azaz minden tipusu elem
jol illeszkedik az analitikusan kiszdmolt pontokra.

Osszességében ez is tartomédnyokra bontva folytonos feladatnak szdmit, amit mar a
korédbbiakban is nagy pontossdggal tudtunk megoldani, itt viszont a szakadds jelenléte
madr er6sebb megoldot igényelhet, mivel elemszam noveléssel csak nagy értéknél érhetd
el elfogadhat6 pontossag. Tovabba az eredményekbdl lathatd, hogy kiugréan magas p
értékre nincs sziikség, hogy kelld pontossagot kapjunk.
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7. Elért tudomanyos eredmények

A bevezetésben meghatarozott célokkal 6sszhangban a klasszikus héldsiiritésre €s a vir-
tudlis munka elvre épiilé végeselemmoddszerek mellé vegyesmezds varidcids elveken
alapul6 hp-verziés végeselemmaodszereket sikeriilt kifejleszteni, melyek mind az elmoz-
dulast, mind az axialis erdt kiillon valtozoként kezelik.

A kifejlesztett végeselemes kod alkalmas az 1D-s rugalmassédgtani feladatok haté-
kony — nagy pontossdgu €s gyors konvergencidju — megolddsara. A bemutatott vé-
geselemmodszerek pontosabb, megbizhatébb eredményeket biztositanak mind A- mind
p-tipust approximdcio esetén a kereskedelmi forgalomban megtaldlhaté végeselemes
megolddkkal szemben. Ahogy azt el6zetesen vartuk, a vegyesmezds varidcids elvek
gyorsitottak a h-verzids konvergencidkon, majd a p-verzié alkalmazdsaval exponencia-
lis jelleget is sikertiilt elérni, mely nagyon alacsony hibaértékkel tarsult.

A kifejlesztett programot harom kiilonboz6 tesztfeladaton is vizsgéltuk, és ezek ko-
zil kett6nél értiik el ezeket az eredményeket. A sima tesztfeladatndl jelentds pontossag-
novelést lehetett elérni, ugyanigy mint az anyagi hatérfeliiletet tartalmaz6 feladatnal
is ahol az alakvéltozdsban 1év6 x = 1 m helyen 1év0 szakadést is szépen lekovette
mindegyik megold6. A szinguldris feladat nem produkdlt minden esetben ilyen szin-
tl pontossagot, és kisebb mértékii oszcillacié jelent meg az axidlis irdnyud er6re kapott
eredményekben a szingularitds kornyékén. Az erds szingularitdsnak (és dnmagédban a
szingularitdsnak) koszonhetden az x = 0 helyen 1€v6 értéket nem tudta pontosan kezel-
ni, (ami nem is varhatd), de erre a kereskedelmi forgalomban 1év6 végeselemes szoft-
verek sem képesek, s6t talan még kevésbé alkalmasak mint az itt bemutatott hp-verzids
végeselemmodszerek.

Azonban ezt a pontatlansdgot lokalis halostritéssel, azaz nem ekvidisztans feloszta-
st halo alkalmazasaval sikeriilt jelentGsen orvosolni, ezéltal az oszcillaciot teljes mér-
tékben el tudtuk tiintetni €s a relativ hibdk értékei is jelentdsen csokkentek. SOt nagy
elemszamnal a p-konvergencia jelentds tartalékokat tudott felmutatni a pontossag néve-
1ésében.
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