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Osszefoglalé.

Roviden bemutatjuk a sikbeli korre vonatkoz6 inverziét, majd példakat adunk ennek alkalma-
zaséra, az Apolléniusz-féle feladatok, az arbelosz és a Papposz-korlancok szerkesztésére. A
szerkesztések tjszerlisége abban rejlik, hogy az Osszes feladat egységesen, nagyon részlete-
sen, a szerkesztési 1épések pontos nyomonkovethetdségével, mindenki szamara elérhetéen van

elvégezve.

Abstract.

We briefly introduce the inversion on the plane circle and then give examples of its application
to the problems of Apollonius, the construction of arbelos, and the chains of Pappus. The
novelty of the edits lies in the fact that the whole exercise is carried out in a unified way, in

great detail, with precise tracing of the editing steps, in a way that is accessible to all.
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Bevezeto

A geometria az emberiség egyik legrégebbi tudomdnyteriilete, Eukleidész Elemek cimi kony-
vének alapja is ez volt. Ez a konyv foglalja 0ssze a geometria alapveté fogalmait és axiéma-
rendszerét, amelyet euklideszi geometriaként ismeriink. Az eukleideszi elemek altal meghaté-
rozott geometriai rendszer rendkiviil fontos volt az 6kori és a kozépkori matematikaban, €s ma
is széles korben tanitjdk a geometria alapjaként. Az eukleideszi geometria az egyszerd, sikbe-
li geometria teriiletére korldtozddik, és olyan alapvetd tételeket fogalmaz meg, mint példaul a
haromszog belsé szogeinek Osszege, a pdrhuzamositisi axidma és a pitagoraszi tétel. Azonban,
ahogy az id6k sordn fejlodott a matematika, a geometria egyre kisebb szerepet kapott. Napja-
inkban kozoktatdsban mér nagyon kevés 6raszamban oktatjak, és rdaddsul kevés szerkesztéssel.

A dolgozatunkban azt mutatjuk meg, hogy viszonylag nehéz feladatok akar egyszeriien is
megszerkeszthetéek. A szerkesztések sordn nem hagyomdnyos korzét, vonalzét haszndlunk,
hanem GeoGebra szerkesztoprogramot mint segédeszkozt. Azért hasznos eszkoz a GeoGebra,
mert a mai vildgban mindenkinek a zsebében ott lapul egy okos telefon, f6ként az iskoldsoknak.
Ennek az ingyenes programnak a segits€gével mindenki konnyedén kiprébalhatja és felfedez-
heti a geometriai szerkesztéseket. Nem dllitjuk, hogy ez jobb, vagy kivéltja a hagyomanyos
szerkesztést, viszont mivel az oktatdk id6 hijadn vannak, ezért el6re is elkészithetik benne a
feladatokat. Szdmos példat lathattunk a GeoGebra hasznossdgara nemcsak a kozép-, de a felso-
oktatds kapcsan is, példaul Talata [1], [2] munkdiban. Szdmunkra az a cél, hogy ezen program
segitségével gyorsan, egyszeriien, és latvanyosan be lehessen mutatni szerkesztéseket. Mi egy
specidlis szerkesztési modot vélasztottunk: a korre valé tiikrozést, mas néven az inverziot.

A dolgozatunk els6 részében az inverziét mint fogalmat és gyakorlatot mutatjuk meg. Nem
célunk mélyrehatdan targyalni a témat, ami [3] -ben megtaldlhatd, hanem szeretnénk hasznédlha-
t6 és alkalmazhat6 tudast dtadni. Kiilon targyaljuk a pont inverzigjat, majd ebbdl levezetjiik az
egyenes, illetve a kor inverzét. Ezen alakzatok inverzének ismerete elengedhetetlen a kovetkez6
rész targyaldsaban.

A tovédbbiakban az Apolloniusz-feladatkor néhdny alapfeladatira mélyrehatéan mutatjuk
be az inverziét. A feladat egy olyan érintd kor szerkesztése, amely érint vagy dathalad
harom specidlis alakzatokon, mint a pont, az egyenes vagy a kor. Igy osszesen tiz fel-
adat vetddik fel. Ezen feladatok megolddsat targyaljuk és vezetjiik le a dolgozatunk maso-
dik részében. Célunk, hogy a GeoGebra program segitségével egységesen elkészitsiik ezen
megoldasokat, hogy jol szemléltethetoek és érthetéek legyenek. Az elkészitett feladatok
https://www.geogebra.org/u/ujvaridani97 érhetdek el.

A harmadik fejezetben az arbelos geometriai alakzattal vezetjiik 4t az Apolloniusz-féle fel-
adatok megoldésait a Papposz-korldncokra. Ezen lancok a sikon azonos méreti korok ismét-
16d6 lancolatai két parhuzamos kozott. Ha ezen lanc inverz képét vizsgaljuk, harom félkort és
azon beliil egymast érint6 korok lancolatat kapjuk. Célunk megmutatni, hogy az Apolléniusz-

féle feladatok segitségével egy arbeloson, vagy egy koron beliil milyen sszetett kdrldncokat


https://www.geogebra.org/u/ujvaridani97

kaphatunk.

Meggy6z6désiink, hogy a feladatok minden geometria irdnt érdekl6d6 €s geometridt tanuld
szamdra hasznos lehet. Célunk még, hogy ha a koézépiskoldban a didkoknak az inverzié nem
is tananyag, akkor is a tanitdsi 6rdkon, vagy szakkorokon a tandrok be tudjdk mutatni, hogy
milyen lehetdségek rejlenek a geometriai szerkesztésekben. Tovabbd, hogy felkeltsiik a didkok,
hallgaték érdeklodését, és arra motivaljuk Sket, hogy fedezzEék fel a geometriai szerkesztések
vilagat, amely sok tudoményteriiletnek elengedhetetlen alapjat képezi, mint példaul a robotika,
navigécio, vagy az optikai rendszerek.

A szerz{ e témat tarsszerzével cikk formdban is feldolgozta [4]-ben.



1. A sikbeli inverziok

Ebben a fejezetben a sikbeli inverzi6 fogalmat és tulajdonsagait targyaljuk, amelyeket a tovabbi-
akban alkalmazunk a szerkesztésekhez. Az inverzidt a tér egy rogzitett X sikjan vizsgéljuk. Az
inverzi6 csak azon tulajdonsdgait ismertetjiik, amelyek a késdbbi szerkesztések elkészitéséhez
fontosak lesznek. A preciz targyaldsa megtaldlhat6 [3].

Legyen adott a sikon egy O kozéppontd, r sugarti k kor. Az alabbiak sordn értelmezziik a
k korre vonatkozo inverzidkat, ami a ¥ \ {O} lyukas sikot képezi 6nmagdra. Mivel minden
pont inverzét értelmeziink a sikon, ezért sziikségiink van egy specidlis eset targyaldsdra, az O
kozéppont inverz képét. A sikon minden egyeneshez hozzarendeliink egy-egy végtelen tavoli
pontot tigy, hogy a parhuzamos egyenesekhez ugyanazt a pontot rendelem, és a végtelen tavoli

pontok egy egyenest alkotnak a végtelenben.

1.1. Pont inverzio

Vegyiik a sitkon az O kozéppontd, r sugard k kort. Legyen P egy koron kiviili pont, hizzunk
érintSt a k£ korhoz, majd az F érintési pontot vetitsilk a merdlegesen az O P szakaszra, igy
kapjuk a P’ pontot. (Az 1. dbra.) Ebben az esetben OP - O P’ értéke fiiggetlen P valtoz6tol.
A OPE derékszogii hiromszog esetén, irjuk fel az OF oldaldra a befogétételt (Iasd [5]). Igy
kapjuk:

OE®> = 0P -OP'.
Az OF = r 0sszefiiggés miatt kovetkezOképpen alakithaté at az egyenlet:
r*=O0P-OP. (1)

Az E P’ szakasz merGleges az O P szakaszra [6].

1. dbra. P pont inverz képe

Az igy kapott eredménnyel meghatdroztuk a szorzatunk értékét, ezéltal lehetvé téve inver-

zi6 fogalmdnak bevezetését.



1. Definicié. Adott a sikon egy O kozépponti, r sugari, k kor. Rendeljiik hozzd a sik egy O-tol
kiilonbézé P pontjdhoz az OP félegyenesnek azt a P’ pontjdt, amelyre r*> = OP - OP' teljesiil.
Az igy meghatdrozott transzformdciot inverzionak, az O pontot az inverzio polusdnak, k kort az
inverzio alapkorének nevezziik. A P’ pont a P pont inverz képe amely az 1. dbrdn ldthato.

Az inverzio a stk minden O-tol kiilonbozd pontjdhoz rendel egy inverz pontot. Ha P az
alapkoron beliil van, akkor P' képe az alapkéron kiviil van, ha P alapkéron kiviil van, akkor

P’ képe az alapkiron beliil helyezkedik el. A korvonalon elhelyezkedd pont képe onmaga.[3]

1.1.1. Tulajdonsagai

Illeszkedéstarto.

Ha P inverze P’, akkor P’ inverze P.

A koron kiviili pontok inverze a koron beliil, a koron beliili pontok inverze a koron kiviil

van.

A k korre illeszked6 P pontok képe dnmaga.

Szogtarto.

1.1.2. Szerkesztés menete ha P, a k koron Kiviil helyezkedik el

1. Felvessziik a P pontot és az O kozéppontu k kort.

2. Megszerkesztjiik O P szakaszt.

3. Alkalmazzuk Thalész-tételét az érintd szerkesztéséhez, ekkor £ metszéspontot kapjuk.
4. Merdleges szerkesztése O P szakaszra F metszésponton keresztiil.

5. Az OP szakasz és az E ponton athaladé merSleges metszéspontja meghatarozza a P’

pontot.

1.1.3. Szerkesztés menete, ha P, a k& koron beliil helyezkedik el

1. Felvessziik a P pontot és az O kozéppontu £ kort.

2. Megszerkesztjiikk O P egyenest.

3. P pontba merdlegest szerkesztiink O P egyenesre ekkor megkapjuk F pontot.
4. Az F pontba ért6t szerkesztiink a k& korhoz.

5. Az érint6 metszéspontja O P egyenessel megadja a P pont inverzét P’



1.2. Az inverzi6 korének kozéppontjanak inverze

Az 1. definiciét haszndlva, a sik barmely pontjanak tudjuk értelmezni inverz képét, kivéve az
inverzié korének kozéppontjat az O pontot. Léthaté hogy problémdt okoz, ha az O pontot
probaljuk meg invertdlni. Ha olyan P pontokat vesziink figyelembe, amelyek nagyon kozel
vannak az O-hoz, akkor a |O P| hossziisdg nagyon kicsi lesz, és a |OP|-|OP'| = r? egyenletnek
teljesitéséhez a |OP’| hosszisdgnak oridsinak kell lennie (lasd az 1 egyenlet). Az 1. dbrdn
lathaté geometriai konstrukcidval is szemléltethetjiik, hogy mi torténik: ahogy a P’ pont az
O felé halad, az E pont gy mozog, hogy az FP egyenes egyre kozelebb keriil a sugérral
parhuzamos O P’ szakaszhoz. Amikor parhuzamosak, a metszéspont nem létezik. A P’ pont
végtelen messzire mozogna az egyenes mentén.

Nem elfogadhatd, hogy van egy pont, amelyet nem lehet inverz képét venni, és az egyik kiut
a problémdbdl matematikailag az, ha tgy dontiink, hogy mar nem egy szabvéanyos euklideszi
sikot tekintiink, hanem egy kiterjesztett sikot, amely egy pontot tartalmaz a végtelenben, amely
a kor kozéppontjanak inverz képe. Annak érdekében, hogy az inverzié kétszeri megismétlése
minden pontot vissza vigyen az eredeti helyére a sikon, ezért a végtelenben 1év6 pont inverze a
kor kdzéppontja.

Az igy kiterjesztett sikon minden egyenesnek van egy végtelen pontja, amely az O pont
inverzét képezi. A parhuzamos egyenesek ugyanabba a végtelen pontban taldlkoznak, igy ha
megvizsgéljuk az 6sszes nem parhuzamos egyenes végtelen pontjat, egy végtelenben 1év0 egye-
nest kapunk, amely egy kort alkot a sik koriil.

Tehat innent6l kezdve, amikor egy kor kozéppontjdnak vessziik az inverz képét, akkor a
sik azon végtelen pontjara gondolunk, amelyben a parhuzamos egyenesek taldlkoznak. Ezzel

biztositva a kovetkez6kben azt, hogy minden pontnak legyen inverz képe.

1.3. Egyenes képe inverzioban

P

Az el6z6 pontban bevezetett inverzié fogalmét felhasznéljuk a sikbeli alakzatok inverzidihoz.
Feladataink megoldasdhoz sziikségesek az egyenesek inverzidinak ismerete. A példaban nem
a legegyszerlibb megoldast alkalmazzuk annak érdekében, hogy jobban tudjuk szemléltetni az
eddigiekben kifejtett allitdsokat.

Legyen adott a sikon egy O kozéppontd, r sugard, £ kor, amely az inverzié alap kore,
és egy t egyenes. A t egyenesen vegyiink fel a A, B és C' pontokat. Hatdrozzuk meg A,
B és C inverz képét k korre. Az igy kapott inverz A’, B’ és C’ pontokbdl latszédik, hogy
nem egy egyenesre illeszkednek. Ha vessziik a ¢ egyenes végtelen pontjat, akkor az O pontot
kapom. Amennyiben vennénk még végtelen sok pontot, amelyek illeszkednek a t egyenesre, €s
vennénk inverz képeiket a k korre, akkor kirajzolédna ¢’ képe amely egy kor. Ezért elegendd
venniink az A’, B’ és C’ pontokra illeszked6 kort, amely minden esetben dthalad O ponton,
mivel minden egyeneshez hozzarendeltiink egy végtelen pontot, amelynek inverz képe az O

pont (lasd a 2. dbran).



2. dbra. Egyenes inverz képe

* Ha at egyenes a k koron kiviil helyezkedik el, ¢’ egy k koron beliili kor lesz, ami athalad

az inverzi6é kézéppontjan.

» Ha at egyenes érintGje a k kornek, akkor a ¢’ kor érinti a ¢ egyenest abban a pontban, ahol

az inverzio korét érinti.

* Ha a t egyenes metszi a k kort, de nem halad at az O ponton, akkor a ¢’ kor egy metsz4

kor lesz a k korre nézve, ami athalad az inverzi6 kézéppontjan.

* Ha a t egyenes athalad az O ponton, akkor a ¢t egyenes képe 6nmaga lesz, t=t’ ,tehat

egyenes képe egyenes, ami dthalad az inverzié kdzéppontjén.

1.3.1. Szerkesztés menete
1. Felvessziik a t egyenest és az O kozéppontu k kort.
2. Kivdlasztunk a t egyenesen tetszdleges harom pontot A, B, C' kapjuk.
3. Vessziik a pontok inverzét k korre nézve A’', B’ C” kapjuk.
4. Osszekotjiik egy egyenes szakasszal A’, B', C’ pontokat A’ B'C’, kapjuk.

5. Abban az esetben, ha A’, B’ C" pontokat nem egy egyenesen fekszenek, megszerkesztjiik
A'B'C’ haromszog koré irhaté korét ¢’ kapjuk. Ha A’ B', C’ pontok egy egyenesen

fekszenek, akkor egyenes képe egyenes.

1.4. Kor képe inverzioban

A kovetkezdkben egy kor inverzidt vizsgalunk meg, hasonléan az egyeneshez.
Legyen adott egy tetszdleges e kor és egy tetszdleges k kor, amely az inverzié kore. Az

e koron vegyiink fel tetsz6legesen harom pontot A,B és C-t [7]. Hatarozzuk meg A, B és C

8



inverz képét k korre nézve. Az igy kapott A’, B’ és C' pontokat 6sszekots kor az e kor inverz

képe — €’ (lasd a 3. abran).

1.4.1.

1.5.

3. dbra. Kor inverz képe

Ha az e kor a k koron kiviil helyezkedik el, akkor €’ a k koron beliil helyezkedik el.
Ha az e kor a k koron beliil helyezkedik el, akkor €’ a k koron kiviil helyezkedik el.
Ha az e kor metszi a k kort, akkor €’ is metszi a k kort azon pontokban, ahol e is metszi.
Ha az e kor metszi a k kor kozéppontjat, akkor €' egy egyenes, amely e kor és k kor
metszéspontjan halad at, ha van metszéspont.

Szerkesztés menete

Felvessziik e tetsz6leges kort és O kozéppontu £ kort.

. Kivélasztunk az e koron tetszéleges harom pontot A, B, C kapjuk.

. Vessziik a pontok inverzét k korre A’, B’, C' kapjuk.

Osszekotjiik A, B, C' pontokat A’ B'C', kapjuk.

. Abban az esetben, ha A’, B, C’ pontok nem egy egyenesen fekszenek, megszerkesztjilk

A'B'C', koré irhato korét €’ kapjuk. Ha A’, B’ C" pontok egy egyenesen fekszenek akkor

kor képe egyenes.

Osszegzés

A sikbeli inverzi6 a kozéppontdl eltekintve kolcsondsen egyértelmii, ponttarto, illeszkedéstartd,

szogtart6 leképezés, amely az egyeneseket €s koroket egyenesebe vagy korbe viszi at. Egy pont

képe lehet pont €s a végtelen, egy egyenes képe lehet egy kor illetve egyenes, €s a kor képe is

lehet egyenes is illetve egy kor is. A tovabbiakban ezen tulajdonsdgokat fogjuk felhaszndlni a

szerkesztéseinkben.



2. Apolloniusz-feladatok

Ebben a fejezetben olyan geometriai feladatokat, problémékat fogunk targyalni, amelyek az in-
verzid ismeretével egyszerlibben megoldhatéak, mint hagyomanyos euklideszi szerkesztések-
kel. Apolléniusz irt két konyvet Contacts (emragpar — Epaphai, Tangencies) cimen, amelyben
felvetette és meg is oldotta a hires problémadit [], [9]. (Sajnos az eredeti konyv mara elveszett.)
A probléma a kovetkezd: legyen adott harom alakzat, amelyek lehetnek pontok, egyenesek vagy
korok. Szerkessziink olyan kort vagy egyenest, amely érinti az alakzatokat (dtmegy a ponto-
kon). Igy keletkezett tiz feladat. Az egyszer(ibben megoldhatékat az els6 konyvében irta le, mig
az 0sszetettebb megoldast igényld feladatokkal a masodik kotetben foglalkozott. Az egyszeriibb
esetek: ha példaul harom pontra kell egy kort rajzolnunk, vagy hdrom egyeneshez kell érint6
kort szerkeszteniink. Ezek a hiromszog koré és bele irhaté korok esetei. A legdsszetettebb
feladat az dn. kor, kor, kor feladat, amikor harom korhoz keresiink érinté koroket.

A kovetkezGkben bemutatjuk az 6sszes esetet. Eloszor egy Osszetettebb feladatot oldunk
meg részletesebben, majd a maradék kilenc esetet kevésbé részletesen A szerkesztéseket a Ge-
oGebra szoftverrel végeztiik el.

Az 0sszes eset részletes megolddsa [ 1 0]-ben tekinthetd meg.

2.1. Kor, egyenes, egyenes

Feladat: Adott a sikon két egyenes és egy kor. Szerkessziink olyan kort mely érinti az adott
elemeket.

Elemzés: Az adott koriinket pontta zsugoritjuk, mert igy a feladat egyszertisodik pont, egye-
nes, egyenes problémara. Mivel lezsugoritottuk a kort, ezért az egyeneseket is el kell tolnunk
az adott tdvolsdggal. Vagy nagyitjuk, vagy kicsinyitjiikk a pontdl val6 tdvolsdgot. A pontunk
lesz az inverzi6é korének kozéppontja, amelynek méretét tetszélegesen vélaszthatjuk meg. A
két egyenesnek vessziik az inverzidjat, amelybdl két kort kapunk. Ezeknek a koroknek vessziik
az érintdit, és ezeknek az érintknek vessziik az inverzét az alapkorre. Ebben az esetben olyan
koroket fogunk kapni, amelyek érintik a két egyenest és a pontot. Ezeknek a koroknek megke-
ressiik a kozéppontjat, és noveljiik vagy csokkentjiik, annyival a kor sugarat amennyivel eltoltuk
az egyeneseinket, ezéltal kapunk két megoldast. Mivel az egyeneseket két irdnyba tudjuk eltolni
ezért négy megoldasunk lesz. Szerkesztéshez a GeoGebra programot hasznéljuk.

A szerkesztés menete az alabbi linken elérhetd: Kor, egyenes, egyenes szerkesztésének

mente GeoGebraban.

2.1.1. Szerkesztés menete

1. Legyen adott az f és t egyenes, és p az alapkor. Lasd a 4a. abran.

2. Az [ és t egyeneseket eltoljuk p kor sugardval, és p — p’ pontta zsugoritjuk. Lasd
a 4b. dbrén.
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3. Felvessziik a k kort igy, hogy ugyanazon kdzéppontja legyen mint a p kornek, és a k kor

lesz az inverzid kore. Lasd a 4c. abran.
4. Vessziik [’ és t' inverzét — f” ést” . Lasd a 4d. dbran.
5. Az f" és t” inverz koroknek megszerkesztjiik az érintSit — i és h. Lasd a 4e. abran.
6. Az i és h érintGknek vessziik az inverzét k korre — i’ és h’' korok. Lasd a 4f. dbran.

7. Az i’ és W koroket lecsokkentjiik p kor sugardval — my és moy. Ldsd a 4g. dbran. Igy
kapjuk meg, azon megolddsokat amelyek kiviilrdl érintik a p kort. Lasd az 5a. dbran.

8. Ezen 1épéseket ugyanilyen sorrendben hajtjuk végre, viszont a két egyenest ellentétes
irdnyba toljuk el a p kor sugardval, és igy megkapjuk azon megoldas koreit, amelyek

beliilr6l érintik a p kort, és érintik az f és ¢t egyeneseket. Lasd az 5b. dbran.

9. A feladat négy megolddsa. L4sd az 5c. dbran.

2.1.2. Diszkusszio.

* Hat és f metszik egymast és p kor nem érinti az egyeneseket, akkor négy megolddsunk

van.
* Ha érinti a p kor valamelyik egyenest, akkor harom megold4sunk lesz.

* Ha az egyenesek metszéspontja és a kor kozéppontja egybeesik, akkor nyolc megolda-

sunk lesz.

* Ha f és t parhuzamos és p a két egyenes kozotti sikon helyezkedik el, akkor két megol-

dasa van a feladatnak.

* Haaz f ést egyenesek parhuzamosak, és a p kor valamely egyenes tiloldaldn helyezkedik

el, de érinti az egyenest, akkor egy megolddsunk van.

* Haaz f éstegyenesek parhuzamosak, és a p kor valamely egyenes tiloldaldn helyezkedik

el, de nem érinti az egyenest, akkor nincs megolddsa a feladatnak.
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4. dbra. Kor, egyenes, egyenes szerkesztés menete
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5. dbra. Kor, egyenes, egyenes megolddsai

2.2. Pont, pont, pont

Tovébbi feladatok elemzését és diszkusszidjat irjuk le, és a szerkesztés menete megtekinthetd a
mellékelt linken.

Feladat: Adott harom pont a sikon. Szerkessziink olyan kort, amely dthalad a harom ponton.
Elemzés: Harom pontunk adott a sikon. Osszekotjiik Sket egyenesekkel, majd az egyenesek 4l-
tal alkotott haromszdgnek vessziik az oldalfelezd merdlegeseit, és azok metszéspontja megadja
a megoldas korének kozéppontjit. A megoldds az egyenesek dltal megkapott hdromszog koré
irhat6 kor.

Szerkesztés menete: Pont, pont, pont szerkesztés menete Geogebraban.

Diszkusszio.

* Ha a pontok nem fedik egymast vagy két pont fedi egymast vagy egyesiti, minden esetben

van egy megolddsunk.
* Ha harom pont fedi egymadst, akkor végtelen sok megoldasunk van.

* Ha egy egyenesre esik, akkor nincs megolddsunk.

2.3. Egyenes, egyenes, egyenes

Feladat: Adott harom egyenes a sikon. Szerkessziink olyan kort, amely érinti mindhdrom

egyenest a sikon.
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Elemzés: Harom egyenes adott a sikon, vegyiik fel igy ezeket az egyeneseket hogy metsszék
egymadst. Az igy kapott metszéspontok egy haromszoget alkotnak, amelynek a belso szogfelez6i
metszéspontja adja meg a haromszog beleirhaté korét, €s a kiils6 szogfelezok adjdk meg a kiilsé
érintd koroket, igy kapva a négy megoldast.

Szerkesztés menete: Egyenes, egyenes, egyenes szerkesztés menete Geogebraban.

Diszkusszio.
* Ha az egyenesek paronként metszik egymast, akkor négy megoldds van.
* Ha az egyenesek parhuzamosok és nem fedik egymast, akkor nincs megoldasunk.

* Ha az egyenesek parhuzamosok, és legalabb két egyenes fedi egymast, akkor végtelen

sok megoldasunk van.

Ha két egyenes parhuzamos, és a harmadik egyenes metszi mindkét egyeneset, akkor két

megoldédsunk van.

2.4. Egyenes, egyenes, pont

Feladat: Adott két egyenes €s egy pont a sikon. Szerkessziink olyan kort, amely érinti a két
egyenest €s dthalad a ponton.

Elemzés: Ett6l a feladattél kezdve az inverzidt alkalmazzuk a megoldasban. Adott a sikon
két egyenes €s egy pont, ugy vessziik fel az egyeneseket, hogy metssz€k egymadst, €s a pont
ne legyen az egyeneseken. Ugy vilasztjuk meg az inverzi6 korét, hogy a pont legyen a kozép-
pontja. Vessziik az egyenesek inverzét, igy kapunk két olyan kort, amelyek 4thaladnak a ponton.
Megszerkesztjiik a két inverz kornek az érintdit, ezek az érintdk olyan egyenesek, amelyek érin-
tik az inverzid korét és az adott koreinket, tehat vessziik az érinték inverzeit az inverzi6 korére,
akkor a két érintd egyenesbdl olyan koroket kapunk, melyek athaladnak az inverzié korének

kozéppontjan, és érintik az egyeneseket.

6. dbra. Két egyenest és egy pontot érintd korok

Szerkesztés menete: Egyenes, egyenes, pont szerkesztés menete GeoGebraban.

Diszkusszio.

* Ha a pont a két egyenes metszéspontjdban helyezkedik el, nincs megoldasa a feladatnak.
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* Ha az egyenesek parhuzamosok, és a pont nem a két egyenes kozott, vagy valamelyik

egyenesen helyezkedik el, nincs megoldasa a feladatnak

* Ha az egyenesek parhuzamosok, és a pont az egyik egyenesen helyezkedik el, akkor egy

megoldasunk van.

* Ha az egyenesek parhuzamosak, és a pont az egyenesek kozott helyezkedik el, vagy az

egyenesek metszik egymadst, akkor két megolddsunk van.

2.5. Pont, pont, egyenes

Feladat: Adott egy egyenes és két pont a sikon. Szerkessziink olyan kort, amely érinti az
egyenest és dthalad a pontokon.

Elemzés: Adott a sikon egy egyenes és két pont. Vegyiik fel igy a pontokat, hogy egyenes-
nek azonos oldaldn legyenek és ne fedjék egymdst. Ugy vélasszuk meg az inverzi6 korét, hogy
az egyik pont az inverzié kozéppontja legyen, és a masik pont az inverzié korén helyezkedjen
el. Ebben az esetben a kor kozéppontjanak inverze a végtelenben lesz, a masik ponté pedig
onmaga lesz. Vegyiik az egyenes inverzét és az igy kapott kornek az érintdit azon ponthoz,
amely nem mozdult el az inverzidé sordan. Az igy kapott érintdk érintik egyik pontunkat és az
egyenesbdl kapott koriinket. Tudjuk, hogy a végtelenben minden egyenes felvesz egy végtelen
pontot, €s ott érinti a pont inverzét. Tehat vessziik az érint6 egyenesek inverzét és olyan koroket

kapunk, amelyek érintik az egyenest és dthaladnak az adott pontokon.

7. dbra. Két pontot és egy egyenest érintd korok

Szerkesztés menete: Pont, pont, egyenes szerkesztésének menete GeoGebraban.

Diszkusszio.

* Ha a pontok az egyenes egy sikjdban helyezkednek el, és nem fedik egymast, akkor két

megoldasunk van.
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* Ha a pontok az egyenes egy sikjdban helyezkednek el, és fedik egymadst, akkor végtelen

sok megoldas van.
* Ha a pontok az egyenesen helyezkednek el, és fedik egymadst, egy megoldés van.

* Ha a pontok az egyenes két oldaldn vagy az egyenesen helyezkednek el, de nem fedik

egymadst, akkor nincs megoldasunk.

2.6. Pont, pont, kor

Feladat: Adott egy kor és két pont a sikon. Szerkessziink olyan kort, amely athalad a két ponton
és érinti a kort.

Elemzés: Adott a sikon egy kor és két pont, vegyiik fel tigy a pontokat, hogy a koron
kiviil vagy beliil legyen mindketts. Ugy vélasszuk meg az inverzié korét, hogy az egyik pont
az inverzi6 kozéppontja legyen, és a masik pont az inverzié korén helyezkedjen el. Ebben az
esetben a kor kozéppontjanak inverze a végtelenben lesz, a mdsik ponté pedig 6nmaga lesz.
Vegyiik a kor inverzét és az igy kapott kornek az érintbit azon ponthoz, amely nem mozdult el
az inverzid sordn. Az igy kapott érint6k érintik egyik pontunkat és a korbdl kapott koriinket.
Tudjuk, hogy a végtelenben minden egyenes felvesz egy végtelen pontot, tehét vessziik az érintd
egyenesek inverzét, igy olyan koroket kapunk, amelyek érintik a kort és dthaladnak az adott

pontokon.

8. dbra. Két pontot és egy kort érint6é korok

Szerkesztés menete: Pont, pont, kor szerkesztés menete GeoGebraban.

Diszkusszio.

* Ha a pontokat nem vélasztja el a kor, tehdat vagy a koron kiviil, vagy a koron beliil helyez-

kednek el, akkor két megoldas van.
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* Ha az egyik pont a koron helyezkedik el, vagy mindketté pont fedi egymast, akkor egy

megoldasunk van.

* Ha a pontok a koron helyezkednek el, de nem fedik egymast, vagy a kor elvalasztja 6ket,

tehat az egyik a koron beliil, a masik a koron kiviil helyezkedik el, akkor nincs megoldés.

2.7. Pont, kor, kor

Feladat: Adott egy pont és két kor a sikon. Szerkessziink olyan kort, amely dthalad a ponton
és érinti a két kort.

Elemzés: Adott a sikon egy pont és két kor. Vegyiik fel igy az alakzatokat, hogy ne fedjék
vagy metssz€k egymast. Valasszuk az inverzié korét ugy, hogy annak kdzéppontja a pontunk
legyen, igy mikor a pont inverzét vessziik, az a végtelenben lesz, mig a korok inverzei korok
lesznek. Vegyiik az invertélt korok érintdit, amelyek olyan egyenesek lesznek, melyek érintik
az inverz koroket. Mivel egyenesek, van egy pontjuk a végtelenben, tehat a pontunk inverzével
is érintkeznek. Ezért, ha vessziik az érinték inverzeit, akkor olyan koroket kapunk, amelyek

érintik a két kort €s dthaladnak a ponton.

9. dbra. Két kort és egy pontot érintd korok

Szerkesztés menete: Pont, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraban.

Diszkusszio.

* Ha a pont és a korok nem fedik, illetve nem metszik egymadst, akkor négy megolddsunk

van.
* Ha a két kor metszi egymast, de nem fedik, akkor két megolddsunk van.

* Ha a pont és az egyik kor a masodik koron beliil helyezkedik el, akkor négy megoldasunk

van.
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* Ha az egyik koron beliil helyezkedik el a pont, vagy a masik kor és a harmadik alakzat a

koron kiviil helyezkedik el, nincs megolddsunk.

* Ha a pont az egyik koron helyezkedik el, és a mdsik kor érinti, de nem azonos pontban,

akkor egy megoldasunk van.

* Ha a pont a két kor metszésén beliil helyezkedik el a pont, akkor két megolddsunk van.

2.8. Pont, kor, egyenes

Feladat: Adott a sikon egy pont, egy kor és egy egyenes. Szerkesszen olyan kort, amely athalad
a ponton €s érinti az egyenest €s a kort.

Elemzés: Adott a sikon egy pont, egy kor és egy egyenes. Vegyiik fel tigy az alakzatokat,
hogy ne fedjék egymast, és a pont és kor az egyenes egy oldaldn helyezkedjenek el. Valasszuk
meg az inverzid korét ugy, hogy a pontunk legyen az inverzié korének kdzéppontja. Ebben az
esetben a pont inverze a végtelenben lesz. Vegyiik a kor €s az egyenes inverzét, igy kapunk
két inverz kort, két eset kivételével. Ha a pont az egyenesen vagy a koron helyezkedik el,
akkor annak inverz képe egyenes lesz, és nem tudunk érintSket szerkeszteni egy egyeneshez
és korhoz. De mivel a pont ilyenkor valamelyik alakzaton helyezkedik el ez egy egyszer(ibb
problémahoz vezet, amikor csak egy egyenes és egy kor kozotti érintd kort kell szerkeszteni.
Tekintsiink el ezektd] az esetektSl. Tehdt az egyenes és kor inverze is egy-egy kor. Igy tudunk
érintdket szerkeszteni a két inverz kor kozé, amely egyenesek €rintik az inverz koroket, és van
egy kozos pontjuk a végtelenben a pont inverzével. Tehat ha vessziik az érint6k inverzét, akkor

olyan koroket kapunk, amelyek érintik az egyenest €s a kort, és dthaladnak a ponton.

10. abra. Egy pontot, egy egyenest és egy kort érint6 korok

Szerkesztés menete: Pont, kor, egyenes szerkesztés menete GeoGebraban.

Diszkusszio.

* Ha a pont és a kor az egyenes azonos oldaldn helyezkedik el, és nem fedi a kor a pontot,

akkor négy megolddsunk van.
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* Ha az egyenes metszi vagy érinti a kort, €s a pont a korrel azonos oldaldn helyezkedik el

az egyenesnek, akkor két megolddsunk van.

* Ha a pont és a kor az egyenes mésik oldalain vagy a pont a koron beliil helyezkedik el, és

a kor nem metszi vagy érinti a kort, akkor a feladatnak nincs megoldésa.

* Ha a pont a kor kdzéppontjdban helyezkedik el, és az egyenes érinti a kort, akkor egy

megoldasunk van.

2.9. Egyenes, kor, kor

Feladat: Adott a sikon egy egyenes €s két kor. Szerkesszen olyan kort, amely érinti az egyenest
és a két kort.

Elemzés: Kicsinyitsiik le mindkét kort annyira, hogy az egyik ponttd zsugorodjon. Ekkor az
egyenest is eltoljuk parhuzamosan a kicsinyités tdvolsdgaval. gy kapunk egy pont, egyenes, kor
Apolléniusz-feladatot. Legyen az inverzi6 alapkore egy tetsz6leges pont koriili kor. Alkalmazva
az alakzatokra ezt az inverziot, kapunk egy kor, kor feladatot (a pont képe végtelenben van),
azaz a két korhoz kell megszerkeszteni a kozos érint6ket. Majd ezek inverz képeit nagyitani
a végs6 megoldashoz. Mivel két irdnyba is el tudjuk tolni az egyenest, igy dltaldban kétszer 4
megoldasunk lesz (11. dbra).

11. abra. Két kort és egy egyenest érintd korok

Szerkesztés menete: Egyenes, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraban.
Diszkusszio.

* Ha a két kor nem fedi egymast, és az egyenes azonos oldaldn helyezkednek el, akkor

nyolc megolddsunk van.

* Ha az egyik kor érinti vagy metszi az egyenest, és a masik kort nem fedi, de azonos

oldalon helyezkednek el, akkor négy megolddsunk van.
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* Ha az egyik kor érinti vagy metszi az egyenest, €s a masik kor a metsz6 koron beliil
helyezkedik el, akkor két megoldasunk van.

* Ha az egyik kor a mésik koron beliil helyezkedik el, €s nem metszik az egyenest, vagy a

két kor az egyenes két kiilonboz6 oldalan helyezkednek el, akkor nincs megoldasunk.

2.10. Kor, kor, kor

Feladat: Adott a sikon harom kor. Szerkessziink olyan kort, amely €rinti a harom kort.
Elemzés:Ebben a feladatban csticsosodnak ki Apolléniusz feladatai. A kovetkezdkben a
kor, kor, egyenes feladatra vezetjiik vissza. Vegyiink egy olyan kort, amelynek kézéppontja az
egyik koron helyezkedik el. Ez lesz az elsd inverzids koriink, amelyre ha a megadott hdrom
kor inverzét vessziik, akkor egy egyenest és két kort kapunk. InnentSl kezdve az el6z6ekben
ismertetett 1épések alapjan eljutunk egy olyan megoldésig, ahol az inverz egyenes és a két korre
érintd koroket kapunk. Ezeket a koroknek kell még az els6 inverz koriinkre invertdlni, igy

megkapva azon megoldasokat, amely az eredeti harom kort érintik.

12. dbra. Harom kort érint korok

Szerkesztés menete: Kor, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraban.
Diszkusszio.

Ha a harom kor nem fedi €s nem érinti egymast, akkor nyolc megoldasunk van.

Ha két kor fedi egymast és a harmadik kort nem, akkor nincs megold4sunk.

* Ha az egyik koron beliil helyezkedik el a maradék két kor, akkor négy megolddsunk van.

Ha a korok érintik egymadst, akkor két megoldés van.
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3. Arbelos és Papposz-korlancok

3.1. Arbelos

A tovéibbiakban a korok érintkezésével foglalkozunk, azon beliil is specidlis eseteket fogunk

megvizsgélni, annak érdekében, hogy korlancokat kapjunk.

13. abra. Arbelos

Az "arbelos" kifejezés gorogiil cipészkést jelent. Ezt a kifejezést a 13. dbra drnyékolt tertile-
tére haszndljuk, amely az 6kori suszterek éltal hasznalt kés pengéjére emlékeztet. Arkhimédész
volt az els6 matematikus, aki tanulmanyozta ennek az alaknak a matematikai tulajdonségait.
Az arbelos egy olyan sik teriilet, amelyet hdrom, hdrom csicsu kor hatdrol ugy, hogy minden
félkor minden sarka meg van osztva a mdsikkal egy egyenes mentén, amely a legnagyobb kor
atmérdje, de a kisebb korok atmérdi is rajta helyezkednek el. A kdzponti bevagas helyzete tet-
szOleges, és az atmér6 mentén barhol elhelyezhetd. Az arbelos szdmos varatlan azonossagot
kielégit [11].

Vizsgéljuk meg a bal és jobboldali félkor atmérdjét. Mivel korok atmérdje r < 1,és 1 — 7,

ezért az 6ket koriilvevo kor atmérGje 1. Ekkor az iv hossza az arbelos alja mentén a kovetkez6:

1 1
L=—- 1—1) ==
5 [mr 4+ m(1 —7)] 57
Igy az ivhossz a bezdré félkor mentén megegyezik a két kisebb félkor mentén mért iv-
hosszal.
Allitsunk mer6legest az 4tmérére B pontban, hogy az igy kapott egyenes metszéspontja a
korivvel legyen D (a 14. dbra). A BD atmérdji kor teriilete megegyezik az arbelos teriiletével.

Legyen AC = 1és r = AB, majd egyszerre oldjuk meg az alabbi egyenleteket: [11]
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r? + h?=2?
(1—7’2)—|—h2:y2
24yt =12

Az oldalakra:
r=AD =/r

y=CD=vI_71
h=BD=\/r(l-r)

14. abra. Arbelos teriiletének kiszamitasa

Vegyiik az AB és BC atmérdjt korok érintdjét, az igy kapott két pont £ €és F' pontok.
A 15. abrat. Ezek a pontok AD és C'D egyeneseken fekszenek. Tovabba a BD és az E'F felezi
egymadst, és a B, D, I és F' pontok hurnégyszoget alkotnak.

Konstrualjuk meg az érintd korok lancolatat, kezdve a két kis és a nagy kor érintdjével.
Ezt a lancot Papposz-korlancoknak nevezziik, €s a korok kozéppontjai egy olyan ellipszisre
esnek, amelynek fokuszpontjai az azt hatarol6 félkorok kozéppontjaiban vannak. Tovédbbd, az
n-edik kor C,, atmérdje (1/n)-szerese a félkor alapjara merGleges tavolsagnak. Ez az eredmény
legkonnyebben inverzidval bizonyithatd, de mar Papposz is ismerte, aki &si tételként hivatkozott
ra [11].

Az E'F kozos érintdje (15. dbra), valamint a nagy félkor és az elsé Papposz-kor kozos

érintdje az AB egyenesen taldlkozik.
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15. dbra. Arbelos teriiletével megegyez6 kor

3.2. Papposz-korlancok

A Papposz-korlanc egy arbelos-on beliili, érint6 korok lancolata. Legyen «, 3,y az arbelost
alkot6 korok, és A, B, C' érintési pontok. Az els6 érintd kor «, 3, is érinti 9;. A kovetkezd
kor 3,7, 61 érinti 9o, igy folytatva ezen érint6 koroket, melyek érintik [, v, és éppen aktudlis ¢,

akkor kapjuk meg a Papposz-korlancot (lasd a 16. dbra).

16. dbra. Papposz-korlanc

Az el6z6ekben targyalt apolloniusz feladatokkal megtudjuk szerkeszteni a korlancot, mert
harom korhoz kell érint6t szerkeszteni. Azonban ez egy hosszadalmas megoldds lenne.
Amennyiben megvizsgdljuk a a 16. 4brat, 1athaté hogy a 3 és v korok érintik az Osszes kor-
lancban elhelyezked6 kort. A harmadik kor pedig mindig érinti az el6z illetve kovetkezd kort
a lancban. Az inverzi6 alaptulajdonsdga hogy illeszkedéstartd, ezért elegend6 a sikon megszer-
keszteniink egy érintd azonos méretli korokbdl 4ll6 lancot, melyek kdzéppontja egy egyenesen
helyezkedik el, és két parhuzamost, melyek érintik a koroket. Ezen alakzat inverz képe egy

Papposz-korlanc lesz.

3.2.1. Papposz-korlancok szerkesztése korre vonatkozo tiikrozéssel

Kovetkezd részben a Papposz-korlanc korre vonatkoz6 tiikrozését fogjuk levezetni.
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Elemzés: Készitiink két parhuzamost és egy olyan kort, amely érinti mindkét egyenesiinket.
Ebben az esetben, ha vessziik mindharom alakzatnak inverz képét egy tetszdleges korre, akkor
harom olyan kort fogunk kapni, amelyek specidlisan érintik egymadst. A két parhuzamos az
inverzié kozéppontjaban, és a kor a két parhuzamosbdl kapott koroket egy-egy pontban érinti.
Abban az esetben, ha a parhuzamosak kozé Gjabb koroket szerkesztiink olyan médon, hogy a
két parhuzamost €és a kort is érintse, akkor az Ujabb koriink inverz képe érinteni fogja a mar
meglévd hdrom koriinket. Ezzel a mddszerrel djabb korok szerkesztése esetén mindig olyan
kor lesz az inverzi6 képe, amely érinti azokat az alakzatokat, amelyeket inverzi6 eltt is. Igy
kapjuk meg a Papposz-korlancokat korre vonatkozo tiikkrozéssel.

Szerkesztés:

* Vegyiink fel egy tetszbleges A kozéppontu c kort.

* Vegyiink fel egy tetszéleges E pontot.

» Szerkessziink meg A és F pont kozotti egyenest, ez f.

» Szerkessziink F kozéppontd tetsz6leges sugari kort, ez d.

* A dkorés f egyenes metszéspontjaiban dllitsunk merSlegest f egyenesre g, h egyenesek.

» Szerkessziink f egyenesre merSlegest £/ ponton keresztiil, majd vegyiik a metszéspontjat

d korrel ez F' pont.
* Legyen EF =1 vektor.

* Tekintsiik ¢ kort az inverzi6 korének, vegyiik ra d kor és g, h egyenes inverzét d’, ¢’, b’
koroket kapjuk. (lasd a 17. abra).

17. abra. d', ¢', b’
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* F kozépponti d kort képét vessziik 2u tdvolsdggal és —2u tavolsdggal. Ezt a 1épést

ismételjiik meg mindig, hogy tjabb elemeket kapjunk a korldnchoz (1asd a 18. 4bra).

18. dbra. Papposz-lanc

3.2.2. Korlancok Papposz-korlancban

Témavezetdm javaslatara tovabbgondoltuk a Papposz-korldncot és az Apolloniusz-féle felada-
tokat. Arra a kovetkeztetésre jutottunk hogy 0ssze lehet kombindlni 8ket. Ebben a fejezetben az
iddig megismert Apolléniusz-féle feladatok megoldasait fogjuk haszndlni Papposz-korlancban.
Azt mutatjuk, meg hogy egy Papposz-korlancon beliil is lehet még végtelen sok korlancot 1ét-
rehozni. A 18. dbrdn j6l megfigyelhetd, hogy egy korldncot hogyan lehet megszerkeszteni,
azonban, ha a két parhuzamosunk koz¢€ nem csupdn egy kort tesziink hanem tobbet, akkor
tovabbi korldncokat kapunk. Ugy készitjiik a tovdbbi koroket, hogy azok is érint6 korok legye-
nek. Els6ként egy olyan kort szerkesztiink, amely érinti a két parhuzamoson beliili kort és az
egyik egyenest (lasd a 19. abrdn). Itt alkalmazzuk az egyenes, kor, kor Apolloniusz-féle feladat
megoldasat, igy kapva meg az érint6 kort. Az igy 1étrejott érintd korhoz is szerkesztek még
érintd koroket, amelybsl még harom Apolléniusz-féle feladat kovetkezik. Igy bévitve az dbrit

végtelen sok korlancot vagyunk képesek szerkeszteni (1dsd a 20. és a 21. abrdkon).
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19. abra. Els6 érint6 korok

20. abra. Masodik érintd korok

21. abra. Harmadik érint6 korok
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Vessziik ezen alakzatok inverz képét (lasd a 22. a 23. és a 24. dbrdkon).

22. abra. Els6 érint6 korok inverz képe

23. dbra. Mdsodik érintd korok inverz képe

24. abra. Harmadik érint6 korok inverz képe

Ezutan vessziik ezen koroknek a sorozatat a sikon (lasd a 25. dbrdn), majd ezen koroket
is invertaljuk (lasd a 26. dbran). Igy latszodik az, hogy egy korldncon beliil is tudunk még

késziteni végtelen szamu korldncot.
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25. 4bra. Erint6 korok

26. dbra. Erint8 korok inverz képe

Abban az esetben, ha nem csak az alberoson beliil vizsgaljuk a korldncokat, hanem az inver-

z16 korén beliil akkor egy Apolléniusz gasket-hez hasonlé alakzatot kapunk (lasd a 27. dbran).
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27. abra. Apolléniusz gasket-hez hasonl6 korldnc

Vegyiik a 25. dbran lathat6 érinté korldncokat, és helyezziink el bel6le két azonos ldncot

egymads mellet és vegyiik ennek inverz képét (1asd a 28. dbran).

28. dbra. Apolloniusz gasket-hez hasonlé két korlanc

Vegyiik a 25. dbran lathat6 érintd korlancokat, €s helyezziink el beldle harom azonos lancot

egymds mellet és vegyiik ennek inverz képét (1asd a 29. dbran).
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29. abra. Apolléniusz gasket-hez hasonl harom korldnc

Abban az esetben ha a 25. dbran l4that6 érint6 korlancokat, végtelenszer helyezziik egymas

mellé és ezeknek vessziik inverz képét, egy fraktalt kapunk.

30. dbra. Apolldniusz gasket-hez hasonlé korlancok
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4. Osszefoglalas

A dolgozatunk matematika tantargybol, azon beliil is geometridbdl ad egy kidolgozott segéd-
anyagot, a korre vonatkozé sikbeli tiikrozésre, mas néven inverzidra. A szerkesztések elkészité-
séhez a Geogebra alkalmazast hasznéltuk. Minden szerkesztést sajét keziileg készitettiink amely
megjelenik a dokumentumban, azzal a céllal, hogy 1€pésrdl 1épésre bemutassa €s szemléltesse
a szerkesztések menetét.

Inverzi6 bevezetésével kezdddik dolgozatunk amelyet nem teljes kortien targyaltuk, hanem
elegend6en ahhoz, hogy a tovdbbiakban a szerkesztésekhez fel tudjuk hasznélni. Megvizsgaltuk
egy pont inverz képét €s tulajdonsagait, €s ezek alapjan vizsgaltuk az egyenes €s kor inverz képét
és tulajdonsagait.

A kovetkezd fejezetben az Apolloniusz-féle feladatokat mutattuk be, és ezen feladatok se-
gitségével szemléltettiik a sikbeli inverziot. Egy feladatot részletesen kifejtve, majd a tobbit
feladatot elemzés és megyvitatdson keresztiil szemléltettiik. A szerkesztések kidolgozott menete
https://www.geogebra.org/u/ujvaridani97 érhetdek el.

A tovdbbiakban a korok érintkezésének egy specidlis esetét vizsgéltuk meg az arbeloszt, és
annak egyes tulajdonségait, igy atvezetve a Papposz-korlancokra.

Végezetiil egy Papposz-korlancon beliil készitettiink tovébbi korldncokat Apolléniusz-féle
feladatok megoldédsainak segitségével, €s az érintkez6 korldncokbdl készitettiink egy fraktal

strukturat bemutato abrasort.
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