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1 BEVEZETES [1],[2]

1. Bevezetés [1],[2]

A standard kozmologiai modell, a ACDM szerint a Planck-korszakbdl kiemelked6 Vilag-
egyetem kozel exponencidlis mértékii tagulast, tgynevezett kozmoldgiai felfivéodast
(inflaciot) szenvedett el. Ennek egyik lehetséges magyarazata, hogy jelen volt egy
skalarmezo, az inflatonmez6, amelynek hatdsara igynevezett lassi-gordiiléses felfuvddas
jott létre. A ACDM ugyanakkor nem veszi figyelembe azt, hogy a Nagy Bumm utan
és talan még a felfivodas kezdetén is a gravitacié és a kvantumfizika egyarant fontos
szerepet jatszott. A kvantumgravitacidés hatasok figyelembevételének egyik lehetséges
modja, hogy a kozmoldgiai fejlodést leird egyenletekben a gravitacios csatolasokat, az-
az a newtoni gravitacios allandot és a kozmoldgiai allandot az energiaskalatol fiiggd
csatoldsokra cseréljiik, amelyeket az einsteini gravitacié (pélyaintegralosan kvantalt)
elméletének a renormdlasi csoport maddszerével torténd vizsgalataval hataroztak meg.
A jelen dolgozatban az a célom, hogy a vilagegyetem egy erGsen leegyszerisitett mo-
dellje keretében megmutassam egyrészt, hogy fenndll az inflatonmezo altal vezérelt, a
kozmoldgiai megfigyelésekkel dsszeegyeztethetd kb. e0-szoros mértékii lasst gordiiléses
felfuvédas lehetosége. Masrészt, Ossze kivanom hasonlitani a realisztikus felfuvodas
kezdetének idejét és idétartamat a kvantum-feljavitott és a klasszikus esetben.

A dolgozat egy olyan vilagegyetem felfivodasanak a vizsgalatardl szol, a melyrol
az aldbbiakat tessziik fel: (1) térben homogén és izotrdp és zérus térgorbiilettel ren-
delkezik, (2) jelen van benne a newtoni gravitaciés vonzas mellett a kozmoldgiai csa-
tolas altal képviselt gravitdcids taszitas is, (3) tovabbd a vildgegyetemet egy nem-
onkolcsonhaté ¢ skalarmez6 uralja, az ugynevezett inflatonmezdé. A vizsgalatot két
esetben végzem el; a klasszikus jol ismert esettel fogom kezdeni: a Planck2018 adatok
alapjan becsiilt kezdeti feltételek és m paraméterérték felhasznaldsaval meghatarozom
a Friedmann-egyenleteknek a realisztikus felfivodast reprodukalé megoldasat. Ezt
kovetben térek ra a kvantum-feljavitott eset vizsgalatara. A kvantum-feljavitas soran
a Friedmann-egyenletekben kicserélem kozmoldgiai és gravitaciés allanddkat a nekik
megfelel6 energia-skalafiiggé tarsaira, amelyeket a szakirodalombdl ismertink. Az ener-
giaskdla idofliggésének meghatarozésa céljabol tovabbi feltételként megkovetelem a

skaldrmezére vonatkozé Klein-Gordon egyenlet (igy a vele ekvivalens kontinuitasi egyen-
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let) érvényességét. Az inflatonmezd potencidljanak a legegyszertibb

1

Vi(p) = §m2902

alakot valasztom.

A klasszikus modellben a lassi-gordiiléses felfivodas olyan esetben jelentkezik a
késobbi fejlodés sordn, amikor az inflatonmezé kinetikus energiastirtisége a Nagy Bumm
utan kozvetleniil lényegesen meghaladja az inflatonmezo potencialis energistirtiségét. A
kvantum-feljavitott esetben ezt munkahipotézisként fogadtam el, ami lehetové tette,
hogy meghatarozzam a dinamikai egyenleteknek a szingularitdst kozvetlentl koéveto
idoszakra vonatkozo, kozelité analitikus megolddsat. Végiil a dinamikai egyenletek nu-
merikus megoldasahoz a kezdeti feltételeket ezen analitikus becslés alapjan hatdroztam
meg.

A dolgozatban az elméleti bevezetés utan ismertetem a sajat eredményeimet klasszi-

kus, és a kvantum-modositott elméletben is, majd Osszehasonlitom a két eredményt.
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1.1. Az Univerzum dinamikaja

Az Univerzum dinamikéjét leiré egyenletek az Finstein-eqyenletek?:

81G
G+ NG = %Tw . (1.1.1)
ahol
1
GNV = RMV — §g,uyR
azZ

_ T« a fo B a 76
Ry =T, —T%,, + 19,10, —T5 1%,

Qo pov,v

gorbiileti tenzorbdl képzett Einstein-tenzor,
R=g¢"R,,

Ricci-skalar,
1

Fgﬁ = 591“’ (gay,ﬁ + 98v,a — gaﬁ,u)

Christoffel-szimbolumok, g, metrikus tenzor és a T}, az energia-impulzus tenzor, il-

letve (...), = aa(;;). A kozmolégia szempontjabdl az idedlis folyadék energia-impulzus

tenzorat vessziik figyelembe:
T" = (p + p)u*u” — pg", (1.1.2)

ahol p energiastirliség, p nyomas és u* az dramlas négyes-sebessége.

Ahhoz, hogy megoldjuk az Einsten-egyenleteket koordinata-rendszert kell bevezetniink.
Ha az Univerzumot nagy méretskalan homogénnek és izotrépnak tekintjiik, akkor a 3-
dimenzidés tér gorbiilete alland6. Lehet k = 0 sik, k& = +1 pozitiv és zart, £k = —1
negativ és nyilt. Ezen megszoritdsok mellett az invaridns ivhossznégyzet:

ds* = dt* — a®(t)[dx* + ®*(x)d?], (1.1.3)

ahol d2 = dO? + sin?Ody?, © € [0, 7], ¢ € [0,27],

.

sinh®y, hak = —1,
*(x) = 2, ha k =0,

siny, hak=+1.

\

LA dolgozatban ¢ = i = Go = 1 egységekben dolgozok.
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(
arcsin '(r), ha k= —1,

X=A9qr, ha k = 0,

arcsin(r), ha k = +1.
\

és r € [0,00). Ezt a metrikdt Robertson-Walker-féle-metrikinak (RW) nevezziik. A

dolgozatban a k = 0 sik geometrat hasznalom mindenhol.

A fentiek figyelembe vételével az Einsten-egyenletekbol két csatolt, nem-linearis dif-
ferencidlegyenlet-rendszert kapunk, amit Friedmann-egyenleteknek neveziink (k = 0

lapos térgeometria esetén):

LN\ 2
A

a 3 3 (1.1.4)
+

H = —4rG (p+p)

ahol 7a” a skalafaktor, és a pont a kozmoldgiai idé szerinti derivaldst jelenti.? Esetiink-
ben a fenti médon felirt Friedmann-egyenletekben a p energiastiriiség az teljes egészében
a skaldrmez6 energiastiriiségével (p?) egyenld. A (1.1.4). egyenletekbdl levezethetd a

kontinuitasi egyenlet:

d
-£+3H@+py:0 (1.1.5)

Az Univerzum Planck-korszak utani fejlodése az altalanos relativitaselmélettel irhato
le, amelyekben szerepel az anyag energia-impulzus tenzora. Ehhez azonban fizikai
mezOk dinamikai egyenleteire és részecskék mozgasegyenleteire van szitkség (ez utébbi
kivalthaté homogén, izotrop Vildgegyetem esetén az allapotegyenlet parametrizalasaval
ha az anyagot egyiittmozgé folyadéknak feltételezziik). Tehat ahhoz, hogy megoldjuk
az Einstein-egyenleteket kezdofeltételekre van sziikség. Azonban, ha azt feltételezziik,
hogy a kezdofeltételt meghatarozé idépillanattdl kezdve az Univerzum a Friedmann-féle

tagulassal fejlodik, akkor bizonyos problémakkal terhelt az elmélet:

1. Kezdeti homogenitas

Az anyag térbeli eloszlasat az energiastirtiséggel és nyomassal jellemezzik, mint

2 Amikor az egyenletekben G (A) szerepel indexek nélkiil, akkor ezalatt a gravitaciés (kozmoldgiai)
paramétert értem, mivel a kvantum-feljavitott esetben lesz olyan, amikor G # Go (A # Ag), ahol Gg

(Ap) a Newtoni gravitécids (kozmoldgiai) dllando.
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a koordinatak fliggvénye: p(z),p(x). A dolgozat sordn az a feltételezés, hogy az
Univerzum homogén?® és izotrop nagy méretskaldkon?®, ami egyaltaldn nem rossz
feltételezés, hiszen megfigyelések megmutattak, hogy az Univerzum korai sza-
kaszaban az inhomogenitas még kisebb volt, mint napjainkban. Ez azonban azért
meglepd, mert a Nagy Bumm elmélet alapjan az Univerzum korai szakaszaban
szamos kauzalisan-szeparalt tartomanyokbdl tevodott ki. Ezt a homogenitasi
problémat horizont problémanak is nevezziik. A horizont probléméanak a Nagy

Bumm elmélet nem tud magyarazatot adni.

2. Kezdeti sebességek
Ahhoz, hogy megadjuk a kezdeti anyageloszlast a tér minden pontjaban sziikségiink
van a sebességek ismeretére, hiszen az idedlis folyadék energia-impulzus tenzo-
ra szerepel az Einstein-egyenletekben. Ha a kezdeti sebességeket tul kicsinek
valasztjuk meg, akkor az Univerzum a mésodperc toredéke alatt Osszezuhan,
azonban ha til nagynak akkor az Univerzum tul gyorsan tdgul, és hamar tiressé
valik. Ezek szerint a kezdeti sebességeket szinte tokéletesen ossze kell hangol-
ni, hogy megkapjuk a mai Vilagegyetemi képet. Ezt a problémét a lapossag

problémajanak is szokas nevezni.

Ahhoz, hogy megoldjuk ezeket a problémékat, a Friedmann-féle dinamikat médositanunk
kell ugy, hogy az Univerzum nagyon korai szakaszaban nagyon rovid ido6 alatt hatalmas
mértékben kellett tagulnia a Vildgegyetemnek. Ezt a korszakot nevezziik felfivodasnak

vagy inflacionak.

3Valéjaban a homogenitds atlagosan teljesiil, hiszen az éseredeti perturbéciékbél adédéan van egy

relatfv 107> hibdja a homogetnitdsnak.
4Nagy méretskala alatt a 100Mpc tévolsdgot értem.
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1.2. Skalarmezo6 altal vezérelt kozmologiai inflacié

A legegyszeriibb inflacios modellben az Univerzumban egy nem kolesonhatd, egy-
komponensti ¢ skalarmez6 uralkodik (inflatonmezd). A gravitacio altal vezérelt skaldarmez6

hatas funkcionalja:

S = Spy + Sp =

1 , (1.2.1)

- g [ Aevmatr-an ¢ [ vy (ot - vie)

ahol g = det(g,,), Spn az Einstein-Hilbert hatds. A skalarmez6 mozgdsegyenlete

megkaphaté S, varialasabdl, vagy (ezzel ekvivalens médon) a skaldrmezdre vonatkozé

oL, ., L, _

dp  "O(0up)

Euler-Lagrange egyenletekbdl, ahol
1
Lo=v~=yg (50%3#@ - V(s@)) :

fgy
1
v

Azonban, ha a skaldrmez6é homogén (¢(x,t) = p(t)), a térgeometria lapos, illetve ha

O (V _98“90) + Ve =0

a RW metrikdt hasznaljuk, akkor g = det(g,,) = —a®. Ha az el6bbieket figyelembe

vessziik, akkor megkapjuk a skalarmezore érvényes Klein-Gordon egyenletet:

$+3Hp+V, =0. (1.2.2)

A fenti (1.2.2). egyenlet ekvivalens a (1.1.5). kontinuitasi egyenlettel, hiszen skaldrmezé

esetén
2 1.2
pr=5¢ +V(p) (1.2.3)
1.
p= 5902 — V), (1.2.4)

a fentieket beirva a kontinuitdsi egyenletbe, akkor adédik a (1.2.2). KG egyenlet.
A felfivéd6 Univerzum dinamikajat tehat a (1.1.4). és a (1.2.2). egyenletek irjék le.
Azonban a klasszikus esetben nincs sziikség a harom egyenletre, mivel a két Friedmann-

egyenlet kombindlhaté a kontinuitasi egyenletté, ami pedig ekvivalens a KG egyenlettel.

6
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A maésodik Friedmann-egyenlet kifejezhet6 az alabbi mddon is:

2:_%§@+@pﬁ#+ﬂzﬂm—@, (1.2.5)

ahol p = p¥ + pt, és p* = A/(87G). Tovabba bevezetésre keriilt egy, az inflaciét

jellemz6 paraméter:
=_ (1.2.6)

Az e segitségével eldonthetd, hogy az Univerzum mikor tagul gyorsulva: € <1 — d > 0.
Ebbdl adédéan az inflacié abban a ¢y idopillanatban fejezédik be, amikor (t;) = 1,
hiszen ekkor d = 0, vagyis nem tagul gyorsulva a VE. Tovabbd a (1.2.5). egyenletbél
adodik a felfuvodas egy feltétele, hiszen ha gyorsuld tagulast szeretnénk elérni, akkor

a > 0. Ebben az esetben p + 3p < 0 kell teljesiiljon, vagyis:

1

A felfuvédés még jellemezhetd az ugynevezett felfivéodasi kitevével (e-folding number),

ami szamolhato a felfivédés ¢; kezdd és t; végso pillanataival:

N:/WH@% (1.2.8)

i

és az alabbi Osszefiiggés definidlja:

ally) _ ox (1.2.9)

Ahhoz, hogy a horizont és a lapossidg problémdkat feloldjuk az N szdm értékének
nagyobbank kell lenni, mint 60, és a mérések is igazoltak a felfivodasi kitevo 60 koriili

voltat.

1.3. Kvantumeffektusok (fluktuiciék) figyelembevétele

Eddig klasszikus elmélettel foglalkoztunk, amiben az Einstein-Hilbert hatas

1 4

alakid. Ahhoz, hogy megprobaljuk kvantélni ezt a mez6ét, a Renormalasi Csoport (RG)
modszereket kell alkalmaznunk rajta. Ha alkalmazzuk az RG egyenleteket a (1.3.1).
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hatason, akkor ahhoz, hogy a fellép6 divergencidkat kezeljiik azt az arat kell megfizetni,
hogy a G = G(k) és A = A(k) gravitaciés és kozmoldgiai paraméterek a k(t) energia-

skalatél nem lesznek fliggetlenek[3]:

( G ha 0<k<ky

Gk) =9 Go—bk2—k) ha ky<k<kg (1.3.2)
| gk ha kg <k
( Ao ha 0<k<ky

AK)=1¢ Ag+ck*—k)  ha ky<k<kg (1.3.3)
| R ha kg <k

ahol g, ~ 0.707, A\, ~ 0.193, kx ~ 8.2 - 10 3'mp; és

1/2 2
b <3g*> 2R MGy

- 9g,’ 39,
Lathaté, hogy a kvantum-feljavitas soran harom szakasz jelent meg az Univerzum

id6beli evoluciéjaban([4]-[7]): fizikailag valés RG trajektoridknak hdrom {6 része van:
o UV-szakasz, amit a Reuter fixpont ural,

e atmeneti szakasz, ami a Gauss fixpont kozelében ér véget,

o [R-szakasz, ahol a gravitacios csatoldsok szinte fliggetlenek lesznek a k(t) skalatol.

Az Univerzum fejlédése soran a kozmologiai id6 folyamatosan névekszik. A folyama-

tosan névekvé kozmoldgiai id6hoz pedig csdkkend k(t) energiaskala tartozik.

Az Univerzumot kitolté mez6 kvantumfluktudcioit elhanyagoljuk, igy a homogén
és izotrop Univerzum fejlodését a kvantum-modositott Friedmann-egyenletek, illetve
a beloliik szarmazé konzisztencia feltétel irja le. A kvantum-mdédositott Friedmann-

egyenletekhez gy jutunk, hogy a (1.1.4). egyenletekben a
G — G(k) A — A(k)

helyettesitéseket elvégezziik. Az ilyen médon médositott Friedmann-egyenletek alajka:
72— 8rG (k) 4 A(k)

3 3 (1.3.4)
H = —47G (k)p*
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Lathaté, hogy ezt a problémat nem lehet megoldani, hiszen harom ismeretleniink van:
k, H, p; két egyenletre. Ahhoz, hogy megoldhato legyen a probléma, kell még egy egyen-
let. Ezt az egyenletet megkaphatjuk gy, hogy vessziik a modositott elsé Friedmann-

egyenlet kozmoldgiai id6 szerinti derivaltjat:
.4 . A
HH = % (Gp“" + Gp”) +3 (1.3.5)
A fentibe beirva a moédositott masodik Friedmann-egyenletet:
. : A
0 =47G (3H(p* +p) + p?) + 4rGp? + 2 (1.3.6)

ami nem més, mint a kvantum-maédositott esetbeli kontinuitasi egyenlet. Ahhoz, hogy
tobblet egyenletet kapjunk, egy feltevéssel éliink: elfogadjuk a klasszikus esetbeli kon-
tinuitasi egyenletet. fgy a 3H(p? + p) + p¥ = 0 kifejezés miatt adédik egy harmadik
fliggetlen egyenlet:

CAK®) MOk
stG(k(t))  8mOkG - Ok’

p? = (1.3.7)

Igy a kvantum-effektusokkal terhelt Univerzum dinamikéjét a (1.3.4). és a (1.3.7).

egyenletek hatarozzak meg.
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2. Numerikus eredmények

Ebben a fejezetben fogom ismertetni az altalam kapott numerikus eredményeket a
klasszikus, és a kvantum-moédositott elméletben is. Az inflatonmezé potencidljaként
egy egyszerl kvadratikus potencialt valasztottam:

1
Vip) = om™e", (2.0.1)

ahol m az inflaton tomege.

2.1. Kvantumeffektusok nélkiili (klasszikus) kozmoldgiai inflacié
A klasszikus esetben a tomeg-, gravitaciés és kozmoldgiai paraméterek értéke:
m = 10_6mpl G = GO =1 A= AO = 10_1227’)73_—7.

A klasszikus eset dinamikéjat leiré egyenletek a Friedmann elsé egyenelte, illetve a

skalarmezore vonatkozo KG egyenlet:

87TG(] AO
H? = g — 2.1.1
5 P73 (2.1.1)
0=¢+3Hp+V,. (2.1.2)

Az elso Friedmann-egyenletbol kifejezve H-t, és beirva a KG egyenletbe, majd figyelem-

be véve a (2.0.1). inflaton potencialt ad6dik ¢-re egy masodrendii differencidlegyenlet:

1/2

A
; ¢+ m2p =0, (2.1.3)

47 G()
ahol k = /127Gy. A fenti differencidlegyenlet megoldésahoz két kezddfeltételre van

¢+H ¢2+m2902+

sziikség: ¢ és ¢ értékeire egy bizonyos idépillanatban. A kezddfeltételeket az aldbbi

modon valasztottam:
©0(0) =3.1mp;  $(0) = —2-10""m3,.

A fenti kezdéfeltételekkel a numerikus megoldést a 0sp; < t < 4-107sp; intervallumon
inditottam el, azonban a szingularitas nem esett a nullaba. Ahhoz, hogy megtalaljam
a szingularitast, az integracios intervallum kezdetét eltoltam, majd a program jelezte,
hogy szingularitast talalt a t,, = —260425sp; idopillanatban. FEtt6l kezdve ezt az
idopillanatot tekintem a 0 idépillanatnak. Az 6. abran lathaté a megoldas kiilonb6zo

© kezdoértékekkel inditva.

10
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5.x10°8

~5.x1078}
~1.x1077}

~1.5x1077F -

1. dbra. Klasszikus esetbeli {p, p} fazistér trajektdridk kilonbozdé ¢ kezdbértékek mellett.

A felfivédés kezdeti pillanata az a t; id6pillanat, amikor a {¢, ¢} fazistérben a tra-
jektoria rafut az attraktorra (akkor amikor a ¢ csokkenni kezd, és a ¢ kozel valtozatlan,
a kozel vizszintes szakasz). A felfivédés vége pedig abban a t idépillanatban van, ami-

kor

8(tf) = _H2(tf)

300 -

25F -

05F

0.0 z
C I I I I 1 I I I I 1 I I I I 1 I I T
0 5.0x10° 1.0x 107 1.5x 107

t

2. dbra. Klasszikus esetbeli (t) folytonos vonallal, és a konstans 717 érték szaggatott vonallal

dbrazolva.

Az altalam meghatarozott kezdeti és végso pillanatok:

t;=129-10°sp; és  tp=18-10"sp.

11
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fgy meghatarozhaté a felfuvodasi kitevo:

ly
N:/ H(t)dt ~ 60.01.
t;

2.2. Kvantumeffektusokkal terhelt kozmoloégiai inflacio

A kvantumeffektusokkal bévitett elméletben az Univerzum korai szakasza harom részre
valt szét: UV, dtmeneti és IR. Minden szakaszhoz (1.3.3). alapjdn mas és mds dina-
mikai egyenletek tartoznak G és A miatt.

Els6 jogos kérdés az, hogy mi alapjan adunk meg kezddfeltételt az UV szakaszban?
Ehhez azt hasznaljuk ki, hogy kezdetben az skalarmez6 kinetikus energia(siirtiség) tagja
dominél, igy adhaté egy analitikus becslés a Bagy Bumm (szingularitds) kozelébe,
ahonnan tudunk kezdéfeltételt megadni (1d. A fiiggelék). Ha ez megvan, akkor a
kovetkezo szakaszra érvényes differencialegyenlethez a kezdofeltételt az el6z6 szakaszbol

lehet megadni (”6sszevarjuk a megoldasokat”).

2.2.1. UV szakasz
Az els6 -UV- szakaszhoz tartozé tomeg, gravitacios és kozmoldgiai paraméterek:
m = 10"""mp G(k) = g.k™? A(k) = \E>. (2.2.1)

Ha beirjuk a fenti kifejezéseket a (1.3.4). és (1.3.7). egyenletekbe, akkor megkapjuk az

els6 szakaszra érvényes differencidlegyenlet-rendszert:

3H? = 8mpl?) g k™% + N\ k2 (2.2.2)

H = —4rg,p*k 2 (2.2.3)
1 1 A
Y 2 S22 = O A
A A UL

A (2.2.4). egyenletbél k? kifejezhet6 és befrhaté a (2.2.2). és (2.2.3). egyenletekbe,

(2.2.4)

némi rendezés utan H-ra és ¢-re kapunk egy csatolt differencidlegyenlet-rendszert:

. 1
3H? — 2w\/p? =0 H+/p? + §w¢2 =0 (2.2.5)

ahol w? = 87g.\, és pl?) = (¢? + m?p?) /2. Ezen csatolt differencidlegyenlet-rendszer

megoldasdhoz a kezddfeltételt a t;, idopillanatban

H(ty) = Heat(te)  @(tk) = @est(ti)

12



2 NUMERIKUS EREDMENYEK

moédon adom meg, ahol

22 1

Hest (tk> - 3w tk

=, £ es ty) =
o & ulty)

analitikusan kozelitett formuldk® a ¢, = 5- 107! sp; idépillanatban (14sd: A. fiiggelék).

Az els6 szakasz abban a tg idopillanatban végzodik, amikor

Numerikusan a k(t) meghatarozhaté a (2.2.4). egyenletbdl:

1/4 —1/4
k= (87;9*/)“’) S k= (—87;9*#’) . (2.2.6)

Technikailag a k! dbrazolasabdl konnyebb leolvasni a tg idépillanatot:

WA

3. dbra. Az UV szakaszban az 1/k az idé figguényében folytonos, 1/ke szaggatott vonallal.
Az els6 szakasz végsé iddpillanatédra a

ta = 1.27sp;
értéket hatdroztam meg.

2.2.2. Atmeneti szakasz

A masodik -atmeneti- szakaszhoz tartozo gravitacios és kozmoldgiai paraméterek:

G(k) = Go — b(k* — k3) A(k) = Ag + c(k* — K}). (2.2.7)

A porzitiv dgat valasztottam -nél.

13
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Ha beirjuk a fenti kifejezéseket a kvantum-feljavitott egyenletekbe, akkor megkapjuk

a masodik szakaszra érvényes differencidlegyenlet-rendszert:

3H? = 8mp? [Go — b(k® — k})] + Ao + c(k* — k}) (2.2.8)
H = —4r¢ [Go — b(k* — k3] (2.2.9)

¢ € 12 2.2.1
pr=k (2.2.10)

Ha a (2.2.10). egyenletbél eliminaljuk k-t és beirjuk a masik két egyenletbe, akkor

néhany rendezési 1épés utan megkapjuk a masodik szakaszt leiré differencidlegyenlet-

rendszert:
3H? = a(p?)” + Bp? + 6 (2.2.11)
H=—¢? lap@(t) + g} : (2.2.12)
ahol
1672

B=8m(Go+bk?) =N — ckt.

o =
C

A kozmoldgiai id6 szerint derivalva a (2.2.11). egyenletet, majd beirva a (2.2.11).-
bol kifejezett H-t és a (2.2.12).-b8l H-t, akkor kapunk ¢-re egy mésodrendii differen-

ciadlegyenletet:

1
2

a(p?) + Bp* +6

513
Y+ 3

O +mio=0]| (2.2.13)

Léathat6, hogy ez nem maés, mint a (1.2.2). egyenlet. Tehét a kvantum-feljavitasnak
koszonhetéen a KG-egyenlet abban véltozott, hogy a H Hubble-paraméter értéke
erésen @ fliggdvé valt. A fenti differencidlegyenlet megoldasihoz két kezdofeltételre

van sziikség. A két kezddfeltételt

Pelss(ta) = Pmasodik (ta) elss(ta) = Pmasodik(ta), (2.2.14)

moédon adom meg, ahol az 7elsd” illetve "masodik” az adott szakaszhoz tartozd -t

jelolik. Az elabbi abrakon mutatom a megoldésokat:

14
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0.5
1.5x 107" | -
[ B 0.0
Lxto | ) oSk
r - -1.01
5.%x107"2 N RSN )
L - 151
oF - -2.0
L =25
—-5.x 1077
[ -3.0
r - . | . | . | . | | . |
loxto ey TN P I RS R R I 10 1000 10° 107 10° 10
-3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0
@ t

4. dbra. A kvantum-mddositott elméletben szamolt fazistér kilonbozd ¢ kezdbértékekkel (bal),

és a ¢ az idd figguényében (jobb).

Az inflacié kezdetét és végét a kalsszikus esethez hasonléan lehet meghatarozni,

ehhez alabb &brazolom az e(t) fiiggvényt is. Altalam meghatdrozott idépillanatok az

—————— — — —
3.0F -

:

20F

05F

00F

I I I I 1 I I I I 1 I I I I 1 I
0 50x10° 1.0x 107 1.5% 107

t

5. abra. Atmeneti szakaszban az e(t) figguény folytonos, 71”7 konstans pedig szaggatott vo-

nallal abrdzolva.

inflacio kezdetére és végére:

ti ~23- 109813[ és tf ~18- 1011813[.

Az igy meghatéarozott felfuvédasi tényezo:

ty
N:/ H(t)dt ~ 60.05.
t;

15
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2.2.3. IR szakasz

A harmadik -IR- szakasz varhatéan ¢ty ~ 10*'sp; koriil kezdédne, azonban szdmunkra
(vagyis a jelenlegi TDK dolgozat szempontjabdl) az Univerzum fejlédése a kozmoldgiai

inflacié végso pillanatatol nem érdekes.

2.2.4. Tovabbi vizsgalatok

Ebben a fejezetben a kvantum-méddositott esetbeli felfuvddast vizsgalom tovabb: meg-
vizsgalom, hogy a kezdeti feltételektdl illetve a tomegparaméter megvalasztasatol mi-
lyen mértékben fiiggenek a megoldasok, és hogy mennyire univerzalis az a megoldas

amit kaptam.

Az altalam kapott megoldas univerzalitdsanak vizsgalata szempontjabol érdemes

megnézni az els6 szakaszra vonatkozé differencidlegyenlet-rendszer

3H? — 2w\/p® =0 HV&E3+%w¢2:0 (2.2.15)
kezdofeltételi érzékenységét. Ehhez a fenti differencidlegyenlet-rendszert a
107 Psp < t), <107 sp
id6intervellumbdl valasztott ¢i-hoz tartzozo

Soest(tk) Hest(tk)

kezdofeltételekkel oldottam meg, ahol az "est” az analitikusan kozelitett formulakat

jelenti az Univerzum nagyon korai szakaszdban (1d. A fliggelék) és a tomegparaméter

m = 10719 p; értékével dolgoztam, ami a felfivédési kitevd kb. 60-as értékét adta.
Els6ként a kiilonboz6 t), idopillanatok mellett leolvastam a hozza tartozé tg idopillanatokat,

és megnéztem a

ta —tg"
relativ eltéréseket, ahol
2G)
99w

t?;t = ~ 1.2761813[

analitikusan becsiilt t5. Az 1. tdblazat tartalmazza az értékeket. A kapott eredményekbol

az kovetkezik, hogy a ty kezddpillanattol fiiggetlen a megoldds, ha a kezddfeltételeket a

16
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kozelitett formuldkbdl valasztjuk ki, és nagyrészt a leolvasasbdl adddik a relativ eltérése

a tg-nek.

__test
te(spr) | ta(spr) %

10719 | 1.2725 | —0.0028
10711 | 1.2753 | —0.0006
10712 | 1.2725 | —0.0028
10713 | 1.2722 | —0.0030
1071 | 1.2743 | —0.0014
10715 | 1.2764 | 0.0002

1. tablazat. Kilonbozo t,-hoz tartozé tg és relativ eltérései

A fentiekbol az kovetkezik, hogy a numerikus eredmények az elsé -UV- szakaszra szépen
visszaadjak az analitikusan becsiilt formuldkat. Tehat az UV szakaszban az Univerzum

dinamikéjat jol leirjak az A fliggelékben megadott formuldk.

Az el6zoekben sikeriilt bizonyitani, hogy a t kezddpillanattdl fliggetlen a numerikus
megoldas, ha az analitikusan kozelitett formulakkal adjuk meg a kezdofeltételek értékét
tr-ban. Ebben a fejezetben pedig arrdl lesz sz6, hogy az m tomegparaméter értékétol
mennyire fiigg az elsd szakasz, illetve a masodik szakaszban a felfuvédas.

Els6 1épésként megnéztem kiillonbozé m tomegparaméterek esetén a tg idopillanatokat,
majd a masodik szakaszban lezajlé felfivédas ¢;, ¢, idépillanatait és az azt jellemzé N

tényezOt (2. tablazat).

A tablazat adataibdl az latszik, hogy az m paramétertol fiiggetlen a tg, vagyis az
elso szakaszt az m paraméter értéke nem, az inflacié dinamikajat pedig befolyésolja.
Az alabbi tablazat adataibol megadhatd a felfuvodasi és tomegparaméter kozott

egy kapcsolat (illesztéssel):

N(m) = —0.5677Inm — 66.313. (2.2.16)

17
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m(mpr) | ta(sp) | ti(spr) tr(spr) N
10713 1.2764 | 1.72-10'2 | 2.47-10' | 109.8
1012 1.2764 | 2-10 2.25-10% | 91.6
10~ 1.2764 | 2.26-10'° | 2.04 - 10'? | 75.14
10-19 1.2764 | 2.3-10° 1.84- 10 | 60.05
107° 1.2764 |2.25-10% | 1.6-10'9 |47
1078 1.2764 | 2.55-107 | 1.38-10° | 36
1077 1.2764 | 3.3-10° 1.17-10% | 26
106 1.2764 | 3.3-10° 9.7-10° 18

2. tablazat. Kiilonbozé m értékek mellett a te, t;,tp, N

Erdemes még megnézni a H (t) Hubble-paraméter viselkedését kiilonb6zé m tomeg-

paraméterek mellett. Lathaté hogy a Hubble paraméternek a felfivodas alatt van egy

6. abra. Kilonbozd tomegparaméterekkel dbrdzolva a Hubble paraméter a kvantum-mddositott

elméletben

jellegzetes szakasza: a felfuvddas alatt a Hubble paraméter értéke csak kicsit valtozik,

és minden esetben megjelenik a gorbében egy platés alak. Minden m esetén az abran

lathaté csokkend szakasz utan, ahogy elkezdddik a platd, abban a pillanatban kezdodik

a felfavodas, majd amikor véget ér ez a szakasz, akkor fog végzodni, majd a Hubble

paraméter drasztikusabban elkezd csokkenni.

18
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2.3. Klasszikus és a kvantum-feljavitott inflaci6é osszehasonlitasa

Az aldbbi tablazatban Osszefoglalom a klasszikus és a kvantum-feljavitott esetbeli

felfuvédasok jellegzetes idopillanatait:

ta(spr) | ti(spr) tr(spr) ty —ti(spr)
Klasszikus felfuvodés - 1.29-10° | 1.8-107 1.78 - 107
Kvantum-feljavitott felfuvédas | 1.27 2.3-10° | 1.823- 10 | 1.8-10

3. tablazat. A jellegzetes idopillanatok

Az alabbi dbran abrazolom a jellegzetes idopillanatokat:

cl

cl
t; o . tf

1000 1000000 1E+09 1E+12
Log skalan az idé, Planck-masodperc egységekben

7. abra. A jellegzetes iddpillanatok dbrdzolva

A 7. &bran a t§, tjcl, the, t’}” rendre a klasszikus esethez tartozo inflacio kezdete és vége,

illetve a kvantum-feljavitott esethez tartozo inflacié kezdete és vége.

o A felfavédas idobeli elhelyezkedése és idotartama:
A klasszikus esetben a felfiivodds (nagysdgrendekben) 10°sp-t61 107 s pj-ig tartott,
mig a kvantum-mddositott esetben 10%sp;-t61 101 spj-ig. Lathatd, hogy a G gra-
vitacids és A kozmologiai paraméterek idétol valo fliggésének azaz eredménye,
hogy a felfivodas kezdete és vége is eltolédott 4 nagysagrenddel, tovabba a
felfuvodas idotartama is 4 nagysagrenddel hosszabb lett a kvantum feljavitott

esetben.
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e A Vilagegyetem méretének valtozasa a felfavddas ideje alatt:
A Vildgegyetem mérete hasonléképpen véltozott mindkét esetben (a kvantum fel-
javitott esetben a megfelels tomegparaméter valasztdsdval), hiszen a felfivodési
kitevo értéke a klasszikus és a kvantum-feljavitott esetben is nagyon kozel van a

60-hoz.

Erdekes hasonlésag még tovabba, hogy a {p, ¢} fazistérben a megolddsok mindkét

esetben a
m

S
7 V127

attraktorra futnak rd (klasszikus esetben m = 10~%mp;, kvantum-feljavitott esetben

N

m = 107"%mp;), a kezdéfeltételektdl fiiggben 74" vagy ”-” eléjellel.

A klasszikus es kvantum-mddositott elmélettel leirt kozmoldgiai inflicokban talan
a leglényegesebb kiilonbség az, hogy a kivant N ~ 60 értékhez tartozdé tomegpa-
raméter értéke 4 nagysagrendet csokkent a kvantum-moédositas hatasara. Tovabba
ami még lathatdan jellegzetesebb kiilonbség az az, hogy a kvantum-modositott esetbeli
felfuvodas sordan van még annyi tobblet kinetikus energia, hogy a potencial masik ol-
dalara atlendiiljon (a kvantum-moédositott esetben torténik a ¢(t)-ben egy eléjel véltés),
és majd ott egy maximum elérése utan indul meg a lassi-gordiiléses felfavédés (8.

abra).

5_(]7. oo 1 0.5F
45f 0.0::-
40t —0.5§
35¢ —I-OE
¥ 30 > -1-5;’
250 ; —2-02'
20 -25}
15} S 30 . ‘ . .
0 100 4x10°  6x105  8x10°  1x107 1 100 100 108 108 1010
t t

8. abra. Klasszikus (bal) és kvantum-feljavitott (jobb) ¢(t).
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Megadhatoak mérheté mennyiségek, amelyek alapjan még jobban 6sszehasonlithatdak

az eredmények: skalar spektrélis index és a skalar spektralis amplitudo:

H?(t;
ns = 1 — 2e(t;) A, = —()2 (2.3.1)
me(ti)my,
A fentiek numerikusan szdmolhatoak:

n?=0983  AY=14-10""  Kklasszikus
| | (2.3.2)
n? = 0.996 AT =7.107"7 kvantum-moédositott

A fenti mérheté mennyiségekre becsiilt adatok a kvantum-mddositott modellben a
Planck2018 alapjan nem helytalléak([8],[9]). Ennek az oka az lehet, hogy a kvantum-
modositdas hatasara a felfuvdédas nagyon eltolodott, és a kvantumfluktuaciok amp-

litudéja mar tulsagosan lecsokkent.

2.3.1. Dimenzidtlan valtozdk terében

Eddig dimenziés véltozok terében dolgoztam. Bevezethetéek dimenzidtlan valtozok is

([10]):

22 V) s Ve (2.3.3)

Pe Pe KM+ V()

ahol p. = ¢?/2 + V(p) + p* kritikus energiastirtiség. A fenti dimenziétlan valtozék

szamolhatéak numerikusan az eddigi eredményekbol egyszerti behelyettesitésekkel. A
lassu-gordiilés alatt megadhaté a dimenzidtlan valzotdk terében egy karakterisztikus
gorbe. Ehhez hanyagoljuk el a kinetikus tagot az els6 Friedmann-egyenlet jobb oldalén,
illetve a ¢ tagot a KG egyenletben, majd mindkét oldalt szorozzuk meg ¢ és osszuk el

pe-vel. Ekkor az aldbbi osszefiiggések teljestilnek:
1~ y? (2.34)
z(V6x +y%2) = 0. (2.3.5)
Tovabba feltéve, hogy a lassu-gordiilés soran x # 0, akkor megadhaté egy gorbe az

(z, z) sikon:

V6 + 2 = 0. (2.3.6)

Az (z, z) sikon a fenti egyenes mentén fejlédik a rendszer a lassi-gordiilés sordan. A 9.

abran lathaté, hogy mindkét esetben rafut a lassu-gordiilési egyenesre a trajektoria,
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N0 M N —1.0Q

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 T -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

9. dbra. Klasszikus (bal) és kvantum-feljavitott (jobb) (x,z) sik. Szaggatott vonallal pedig a

2 = —/6x lassi-gordiilési eqyenes.

majd a lasstu-gordiilés utan szépen eltart téle. Kiilonbség az Univerzum nagyon korai
szakaszaban jelenzkezik, ahol méashogy futnak a trajektoriak. Kezdetben a klasszikus
és a kvantum-feljavitott esetben is a trajektéria megkozeliti az x = 1-et. Ez nem
meglepd, hiszen az x dimenzidtlan valtozo tartozik a kinetikus energiahoz, ami dominal

kezdetben.
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3 OSSZEGZES

3. (")sszegzés

A dolgozat soran megvizsgaltam klasszikus esetben a felfuvodast, és visszakaptam az
irodalomban is jol ismert eredményeket. Ezekutan a kvantum-feljavitott esetben, ami-
kor a gravitaciés és kozmoldgiai allandokat lecseréltem a nekik megfelelé energiaskala-
fliged tarsaikra, megvizsgaltam a felfavodast egy alkalmasan megvalasztott m tomeg-
paraméter mellett. Szamolasok soran sikertilt lassti-gordiiléses felfivodast talalni, és
vizsgalni azt, majd Osszehasonlitani a klasszikus esetbeli felfivodassal. Eredményiil
azt kaptam, hogy a kvantum-feljavitott esetbeli felfivddas késébb kovetkezett be, és
hosszabb ideig is tartott, mint a klasszikus esetbeli, mikozben a megfelelé tomegpa-

raméternek koszonhetden az Univerzum méretének novkedésében nem tortént valtozas.

A dolgozat soran még a két esetbeli felfivddas vizsgdlata soran fennmaradé nyi-
tott kérdésekre sikeriilt valaszt adni a kvantum-feljavitott esetbeli felfuvodas tovabbi
vizsgalataiban: megvizsgaltam a kezdeti feltételekre vald érzékenységét a numerikus
pontossagnak, és megvizsgaltam az elsé és masodik szakaszban bekovetkezo felfuvodasnak
a tomegparamétertol valo fliggését. Azt kaptam eredményként, hogy a kezdeti feltételektol
fiiggetlen a megoldéas, és a fellépo hibak a leolvasasbdl adédhatnak.

A felfuvodas és a tomegparaméter kapcsolatara azt kaptam, hogy a felfivodas erdsen
fligeg a tomegparaméter megvalasztasatol, a kettd kapesolatdra (N(m)) is sikeriilt egy
analitikus formulat illeszteni, igy ezzel az altalam hasznélt tomegparaméter véalasztasa
indokolt az 6sszehasonlitas soran. Ismert volt még, hogy a Hubble-paraméter a felfivodas
ideje alatt csak nagyon kicsiny értéket valtozott, ezt is sikeriilt vizsgalni, és igazolni.
Két mérheté mennyiségre is lehetett becslést adni, azonban a kvantum-médositas ron-
tott rajta annak koszonhetoen, hogy a felfuvodas késébbre tolodott, és a kvantumfluk-
tuaciok amplitudéja tulsagosan lecsengett addigra.

Végiil osszehasonlitottam a klasszikus és a kvantum-feljavitott esetekben a dimen-

zi6tlan véltozok terében értelmezett (x, z) sikon a trajektoridkat.
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A FUGGELEK: AZ ELSO -UV- SZAKASZ ANALITIKUSAN KOZELITETT
OSSZEFUGGESE!

A. fiiggelék: az els6 -UV- szakasz analitikusan kozelitett

osszefiiggései

A Vildgegyetem korai szakaszaban a kinetikus tag dominélt a potencial felett:

%@2 >> V(p) = %m2g02. (A.0.1)
Ennek a kihasznaldsaval az
3H? = 87Tp“’g*l<:_2 + K2 (A.0.2)
H = —4mg,p* k2 (A.0.3)
egyenletekbol
HZ, ~ Dokea 2 (A.0.4)

3 est

adddik, ahol az "est” felirat a kozelitett formulat jelenti. Az (A.0.4)-bél H-ra kaphaté

egy analitikusan megoldhato differencidlegyenlet:

Hest 3
— == A.0.5
Hezst 2’ ( )
amibél
- (A.0.6)
3+ C Y o

ahol C integriciés 4llandé, meghatdrozhaté a H~1(0) = 0 kezdéfeltétellel: C = 0.

3 [21 2v/21
kest(t) = my Hest(t) = 3T¥7 @est(t) = i3—w¥ (AO?)

ahol w? = 8mg,\.. A tg-re is lehet egy becslést adni:

37x [ 2 1
koot (181) =ke = =
A0
| 2G,
et = ~ 1.27sp;.
G 99\ Spi

Illetve
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