Renormalasi csoport alkalmazasa véges

hémérsékletii kvantumtérelmélet: modelleken

Nyergesy Eszter Napsugar

Fizika BSc

3. évfolyam

Témavezettk:
Dr. Marian Istvan Gabor
adjunktus

Szilardtest Fizikai Tanszék

Dr. Nandori Istvan
egyetemi docens

Kisérleti Fizikai Tanszék

Debreceni Egyetem, Természettudoményi és Technologiai Kar
2024.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2. Kvantumtérelmélet
2.1. Fizikai modellek . . . . . . . . ...
2.2. Klasszikus térelmélet . . . . . . . . . . .
2.3. Palyaintegralok . . . . . . . ... oo
2.4. General6 funkcional és az effektiv hatas . . . . . . . . .. .. ... ...

3. Renormalasi csoport moédszer
3.1. Skalafiiggés szemléltetése Ising és ¢* modellekkel . . . . . . . . . .. ..
3.2. Wetterich RG egyenlet . . . . . .. .. .. ... ... ... ... ...
3.3. Regulator fliggvények . . . . . . . . ..o o

4. Renormalasi csoport alkalmazasa véges hémérsékleten
4.1. Véges homérsékletd kvantumtérelmélet . . . . . . . . .. ... ... ..
4.2. Kvantumos és klasszikus fazisatalakuldsok . . . .. . . ... .. .. ..

4.3. Termalis RG bemutatasa ¢* modellen keresztiil . . . ... ... .. ..

5. Einstein-Hilbert csonkolt gravitacié véges hémérsékleten
5.1. Aszimptotikusan biztonsagos gravitacié . . . . . . . ... L.
5.2. Einstein-Hilbert csonkolas . . . . . .. .. ... ... ...
5.3. ASG termalis evolicidja . . . . . . . . ...

5.4. Eredmények Osszefoglalasa . . . . . .. .. ... oo
Ko6szonetnyilvanitas
Sajat eredmények

Irodalomjegyzék

CU o W w W

18
18
19
20

24
24
25
27
29

30

31

32



1. fejezet
Bevezetés

Jelen munkam célja, hogy vizsgaljam a modositott termalis Renormalési
Csoportot (RG), melynek szamos alkalmazésa lehetséges kozmologiai [1], részecske
fizikai, illetve statisztikus mechanikai kérdésekben is [2]. A tanulmanyozast a ¢*
skalartér elmélet [3], illetve Einstein-Hilbert csonkolt gravitacié modelljén [4] végzem.

A T = 0 hoémérsékletd kvantumtérelmélet (QFT) termalis kiterjesztését
alkalmazom, azéltal, hogy bevezetek egy fels§ korlatot a képzetes id6 dimenzidra. Ez
egyenértéki azzal, hogy a QFT-t euklideszi metrikiban egy R képzetes id6 sugara
hengeren vizsgalom, mely az inverz hémérséklet szerepét jatssza, tehat c=h=kg =1
természetes egységekben T = 1/R Osszefiiggés adodik. Ezen eljarast széamos fizikai
rendszer vizsgalatakor hasznositottdk [5-7|, azonban a véges hémérsékletd QFT és a
renormalési csoport modszer 6tvozése kiilonleges figyelmet igényelhet.

Kvantumkorrekciok nélkiil a dimenzios csatolasokat mindig ugy valasztjuk, hogy
azok az RG transzforméciok soran allandodak legyenek, igy a dimenzidtlan csatolasok
kvantumkorrekciok nélkiil trividlis RG skalédzassal rendelkeznek. A csatolasok azonban
nem mérheték kozvetleniil, ellentétben a hémérséklettel, amelynek fizikai jelentése
van. Felmeriilhet a kérdés, hogy a dimenzids, vagy a dimenzidtlan hémérsékletet kell
allanddan tartani az RG folyas sordn. Ennek eldontésére tisztazni kell, hogy melyik
mérhets kozvetleniil. A késGbbiekben amellett fogunk érvelni, hogy a dimenziétlan
hémérséklet lesz a megfigyelhetd fizikai mennyiség, melyet konstanson kell tartani RG
transzformaciok soran [2].

A wilsoni RG [8,9] (nem-perturbativ) modszer a durva szemcsésités elképzelésén
alapul, mely RG skélatranszformécioval valosul meg. Ezen durvitast d = 2 dimenzios
spinmodellen fogom szemléltetni, ahol a kezdeti racs a racsallandéval rendelkezik, a
spin blokkositas pedig a' racsallandot eredményez. Amennyiben a blokkositési eljaras
sordn adott dimenzidés mennyiség valtozatlan marad, az skalazast general. Példaul
a' = 2a esetén L mennyiség valtozasa L = 10a = 5a' modon valdsul meg. Ez a valtozas



nem fizikai, hiszen csak a racsallandohoz képesti hossz médosul. Ennek elkeriiléséhez
L-nek is skalazodni kell L'-re, hogy L/a = L'/a’ = 10 alland6 legyen. Ezen eljarést
véges hémérsékleten henger feliiletén kell végrehajtani. A henger sugaranak dimenzios
mivolta miatt R'/a’ = R/a = all. hanyadosnak megfelelGen kell R-nek skalazodnia,
tehat a hémérséklet is skalafiiggd lesz. A k impulzusskala forditottan aranylik az a
hosszskéalahoz, igy T' = 7k Osszefiiggés adodik, ahol 7 dimenzi6tlan aranyossagi tényezé.
Itt T adja meg a termalis, k£ pedig a kvantumos fluktuaciok levigasat, melyeket a
késGbbiekben ismertetek. A wilsoni RG-ben k£ — 0 hatarérték vétele sziikséges, igy T
nem jatszhatja a hémeérséklet szerepét, ez 7 dimenziétlan hémérséklet feladata lesz.



2. fejezet

Kvantumtérelmélet

2.1. Fizikai modellek

Fizikai folyamatok vizsgalata soran a kisérleti tapasztalatok magyarazatara
modelleket allithatunk fel, melyekkel matematikai tton adunk leirdst a kiilonbo6zé
jelenségekrsl. Azonban bizonyos fizikai modellek korlatozott érvényességi tartomannyal
rendelkeznek, hiszen a newtoni mechanika megfelels leirdst ad kis sebességti, nagy
méreti testek mozgasira gyenge gravitaciés mezében. Amennyiben fénysebességet
megkozelité rendszerrdl beszéliink a specialis relativitaselmélet nytujt segitséget. Erds
gravitacios mezdk jelenlétekor az altalanos relativitaselmélet, kis méreti objektumok
esetén pedig a kvantummechanika eszkozeivel végezziik a rendszer tanulmanyozasat.

Az elemi részecskék vizsgalatakor a relativisztikus és a kvantumos effektusokat
is figyelembe kell venni, erre a célra a kvantumtérelmélet (QFT) szolgal, mely a
részecskékhez mezdket rendel. Ezen targyaldsmédban a tomegpont leiras helyett a
mezdk, terek alkalmasak folyamatok megfogalmazéasara.

2.2. Klasszikus térelmeélet

A ¢ mez6 egy olyan mennyiség, mely a tér és id6 minden pontjaban definidlva
van [10], azaz négyesvektoros jeloléssel: ¢ (z#). Itt x* a négyes helyzetvektor, melynek
komponensei ¢ = 1 egységben (¢,z,y, z), az indexelés pedig p = (0,1,2,3) modon
torténik. A tovabbiakban 0, = 8% jelolést alkalmazzuk.

A fizikai mez6 dinamikajat az L (¢(z*), 0,¢(a*), x*) Lagrange-strtiség (vagy
roviden Lagrange) hatarozza meg, melynek térfogatintegraljaval kapjuk a Lagrange

figgvényt [11]
L= /d3x£(¢(:c“), Oup(at), xt) . (2.1)



A tomegpontrendszeres leirdshoz hasonloan itt is definidlhatjuk a hatast

S[¢] :/thdt/d?’xﬁz/d“arﬁ , (2.2)

amely a mez6 funkcionélja. A funkcionél tehat fiiggvényekhez szamot tud rendelni,
ez megvalosulhat hatarozott integral alakjaban. A hatds extrémuma kivalasztja
a ténylegesen beteljesiils, fizikai mezGkonfiguraciot, vagyis a mezdnek fizikailag

A mozgasegyenleteink a mezGkre vonatkozod Fuler-Lagrange egyenletek, melyeket
megoldva adodik a fizikai mezdkonfiguracio a téridében.

oL oL
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2.3. Palyaintegralok

A klasszikus mezdk kvantaldsa torténhet kanonikus kvantalassal, ahol a mezsk
operatorok lesznek, vagy pedig palyaintegralos médon. Utébbit tigy tessziik meg, hogy
a klasszikus nézéponttal szemben — ahol csak egy trajektoriat tekintettiink — figyelembe
vessziik az Osszes lehetséges palyat, melyet a részecske megtehet egy kezds, és egy
végpont kozott, tovabba mindegyik ut hozzajarul a teljes valoszintiségi amplitudohoz.

A hullamfiiggvény a végss helyen és id6pontban a kovetkezSképp szamolhato:

(qo; o) = (qu, to[¥) Z/qu (Qus tolar, tie) (qu: tl¥) =/qu K (qus to; rs tr) ¥ (qrs tr)-

(2.4)

Itt minden ¢ helyen figyelembe vessziik a 1(qx,tx) koztes allapotot K faktorral,

nevezziik, és tulajdonképpen azt fejezi ki, hogy (g, tx) milyen valészintséggel
propagal ¥(q,,t,) allapotba.

A propagalast egy palyaintegral adja meg, ahol az Osszes lehetséges palyara

torténik az integralas

K@mwmm:N/Dw%M (2.5)

modon, melyben A normalési tényezd, és az idStengelyt feldarabolva [ dg = Dq jelenik
meg. Tehat mig klasszikusan az extremalis hatéas valasztotta ki a megvalosuld palyat,
itt minden lehetséges trajektoriat figyelembe kell venni ensld stllyal.

Térelméletre valo altalanositas soran a szabadsagi fokok az altalanos koordinatak
helyett mez6k lesznek (¢ — ¢), Lagrange fliggvényt a strtiség valtja le (L — [ d3z L),
¢s az 1d6 helyett a téridst osztjuk darabokra ([[, = D — [],, = D).



2.4. Generald funkciondal és az effektiv hatas

A kvantumtérelméletben [12,13] 1étezik egy olyan funkcional, mely a palyaintegral
altal van definialva [14],

7 = / D¢ e~ 519! (2.6)

ahol ¢ = h = 1, és megtettiik az attérést Minkowskir6l euklideszi metrikara, azaz
t — —itp Wick-forgatéssal képzetes idére valtottunk. A hatas' S[¢] = fj;o déx L
forméja, mig (2.5) esetén ¢y, és t, az integralas hatarai.

A general6 funkcional tartalmazza az 0sszes informéaciot a hatas altal leirt modell-
r6l, akarcsak a statisztikus fizikdbol ismert particios fiiggvény. Z funkcionéalis derivalt-
jaibol kiilonb o6z fizikai mennyiségek szarmaztathatoak, példaul korrelacios fliggvények,
atmeneti amplitudok, és hataskeresztmetszetek. A funkcional altalanosithato gy, hogy

egy J forras tagot irunk a hatéasba,
210 = / Db e~ St/ a2 J(x) o(2) (2.7)

hogy aszerint végezziik el a funkcionalis derivalast, majd J = 0 behelyettesitést
alkalmazzunk. Hasznos a természetes alapi logaritmusat képezni,

W[J] = In Z[J] (2.8)

mert példaul W[J] J szerinti funkcionalis derivéltja a mez6 varhato értékét adja

w1 sz
5J(z)  ZdJ(x) (0=, (2.9)

a masodik funkcionéalis derivalttal pedig a propagatort kapnéank. Azonban egy olyan
funkcionallal szeretnénk dolgozni, amely fizikai mennyiségtdl fiigg, nem pedig a fiktiv
J forréstol, hiszen az csak egy eszkoz volt arra, hogy generaljuk az el6bbi, tgynevezett
n-pont korrelacios fiiggvényeket.

c stz

mezG6 varhato értékétdl fiiged mennyiséget szarmaztathatunk,

Ipl = - W+ [ d%o @) ola) 2.10)

ahol J, az a forras, melyre ¢ mezének ¢ varhato értéke van. A I'[p] funkcionalt effektiv

hatasnak nevezziik, és a késébbiekben fontos szerepe lesz.

LA hatést ezittal tetszéleges d dimenzioéra irtuk fel.



3. fejezet

Renormalasi csoport moédszer

3.1. Skalafiiggés szemléltetése Ising és ¢* modellekkel

A kiilonb6zé kvantumtérelméleti modelleket a Lagrange-stirtisége jellemzi,
melyeknek altalanos alakja £ = T — V| azaz a kinetikus és a potencialis tagok
kiilonbsége. Ezekben felfedezhetiink olyan paramétereket, melyeket a jol ismert fizikai
allandokkal szokas azonositani, mint példaul a tomeg és a toltés. KEzeket csatolési
paramétereknek nevezziik, és azt tapasztaljuk, hogy értékiik nem alland6, hanem fiigg
attol, hogy milyen energiaskalan (azaz méretskalan) vizsgaljuk a rendszert. Mivel a
csatoldsok meghatarozzak, hogy milyen szorz6 szerepel a V-ben 1évé mezGk kozotti
interakciok el6tt, igy kiilonb6z6 energidkon ez is modosulni fog, a kolesonhatésok
ergssége megvaltozik.

Példaul a ¢* modell Lagrange euklideszi téridében (£ =T + V) a kovetkez6:

1 2 1 2 92 2 94 4
L= 5007 +V(6) = 500 + 27 + %o (3.1)

Itt a potencial Taylor sorfejtését ¢? tagig végeztiik, és csak a paros hatvanyokat vettiik
figyelembe, hiszen a V(¢) potencidlnak alulrdl korlatosnak kell lennie, és tiikrozési
szimmetriaval (Z2) rendelkez6t vizsgalunk. A g és g4 a fent emlitett csatolasok, melyek
fliggnek a méretskalatol.

A tovabbiakban segitségiinkre van, hogy a ¢* kvantumtérelméleti modell és a
statisztikus fizikabol ismert Ising-spinmodell kozott 1étezik egy kdlesonos megfeleltetés,
és az Ising altal szemléletesebben bemutathaté a rendszer kiilonb6z6 méretskalakon valo
megnyilvanulasa.

Az Ising-modell olyan spineket ir le, melyeknek két allapota van, egy felfele (+1),
és egy lefele (—1) iranyul6. Ezek a spinvektorok elhelyezkedhetnek vonal mentén

(d =1), racson (d = 2), és tetszbleges d dimenzidban is.



Az Ising-modell Hamilton fliggvénye [14] (J csatolas, és h = 0 kiils6 mégneses tér

esetén),
H=-J> 88, (3.2)
<i,j>
ahol S,, € {—1,+1}, és az Osszegzés szomszédos spinekre torténik. A fenti egyenlet jol
szemlélteti, hogy az lesz energetikailag kedvez&bb a rendszernek, ha a spinek megegyezd
iranyba mutatnak, hiszen ekkor 5;5; = 1, tehat J > 0 esetén H < 0.

T<T, T=T,
3.1. abra. A spinmodell réacsa kiilonb6z6 hémérsékleteken.

Ehhez hasonlé rendet el tudunk képzelni 7" = 0 hémérsékleten, ha beszineznénk
a felfele nézd spineket feketére, a lefele allokat pedig fehérre, akkor T' = 0 esetén
csak egyszini (példaul fekete) racsot tapasztalnank (3.1 a4bra). A hémérséklet novelése
"szétrazza" az egy irdnyba mutatd vektorokat, elegendd energiat kozliink veliik az
atfordulashoz. T — oo felé haladva azt latjuk, hogy apr6 fekete és fehér pontok
sokasaga véletlenszerden kitolti a rdcsunkat, megsziint az egyszind rendezett allapot.
Azonban ezt a rendezetlen rendszert tekinthetjiik szimmetrikusnak, hiszen ha a fekete
és fehér szineket megceserélnénk (felfele nézé spinbgl lefelét csindlunk, és forditva),
akkor a kapott képet nem tudnank megkiilénboztetni az atforditas elGttitsl. A T'= 0
egyszind rendszerre visszatérve pedig azt latjuk, hogy az lesérti a tiikrozési szimmetriat,
feketébdl fehér szind récsot kapunk a spinek tiikrozésével.

Ezen fazisok kozott taldlunk egy koztes allapotot valamely 7' = T, kritikus
hémérsékleten. Itt a racsot megfigyelve azt tapasztaljuk, hogy énhasonlo, azaz fraktal
szerkezettel rendelkez6 rendszert kaptunk. Tehat akarmilyen messzirsl néziink ré, nem
fogunk 4j képet latni. Ezen vizsgalodast elvégezhetjiik a tobbi fazisban is.

Az eddig emlegetett récs rendelkezik valamilyen a racsallandoval. Ha kétszer
olyan messzirdl akarunk ranézni, az megfelel annak, hogy noveljiik a racsallandot, a’ =
2a. A nagyobb racson 1évé blokkositott szabadsagi fokokat (S spineket) az eredetiek (.S
spinek) kiatlagolasabol kapjuk, azaz pontosabban megfogalmazva, az eredeti particios
fiiggvény némely szabadséagi fokat ki kell integralni, ezzel 4j blokkositott spint krealva.
Ezt nevezziik Wilson-Kadanoff blokkositasi eljarasnak [8,9] (3.2 abra).



S S S S g g
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—
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S7
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Racsallandé: a Racsallandé: 2a

3.2. dbra. Spinek blokkositasa racsallandé novelésével. [14]

Ezt végrehajtva a rendszeren észrevehetjiik, hogy a nagyrészt fekete racs még in-
kabb egyszini lett, magas hémérsékleten rendezetlen allapotbol még rendezetlenebbet
kaptunk. Kritikus hémérsékleten pedig nem torténik szerkezeti valtozéas a blokkositas
utdn sem a fraktal struktira miatt.

A hosszskala helyett hasznalhatjuk a k energia-, illetve impulzusskalat (¢ = 1
egységhen az energia és az impulzus megegyezik), a kettd kozott pedig forditott
aranyossag van (k ~ 1). Tehat a nagy (kis) impulzusskéléhoz kicsi (nagy) méretskala
tartozik.

Mivel az Ising-spinmodell leképezhetd a kvantumtérelméleti ¢* modellre, érdemes
a kiilonboz6 fazisokat megvizsgalni a ¢ segitségével. A korabban emlegetett csatolasok
fiiggni fognak az impulzusskalatol: go(k), ga(k). Ahhoz, hogy megfigyeljiik a csatolasok
skalafiggését dimenziotlanitani kell Sket (jelolés: ga(k), ga(k)), hiszen a dimenzids
mennyiségek mar rendelkeznek egy trivialis skilafiiggéssel. Tehét a csatolas szamértéke
természetes modon megvaltozik, ha a hosszusagegységet a-rol a’-re valtoztatjuk [15].
Annak érdekében, hogy ezt a dimenziobol eredd skéalafiiggést figyelmen kiviil hagyjuk,
dimenziétlan mennyiségekkel kell dolgozni, és rajtuk mar megfigyelhetjiilk a nem
trividlis energiaskala fiiggést.

A késébbiekben taglalt médon megkaphatd egy differencidlegyenlet rendszer a
csatolasokra, melyeket Renormalési Csoport (RG) egyenleteknek hivunk.

kOkga(k) = Ba(g2(k), gu(k))

(3.3)
kOkgs(k) = Ba(g2(k), ga(k))

Ezcket megoldva, és a csatolasokat dbrazolva megkaphaté a ¢* modell fazisdiagramja,
melyet 3.3 abran tiintettem fel. A fazisdiagram gorbéi mutatjiék meg, hogy a
paramétertér egy pontjarol, azaz bizonyos kezdeti g9, g4 értékekrsl indulva azok hova
fognak befutni k valtoztatasédval. Az egymas utédni renormaélasi transzformaciok a
csatolasok altal meghatérozott pontot a nagyobb racsallandohoz (K — 0) tartozd
iranyba viszik. Erre renormaélési csoport folyasként (RG flow) hivatkozhatunk [15].
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3.3. abra. A ¢* modell fazisdiagramja.

A 3.3 abran kiilonb6z6 fixpontokat figyelhetiink meg. Példéul a taszité nagy
energias (UV) fixpontbol indul6 balra kanyarod6 gorbék a vonzo alacsony energias (IR)
fixpontba futnak bele. Megjelenik egy olyan fixpont is, mely egyik iranyban attraktiv,
mésikban pedig repulziv jelleggel bir, ezt nevezziik nyeregpontnak, vagy Wilson-Fisher
fixpontnak. Ezeket a fixpontokat megtalalhatjuk, ha megkeressiik hol tiinnek el az FRG
egyenletek jobb oldalan 1évé béta fliggvények, azaz Py = 0, B4 = 0 teljesiilése esetén.
Lathato, hogy mivel a derivaltak nullak, a csatolédsok a fixpontban nem fiiggnek k-tol.
Tehét a fixpont skdlainvaridns rendszert ir le.

Amennyiben a (g2,94) = (0,0) pont kielégiti az el6bbi feltételt, ezt gaussi
fixpontnak nevezziik. Mivel itt a csatolasok nulldk, a Lagrange kolcsonhatasokat
kifejezs tagjai elttinnek, csak a szabad mez& marad.

Beszélhetiink relevans, irrelevans, illetve marginalis csatolasi allandokrol is.
A relevansak k£ — 0 (durvuld hosszskila mentén) nének a fixpont kozelében, az
irrelevansak csokkennek, a marginalisok pedig véaltozatlanok maradnak.

A fazisdiagram tovabbi elemzésével észrevehetjiik, hogy a kiilonbozs fazisok
jol elhatarolodnak, léteznek kritikus trajektoridk (szeparatrixok), melyek elvalasztjak
Sket egymastol. A flow diagram gaussi fixpontjabol jobbra futd trajektoriak esetén
g2 > 0, g4 > 0 teljesiil, tehat V(¢) potencial U alakn, és szimmetrikus allapotban
van a rendszer. Ez felel meg az Ising-modell rendezetlen spinekbdl allo, de tiikrozési

szimmetriaval rendelkezd fazisanak.



Amennyiben a gaussi fixponttol go < 0 tartoményba mend trajektoridkat kovetjiik
V(¢) potencial W-re emlékeztet, és spontan szimmetriasértett allapothoz tartozik (3.4
abra), melyre analdg az Ising-modell alacsony hémérsékleten 1évS, egyszind spinekbdl

allo racsa, ahol szintén sériilt a Z, szimmetria.

V(®) V()
8f sl
R i @ N S @

3.4. abra. A ¢* modell szimmetrikus és szimmetriasértett fazisinak potencidlja. Ez a
kvalitativ kép egyarant igaz dimenzios és dimenziétlan potenciélra is.
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3.2. Wetterich RG egyenlet

Korébbi fejezetben lathattuk, hogy S[¢| klasszikus hatésbol kiindulva, a
palyaintegral segitségével figyelembe vett kvantumfluktuaciokkal szarmaztathatunk
egy I'[p] effektiv hatast, melybd&l mérhets fizikai mennyiségek kaphatoak. Mivel a
modelliinkben szerepld csatolasok eltérs energiakon felvett értékére vagyunk kivancsiak,
szeretnénk egy T'y[p] skalafliggs effektiv hatasra szert tenni, illetve latni fogjuk, hogy
felirhato ra az FRG, vagy mas néven Wetterich egyenlet [16].

Els6 1épésként irjuk fel a ¢ mezdt a varhato értékének és az atlag korili x
fluktuécios tagnak az Gsszegeként [14,17, 18]

dp=p+x. (3.4)

Igy (2.7), (2.8) és (2.10) egyenleteket felhasznélva a generalé funkcionél felirhato a
fluktualé mezé integraljaként

Z[J] = VW) = T+ [ e L /D¢ ¢S+ Je /DX6—5[<P+X1+N<%D+X) . (3.5)

Az el/?-vel valo egyszertsitést elvégezve, ¢és alkalmazva, hogy a Legendre-
Sle

transzforméacié miatt J = T} teljesiil, a kovetkezst kapjuk:
e Tl = /DX Sl + X 5E (3.6)

Ezen palyaintegralt nyeregponti kozelitéssel megoldva, az effektiv hatas alakja

[[¢] = S[e] + %Tr In {52(50[;0]} +.. . (3.7)

ahol a trace alatt impulzustérfogat integralra kell gondolni. Azonban szeretnénk, ha
megjelenne a k futdé impulzusskila is. Ez megtehets, ha a palyaintegralasi mértéket
megvaltoztatjuk oly médon, hogy a hatashoz 4j tagot adunk

Dy — Dy e 25 (3.8)

Itt k egy infravoros levagast jelent, vagyis ugy kell majd megadnunk ASk[x] alakjat,
hogy a k-nal kisebb modusok elnyomoédjanak, a nagyobbak pedig ki tudjanak
integralodni. Tehat egy tomegtagként tekinthetiink ra, és

ASid) = 5 [ a () R0 o(a) (3.9
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forméban adjuk meg. Itt —0% a Laplace operator, mely impulzus reprezentacioban
—0? — p*. Az Ry(p) fiiggvényt regulatornak nevezziik. Ahhoz, hogy a kivant
eredményt elérjiik a regulatornak a kovetkezs feltételnek kell megfelelnie [19]:

Ri(p—0)>0, Rrs(p)=0, Rra(p)=c0. (3.10)

Itt £ — A nagy impulzus levagast jelent. Az elsG feltétel azért sziikséges, hogy
elkertiljiik az infravorés (p — 0) divergencidkat, hiszen példaul a kévetkezs propagator
esetén a hozzaadott regulator

1 1
= —
p* +m? P>+ m? + Ry(p)

G(p) (3.11)

alakban nyilvanul meg, és ha p — 0 esetén a regulator pozitiv, akkor biztos nem kapunk
nullat a nevezében. Regulator hatasat tomegmentes propagatorra 3.6 abra jobb oldalan
szemléltetjiik.

A (3.10) méasodik feltétele is fontos, ugyanis ha k& — 0 esetén a regulator elttinik
éppen visszakapjuk I'eg = I' effektiv hatast. Az utolsdé megkotés pedig azért kell, hogy
ne legyen megengedve a modusok propagélasa nagy (k — A) impulzusskalakon. Ezen
skalan 1évé effektiv hatast jelolhetjiik I'y-val, ez a kezdeti, csupasz hatés, ahol még nem
vettiik figyelembe a kvantum fluktuéciokat.

A (3.6) és (3.8) felhasznalasaval a kovetkezot kapjuk:

oTulel _ / Dy e~ Slerx =ASib+ x5! (3.12)

A (3.7) megoldashoz hasonloan nyert kifejezés a skalafiiggs effektiv hatésra

Tile] = Salg] + % / % In [Rk(p) + 5% [go]] T (3.13)

5
tagok mezéfiiggetlenek lesznek, ezért figyelmen kiviil lehet hagyni Sket, és I'y = Sy,

ahol S [p] = ‘QS—AQM. A k — A limeszben a regulator végtelenbe tart, az azt tartalmazé
A @

mely éppen a klasszikus hatés.

Tehat mindkét hatarértéket megvizsgalva arra juthatunk, hogy a I'y skalafiiggs
effektiv hatas interpolal a nagy impulzusskalan megadott Sy eredeti hatas és az Osszes
kvantumos tulajdonsagot figyelembe vevés Iy effektiv hatas kozott.

Ha (3.13) mindkét oldalat differencialjuk a k futé skala szerint [19], és beszorozzuk
Gket k-val, akkor

kakrk[@] =

1 ddp k@kRk (p)
/ ( (3.14)

2] @ R(p) + 5Py
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Osszefiiggés frhato. A 81(\2) — F,(f) csere végrehajtasa a Wetterich egyenletet [16, 20]

eredményezi
1 d? ko, R 1 ko, R
(2m)? Ry,(p) + I Ri(p) + T[]

Az igy kapott FRG egyenlet egy nemlinearis integro-differencidlegyenlet, mely
funkcionalokra vonatkozik, igy nem lehetséges altalanos megoldast talalni. Az
Osszefiiggés egzakt, hiszen a levezetéshez nem hasznaltunk kozelitéseket?, azonban a
megoldashoz sziikséges alkalmazni Gket.

A levezetés sordn nem kicsi paraméter szerint végezziik a sorfejtést, hanem a
paraméterteret sztikitjiik. Ez tobbek kozott megvalosithato a skalafiiggs effektiv hatas
gradiens (derivativ) sorfejtésével [21,22]

[rlp] = /ddx (Vk(go) + Z(p) %(augo)? + > , (3.16)

ahol a Zi(p) hullamfiiggvény renormalasi egytitthat6 a kinetikus tag csatolasa.
Amennyiben az elsérendi tagig fejtiink sort lokalis potencial approximaciorol (LPA)
beszéliink, és Zi.(p) = 1 teljesiil. Pontosabb kozelitést ad az LPA’ | ahol Zi(¢) = 24
mezdfiiggetlen futd csatolas.

Tovabbi kozelitések hasznalata is indokolt lehet, ekkor a Vi () potencial Taylor,
vagy Fourier sorba fejthetd

Vi) =3 B ) =D wWestnde) . ()

Itt Neu fejezi ki a levagast, azaz hanyad rendig szeretnénk tagokat figyelembe venni.
A k skalatol valo fliggés a go,(k), illetve u, (k) csatolasokban nyilvanul meg.

A (3.15) Wetterich egyenletbe visszairva (3.16) kifejtésbdl kapott T' S) [¢] méasodik
funkcionalderivaltat, és ¢(r) = ¢ allando mezskonfiguraciot tekintve a kapott
Osszefiiggeés [19]

1 400 d

ROV =5 | Gr) P V() + Rap)

alak, ahol V) (¢) = 92 Vi(p) jeldléssel éliink.

2Bér (3.14) kifejezést huroksorfejtés eredményezte, az 51(\2) — I’,(Cz) attérés az egzakt alakot adja.
Ez a lépés inkdbb szemléletes, mintsem pontos levezetés, de belathato, hogy a Wetterich egyenlet
kozelitések nélkiil szarmaztathato.
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A regulator altalanosan Ry(p) = p®r(p?/k?) = p?r(y) alakban irhaté y = 2’—2
valtozoval, és r(y) a dimenzidtlan regulator. A (3.18) egyenletben koy Ry (p) szerepel,
tehat ezt elvegezve kdy Ry(p) = —2y?k*r" adodik, ahol v/ = gr

Ahhoz, hogy konnyebb legyen megoldani (3.18) egyenletet, érdemes az
impulzustérfogati integralrol atvaltani d dimenziora altalanositott polarkoordinatékra.
Akércsak harom dimenziéban, ahol a harom hosszintegralt felvaltja két polarszog és

egy sugarirdnyu integral, d dimenzios esetben a kovetkezSképpen jarunk el:

oo ddp Q4 o
dpp® ! = / dp 2
/oo @)~ (2n) / bp 2<2w> P2
oy % % )
__d dn? (p? / 2dy (K*y)z ' = 3.19
o ARt T 319

deal o d_1q
- 2(2'/T)d/0 dyy2 I

ahol Q; = I?Zrd—d//;) a d dimenzios egységgomb feliilete, és I'(d/2) a Gamma-fiiggvény.
Alkalmazzuk ezentil oy = 2(3—;1)(1 jelolést. Az el6bbi kOy Ry (p) behelyettesitésével:

1 +o00 dd /{ZdOé 00
3| ko) =T [yt (g =
0

d
o0 (2”)00 (3.20)
= —qq k:d/ dyye ke
0
Ezeket felhasznalva megkaphato (3.18) egyszertsitett alakja:
[e.e] / 241
kO Vi(p) = —adkd/ dy ")y e (3.21)
o [T+ryly+

Azonban kordbban kideriilt, hogy dimenziétlan mennyiségekkel kell dolgozni, ha a
csatolasok nem-trivialis skalafliggésének tanulmanyozasa a cél.
A (3.21) osszefiiggés dimenzidtlan verzioja [19]:

d—2 R ry)y"!
(4= 5 posh00) Tig) = —as [ ar T e
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3.3. Regulator fliggvények

Az FRG egyenlet egzakt mivolta miatt az altala nyudjtott fizikai eredmények
nem fiiggnek a regulatorfiiggvény alakjatol [23-25], vagyis a I’y skalafiiggs effektiv
hatas UV és IR hatéarértékei joldefinialtak. A paramétertér RG folyasa kiillonbozd
regulatorok hasznalataval eltérGen nézhet ki [14], de a kezdeti UV és a végsé IR
értékek regulatorfiiggetlenek, a fazistér azonos pontjaba érkeziink (3.5 dbra). Viszont
a kozelitések hasznalatdnak sziikségessége magaval vonja a renormalasi sématol, azaz

regulatortol valo fiiggést, ekkor az IR, illetve UV hatarértékek is valtozhatnak.

A
FL":A - ‘Shm‘(‘

o ®
e =
°

°

3.5. abra. RG trajektoridk regulatorfiiggése a paramétertérben. [14]

A (3.10) pontban ismertetett feltételeket szem el6tt tartva kiilonbozé regulator
fiiggvényeket alkalmazhatunk (3.6 abra). Az éles levagast ado sharp regulator

1
o) = 75~ (3.25)
format olt. Az alacsony modusok elnyomasat a O(y — 1) Heaviside lépcséfiiggvény
biztositja, mely 0, ha y < 1, és y > 1 esetén 1. Bar (3.22) integralt sokszor csak
numerikusan lehetséges kiszamolni, sharp regulatorral analitikusan is megoldhato.
Hatranya, hogy LPA-n tuli magasabb rendidi tagokat nem lehet egyértelmien
meghatarozni.
Beszélhetiink még exponencialis regulatorrol [16], melynek optiméalis paraméterei
a=1,co=1In2, illetve b =1.44 .

a

Texp(Y) = W (3.24)

Ezzel a regulatorral az impulzusintegralt csak numerikusan lehet elvégezni, igy szamolni
kell azzal, hogy a végeredmény fligghet a valasztott fels integralasi hatéartol [19].
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Hatvanyfiiggvény regulatorral [20] viszont létezik analitikus megoldas, azonban
csak LPA-ban. Az optimalis értékek ezuttal a =1ésb=2 .

Tpow(Y) = (3.25)

@B“l )

A derivativ sorfejtéssel valo kompatibilitas b > 1 esetén teljesiil. HéatuliitGje, hogy
b = 1 esetén bizonyos dimenzidkban UV divergencia lép fel. Az analitikussag itt is
elveszik LPA-n tuli kozelitésekben [19].

Lathattuk, hogy az UV limeszbeni biztonsag, illetve az integralasi hatar
valasztasanak kérdése gyakran felmeriilt. Ezt képes kezelni az (altalanos) optimalizalt,

mas néven Litim regulator [23]

) =a (g 1) -4, (3.26)
a kedvezd paraméterek pedig a =1 és b= 1. A Litim egy véges tartomany, folytonos
fliggvény, azonban nem minden pontban differencidlhato, ezért a gradiens sorfejtés
magasabb rendii tagjaival nem kompatibilis. Viszont LPA-ban barmely d-re analitikus
megoldast biztosit.

Az utébbi harom regulatort? kiilonbozd hataresetekben egyetlen fiiggvény is képes
reprodukalni. Ezt nevezziik CSS (Compactly Supported Smooth) regulatornak [26],

melynek formaja exponenciélis norméban
exp[In(2) ¢ — 1 b 2¢—1 )
@(1 — hy ) = cyb— (“)(1 — hy ) . (327)

exp [%] -1 21—hyt — 1

s () =

Ezen CSS fiiggvény hatarértékei a kovetkezdk:

lim  rem(y) = ren(y)|

c—0,h—1
i W) = Tooe(W)] ey (3.28)
c—>lli,rfIll—>0 Tngrsr; (y) = Texp (y){ a=1,co=In2 °

Mivel a CSS reguldtor egy sima, végtelenszer differencialhato fiiggvény, ezért
hasznélataval a gradiens sorfejtés magasabb rendid tagjait is figyelembe vehetjiik, igy
"Litim hatarértéket" (kicsi, de nem nulla ¢ paramétert) tekintve a Litim LPA-n tuali
kiterjesztéseként kezelhetd.

3Mindnek az optimélis paraméterekre vett alakjat.
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3.6. abra. A bal oldali képen kiilonb6z6 regulatorokat abrazoltunk. A lila szin a Litim,
a kék az exponencialis, a narancs pedig a hatvanyfiiggvény regulatort jelzi. Jobb oldalt
tomegmentes propagatorra vett hatasukat latjuk, melyben a fekete fiiggvény regulator
nélkiili. [14]
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4. fejezet

Renormalasi csoport alkalmazasa

véges hémérsékleten

4.1. Véges hémérsékleti kvantumtérelmélet

A kvantumtérelmélet formalizmusa 7" = 0 hémeérsékleten van megfogalmazva,
igy valtoztatasokat kell eszk6zolni, ha kvantumos és véges hdmérsékletii effektusokat is
figyelembe kivanunk venni. A gyorsitokban lezajlé folyamatok soran korlatozott szamu
részecskét vesziink figyelembe, a T = 0 kvantumtérelmélet ad rajuk megfelels lefrast.
Viszont a korai Univerzum, mint forré, stird plazma, mar véges hémérsékletd QFT-t
igényel [1].

Tekintsiink hémérsékleti egyenstiilyban 1évé, rogzitett térfogata és részecskeszamu
rendszert termodinamikai limeszben?. FEkkor levezethets [14] az alabbi kanonikus
particios fiiggvény

Z(B,V,N)=> e, (4.1)
i
ahol = % az inverz hémérséklet kg = 1 egységben, F; pedig a rendszer Gsszenergiaja
az i. mikroallapotban. A particiés fliggvény és a (2.6) pontban latott generalod
funkcional kézott megfeleltetés tehetd.
Ahhoz, hogy ezt tisztabban lassuk irjuk fel a diszkrét kvantummechanikai

kanonikus egyiittes particios fiiggvényét [27,28|

Z=Tre =3 (nfe|n) (4.2)

n

melyben H a Hamilton-operator, és az n-re vald 6sszegzés magaban foglalja a rendszer

4A részecskeszamra és térfogatra N — oo, V — oo teljesiil, mikézben % = allando.
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Osszes lehetséges energia sajatallapotat a Hilbert-téren. Folytonos esetre attérve az
Osszegbdl integral lesz, és |¢) sajatallapotokhoz tartozo energia Ey, igy

2= [dotole o) = [ o (4.3)

A kapott kitevst Osszevetve (2.6) exponensével lathato, hogy az inverz
hémérséklet a képzetes idG szerepét jatssza, azaz [ = it = tg. Minkowskibol

euklideszibe valo attérés a hatast a kovetkezSképp transzformalja [28]:

S[¢] :/ddxﬁz/otdt/dd_lmﬁ — /Oﬂth/dd_lwﬁ(t—) —itg) . (4.4)

A termalis kvantumtérelméletben a bozonikus mezsk képzetes idében periodiku-
sak [ periddussal. Ezen mezsk Fourier sorba fejthetsk

1 ity A . 1 ? iwntp
Olts) = 5 3 €8 oli) s Olics) = /0 dtp e = g(ts) . (45)

¢(iw,) Fourier egyiitthatoval. A w, bozonikus frekvencidkat Matsubara frekvencidknak
[29] nevezziik, és a sorfejtés miatt

2
Wy, = % = 2n7T (4.6)

formaban &llnak el§. Lathattuk, hogy (4.4) attéréskor a d dimenzids integral egyikét
helyettesithetjiik olyannal, melyben a képzetes id6 integral [ euklideszi ideig tart.
Ekkor még nulla hémérsékletd hataresetrsl volt sz6, hiszen § — oo teljesiil és
Matsubara szummézas ekvivalens a képzetes frekvencia integrallal.

Amennyiben véges hémérsékletii esetet szeretnénk vizsgalni, meg kell tartani
az Osszegzést. Igy az eredeti d dimenziés impulzustérfogati integralt oly modon kell
valtoztatni, hogy az egyiket Matsubara szummara cseréljiik [30]

dd ddfl
/(27:)’(1 - T%:/m)di. (4.7)

4.2. Kvantumos és klasszikus fazisatalakulasok

Mig T' # 0 hémérsékleten klasszikus (termalis) fazisatalakulasokat vizsgalhatunk

(Classical Phase Transition — CPT), nulla hémérsékletii rendszerben lehetséges
kvantum fazisatalakulasrol (Quantum Phase Transition — QPT) beszélni, mely

kvantum kritikus pontban megy végbe [3]. Ennek soran a kvantumfluktuaciok miatt
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kvantum allapotok kozotti fazisatalakuléds 1ép fel, mely megvalosulhat egy fizikai
paraméter valtoztatasaval, ilyen a nyomas és a méagneses mezd is.

Véges, de alacsony hémérsékleten kvantumos és hémeérsékleti ingadozasok is
elsfordulnak, "versengenek" egymassal [3]. Abrazolhatjuk a rendszer QPT-CPT
diagramjat (4.1 &bra), ahol a rendezett és rendezetlen fazisok jol elkiiloniilnek egy

kritikus vonal altal, mely a kvantumos és a klasszikus kritikus pontot kapcsolja Gssze.

Klasszikus ‘\ Kvantum ,l
------- kritikus v kritikus
(T/7)e T- k !

T/J

Rendezetlen
fazis

Rendezett
fazis

h)J

4.1. adbra. Az Ising-modell QPT-CPT diagramja.

4.3. Termalis RG bemutatasa ¢* modellen keresztiil

A kordbbi S = it megfeleltetéskor figyelembe kell venni, hogy egyensulyi
allapotokat tekintiink, azaz olyan atmeneti amplitidokat, melyeknél a kezdd és
végallapot megegyezik, mas szoval periodikus hatarfeltételt szabunk.  Ez azt
eredményezi, hogy azt a dimenziot feltekerjiik (kompakttéa tessziik), az euklideszi id&
periddust pedig 5 inverz hémérséklet adja. A periodikus hatarfeltétel felhasznalaséval
szarmaztattunk Matsubara frekvencidkat, melyek h&mérsékletfiiggsk [28]. Tehat a
hémérséklet frekvenciaskala, azaz impulzusskala flige6. Ezt a relaciot perturbativ

leiraskor 1

T=—u (4.8)
2
formaban szokas megadni, ahol u a perturbativ renormalasi skala, mely kapcsolatba
hozhato a fentiekben taglalt k nem-perturbativ skalaval.
Nem-perturbativ targyaldsmodban T-t rogzitett A impulzusskaldhoz szokas
kapcsolni [30]

T=r7A (4.9)
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modon, ahol 7 egy valtozé dimenzidtan paraméter. Ez azzal indokolhatd, hogy a
Wilsoni RG megkozelitésben venniink kell a £ — 0 hatarértéket ahhoz, hogy az Gsszes
kvantumos tulajdonsagot figyelembe vevs I' effektiv hatast kapjuk. Igy indokolt lehet
a hémeérsékletet rogzitett A impulzushoz kétni, azonban ezen modszer hatranya, hogy
az RG flow egyenletekben explicit k skalatol valo fliggés fedezhets fel, nem lehetséges
nem-trivialis fixpontokat talalni.

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha az alabbi megfeleltetést tessziik [1-3]:

T =1k, (4.10)

ahol T és k szolgal a termalis és kvantumos fluktuaciok futd leviagésaként. Itt 7
dimenzidtlan homérsékletet allandéan tartjuk az RG transzforméciok alatt, tehat
7 kapcsolja egyméashoz a T paramétert és a k skalat. Ebben a formédban T nem
azonosithatd a hoémérséklettel, hiszen sziikségszerd k — 0 limeszt venni. Igy a
hémérséklet azonositasa 7 dimenzidtlan mennyiség altal torténik.

Korabban lattuk, hogy a (3.15) Wetterich egyenlet euklideszi téridében, nulla
hémérsékletid QFT keretein beliil van megfogalmazva. A véges hémérsékletre valo
altalanositashoz els6 lépésként a korabban latott (4.7) integral cserét kell eszkoézolni,
majd bevezetni a 7 = T'/k dimenziotlan hémérsékletet. Ezt elvégezve észrevehetjiik,
hogy kiilonbozé 7 értékeken valtozik a ¢* modell fazisdiagramja, a Wilson-Fisher
fixpont g, koordinataja novekvs T értékekkel csokken (4.2 abra), tehat a fazisokat
elvalaszto kritikus trajektoria meredeksége is. Ez azt jelenti, hogy a szimmetriasértett
fazis "kiszorul", azaz T — oo esetén a gaussi fixpont koriil nem taldlunk olyan pontot,
melybdl inditva a gorbét az a szimmetriasériilt fazisba érkezik [3].

A 4.1 abran megfigyelhettiik az Ising-modell QPT-CPT diagramjat, ahol 7'/J a
termikus, h/.J pedig kvantum fazisatalakulast vezérls paraméter. Ismert, hogy az Ising
leképezhetd ¢* kvantumtérelméleti modellre, igy indokolt megvizsgalni milyen QPT-
CPT diagram kaphato ¢* esetén. Ehhez ismét sziikségiink lesz a modell valamely
kvantum paraméterére, azaz gs, gy csatoldsokra. Hémérsékleti paraméternek pedig
valasszuk a bevezetett 7 dimenzidétlan mennyiséget, amely képes megmutatni, hogy
a termalis fluktudciok hogyan viszonyulnak a kvantumosakhoz. Ezt abbol lathatjuk,
hogy véges, de alacsony hémérsékleten a klasszikus termikus fluktuaciok (~ kgT),
illetve a hAw kvantum ingadozésok azonos nagysagrenden vannak, és a kvantum
oszcillaciok frekvencidjat az RG modszerben a levagasi skalaval hozzuk kapcsolatba,
vagyis w = k teljesiil®>. Tehat 7 = % = %, azaz T megmutatja, hogy a termalis és a
kvantumfluktuaciok koziil melyik dominal. Amennyiben 7 < 1 a kvantumos, 7 > 1
esetén pedig a termalis fluktuéaciok uralkodnak [3].

STtt visszavaltottunk ¢ = h = kp = 1 természetes egységekbe.

21



4.2. abra. A Wilson-Fisher fixpont vandorlasa 7 névelésével.

Mivel 7 az utébbi tulajdonsiggal rendelkezik, értékének valtoztatasaval termalis
fazisatalakulas alakul ki. Tehat, ha vesziink egy (g2, g4) pontot a fazistérbsl, akkor az
T novelésével a szimmetriasértettbsl at tud keriilni a szimmetrikus fazisba. Ezt a ¢*
modell QPT-CPT diagramjabdl is leolvashatjuk (4.3 abra alja).

A 4.3 dbran azt figyeljiik meg, hogy mindkét modellben jol elkiiloniilnek egymastol
a rendezetlen (szimmetrikus), és a rendezett (szimmetriasértett) fazisok, a kék tengely
pedig jelzi a h = 0 Ising és a 7 = 0 ¢* kozotti leképezést. Ha kiindulunk a fekete ponttal
jelzett értékekbol, azaz (T'/J ). kritikusbol, és |(Gs/g2)wr| nyeregpont koordinatajabol,
akkor azt vessziik észre, hogy a zold gorbe mentén a kiillonb6z6 modellek kritikus
exponensei megegyeznek egymaéssal.

Az Ising-modell kritikus vonalanak 7" = 0-ban szakaddsa van, ez a ¢* modellben
7. = oo pontban teljesiil. Azonban ha a kvantum parameéter elttinik (|(gs/g2)wr| = 0),
akkor az eredeti Lagrange egy tomeges, kolcsonhatédsmentes mez6t® ir le, melyben nincs
fazisatalakulés, igy ezen pontban 7 = 0 adédik.

A ¢* skalarmezs-elmélet klasszikus és a kvantumos fazisatalakulasainak vizsgéla-
ta szdmos kérdéskorben indokolt lehet, példaul a hierarchia probléméaban. Kordbban
kimutattak, hogy hierarchia probléma, valamint az elektrogyenge vakuum metastabi-
litasa felfoghato tigy, mint a Higgs-potencial kvantum fazisatalakuldshoz kozeli allapo-
ta [31,32].

6Klein-Gordon mez&egyenlet: £ = £(9,¢)? + Sm?¢?
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Klasszikus
A kritikus ‘4(’/'7
N (1)) P =< - o)
~ }-----T
N~ -~
QPT
Rendezett Rendezetlen
fazis fazis
=

[(9a/32)wr|

1(94/2)|

4.3. abra. Az Ising és a ¢* modell QPT-CPT diagramjénak sematikus abrai. [3]
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5. fejezet

Einstein-Hilbert csonkolt gravitacio

véges hémérsékleten

A korabbi szekciokban ismertetett apparatussal rendelkezve elkezdhetjiik a
vizsgalodast az Einstein-Hilbert csonkolt gravitiacié modelljén. Az ezen fejezetben
szerepld végeredmények és abrak a sajat kutatomunkam részét képezték.

5.1. Aszimptotikusan biztonsagos gravitacio

A nagy meéretii (makroszkopikus) testek gravitacios kolesonhatasanak leirasara az
altalanos relativitaselmélet Einstein téregyenletei alkalmasak. Azonban a kis méret
objektumok (elemi részecskék) gravitacios kolesonhatasanak perturbativ leirasanak
megkisérlése szamos problémét vet fel. A G Newton-"éalland6" — mint skalafiiggs
csatolas — ultraibolya energiakat megkozelitve” felrobban, ennélfogva a modell nem
képes predikciokra [33].

Viszont, ha létezik a fazistérben egy nem-trivialis UV fixpont [34], akkor tudunk

8 a gaussi fixpontbol indulva ezen

olyan kritikus trajektoriat talalni, melynek mentén
nem-gaussi fixpontban (NGFP) — méas néven Reuter-fixpontban — talaljuk magunkat.
Amennyiben a modell tartalmazza ezt a fixpontot aszimptotikusan biztonségos
gravitacionak (ASG) nevezziik [35,36]. Tehat mig az elmélet perturbativ értelemben
nem renormélhato, a renormélési csoport modszer keretében (azaz nem-perturbativ

modon) képesek lehetiink a csatolasi paraméterek fazisterének feltérképezésére.

"Ttt G irrelevans csatolas, hiszen IR felé csokken.
8Azaz RG folyéssal szemben megyiink.
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5.2. Einstein-Hilbert csonkolas

Az altalanos relativitas elméletben az Einstein egyenleteket az Einstein-Hilbert
(EH) [37] hatés szarmaztatja, mely

Sent = ﬁ/d%\@(m _R) (5.1)

formaban &ll elg. Itt G a Newton gravitaciés allandd, A a kozmoldgiai konstans,
g = det(g,,,) a metrikus tenzor determinénsa, R pedig a Ricci skalar®.

Amint azt korabban lattuk a (3.15) Wetterich egyenlet egzakt megoldasa nem
lehetséges, igy az elméletek terét szikiteni kell [36]. Ez ugy valosul meg, hogy egy
jol megfontolt becslés alapjan I'y skdlafliggs effektiv hatasra olyan alakot frunk fel,
melyben véges sok skalafiiggs csatolas szerepel. Ezt Wetterich egyenletbe beirva
megkapjuk a fazistér'® alakjat megado csatolt differencidlegyenlet rendszert.

Az altalam hasznéalt modszert Einstein-Hilbert csonkolasnak [36, 38] nevezik.
Ebben az esetben Ay kozmologiai konstans, illetve Gj Newton alland6 skalafiiggs
csatolasokkd vélnak. Jelolje g,, a metrikus tenzort, g, pedig a hattér metrikit. A
[y alakja [36]:

1
167TGk

Lilg; 9] = /d4x V9 (2N, — R) + klasszikus mérték rogzités. (5.2)

Ezen becslést visszahelyettesitve a Wetterich egyenletbe a csatoldsok flow egyenletei
levezethetSek. A szamolésokat dimenzidtlan mennyiségekkel végeztem, melyek alakja
d = 4 dimenziora:

gr = k*Gl, M = E72A, . (5.3)

Az igy szarmaztatott béta-fiiggvények a kovetkezsk [36]:
1
Br(Ag) = =(2 = m)A+ o g [402(=2X) — 3225(0) — 207T5(~2X)]

By Ng)=2+mn) g .

(5.4)

Az n anomalis dimenzié megkaphato

o) = T2 (55)

9A Ricci skalar a téridé gorbiiletét adja meg.
0Ez a fazistér az eredetinek egy altere.
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forméban, ahol By és B, fliggvények szamoléasi modja [36]:

Bi(A\) = _L [—5D1(—2X) + 4®1(0) + 18D3(—2)) + 63(0)]
AT (5.6)

By(\) = o [—5W1(—2)) + 18U5(—2))] .

A fentiekben felhasznalt kiiszobfiiggvények [36] hozzdk be az R(y) regulatorfiggést,
melyek

/ T ! R(y) — yR’(y)l
0 (y + R(y) + w)

l w :L > n—1 R(y)
nlw) F(n)/o Wy (y + R(y) + w)"

(5.7)

alakban frhatok fel. A szamolast (3.26) Litim regulatorral végeztem. Az igy felirt
differencidlegyenlet rendszerbdl sikeresen megkaptam a skalafiiggs csatolasokat, melyek

fazisterét 5.1 diagramon abrazoltam.

1.4}

1.2}
1.0/
o 0.8:
0.6/

0.4

0.2

0'—00.1‘ N ‘0.0‘ N ‘0.1‘ N ‘0.2‘ n ‘0.3‘ n ‘0:4‘ | ‘0.5

5.1. &bra. Az Einstein-Hilbert csonkolt gravitacié paramétertere. Lilaval a
szimmetriasértett, kékkel pedig a szimmetrikus fazist jeloltem. Megfigyelhets feketével
a fazisokat elvalaszto szeparatrix is, melynek kiindulépontja az NGFP, £ — 0 limeszben
pedig a gaussi fixpontba tart.

A nem-gaussi fixpont helyének kozelitsleg (A, g) = (0.19,0.71) pontot kaptam. A
"csighs" szerkezet azért adodik, mert a differencidlegyenlet rendszer NGFP-beli Jacobi-

méatrixdnak sajatértékei képzetesek.
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5.3. ASG termalis evolacidja

Miutan megbizonyosodtam rola, hogy a vart eredményt kaptam az Einstein-
Hilbert csonkolt ASG modellre, megkiséreltem a véges hémérsékletre vald altaldno-
sitast.

Lattuk, hogy ehhez els6 lépésként (4.7) integral cserét kell eszkozolni. A
kiiszobfluggvények megfeleltethetéek a d/2 dimenzios polarkoordinata integraloknak,
viszont a Matsubara szumma bevezetését impulzustérfogati integralra irtam fel.
Igy (3.19) atalakitast visszafelé végrehajtva szarmaztattam olyan alakot, melybe
egyszeriibb bevezetni a hd&mérsékletet.  Ezutdn ismét polarkoordinatas felirast
alkalmaztam, hogy az integral konnyebben elvégezhet§ legyen.  Alkalmaztam a
korabban ismertetett (4.6) Matsubara frekvenciat, ezattal w,, = 2mnT jeldléssel, illetve
a (4.10) pontban vizsgalt 7 dimenziotlan hémérséklet alakjat is.

A véges hémérsékletre szarmaztatott kiiszobfliggvények formajara a kévetkezsket

kaptam:

l

21\/T i /O“’ dy R(y) — yR'(y)

P! (w) = ’
n(w) T'(n—1) (y+ 2mn7)?2 + R(y) + w)

i & [ R(y) )
T/ T n—3 Y
U (w) = =7 D / dy y"~ 5 ;-
I'(n—3) I (y + 2mn7)?2 + R(y) + w)
Az egyenletek megoldasahoz ismét Litim regulatort hasznaltam. Abréazoltam

a csatolasokat, és megvizsgaltam miként valtozik a fazisdiagram 7 paraméter
valtoztatasaval.

Fontos megjegyezni, hogy a nulla hémérsékletd QFT modell és véges hdmérsékletd
verzi6janak 7 — 0 limesze nem mutat egzakt egyezést, hiszen a véges hémérsékletii
esetben anizotrop regulatort hasznéaltunk, azaz mig az (5.8) Gsszegzés —oo és 0o kozott
torténik, az integral felsé hatara valamely konkrét értéknél levag.

Az 5.2 abran lathato, hogy 7 értékét novelve a Reuter-fixpont g koordinéataja
nulldba tart, a szimmetriasértett fazis egyre jobban "beszorul". Tehat 7 — oo
hataresetben a nem-gaussi fixpontbol induld, szimmetriasértett fazishoz tartozé gérbék
hamar elhalnak, nem tudnak kiszabadulni az NGFP koérnyezetébdl, csak a szimmetrikus
fazis marad meg. Ez (g,,) = 0 degeneralt geometria [36,39,40] megsziinését jelenti,
és nagy téavolsagokon (g,,) ~ 0,, euklideszi sik geometria 1ép fel az erés csatolasu
tartomanyban.

Ezen fazisdiagram evolicié parhuzamba allithat6 a ¢* modell 4.2 abréja kapcsan
latottakkal, ahol a szimmetriasértett fazis hasonl6é sorsra jutott. A Reuter-fixpont

vandorlasat 5.3 dbran tintettem fel.
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A véges hémérsékletii ASG fazisdiagramjanak evolucidja novekvs 7

5.2. 4abra.
értékekkel.
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Ismét fazisatalakulasok tanulmanyozasa a cél, igy ebben az esetben is abrazoltam
a modell QPT-CPT diagramjat. Itt ¢ csatolas a kvantumos, 7 pedig a termaélis
paraméter. A kapott diagram 6sszhangban van a ¢* modellben latottakkal.

5

0.5

8.0 0.1 0.2 03 04
g

5.3. abra. Az abran a QPT-CPT diagram lathato, jobb fels§ sarkaban abrazoltam a
novekvs 7 hatasara valtozo Reuter-fixpont helyzetét.

5.4. Eredmények osszefoglalasa

A (4.10) pontban ismertetett T = 7k megfeleltetésben T' jatszotta a termalis
fluktuaciok, k pedig a kvantumfluktuaciok levagasat. Igy 7 dimenziotlan homérsékletre
fazisatalakulast kontrolldlé paraméterként is tekinthetiink.

A fazisatalakuldsok vizsgélata kozmologiai szempontbol is jelentds lehet, 7
dimenziétlan mennyiségre a kozmikus plazma hdémérsékleteként is gondolhatunk.
Tovabba inflacios modellekben szintén indokolt a véges hémérsékletre valo altalanosités
tanulméanyozasa.

Jelen munkadmban azt talaltam, hogy a dimenziotlan g(7) Newton allando, illetve
dimenziotlan A(7) kozmologiai konstans 7-evolicidja megmutatja, hogy 7 — o0
hataresetben csak a szimmetrikus fazis marad meg, melynek erds csatolasi része nagy
tavolsdgokon sima geometriat okoz.

A kapott eredmény Osszhangban van a vartakkal, hiszen nagyon magas
hémérsékleten azt feltételezziik, hogy nem képes rendezett (szimmetriasértett) fazis

megmaradni [4], a modell a szimmetrikus fazisaban marad.
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Sajat eredmények

A kutatomunkam soran elvégzett onallo feladataim:

1. Az [arXiv:2501.02878| kézirat els§ szerzéje vagyok, amelyben szamolasok
talnyomd részét magam végeztem és az abrdkat én készitettem. — Ennek

megfelelGen az 5. fejezet eredményei is sajat munkam részét képezték.

2. Wolfram Mathematica-val végzett szamolasok:

e Renormaléasi csoport (RG) egyenletek szarmaztatésa, Litim regulator
hasznalata
o Véges hémérsékletre szarmaztatott kiiszobfiiggvények alakjanak kiszamitéasa

Termalis RG egyenletek megoldasa a szarmaztatott kiiszobfiiggvények

segitségével

Csatolt parcialis differencidlegyenletek és fixpont egyenletek megoldasa

3. A ¢* modell szimmetrikus és szimmetriasértett fazisbeli potencialjanak abrazo-

lasa

4. Tsmert ¢*, illetve aszimptotikusan biztonsagos gravitacié (ASG) modell fazisdi-
agramjanak reprodukalasa ellendrzés céljabol

5. Véges hémérsékletre altaldnositott ASG modell fazisdiagramjanak megalkotésa,

kiilonb6z6 7 dimenzidtlan hémeérsékleteken valdé dbrazolasa

6. Termalis ASG modell Reuter fixpontjanak hémérsékletfiiggésének kiszamitasa,
illetve valtozasat szemlélteté abra megalkotésa

7. Termalis ASG modell QPT-CPT diagramjanak elkészitése
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