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Osszefonodott qubitek és a hiperbolikus geometria kapcsolata Velich Csaba

1. Bevezetés

Mivel a modern szamitastechnikai eszkozok mar méreteik elvi hatarat suroljak, nap-
jaink egyre csak novekvo szamitasigényét klasszikus megoldasokkal csak mennyiségbeli
skalazassal tudjuk kielégiteni. A hatalmas szuperszamitogépek azonban rendkiviil kolt-
ségesek, valamint rengeteg energiat hasznalnak. Erre a problémara kinél alternativ meg-
oldast egy kvantumszamitégép, mely nagyfoki parhuzamositast tesz lehetové, jelentos
mennyiségi skaldzas nélkiil.

Annak ellenére, hogy a kvantumszamitégépek, az egyik {6 kutatasi tertilet a modern
fizikaban, még nem sikertlt olyat épiteni, amely bevaltana a hozza fizott reményeket. En-
nek 6 oka a kvantum allapotok dekoherenciaja, mely ellehetetleniti a hatékony szamitasok
elvégzését. A probléma egy igéretes megoldasanak tiinik egy holonomikus kvantumsza-
mit6gép[12], melyben az dllapotok topoldgiailag védettek.

A kvantummechanikai jelenségek mélyebb geometriai vizsgalata az M. V. Berry altal
bevezett Berry-fazistol[3] indult ki, mely alapjin egy egydimenziés altér, az id6fejlédése
alatt, felszed egy U(1) fazis faktort, mely geometriai eredettel rendelkezik. A technika
altalanosithaté degenralt alterekre amikor, a fazis helyett egy a degeneralt altérben for-
gatdé unitér matrix jelenik meg, ezt nevezik nem-abeli Berry-fazisnak. A holonomikus
kvantumszamitasban a kiilonboz6 kvantum kapukat pontosan ezzel az effektussal lehet
megvaldsitani.

A Berry-fazis kevert allapotokra valé kiterjesztésében A. Uhlmann végzett ittoéré mun-
kat[3], melynek eredményeként a tiszta allapotokra ismert technikak alkalmazhatéva vél-
tak kevert allapotokra is. A kevert allapotok geometriai vizsgalatanak legfontosabb eszko-
zei a Bures-metrika, és az allapotok parhuzamos athelyezését leird, tigynevezett Uhlmann
konnexi6. A kvantum-informaciéelmélet megjelenésével kovetéen a kutatasok fokuszaba
az Osszefonddottsag és a geometria kapcsolata keriilt, a kevert allapotokon és az Uhlmann
fazison keresztiil.

Ismeretes, hogy két Osszefonddott qubit esetén, az egy qubit Bures-metrika konform
ekvivalens a 3+ 1 dimenziés Minkowski tér-idobe bedgyazott, kétkopenyt hiperboloid felso
levelének metrikdjaval. Az Uhlmann parallel athelyezés fizikajat pedig, a relativitaselmé-
letbél ismert, Thomas-forgatdsok ttrendezett szorzataként érthetjik meg[7].

A bevezetés utan, dolgozatom 2. fejezetében, ismertetem a két dsszefonddott qubitre
vonatkozo eredményeket. Ebben a fejezetben taldlhatd tovabba, egy matematikai ossze-
foglalo, is melyben bemutatom a fontosabb kvantum-informaciéelméleti fogalmakat.

A mar ismert eredmények utan, a 3. fejezetben t6bb, specialisan 6sszefondédott qubitet
tanulmanyozok és megmutatom, hogy a Bures geometria ebben az esetben is konform ek-
vivalens a hiperbolikus geometria megfelel6 modelljével. Ezt kévetden bizonyitom, hogy
az altalam vizsgalt specidlis esetben az Uhlmann parallel dthelyezést szintén a Thomas-

forgatdasok generaljak. Végezetill megmutatom, hogy az Uhlmann konnexid, a fizikdbdl
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mar ismert magasabb dimenziés magneses monopolusokkal[!] kapcsolatos konnexiébél
szarmaztathatd. Zarasként, a konkluziok és lehetséges kitekintések a 4. fejezetben talal-

hatdak.
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2. Két osszefonédott qubit

2.1. Az osszefonddott allapotok leirasa

A kvantummechanika furcsasagai koziil talan a legérdekesebb jelenség az Osszefono-
dottsag. Ezt a jelenséget matematikailag ugy kezelhetjiik, hogy az egész rendszert a rész
rendszerek Hilbert-terének tenzorszorzat terében irjuk le. A tovabbiakban csak olyan

eseteket fogunk vizsgalni, amikor két Hilbert-tér tenzorszorzatat tekintjiik.

Az osszefonddott allapotok leirasahoz azonban, egy, a hullamfiggvényeknél absztakt-
rabb fogalomra van sziikségiink, a redukalt slirtiségoperatorokra. A p strliségoperator
egy a megfigyelheté6 mennyiségek algebrajan értelmezett funkcional: A — Tr Ap. Ahhoz,
hogy p tényleg egy stirtiségoperator legyen a kovetkezoknek is teljesiilnie kell:

T—p p>0 Trp=1. (1)

Ha ezentil a p? = p feltétel is teljesiil, egy tiszta allapotrdl beszéliink, egyébként pe-
dig egy kevert allapotrél van szd. Vegyiik észre, hogy a p = |¢) (¢| konstrukciéval egy
hullamfiiggvénybdl egy stirtiségoperatort készithetiink, mely egy tiszta allapotot ir le. A
dolgozat tovabbi részében csak maximalis rangu stirtiségoperatorokkal fogok foglalkozni,
ezek terét joljik Z-vel, tehat p € &

Tekintstink most egy két komponensbdl allé rendszert. Ahogy azt emlitettiik, ezt a
tenzorszorzat térben tudjuk leirni. Egy tenzorszorzat térbeli elem azonban nem feltétleniil
all el6 az alrendszerekben talalhaté vektorok tenzor szorzataként. Viszont a részrendszerek
bazis vektorainak tenzorszorzata bazist alkot a szorzattérben. Felhasznalva, hogy |i); €
74 illetve |j), € 4 teljes ortonormalt bazist alkotnak az adott Hilbert-térben:

|\Il>:zwij|i>1®|j>j V) e AR M, WeMnC). (2)
1,J

Forditsuk figyelmiinket most az egyik részrendszer felé, ha ez koélcsonhatasban all a
tobbi alrendszerrel, akkor egy 6sszefonddott allapotrol beszéliink, melyet az adott Hilbert-
térben nem egy hullam fiiggvénnyel, hanem egy redukalt stiriségoperatorral tudunk leirni

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy mi a kapcsolat p és |¥) kézott? Ennek megva-
laszolasdhoz meg kell ismerkedniink a parcialis nyommal és a purifikacioval.

Vegyiink egy O € B(74 ® 43) operatort, ennek a méasodik Hilbert-térre vett parcia-
lis nyoma egy Tro : B(J4 ® 76) — B(7#7) leképzés, melynek hatasat a kovetkezSképpen
definidlhatjuk Tro O = 37, (], O|7)s-

Legyen p € & egy redukalt stirliségoperator. A purifikdcié folyamata soran hozza-
vesziink a rendszertinkho6z egy mésik Hilbert-teret(#*) az ancillat. Sok eljaras létezik,

de mi most tekintsiik azt, amikor dim.7# = dim ¢*, ebben az esetben a 2. egyenletben
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Osszefonodott qubitek és a hiperbolikus geometria kapcsolata Velich Csaba

szerepl6 indexek mindegyike egyt6l dim.7-ig fut. Ekkor azt mondjuk hogy a |V) tiszta
allapot p purifikacidja ha

T 0) (U] =p  Te|w)(¥|=1. (3)

Kovetkezo 1épésként hatarozzuk meg a parcidlis nyomot, amihez hasznaljuk fel hogy

|W) a 2. egyenletben 1év4 alakban irhaté fel

Tra [U) (0] =D (7], ¥) (U]y), = Zbﬂwaawb,@ (]2 (Ja); @]a)9) (bl @ (Bl2) [7)o =
Y v,a,0,b,

__ —T
= > WaaWigla)y (Bly daydpy = Z‘ b|1ZWmWwb:
¥,a,0,b,3 ¥

—Z|a |, (WW Ty WWsz.
(4)

Tehét, ha a |¥) dllapot p purifikdcidja, melyet a W maétrix ir le, akkor mivel inver-
talhato stirtiségoperatorokkal foglalkozunk, tudjuk, hogy W € Gi(n,C). Valamint a stiri-
ségoperator felirhaté p = WWT alakban, a tovdbbiakban majd csak ilyen purifikdciokat
tanulmanyozunk.

Vagyis a purifikacioé folyaman, az 6sszefonddott rendszeriinket egy nagyobb rendszer
részeként irjuk le, amely rendszerben az allapotunk egy tiszta allapot. A tiszta allapo-
tunkbol pedig a parcialis nyommal tudjuk visszakapni az eredeti redukalt stiriségopera-

torunkat. A két miivelet kozotti kapcsolat az aldbbi dbran lathato.

<) . B(H; & H3)

Purifikacio

H
V
Tr

1. dbra. A parcidlis nyom és a purifikacié kapcsolata.

2.2. A kevert allapotok parhuzamossaga

A. Uhlmann munkéssagat kovetve [3], a kevert allapotok anholonémidjat az inver-

talhat6 pozitiv definit stirtiségoperatorok terében él6 p(t) gorbének a purifikdcidk terébe
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torténé alkalmas kiemelésével kaphatjuk. A kiemelést, gy végezziik el, hogy a kiemelt
gorbe elemei mindig parhuzamosak legyenek.

Mielott ratérnénk a parhuzamossiag fogalmanak definidlasara, vizsgaljuk meg a te-
reket, amelyekben dolgozunk. Lathato, hogy W és WU ugyanannak a p allapotnak a
purifikdciéja, amennyiben U € U(n) egy unitér operator. Topolégiai szempotbdl, tehat
a purifikdciok tere(Gl(n,C) egy nyaldbtér a stiriiségoperatorok(2) tere f6lott, egy U(n)
fibrummal. Ezt a konstukciot nevezzik Hilbert-Schmidt nyalabnak.

o w,® ﬁ
§ W1 = WzU S
S W, 0 S
&@/W

(W] =0p

2. dbra. A Hilbert-Schmidt nyalab szerkezete

A topoldgiai elrendezés tisztazasa utan térjink ra a parhuzamossag kérdésnek vizs-
galatara. Fontos megemliteni, hogy mind a parhuzamossagot, mind a tavolsagot a W &€
GL(n,C) vektortéren értelmezett (A|B) ;g =Tr (ATB) Hilbert-Schmidt skalarszorzat in-

dukalja. Uhlmann definiciéja szerint Wy és Wj parhuzamos akkor, és csak akkor ha

Wi W,y = Wi, > 0. (5)

A definici6 fizikai motivacidja, hogy két allapot akkor pahuzamos, ha a kozottik 1évo
interferencia maximalis. Megmutathatd, hogy adott p; és po strliségmatrixok esetén, a
fenti Osszefliggést teljesité purifikacidk maximalizdljdk az interferenciat: ||[Wi+Wa||ms.
A bizonyitashoz vegyiik a purifikdciok poléris felbontasat: W; = /p;U;. Ekkor a kovetkez6

allitast fogalmazhatjuk meg:

max | (VorUiy/paUs) s | = max | TeULy/pry/mUsl = Flpr, p2). (6)

1
Ahol bevezettiltk a 7. egyenlet altal definialt, igynevezett Uhlmann fidelity-t mely
pontosan a fenti tulajdonsdggal bir, a bizonyitds targyaldsa a [2] 9.4-es fejezetében taldl-
hato.
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F(p1,p2) =Tr\/\/p1p2/p1. (7)

Az egyszeriiség kedvéért bevezetjik az F(p1,p2) mennyiséget, amely az Uhlmann fi-

delity a nyom kiszamitasa elott, azaz

F(p1,02) = \/Vp1p2v/p1 = Tr F(p1,p2) = F(p1,p2). (8)

Az 5. Osszefiiggésben definialt parhuzamossag alapjan belathato, hogy a Wy = /p1U;
és a Wy = /paUs purifikdcidk unitér részei kozott a kovetkezd osszefiiggésnek kell telje-

stilnie:

Yor = UsUT = py 200 2 F(pa1). (9)

Ezen dolgozatnak nem célja az Uhlmann konnexié levezetése, azonban megmutathato,
hogy két parhuzamos allapot kozotti fazist megkaphatjuk, mint az ket 6sszekdto, a Bures
metrika szerint rovidebb, geodetikus menti parhuzamos eltolés.

A p(t) C 2 gorbével kapcsolatos anholondémiat, tgy kaphatjuk meg, ha a gérbét in-
finitezimalis geodeti-kusokkal(s;) kozelitjiik. Ez alapjan egy kiinduldsi purifikacié adott
gorbe mentén torténd parhuzamos eltolas utan az anholonémia azalabbi formulabdl kap-
hato[3]:

VV1VVJr - rr}gnmp}/Q}ﬁ7s1}g1782"'Ysmﬁp(l)/Q' (10)

Itt Wy a kiindulasi és W7 a végallapoti purifikacié. Az altaldanos eredmény utan egy

konkrét eset vizsgalata a kovetkezo fejezetben olvashato.

2.3. Az Uhlmann anholonémia meghatarozasa két o6sszefonédott

qubitre

A kovetkezokben vizsgaljuk meg azt, a talan a legegyszeriibb rendszert, mely két
osszefonodott qubitet tartalmaz. Ez egy igen specialis eset, mert a 2 X 2-es matrixok sok
szép tulajdonsaggal rendelkeznek. Azonban hasznos elvégezni mert jo bepillantast nyujt
az Uhmann fazis miitkodésébe, és viszonylag konnyen, zart alakban megadhat6 eredményre
juthatunk. A szdmolas a témavezetém munkéjat koveti [7].

Az egész rendszeriink ekkor természetesen a két qubitbdl allé6 rendszer, melynek al-
lapotai a tenzorszorzat Hilbert-terében léteznek |V) € 7# @ #* = C2 @ C2. Mivel, mi
egy Osszefonddott allapotot vizsgdlunk emiatt |U) nem egy szorzat allapot, de ettél még

kifejtheto egy alkalmas béazisban:

1

) = S Wi i)y 1)y Wzﬂ(j fl) (1)
4
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Ebben a lefrasmédban a (| W) = 1 feltétel ekvivalens a Tr WV T =1 feltétellel, és mivel
osszefonddott allapotokat vizsgalunk, Det W # 0. Természetesen a korabban targyaltakkal
Osszhangban a redukalt stirtiségmatrixunkat a parcialis nyom kiszamitasaval kaphatjuk
meg: py = Tro ) (U| = WV illetve pg = Ty | W) (U] = WTW.

A tovabbiakban szemeljiik ki az egyik qubitet, és vizsgaljuk azt. Mivel p = WWT egy
onadjungalt 2 x 2 egységnyi nyomu matrix, felirhat6 az egység matrix és a Pauli-matrixok

linearis kombinéci6jaként:

p:;(ﬂ—i-ua). (12)

A p > 0 feltételbdl kiindulva konnyen megmutathatd, hogy |u| < 1 azonban 6sszefo-
nédott allapotokra |u| < 1. Tehét a stirtiségoperatorainkat leiré u vektorok a haromdi-
menzids egységgomb belsejét adjak. Ez alapjan a siirliségméatrixaink tere(2) izomorf a
Bloch-gomb belsejével(Int £).

Két qubit osszefonddottsaganak jo mérészama a konkurencia, melyet a kdvetkezokép-

pen szamolhatunk ki, és amely részletes targyaldsa megtaldlhaté [2] 15.2-es fejezetében:

0<% =|ad—bc| < 1. (13)

A 12. egyenletben targyalt parametrizaciot komponensenként kiirva, és a fenti defi-
niciéba behelyettesitve 1dthato, hogy € = /1 —|u|? = 2y/Det p, mivel azonban |[u| < 1 =
% > 0. Ebbdl a megfogalmazasbdl az is szépen latszik, hogy a maximalisan 6sszefonédott
allapot a Bloch-gomb kozepén, mig a tiszta allapotok a felszinén talalhatoak.

Tovabbi szamitasainkhoz érdemes bevezetni a stirtiségoperatorok hiperbolikus para-
méterezését, amihez hasznaljuk a rapiditast 0 < #, < oo, melynek értékét u hosszabdl a
kovetkezéképpen |u| = tanh 6, definidlhatjuk. Ezeket felhasznalva a slirtiségoperatorunk

a kovetkezo alakot Olti:

1 1
p= 5(]I+ua') = §(H+tanh6uﬁa). (14)

A két qubit rendszer megoldasanak egyik sarokkove a Cayley-Hamilton tétel, amely
értelmében minden négyzetes matrix kielégiti a sajat karakterisztikus egyenletét. A 2 x 2

matrixokra ez a kovetkezo jelenti:

M? — M Tr M +Det M = 0. (15)

Az osszefiiggés jelentGsége, hogy lehetéséget ad egy matrix gyokének viszonylag egy-

szerl kiszamitasara, a kovetkezé modon:

M +/Det MI
VM = Ve .
VTr M +2/Det M

(16)
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Szamitsuk ki el6szor ennek segitségével a stirtiségoperatorunk gyokét, és hasznaljuk ki
hogy Trp =1 valamint 2,/Detp =%

(‘5]1 %%(cosh@ [+ sinhfyt0) + %]I B

VP= \/1+<€ \/1+<€ B
(coshegll[—l—sinh@zuﬁa): (17)

€
1+%¢

((1+coshfy)I+sinhb, o) =

= \/f(cosh 92 ]I+smh9*110) \/fL(Qwﬁ)'

Ahol L(6y,4) a @i irdnyba mutaté, 6y, rapiditdst boosthoz tartozé Lorentz-transzformacio

T

a spinor reprezentacioban. Kovetko 1épésnek probaljuk meg meghatarozni a 9. egyenlet-
ben definidlt Yy, v — ¢, a sfirliségoperatorokra definidlt geometriai atlagot. Ehhez el6szor

hatarozzuk meg F-et a 16. egyenlet alapjan:

1 1/2
o2 pupt® +1y/Det (03 pupy’”)

( V2 pupy/ 2)+2\/ Det(pv > pupy/ 2)

Kihasznalva a nyom ciklikussagat illetve hogy Det(AB) = Det(A) Det(B) a fenti egyen-

let nevezojének a négyzete a kovetkezo alakban irhato fel:

(18)

7= \/p_vpu\/p_z\/

Tr(pypu) + 2\/Det pv\/Detpu = ;(1 +uv+6,%6y) = F(u,v). (19)

Ezutan forditsuk figyelmiinket a szdmlalo6 felé. Y, , meghatarozasdhoz, szorozzuk be

Pu 1/2 Pv 1/ 2—Vel, ekkor a kovetkezd Osszefiiggésre jutunk:

CvCu _1/9 _ GuCs . N A N
o2l B 2 2 = YOO (10, ) (6 9) + LB, ~ W) LB, ~ %) (20)

Hasznaljuk ki, hogy két Lorentz-transzformacié szorzata egy harmadik Lorentz-transzformacio
és egy Thomas-forgatas. Ezt felhasznalva az elobb megkapott osszefiiggést tovabb alakit-
hatjuk:

L(Ow,W)R(cv,1) + L(bw, — W) R(cv,f1) = 2cosh ?R(a,ﬁ). (21)

Ahol R(a,ii) = I cos § +1iosin § a Thomas-forgatas spinor reprezentacioban. A Lorentz-
transzformaciok kiirasaval megmutatkozik, hogy a paramétereit a kovetkezéképpen hata-
rozhatjuk meg:
luxv| uxv

o A
tan — = n=

2 (1+Cy)(1+Cy)+uv luxv| (22)
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Erdemes megfigyelni, hogy R(a,fi) normalvektoranak az el6jele nem valtozik, ha meg-
valtoztatjuk u és v el6jelét, azonban L(f,w)-é igen. Amire még szitkségiink van az Oy
értéke, ehhez hasznaljuk ki a hiperbolikus koszinusz tételt, mely a koszinusz tétel hiper-

bolikus altaldnositasa:

14+wuv
Cuby

cosh Oy, = cosh 0y cosh by, 4 sinh 6, sinh 6,10 = (23)

Ebbdl kovetkezik, hogy cosh%w = ];(:l%) Ezt illetve a 19, a 20, valamint 21 egyen-

leteket felhasznalva a kovetkezo eredményre juthatunk:

Yuv = P;l/zp;lﬂ V P‘ll/zpupl/Q = R(a,n). (24)

Tehat az Uhlman anholonémia két 6sszefonddott qubit esetén felirhaté mint Thomas-
forgatasok utrendezett szorzata. Bar ez egy egzakt eredmény, egy 0j paraméterezés to-
vabbi érdekeségekhez vezet.

Vizsgaljuk a (cosh6,, sinhf,1) vektort, mely eleme a 3+ 1 dimenziés MInkowski tér-
id6ébe beagyazott hiperboloidnak. A hiperboloidbdl egy szterografikus projekciéval konst-
rualhaté a hiperbolikus geometria egy masik modelje a Poincare labda, ha ezt a transz-

forméciot alkalmazzuk az altalunk targyalt vektorra a kovetkezot kapjuk:

u 911 v 9V
= = tanh —1 b= = tanh — 7. 25
a 7 anh —-4 5%, anh -3 (25)

A kontrukciéjuk miatt ezek a vektrok a haromdimenziés Poincaré labda elemei, azon-

ban, mivel tanhg < 1, az altaluk definialt stirtiségoperatorok a Bloch-gémb belsejéhez is
tartoznak. Igy van értelme az Uhlman anholonémidjuk vizsgalatdnak. Az ehhez szitkséges

Thomas-forgatasok a kovetkezod alakot oltik:

1 T+
R(a,h) = R(a,b) = (1+ab)l+i(ax b)o'.
\/1+2ab+]a|2|b|2

(26)

Vezessiik be a hiperbolikus transzlaciot, mely a geodetikusok menti eltolast irja le.

Esetiinkben a transzformaciot a kévetkez6 médon definidlhatjuk:

(1 - |a|2) b+ (1 +2ab+ |b|2) a
1+2ab+ |a|?|b|?

Ta(b) = (27)

A transzforméciét behelyetesitve a 26. egyenletbe Ungar munkéassiaga [9] alapjan meg-

mutathato:

R(a,b) = R(7a(b),b) = R(a,mh(a)). (28)

Osszegezve ha alkalmazzuk a 25. 6sszefiiggésben szerepld transzformdciét, mely a

Bloch-gémb egy automorfizmusa, akkor az a és b vektorok a hiperbolikus geometria Poin-
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caré labda modeljének elemeinek lesznek tekintheték. Tovabba az Uhlmann anholonémia
invarians az atmérék mint hiperbolikus geodetikusok menti hiperbolikus transzlcidkra. A
hiperbolikus és Bures-Uhlmann geometria tovabbi kapcsolatat a 2.5 fejezetben vizsgaljuk

mélyebben.

2.4. A Bures-Uhlmann metrika

Ebben a fejezetben figyelmiinket a Bures-Uhlmann metrika felé forditjuk és elsddleges
célunk a Bures-Uhlmann metrikus tenzor(g3!) meghatdrozdsa. Ehhez eldszér is definial-
juk a tavolsagot. A tiszta allapotokra értelmezett, Fubini-Study téavolsaghoz hasonléan, a
Bures-Uhlmann tavolsag szintén egy minimalizacids probléma amely az Uhlmann fidelity

alkalmazasaval jelentésen egyszertisodik:

Dpu(p1,p2) = 51111(1}2 [VP1U1 — /p2Us||p = 2(1 — F(p1,p2)). (29)

Ezt a mennyiséget nevezziik két stirtiségoperator Bures-Uhlmann tavolsagnak, és jol
latszik, hogy bar a purifikaciok terének a skalarszorzata indukalja, fiiggetlen a purifikaci-
6kban hasznalt uniterektél. A metrikus tenzor meghatarozasahoz gondolkozzunk lokali-

Ssan:

dsty = Diy (p(A).p(A+dN)) = gg dA®dN’ =2 = 2F (p(A),p(A+dA)). (30)

Lathat6, hogy p fiiggés csak F-en keresztiil jelenik meg, igy figyelmiinket forditsuk
erre a mennyiségre. A 7. definiciobdl kiindulva tekinstiik ezt el0szor a nyom kiszamitasa

elott. A legfeljebb masodrendii tagokat figyelembe véve ekkor irhatjuk, hogy:

F= \/ VPNPA+AN) p(N) = p+ AdX® + BapdA"dN”. (31)

Ennek nyomara pedig adodik:

F=TrF =1+Tr(Ay)d\+ Tr(Byp)d\%d\°. (32)

Ezekkel a mennyiségekkel felirva a 31. egyenletben definialt tavolsagot:

dstyr =2(1—1—Tr(Ag)dA* — Tr(Bgp)dAdA?) = —2Tr(A,)dA® — 2Tr( By )dAd\’. (33)

A célunk tehdtA, és By, meghatarozasa. Ehhez egyrészt dolgozzunk a p|j) = p;|7),
>-;jp;j = 1 sajatbazisban, masrészt fejtsiik sorba p(A+d\)-t méasodrendig:

1
pA+dN) = p(N) + (Dap)d\* + §(aaabp)dvdv. (34)
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Erdemes megjegyezni, hogy Tr p(\) = Tr p(A+d\) = 1, emiatt a nem nulladrendii tagok

nyoma pontosan nulla. Vizsgéljuk most a 31 . egyenletben felirt F mennyiség négyzetét:

a ]' a
9P+ VPO VB AN+ 5 /(0 abpw AN =

= p> 4 (pAa+ Agp) AX* + (pBap + Bapp + = (A Ap+ ApAy)) dNANY,

(35)

ahol a fenti egyenletet a 34-es Osszefliggés balrdl illetve jobbrol valo /p-val val6 szorzdssal,
az alsot pedig a 31. egyenlet négyzetre emelésével és a legfeljebb masodrendii tagok

megtartasavak kaptuk. Vizsgaljuk el6szor az elsorendii tagok egyenléségét:

pAa+Aap:\/_(aap)\/_
(| pAa+ Aaplk) = (i1 v/P(0ap)v/p|E)

(pj + 1) (Aa)jk = /DiPk(Oap) jik (36)
(Aa)jr = pﬁfm (Dap) jk-

Ebbél azonban kovetkezik, hogy Tr A, = 0 mert Tr(Aa)%Traap = 0 korédbban targyalt
okok miatt. Tekintsiik ezutan a masodrendii tagokat
—\/_(8 Op)\/P = pBap+ Bapp + 5 (A Ay + ApAg),
1.
5 (lVP(0a0vp)\/p k) = (il (pBap + Bapp + 5 (A Ap+ApAa)) k) (37)
2 2

;\/pjpk(aaabp)jk = (pj +pi)(Ba) jk +; [(Aa)jl(Ab)lk + (Ab)jl(Aa)lk] :

Benniinket azonban elsésorban Tr By, érdekel ehhez azonban csak a (Bgp);; elemekre

van sziikségiink, tehat tekintsiik a j = k esetet

4<Bab>jj+;[<Aa>ﬂ<Ab>zJ (A Aa)is] = @adp)sy
! 1o 1 (38)
2By =—33 - [(Aa)ji(Ap)ij + (Aa) jt(Ap)is
J

Ahol kihasznaltuk, hogy Tr(0,0p) = 0. Ezutan (Ag);; helyére behelyettesitve a 36. egyen-

let eredményét, majd rovid atalakitasokat elvégezve:

a a a a - aa S =
2; pz+p] (9ap) j1(Op)1j + (Oop) j1(Da)i;] "
39
1 > 1 Pj 1 (9ap) j1(Obp)i;
5 a 8 7] aa . 8 .= — #
"2 < pz+p] (Oap) ji(Op)1j + QZl(szrpj)Q( P)jt(Ob)1; T

Itt a masodik lépésben szétbontottuk a szummat két kiillon 6sszegzésre, majd a maso-

dikban elvégeztiik az [ <> k index cserét és Gjra 6sszevontuk a szummakat. Eredménytinket
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osszevetve a 30., a 33. és a 38. egyenletekkel a metrikus tenzorra a kovetkezd Osszefiiggés
adodik:

BU _ 1~ (9ap);i(bp)i; 10
Jab = 5 Z f ( )
jl bj TP

mely jol 1athaté médon csak a sfirtiségoperatoroktél fiigg, és nem a purifikicioktél. Ossze-
gezve tehat, a nyalabtér skaldris szorzatabol kiindulva sikeresen definialtunk egy metrikat

az alaptéren.

2.5. A Bures-Uhlman metrika két osszefonédott qubit esetében

Az altalanos eset targyaldsa utan vizsgaljunk egy konkrét példat. Ehhez tekintsiik
a 2.3. fejezetben mar targyalt két osszefonddott qubit esetét, mely matematikailag rend-
kiviil kényelmes mégis igen szép eredményre juthatunk.

Tudjuk, hogy ebben az esetben a redukalt siiriségmatrixunkat(p € Z = Int &) para-
méterezhetjiitk egy u € R3 vektorral, melyre igaz, hogy |u| < 1. A rendszeriinknek ekkor

u hdarom komponense a harom szabad paramétere(u;), tehat:

1 1
p(u) = 5 (I+u0) = Ou;p(u) = dip(u) = ;0. (41)
Ebbdl a Bures-Uhlmann metrikus tenzort a 40. egyenlet alapjan a kovetkezéképpen

kaphatjuk meg:

4BU — 1 3 (Ua)jl(ab)lj. (42)

U _
“ 8 pi+ni

gl
Fontos azonban, hogy o; ¢ {0, 0y, 0.} ugyanis a Pauli-matrixokat nem a kanonikus
bazisban, hanem a stlirliségoperator sajat bazisaban kell venniink. gbe meghatarozasara

ekkor két lehetdségiink van. Az elsé technikahoz irjuk ki explicit p(u)-t:

p(u):;(l-i—u;), ul—iu2>. (43)

uy+iue 1—usg

Ezutan vegyiik a p(u) = UDU ' dekompoziciéjat, ahol D egy diagonélis métrix, U pedig a
megfelel6 unitér transzformacié. Ekkor a Pauli-matrixok a sajat bazisban kifejezhetoek a
kovetkez6 alakban: o1 = Uto,U ,o0=U TUyU illetve o3 = UTo,U. Felhasznédlva tovabba,
hogy p1 = p+ = (1+ |u])/2 valamint po =p_ = (1 — |u|)/2 a 42 Osszegzés elvégezhets. A
szamolas azonban hosszadalmas és nehezen terjeszhet6 ki magasabb dimenziékba, ehelyett
tekintsiink egy masik megkozelitést.

A masodik megkozelitéshez sziikségiink van egy kis alapozdasra, de utana maga a sza-

molds mér rendkiviil rovid lesz. Elészor is vezessik be a {1, 2} — {4, —} indexeket,
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majd probaljuk meg meghatarozni a o operator sajat allapotait. Ehhez hasznaljuk a

kovetkezo ansatzot:

) = ;Ni(]lio-ﬁ) ). (44)

Ahol |k) egy tetszOleges vektor, i pedig egy egységvektor. Helyettesitsiik is be az
ansatzunkat és hasznéljuk, ki hogy (ofi)(o1) = I, ekkor:

1 1
on|t) = O'ﬁ§N:t(]I:f:O'ﬁ) |k) = §Ni(0'ﬁi]1) |k) =+ |L). (45)

Vélasszunk most egy tetszéleges |k) vektort, nekiink a legkényelmesebb a |k) = ((1)) V-

lasztas volt, azonban léteznek més konvencidk is. Ekkor a |£) sajatvektor a kovetkezd

alakban irhato:

1+ +(ny1—1
4 = lNi n3 | (ny —ing) <1> _ 1Ni< 1 in?, ) (46)
2 +(ny+ing) 1Fns 0 2 +(n1 +ing)

Melybél a (£|£) = 1 normalasi feltételt, illetve a |fi| = 1 feltételt kihasznalva a nor-

malasi faktorra kovetkezik hogy:

2 1 [ 2 1+ ns
7\ 1+n; +) =3 1in3<i(n1—|—z’n2)> (47)

[rjuk fel az fi = (sindcos e, sintsinp, cosd) egységvektort gombi koordinatak segitségével

ekkor a sajatvektorok a kovetkezd alakot oltik:

1 2 1+ cosv cos ¥
+) =y ———| . =] (48)
2\ 14 cos¥ \sinv(cosp +ising sin gev?

Hasonlbéan a masik sajatvektorra:

| >_1 2 1 —cos? B sing (49)
"~ 2\ 1—cost \ —sind(cosp +isinp) —cosg@w '

Ezekkel a vektorokkal hatérozzuk meg a (4|0, |[+) mennyiséget:

0 [ 01 cos 2 9 9 . .
Z g LTl 2 _ T G 17) —10\ o _
(cos 5isinge ) ( Lo ) (sin gew> = cos o sin 2(6 +e ) =sindcosp =ny,. (50)

Hasonl6 szamitasokkal megmutathato, hogy (£|o; |+) = +n;. Mivel u= |u|ii, kénnyen
megmutathatd, hogy a fenti érvelés miikodik a uo operatorra is, csak ekkor (£|o;|+) =

du;. Ezt felhasznalva 42. mar konnyen kiszamolhato.
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L~ (0a)ji(on)y _ 1 [ {(Hloal+) (Hlovl+) | (=loal=) (=]os]=)
gBU_*Z l bl_gl b b ]_'_

@ 8 o pitm 1+ [u 1—|u
L1 (=|oal+) (+]op|—) | (+|oal=) {(=|ow]+) UqU
+4[ I 5 1 B 4(1_22)+ (51)
L1 [(—I(aaab)l—%(—laal—)<—!0'b|—>+<+|(0a0b)l+>—<+|0al+> <+|0b|+>] _
4 2 2
1 1 1 1 u?
=1 Kl—uQ — 1) UqUp + 2Tr(aaab)] =1 [5ab+ 1_uQuaub] ,

ahol elészor is kihasznaltuk, hogy (040p)++ = (0a)++(0p)++ + (04)+—(0p)—+ tovabba,
hogy (040p)—— = (04)——(0p)—— 4+ (04) —+(0p)+— ami csak a matrixszorzas kiirva a {+, —}
indexekkel. Illetve a Tr(o40p) = 2045 azonossagot, mely tulajdonképpen a Pauli-métrixok

ortogonalitasa. Mindezt felhasznalva tehdt, az ivelemnégyzet a kovetkezo alakot olti:

2

u 1 (udu)?
1_u2uan‘| duadUb = Z [(du>2 + 1— u2 ] . (52)

1
- [5ab +

dsZBU = gﬁ,Uduadub = 1

Paraméterezziik az u vektort ismét a mar targyalt u = tanhf,i hiperbolikus médon

ekkor a megvaltozasa a kovetkezo lesz:

dOy
cosh 6,

du = i+ tanh 0, di. (53)

Hasznaljuk ki tovabba, hogy fidih = 0, ekkor az 52. Osszefiiggésben szereplo tagok a
kovetkezo alakot oOltik:

tanh2 0, d62
WEN002, (du)? = — % 4 tanh® 0, (dh)2. (54)

cosh®6, n cosh™ 6y

(udu)* =

Ezeket visszahelyettesitve az ivelem a kovetkezo adodik:

1 2 1 h?
dSQBU:zL[ B | anb? 0(di)2 + tan Qucm?]

cosh? Ou 1 — tanh? Ou cosh? Ou B
L[ db? 1 sinh? 6y, 9 1 9 2 9
=- + 1) = ——— [dh? +sinh? 0, (dh)?] = (55)
4 [COSh46u 1—tanh?6, cosh’fy, ) 4cosh? 0, [ v u(dh) }
1
= ds2;.
4cosh? 0y H?

Ahol ds%S a 341 dimenzids Minkowski téridébe beagyazott kétkopenyt hiperboloid

fels6 levelének a metrikaja. Mivel 72 egy pozitiv monoton fiiggvény, a Bures-Uhlmann

sh* 0
metrika konform ekvivalens a #H3 metrlkajaval.
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Ebben a fejezetben bemutattam a mar ismert technikat két osszefonddott qubit ese-

tére. A kovetkezd fejezetben pedig egy altalanosabb qubit rendszert fogok vizsgalni.

17. oldal



Osszefonodott qubitek és a hiperbolikus geometria kapcsolata Velich Csaba

3. Tobb osszefondédott qubit

A t6bb 0Osszefonddott qubit tanulmanyozasahoz el6szor bemutatom az altalam ta-
nulmanyozott specialis stirliségmatrixokat, majd ezekre kiterjesztem az elézé fejezetben
alkalmazott mddszereket. Végezetiil pedig, megvizsgdlom az Uhlmann konnexio és a méag-

neses monopolusok kapcsolatat.

3.1. Specialis slirtiségmatrixok

A dolgozat hatralevé részében az 56. egyenletben lathato stirtiségmétrixokat fogok
tanulmanyozni. Bar ezek a siirtiségmatrixok nem fedik le az 6sszes 2n x 2n dimenzios

stirtiségmatrixot, de vizsgalatuk érdekes és messzemeno eredményekre vezet.

1 .
p:2—n(ﬂ+u1"), ull :=4'T';, (56)

ahol u € R?"*1 ¢s |u| < 1, més sz6val u a 2n dimenziés egységgomb belsejében talalhaté(u €
intB?"). 1 a 2n x 2n egységmatrix, valamint a 2n x 2n dimenziés gamma métrixok
Clifford-algebrat alkotnak azaz:

{Tu.I} =2, L (57)

Tetszoleges 2n + 2 dimenziéban, a I' matrixok egy alkalmas csaladjat, a kovetkezo

rekurzioval kaphatjuk meg:

'y =01 ®1Ion,
['; =02 ® 3, (58)
Iy, = 03R1on.

Ahol X, =T} € GI(2™,C) a 2n dimenzi6s I' matrixok. Az n =1 esetben pedig '} = o,
'y =0y és '3 = 0,. A konstrukciobdl jol latszik, hogy 27+1 dimenzi6ban, pontosan 2n 4+ 1
darab gammamatrix létezik.

Vizsgaljuk meg most p sajatértékeit. Tudjuk, hogy p|I) = Ar|I), I€{1,2..2"}, azon-
ban mivel (nI')? =1 azt kapjuk, hogy

1 1 _
Ao =gt [ul), A= o (1=[ul), aa€{12.2"71} (59)
Més széval, a |a) és a |a) két, 27! szeresen degenerdlt altér. A tovabbiakban a

gorog abécé bettiivel a Ay = (1 —|ul)/2", mig a latin dbécéivel a A\, = (14 |u|)/2" alterek

sajatvektorait és sajatértékeit indexeljiik.
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3.2. A Thomas-forgatasok kiterjesztése

Tudjuk, hogy a SO(n,1) csoport elemei az n+ 1 dimenzidés Minkowski téridé pszeudoor-
togonalis transzformaciéi. Ennek a csoportnak (711) boost és (g) valds forgatas generatora
van. Az SO(3,1) csoport Lorenz-transzformacionak spinor reprezentalasat, és ennek kap-
csolatat az Uhlman fazishoz a 2.3. fejezetben fejtettiik ki, ennek a fejezetnek a témédja

pedig, a technika kiterjesztése SO(n,1) esetére. Kénnyen beldthat6, hogy

ol/? = O L(v) := cosh B—]I—l—smh B

! \/2Ncosh%7

ahol T' = y4 valamint, igaz, hogy {77*} = 2n**I. Ebbél az antikommutaciés relaciébol

5 (v 7). (60)

mar kovetkeznek a v matrixok tovabbi tulajdonsagai, nevezetesen, hogy

() =-1,  (*P=L =" GHI=A~ (61)

L(v) tovabbi vizsgalatdhoz hasznaljuk fel a kovetkez6 azonossagot:

Lwn"L ' @) = AWt =012, 2N +1 (62)

ahol
Ao’ (v) = cosh B,,
Ao®(v) = A2 (v) = —sinh 8,0, (63)
MY (v) = 83 + (cosh B, — 1) 0,07
A bizonyitéshoz elészor is vegyiik észre, hogy L(v)™! = L(—v), ezt egyszerii algebrai
4talakitasokkal beldthatjuk. Kévetkezd 1épésnek frjuk ki a L(v)y”L~1(v) = L(v)y” L(—v)

szorzatot, mely néhany aprobb egyszeriisités utan a kovetkezd alakot olti:

ﬁ v 1 ~7 V_ ] B
L(v)y"L(=v) = ch*5" + 5shB(0" 09" = 79"77%) = sh? S 17049097970 (64)

El6szor, vizsgaljuk a v = 0 esetet, a 61. egyenletben szerepl6é azonossagokat, és az

antikommutaciés Osszefliggést hasznalva az egyenlet sokat egyszeriisodik.

1 -- : :
ch2§v° + 5 shB(—0"" —0797) - Sh2§w@k7kvj 70 = chBy’ —shBi"F,  (65)

itt kihasznaltuk tovabba, hogy 670F~vF~J =1. A fenti Osszefiiggésb6l mar kénnyen azo-
nosithatjuk a A¢® = chfB és a ALY = —shB0% egyiitthatokat. Ezutén tekintsik a v =1

esetet:

B 1 A /\. ] /B
ch2§71+§shﬁ(vk’ykvo'yl 9 9179~0) — sh? 50 9 POy lnda 0. (66)
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Vizsgaljuk el6szor a shf-val aranyos tagot:

FFAF g0t — 03ty = g kAt — 5526y, — /A0 = =g 050 = — 2140, (67)

Ebbol mar konnyen leolvashatjuk a Aok = —shfBP egyiitthatét. Kovetkezének tekintsiik

a sh2——vel aranyos tagot:

— 07 08ROl IO = 0T Ry Pyl = 8908 F (261 — 49At) = 2070817 % — o = 20 08K — A,
(68)
A tagok Osszeszedése utan a kovetkezot kapjuk:
ch2§71 +2sh2ﬁ plokyk — h25 A=At 4+ (chB — 1)l 0", (69)

Amibdl mar adédik, hogy A =67 + (cosh B, — 1)/, és ezzel meghatéroztuk az utolso
A" egytitthatot is.
Eddig nem pontositottuk, hogy a 60. egyenletben definidlt L(v) objektum pontosan

mi is. Ennek tisztazasahoz, el6szor is vegytik észre, hogy:

L(v) = L(By.9) = exp(é”

(\77)70). (70)
Mivel (7#99)T = (49)T(7¥)T = —404F = 4k~0 é&s Try*~0 = 0 = Det L(v) = 1, kijelenthetjiik
tehat, hogy L(v) € SU(2"). A 62. osszefiiggés alapjan valamint, hogy pontosan 2n+ 1
figgetlen L(v) 1étezik, kijelenthetjiik, hogy az L(v) operatorok az SO(2n+1,1) csoport
boost generatorai spinor reprezentaciéban.

A 61., 62. Osszefiiggések és L(v) definicidja alapjan konnyen belathatjuk a kovetkezd

azonossagokat:

L(v)y’ =~ L(v) .
L?(u)~° = cosh 5,7 — sinh 3, (1y). (71)
—L(v) L (u)y" L™ (0)7" = cosh Bu (= L(v)7" L™ ()7 + sinh 8, L(v) (&y) L~ (v)7°.

Ezeket felhasznalva mar kiszamithatjuk a kovetkezo kifejezést:

L(0) L()*L () = —L(0) L3 (u)y "L~ (0)0 =
= {cosh (3, cosh (3, + sinh 3, sinh 3, (V) }H+
+{cosh 3, sinh 8,V + sinh 3, (cosh 3, — 1) (V) ¥ 4 sinh B, }y7" =
= cosh B, 14 sinh B, (WA)7° = L(w)?.

(72)
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Ezeket az eredményeket, tovabba azt fehasznélva, hogy 2cosh(B,/2)L(w) —1 = L(w)?

a kovetkezo Osszefliggésre jutunk:

LY (u) L= (v) + L(u)L(v) |

L)L () (L) L(w) L(w) L) Y? = L7 () L7 (v) L(w) =

QCosh%”
(73)
Ezutdn mar konnyen kiszamithatjuk a 9. egyenletben bevezetett geometriai atlagot:
Yuo = pu 20,2 (0P pupy/ )2 = LN w) L7 (0)(L(0) L(w) L(u) L(v)) /2 =
LY (u) L™ (v) + L(u)L(v) (74)

Buw
2 cosh =

A Lorentz-transzforméciokat kiirva az 0sszefiiggés tovabb egyszeriisodik:

L~ Yw)L™'(v)+ L(v)L(v)  (cosh %]I —sinh %(ﬁ’y)’yo) (cosh %”]I —sinh %”(\7’7)70)

Yuv = = —+
QCosh%’ 2cosh %”
n (cosh 22T 4 sinh 2 (1)1 %) (cosh 22T + sinh 22 (¥y)4) _
2cosh 57“’
__cosh %“ cosh %” +sinh %“ sinh %“ () (¥7)
a cosh %” '
(75)

Ne feledkezziink meg, arrél, hogy cosh(f3,,/2) kifejezhets, B, és B, segitségével. Erdemes

beveztniink a kovetkez6 paraméterezést:

s (5) B cosh (%“) cosh (52—”) +sinh (%“) sinh (%) (av) |
cosh (f%“’)
sinh (%) sinh (%)

in(5) = i @ cosh ()

(76)

Haszndljuk fel tovabbd, hogy 9% = 6,1+ [v/4*]/2, mivel 4/v* =1 és ha j # k akkor
[V A*] = AIxk — yk~d = 29F~d ha ezen kivill még bevezetjik a Yk = [y %] /4 jelolést

akkor a 26. egyenlet a kovetkezd egyszeri alakot Olti:

20105,
Y = cos <5> [+ sin <5> U Sk (77)
2 2) \J1—(av)2

Definialjuk a kovetkez6 mennyiséget:
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L
iB= 2V 2k (78)
1— (49)2

Felhasznalva, hogy B2 =1 a 77. kifejezés a kovetkezd egyszerti alakot olti:

Yy = €/0/2)B. (79)

Koénnyen megmutathaté, hogy B = B, valamint Tr B = 0 = Det Y, = 1 tehat Yy, €
SU((2™). A 77. kifejezést tanulményozva belathat6, hogy pontosan (2n2+ 1) fiiggetlen
mennyiséget tartalmaz melyek pontosan az SO(2n+1,1) csoport forgatdsgeneratorai spi-
nor reprezentaciéban.

Altaldnos esetben tehét, Yy, szintén egy forgatds, hasonléan a 2.3. fejezetben tér-
gyaltakhoz. Széval, az Uhlmann anholonémia 56. alaka slirliségmatrixok esetében is

Thomas-forgatasok ttrendezett szorzata.

3.3. A Bures-Uhlmann metrika kiszamitasa

Az anholonémia meghatarozasa utan forditsuk, figyelmiinket a metrikus tenzorra, mely

a 40. egyenlet alapjan a kovetkezo alakot 6lti:

BbU _ EZ (Fa>jl(rn)lj' (80)
C290 pitn
Az Osszegzés elvégzéséhez, hasonldéan a két qubithez, bevetiink egy tritkkot. Definidljuk a

két degeneralt altérre vetité projektorokat:

P ;(HiﬁI‘). (81)

Konnyen lathato, hogy ekkor P2 = Py és Py P+ =0, valamint P + P_ = 1. Tovabba,
a spektralis felbontas miatt, p = Py (1+ |u])/2" + P_(1 —|u|)/2". Vezessiik be ezutén a

két altérhez tartozo sajat vektorokat:

Uy = NePelt),  |UZ)=N_P_|1). (82)

Mivel, Pi projektorok és |Ux) a hozzdjuk tartozé alterek Py |Uy) = |Uy), valamint
P1 |Us) = 0. Nézziik meg, hogy ezek a vektorok, hogyan hatnak a I', operatorra!

(Us|Tp|Us) = (Us| PoT, Pe |Us) = (Us|Ty PePr £ w0 |[Us) = £, (83)

Ahol kihasznaltuk, hogy {I',,I',} =26, 1= (I'yuw, )y = =T (Iyuy) 4 2u,l. Az antikom-
mutéciés relaciobdl kiindulva belathaté, hogy (a|l',|b) = w04 hasonléan (o|I',|3) =
uu0q3. Ezekkel az eszkozokkel felfegyverkezve, mar konnyen kiszdmithatjuk a 80. Osszeg-

zést.
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Dii _ 1 [ona % Cwab@ba  ones X~ Cidas(Tu)sa
Guv = 22n+1 %: pi +p] 22n+1 |: %b: 1 + | | +2 gﬁ: 1— |11| +
1 2n—1 2n 1
T oo [2n Py (Cas()pa+2"71 30T F)ba] :
af ab
(84)

A masodik két tag kiértékeléséhez, irjuk ki a I',I', martix szorzast komponensen-
ként, ebbél adodik, hogy (I'yI'v)aa = (Fp)ab(Tv)pa + (Up)as(T'v)ga, illetve (Ipl'y)aa =
(Tw)av(T)ba + T)ap(Ty)sa. Ezeket az Osszefiiggéseket felhasznélva, a fenti egyenlet

a kovetkez6 alakra hozhaté:

n—1 n—1
1 1 2 1 2
= —1 r r — 1 r T
Juv on+2 (14—’11’ ) %):( #)ab( I/)ba+ (1_ |U.| ) %ﬁ:( ,u)aﬂ( l/)ﬁa +
n—1 n—1
N i 1 [ [uf o5
+2n+2 [2@: (Fﬂru)aa+ %{; (Furu)aa] = ont2 nl — |u|2uuuy+Tr(FMPy) = ( )

uf”
5#y+‘I“Eﬂ§UuUV .

Lathato, hogy formailag ez teljesen megegyezik az 51. egyenletben szereplo kifejezés-
sel, azzal az apr6 killonbséggel, hogy u nem egy haromdimenziés vektor. Ujra bevezetve
a hiperbolikus paraméterezést majd a 2.5 fejezetben targyalt szamolast megismételve az

infinitezimalis tavolsagra adodik:

1

2 o2 A2y
(dOy, + sinh” 0y, (dih)*) = Teoshon

ds* = g dutdu’ = ds%tzn,l. (86)

4coshby,

Vagyis amennyiben 81. alaku specialis stirtiségmatrixokat vizsgalunk, a rajtuk értel-
mezett Bures-Uhlmann metrika szintén konform ekvivalens az 2n dimenzios Minkowski

téridébe beagyozott kétkopenyti hiperboloid felso levelével.

3.4. Az Uhlmann konnexié meghatarozasa

A metrika meghatarozasa utan vizsgaljuk meg a parhuzamos eltolast leir6 Uhlmann
konnexiét! X. Wang és tarsainak munkassaga[l(], alapjan ennek a visszahizottja a ko-

vetkezd 1-forma:

Z(\/_\/_)

A=-— VEDY

\)(I|d|T)(J|,  d=da’0;. (87)
I£J
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Vizsgaljuk el6szor a kifejezés sajatértékeket tartalmazo részét! Amennyiben |I) és |J)
ugyanabban az altérben van, akkor a hozzajuk tartoz6 sajatértékek megegyeznek, emiatt

A =0. Tehéat, elég csak az I € {a},J € {b} és I € {a},J € {8} eseteket tekinteni ekkor:

(\/)\__\/)‘_J)2 —1— /1_|u|2’ (88)

AT+ AJ

ami egy, indexektdl fiiggetlen mennyiség, tehat a 87. egyenlet a kdvetkez6 alakot olti:

A=(y1-uf=1) Z; o) (| d]b) (0] +ZB: |a)(ald|B) (5] - (89)

Az Osszefiiggés kiértékeléséhez hasznaljuk a 81. egyenletben definidlt projektorokat.
Tudjuk, hogy P_|5) =|5) és Py|b) = |b) amibdl kovetkezik, hogy dP—_|5) + P_d|3) = d|5).
Hasznéljuk tovabbd a projektorok spektralis felbontasat, nevezetesen, hogy Y-, |a){a| = Py
és >, |a){a| = P_. Ezek alapjan:

> _la)(ald|B)(8] = Pyd|B){(B] = PrdP-|B)(8| + Py P-d|B)(B| = PydP_P-, (90)
a,f
valamint
5[ (aldlb) (o = PdP: Py. (01)
a,b

Mindent 6sszevetve:

A=(/1—|u|2=1)[PydP_P_+ P_dP, P,]. (92)

Abbdl, hogy P, P_ =0, kovetkezik, hogy dP_ P, + P_dP, = 0. Tovabba, felhasznélva,
hogy P? = Py, az dsszefiiggés a kovetkezd kompakt alakot 6lti

A=(1—/1—|uf]?)[dPsP_+dP_P.]. (93)

Kiindulva a Py = %(I +naT") definiciébdl, konnyen kiszamithatjuk, hogy dPy = :i:%dﬁI‘.

Ezeket visszairva:

A= ;(\/1_ a2 — 1)(dal)(ar). (94)

Tekintsiik most csak a I' matrixokat tartalmazé tagokat:

1 . 1 . .
(diT)(AT) = §[Fj,Fk]dn]nk + 5{rj,r,c}dnfn’f = —[[4,IjInfdn? = —[aT,daT].  (95)
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Mivel %{Fj,f‘k}dnj nk = dhh = 0 az anti-kommutaciés relicié és n normaltsiga miatt. Az

Uhlmann konnexié tehat a kovetkezd alakot olti

A= i(l—m)[ﬁr,dﬁﬂ. (96)

Ha most tjra hasznaljuk a tanh 8 = |[u|? hiperbolikus paraméterezést:

1 2sinh? 2 3
1—y/1-u?2=1- = 2 — tanh — tanh 3. 97
" cosh 3 cosh 3 anty el P (97)

Mindent 6sszevetve az Uhlmann konnexi6 végleges formaja a kovetkezo:

1
A= tanh g tanh 8nT, dn]. (98)
Felmeriil a kérdés, hogy ennek a kifejezésnek van-e valamilyen fizikai értelmezése?
Ahogy azt a kovetkezo fejezetben kifejtem, ezt a mértékteret magasabb dimenzids mono-

polusok vagy insztantonok vektorpotencialjaként értelmezhetjiik.

3.5. Az Uhlmann konnexi6é és a magneses monopolusok kapcso-

lata

Ahhoz hogy megértsiik az Uhlmann konnexi6 és a magneses monopélusok kapcsolatat,
elésszor bevezetiink egy 1j konvenciot. A tovabbiakban az 56. egyenletben definidlt

stirtiségmatrixok helyett a kévetkezo alakiakat fogjuk vizsgalni:

p= 2171(1[—1'1") = an(]l—tanhﬁﬁI‘). (99)

A magasabb dimenzids magneses monopdélusokhoz valé kapcesolat megértéséhez el6szor
p purifikdcioit tanulmanyozzuk, ehhez vezessiik be a kovetkezé koordinatékat:

sin y sinh 8 (100)

r=rn T=—" re=——
’ cosh 3+ cosy’ cosh 3+ cos x

Itt, n € $?" C R?"*! valamint x € [0,27] és 3 € [0,00[. Ezekkel a mennyiségekkel defini-

aljuk a kovetkez6 matrixot:

w [(1447)] —ral. (101)

o \/2N(1—|—7'2—|—r2)

Megmutathatd, hogy Det W # 0 széval W € GI(2n), tovabba, hogy:

1 ~BH(n)
0=WWT' = (I —tanh BAT) = — ¢ PH = _°

9N cosh 3°  Tr(emPHM)) (102)
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ahol H(n) = Al egy n altal paraméterezett Hamilton-operator. A 102. egyenletnek két
fontos jelentése is van, egyrészt, hogy W purifikdcidéja p-nak. Mésrészt latszik, hogy p
felirhat6, mint egy termélis allapot.

A 100. egyenletben bevezett koordindtak jobb megértéséhez tekintsiik a kdvetkezo

paraméterezést:

siny 2T
0~ cosh 3 T2

2r B 2rn
1+72472 1472402
cosy 1—72—72
coshB 1472472

X =tanhfn = (103)

Xony2 =

Koénnyen beldthat6, hogy X+ |X[2+ X3y, = 1, tehdt X = (X0,X, Xon2) € S2V*2 C

R2V+3. Rovid algebrai 4talakitdasokkal megmutathaté, hogy:

X NS S (104)
T= , r:=rn= .
1+ Xonto2 1+ Xonyo2

Tehat, 7 és r az X € $2N+2 yektor sztereografikus projekciéi a déli sarkrél az Xonio
egyenlitéi sikra(R*V+2). A tovabbiakban érdemes 7-ra és Xo-ra tigy tekinteni, mint Wick

forgatott id6 koordinatak. Ebben a szemléletben a 7 = Xy = 0 feltétel egy Statikus Met-

szetre(ESS)! valé megszoritds, mely topologiai szempontbol S2V+1 c §2N+2,

2N+1 % 2N+1

Vezessiik be a kovetkezo unitér operatort, melyet X parametrizal:

S 1 14X, I —Xol+:XT
U(X) = (14 Xan+2) L B (105)
214+ Xon4o) \ Xol+iXT (14 Xono)l
Az egyszerliség kedvéért hasznaljuk a kovetkezo jelolést:
Qoie ——— 1= [ a4 Xy o)
O * \/m 2 2N+2 Y
1 1 (106)

Q1 := ————=(7I+iral’) = (XoIl+iXT).
V1472472 2(1+ Xon+2)
Itt felhasznaltuk a 104. egyenletben taldlhat6 osszefiiggéseket. A fenti jelolésekkel U(Z)

a kovetkezo egyszerii alakot oOlti:

i
U= (g? _Qcil) . (107)

—

Figyeljiikk meg, hogy U(X) oszlopai 2 csoport 2N + 1 komponensti vektort tartalmaznak,
melyek bézist alkotnak RZ2N*1-ben. Ha kiszamitjuk az U(X)-hez kapcsoléds Maurer-

Cartan 1-format akkor a kovetkezdre jutunk:

'Euclideanized "static slice" (ESS)
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Ay B
w=Udu= """ . (108)
C A_
Ahol a diagondlisban szereplé mértékterek, [6] alapjan:

_ XdXT—dXX'  Im(XdXT)

41+ Xony2)  2(1+Xoni2)'

(109)
C XTdX —dX'X  Im(XTdX)
T A1+ Xonse)  2(1+ Xongo)
itt, most X = XoI—iXT, ekkor felismerhetjitk a magasabb dimenziés, 72V ~1 monopdlus
toltéssel rendelkezé méagneses monopdlusok vektor potencidljat[4]. A vektor potencidlok

kiszamitdsdhoz elsd 1épésként konnyen megkapjuk, hogy dX = IdXg—1T',dX, és dX f=
IdXy+T,dX, ezt felhaszndlva A4 mar adédik hogy:
[TH Y] XVdXH £ 2ir(XT 4 dX° — XTdX)
Al = . (110)
414+ Xon42)

Bévitsiik a fenti egyenletet (1+ Xonio)/(1+ Xonyo)-vel, majd hasznaljuk a 103. és

a 104. osszefiiggéseket, :

Ay (r?[nT,dnl] + 2ir(nTdr — 7Tdn)). (111)

T 14l
Mely n = 1 esetben éppen az insztanton?[5] vektorpotencial. Ha bevezetjiik az z2 =
72472 illetve a g := 71— irT jeloléseket, akkor AL az irodalombdl ([1], 496. oldal) ismerds

kifejezésre hozhatd, nevezetesen:

= i f A_ = i f
= d _= dg'. 112
1 x29 g, 1 ng g ( )

Szoritsuk meg a vektorpotencialt a 7 = y = 0 altérre, ami pontosan egy ESS. Ha most

Ay
hasznaljuk a 100. egyenletben szerepl6 szog szerinti paraméterezést a kdvetkezore jutunk:

coshB+1 sinh?p sinh 3

4cosh 3 (cosh3+1)2 [T, dnl] = mtanhﬁ[nf,dnﬂ N (113)

1
=12 tanh g tanh B[nl, dnl).

AilXZO =

Mely tokéletesen megegyezik a 98. egyenletben szereplé Uhlmann konnexiéval. Tehat,
kijenthetjiikk, hogy az Uhlmann konnexi6 megkaphatd, mint a magneses monopoélusok

vektorpotencialjanak megszoritasa.

2 Az isnatntonok az eukledészi SU(2) mértékelmélet térben és idében egyarant lokalizalt megoldésai.
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4. Osszefoglalas és kitekintés

A dolgozatomban el6szor, a 2. fejezetben, bemutattam a mar ismert eredményeket,
majd a 3. fejezetben Osszefoglaltam az altalanosabb qubit elrendezésekre vonatkozé mun-
kamat.

A 3.2. fejezetben megmutattam, hogy az Uhlmann anholonémia tobb 6sszefonddott
qubit esetén is Thomas-forgatasok sorozataként értelmezhetd. Ennek jelentésége, az ana-
litikus eredményeken til, az hogy, mivel a Thomas-forgatasokra, mint SU(2") kvantum
kapukra is tekinthetiink, az Uhlmann anholonémia felhasznalhaté holonémikus kvantum-
szamitasi modszerek konstrualasara.

Tovabba, a 3.3. fejezetben sikeresen meghataroztam a Bures-Uhlmann metrikat, és
belattam, hogy hasonléan a két qubit esetéhez, a geometria konform ekvivalens a kétkope-
nyu hiperboloid fels6 levelének geometridjaval. Az Uhlmann anholonémia és a Thomas-
forgatasok kapcsolata mogott is ez a hiperbolikus geometridhoz val6 viszony all.

Miutan kiszamitottam az Uhlmann konnexiét, a 3.5. fejezetben megmutattam a az
insztantonokkal és magasabb dimenziés magneses monopoélusokkal vald kapcsolatat. Az
n =1 esetben az Uhlmann konnexié az insztanton konnexi6 alkalmas megszoritasa. Isme-
retes, hogy az insztantonok az eukleidészi SU(2) mértékelméletben jelennek meg. Ezek
a megfeleld kvantumtérelméletben fontos szerepet toltenek be. Nevezetesen, az insztan-
tonok kiilonb6zé topolégikus toltéssel rendelkezo vakumallapotok kozotti alaguteffektus
megjelenéséért felelések. Erdekes, hogy a kvantumtérelméleteknél jéval egyszer(ibb, nem
relativisztikus kvantummechanikai osszefliggésben, a két qubit kevert allapotok geomet-
ridjaban is ezek jelennek meg. Ramutattam arra is, hogy az insztantonok magasabb
dimenzids dltaldnositdsai (magasabb dimenziés monopélusok) a qubitek szamanak nove-
kedésével allnak el6.

A dolgozatban pusztan olyan esetekkel foglalkoztam, amikor fi € S?", azonban a to-
vébbiakban tervezziik az f € S?"+1 esetek vizsgilatat is. Tovabba, a 102. egyenletben
lattuk, hogy az altalunk vizsgalt 6sszefondédott allapotok felirhatéak, mint egy termalis
allapot. Ebbdl kiindulva, a jéovében a qubitek szdméanak névelésével (n +— 0o) szeretnénk
tanulméanyozni a termodinamikai limeszt is. Ez végtelen spinlancokkal kapcsolatos anho-
lonémiakus effektusok vizsgalatat jelenti®. Az ilyen effektusok fontos szerepet tolthetnek

be az egyszertiisitett holografikus modellek megértésében.

3 A végtelen spinlancok ilyen szellemben térténd vizsgélatatahoz lasd E. Witten dolgozatat|[l1].
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A. Sajat eredmények

Vizsgalt és megvalaszolt kérdések:

« Milyen médon altaldnosithatéak a (I4ue)/2, melyek analitikus szdmitasokat tesz-

nek lehetévé?

o Ezekben az esetekben mi lesz a Bures-Uhlmann metrika, illetve az Uhlmann metri-
ka?

e Mi lesz az Uhlmann konnexié, illetve, hogy van-e kapcsolat az Uhlmann konnexié

és valami mas fizikai mennyiség kozott?
Az altalam kapott eredmények:

« Sikeresen altalanositottam a (I+uo)/2 édllapotokat gammamatrixokkal, igy tébb

qubit Osszefonddasat is tudtam vizsgalni.

o Belattam, hogy az Uhlmann anholonémia ebben az esetben is Thomas-forgatasok

utrendezett szorzata.

o Levezettem, hogy Bures-Uhlmann metrika konform ekvivalens a hiperbolikus geo-

metria megfelel6 modelljével.

o Megmutattam, hogy az Uhlmann konnexié megkaphaté mint magneses monopolu-

sok vektor potencialjanak a megszoritasa.

Az 4ltalam alkalmazott mddszerek:

o A dolgozat eredményeit kizarolag analitikus iiton értem el, amelyhez tobb kiilonb6z6

technikat alkalmaztam. Ezek a teljesség igénye nélkiil a kovetkezok:

— Kvantum-informécidéelmélet

Differencialgeometria

Clifford algebrak

— Csoport- és reprezentacié elmélet
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