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Diagonalis onaffin halmazokrdl eddig a szakirodalomban vagy szigori
szeparacios feltétellel, vagy tipikus esetekre vonatkozé eredmények sziilettek.
Ezekkel szemben mi az alabbiakkal jarultunk hozzéa a diagonalis onaffin hal-
mazok ismeretéhez:

e Formulat adtunk a diagonalis onaffin szonyegek Hausdorft- és box-
dimenzidjanak kiszamitasara, feltéve hogy ezek x- és y-tengelyre vett
vetiiletei kielégitik a gyenge szeparaciés feltételt, valamint homogén
kontrakciéval rendelkeznek az x- és y-tengelyek mentén.

e Formuldkat bizonyitottunk a fels6-box dimenziéra azon esetben is, amikor
nem feltételezziik a kontrakciok homogenitasat az z- és y-tengelyek
mentén.

e A dolgozatban két példan keresztiil bemutattuk, hogy a dolgozat for-
mulai alkalmazhaték. A példdkban meghatarozott dimenzidk értékei
korabban ismeretlenek voltak.



Magyar rezimé
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A diagondlisan onaffin szonyegek tanulméanyozéasa kozponti szerepet jatszik az onaffin
halmazok vizsgalataban, mivel ezek a halmazok egyszerti példat nyijtanak olyan esetekre,
ahol a box- és a Hausdorff-dimenzié eltér egymastél — ez altaldban ritka jelenség (ldsd
Falconer tétele). Atfedés mentes esetben mar szdmos eredmény sziiletett, lasd Bedford,
McMullen, Baranski, Barany, Feng és Wang, Kolossvary, Gatzouras és Lalley stb. Fraser
és Shmerkin atfed6 Bedford-McMullen szonyegeket vizsgalt tipikus paramétervalasztéas
mellett.

Ezt kovetve a jelen dolgozatban mi is engedélyeziink bizonyos atfedéseket, azzal
a megkotéssel, hogy az iterdlt fiiggvényrendszer (IFS) x- és y-tengelyre vetitett képei
kielégitik a gyenge szeparacios feltételt.

A gyenge szeparécié feltétel (WSC) eredetileg 6nhasonlé halmazokra definidlt tulaj-
donsag, mely engedi a kiilonboz6 cilinderhalmazok egymasba metszését gy, hogy a nem
egzaktul atfedo cilinderek végpontjainak tavolsaga a cilinderek méretével aranyos marad.

Dolgozatunkban formulat adunk a diagonalisan onaffin szonyegek Hausdorff- és box
dimenzidjanak kiszamitasara, feltéve, hogy ezek x- és y-tengelyre vett vetiilete kielégiti
a gyenge szeparacios feltételt, valamint homogén kontrakciéval rendelkeznek az x- és
y-tengelyek mentén. Emellett kiilonféle formuldkat bizonyitunk a fels6-box dimenziéra
azon esetben, amikor a kontrakciék homogenitasat az x- és y-tengelyek mentén nem
feltételezziik.

Ezen eredmények bizonyitasainak altalanos modja, hogy a felsé becslés maga a rend-
szer fedése/Onaffin mértéke, mig az alsé becslést egy megfeleléen szétvélasztott alrend-
szer fedése/Onaffin mértéke adja. Ezeket megfeleléen konstrudlva a gyenge szepardcié
tulajdonsaga miatt hatarértékben egymashoz tartanak. Masban a kiilonbozo allitasok
bizonyitésai jelentGsen kiilonboznek. A box és fels6-box dimenzié fedések konstrualasaval
kaphato, mig a Hausdorff dimenziéhoz megfelel6 mértékek kellenek.

A dolgozatban két példan is meg mutatjuk, hogy a dolgozat formulai hasznalhatéak
is. A példakon meghatarozott dimenziok értékei eddig ismeretlenek voltak.
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A dolgozat matematikai allitdsaihoz, bizonyitasaihoz mesterséges intelli-
genciat nem hasznatam! De tipografidhoz igen:

e Helyesirds és nyelvhelyesség javitasara Grammarly-t és AI Grammar
Checker & Paraphraser — LanguageTool Mozilla Firefox kiegészitot
hasznéltam.

e Abrakhoz és LaTeX triikkokhoz ChatGPT-t hasznaltam.

e A TDK, OTDK-hoz mint eseményhez kapcsolodé anyagokat, mint példaul:
reziimé, 3 oldalas magyar osszefoglald, eléadas beamer-e, ChatGPT
segitségével szerkesztettem.

e ChatGPT-t nyelvhelyesség és helyesiras ellenérzésére, fogalmazasi tisz-
tasag fentartasara is alkalmaztam.
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Bevezetés

Az onaffin szényegek a fraktalgeometria fontos objektumai, amelyeket olyan iterdlt fiigg-
vényrendszerek (IFS) generdlnak, melyek fiiggvényei mind egy a standard bézisban 1év6
diagonalis méatrixszal valé szorzasként leirhatok. Altaldnosan egy IFS véges sok kon-
trakcié halmaza: § := {S; : RY — R?}",, ez egy kompakt nemiires halmazt: A, az
attraktort definial az alabbi képlettel:

Az attraktor énhasonld, ha a fiiggvények hasonlésdgokat, onaffin, ha azok affinitdsokat
tartalmaznak. E munka célja az onaffin szonyegek dimenzidinak meghatarozasa gyenge
szeparacié fogalmanak alkalmazasaval.

Torténeti attekintés

Az onaffin szonyegek tanulmanyozéasa jelentés multra tekint vissza. Bedford és Mec-
Mullen elsoként definidltak a szonyegeket racsszerkezett IFS-ekkel, és meghataroztak
azok Hausdorff- és dobozszamlalé dimenzidjat. Gatzouras és Lalley altalanositottak ezt
a modellt, inhomogén hengerhalmazokat is figyelembe véve. Késébb Baranski, valamint
Feng és Wang tovabb finomitottak a moddszereket. Megengedve a részleges atfedéseket,
Fraser és Shmerkin jelentds elérelépést értek el az atfedo strukturdk vizsgdlatdban, de
csak tipikus eredmények erejéig.
Mi hasonléképpen megengediink majd atfedéseket a hengerhalmazok kozott.

Dimenziéfogalmak és mdodszerek

Két alapvet6 dimenzidéfogalomra adunk formulat, és igy ezek definicidja:

e Hausdorff-dimenzié: A legkisebb s-érték, amelyre az H*(E) s-dimenziés Haus-
dorff mérték 0.

dimy(E) :=inf {s > 0 | H*(E) =0}, ahol

H*(E) := lim inf { SN(ul | vl <6 | Ju 2B, megszémlélhaté}

el il




e Box dimenzié: Exponencialis novekedési ratdja a halmaz lefedéséhez sziikséges
9 méretii dobozok szaménak. (Ha nem biztos, hogy létezik, akkor liminf alsé- és
lim sup fels6-box dimenziét definidl.)

—— L log Ns(E) .. . log N5(E)
dimg(E) = hf?jélp " logs dimp(F) = lim inf " logs

Y

k
Ns(FE) := min{k‘ eN ‘ Jxi, 20,1 B C UB(xi,é)}.
i=1

A gyenge szepardcié feltétel (WSC) eredetileg 6nhasonlé halmazokra definidlt tulaj-
donsag, mely engedi a kiilonbozo cilinderhalmazok egymasba metszését gy, hogy a nem
egzaktul atfedo cilinderek végpontjainak tavolsaga a cilinderek méretével aranyos marad.

Tovabbi jelolések
Legyen az IFS-iink:

= {sin =Ly 2]+ ]}

ennek vetitett [FS-ei:
1§ = {|Sz($2) = Ti2%2 +ti,2}a
§:= {ﬁi(ﬂh) =TT ‘l’ti,l}a
magasabb szintii fiiggvények csaladjai:
G, ::{Si1 o---085; ‘ Uyennyip € {1,...,m}},
G} ::{Si € G, ‘ 751] > |ri,2|}, G? =G, \G!,
|G, ::{]Sil o---0|S;, ‘ i1, ..,0p € {1,...,m}},

illetve Rjs, :== {5 ‘proj2 0S8 =19}

Eredmények

Dolgozatunkban formulat adtunk a diagondlisan ¢naffin szonyegek Hausdorff- és box di-
menzidjanak kiszamitasdara, feltéve, hogy ezek x- és y-tengelyre vett vetiilete kielégiti a
gyenge szeparacios feltételt, valamint homogén kontrakciéval rendelkeznek az x- és y-
tengelyek mentén. Emellett kiilonféle formuldkat bizonyitottunk a fels6-box dimenziéra
azon esetben, amikor a kontrakciok homogenitasat az x- és y-tengelyek mentén nem
feltételezziik. Ezeket foglald tételeket most modjuk ki:

Tétel 0.1 (Theorem 2.1) Ha conv(|A), conv(A) = [0, 1], és
szepardcio feltételeit, akkor

S €s § kielégitik a gyenge

dimgA = max{ai, Ei}, ahol

i dimp proj; (A) It = =3
1 Z <’7’1,1’> BEE ‘7"172‘(1”, di = limsupd;

SieGL 71,2] n—00
. dimp projs(A) 5 _ .
1= Z <|T1’2|> . Iriq|®, di := lim sup di.
5:€G2 Il o0



Tétel 0.2 (Theorem 2.2) Ha conv(|A), conv(A) = [0,1], |§ és § kielégitik a gyenge
szepardcio feltételeit, illetve ¥V i : |r;1| = |r1| < |ra2| = |ri2| akkor

log ]m\) b 1 log (#Gn).

dimp(A) = dimB(|A)<1 ~ o]

n—oon  log|r|

Tétel 0.3 (Theorem 2.3) Ha conv(|A), conv(A) = [0,1], |§ és § kielégitik a gyenge

szepardcio feltételeit, illetve ¥ @ : |ri1| = |r1| < |ra| = |riz2| akkor
i i 1 o r
dims(4) = JE&{ 5 1081 { S (#Rys,) s }}
|Si€‘Gn
Bizonyitasokrol

Ezen eredmények bizonyitasainak altalanos modja, hogy a felsé becslés maga a rend-
szer fedése/onaffin mértéke, mig az alsé becslést egy megfelelden szétvalasztott alrend-
szer fedése/Onaffin mértéke adja. FEzeket megfeleléen konstrudlva a gyenge szepardcié
tulajdonsdga miatt hatarértékben egymashoz tartanak. Masban a kiilonbozo allitasok
bizonyitasai jelentosen kiilonboznek. A box és fels6-box dimenzid fedések konstrualdsaval
kaphat6, mig a Hausdorff dimenziéhoz megfelel6 mértékek kellenek.

Példak és alkalmazasok

Két konkrét, eddig metodusokkal nem szamolhatd példan meg is mutatjuk, hogy a mi
eredményink alkalmazhatoak. Az egyik esetben a Hausdorff, a masik esetben a box di-
menzié szamoldsdhoz segéd matrix/operatort definidlunk, majd Perron-Frobenbious tétel
segitségével, illetve hasonlo allitassal belatjuk, hogy ezen objektumok konnyen szamolhato
legnagyobb sajatértékének egyszert fliggvénye a dimenzio.



