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Absztrakt

A matematika egyik célkitiizése Gsidék 6ta, hogy mindent pontosan és precizen leirjanak szé-
mokkal és miiveletekkel. Ez egy nemes cél, de nem mindig megvalosithat6. Néha be kell érjiik
kozelitésekkel. A faktorialis fiiggvény és kiterjesztése, a I' fiiggvény is csupan kozelitheté nagy
értékek esetén, mivel kiszadmitéasuk lehetetlen feladat.

Ha egy 1j eszkozzel nytlunk a problémahoz, egy ujféle derivalt hasznalataval, amit nevezziink
produktumderivaltnak, akkor egy olyan altaldanos faktorialist kozelitd fliggvényt kaphatunk,
mellyel tetszdlegesen sok, lényegesen kiilonb6z6 kozelits fiiggvény alkothatod. Ezek kozott meg-
talalhatd a Stirling-formula is, de annal 1ényegesen precizebb, vagy lényegesen egyszertibben
differencialhato kozelités is alkothatd a precizitas, illetve Occam borotvajanak elvét kovetve.

A produktumderivalt a Newton-Leibnitz féle derivalttal szemben nem a fiiggvényt érinté lineéris
fiiggvény meredekségeként van definialva, hanem a fiiggvényt érintd| exponenciélis fiiggvény
hatvanyalapjaként. Erre a produktumderivaltra definidlhatd miiveletek, azonossagok és tételek
lefrasa kifejtésre keriil. Ez sok feladat megoldasaban tud segitséget jelenteni, amikor példaul
kiilonb6z6 exponencialis folyamatokat, vagy valoszintiségeket vizsgalunk.

Ez a dolgozat nem sziilethetett volna meg Volford Leventével folytatott hosszas beszélgetések
nélkiil, ezért kiilon koszonet neki!

1két fiiggvény akkor, és csak akkor érinti egymast, ha a megadott pontban azonos értéket vesznek fel, deri-
valhatoak, és derivaltjaik megegyeznek
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Altalanos megjegyzés: A dolgozatban az f(z)¢ jelolés az f(x) fiiggvény c-edik hatvanyéra
referal. Masképp jelolve: f¢(z) vagy [f(z)]°. A dolgozatban nem hasznaljuk a p-t, mint

paraméter, csak mint a produktumderivalt jel6lése.

1. A produktumderivalt és a produktumintegral

1.1. A produktumderivalt
1.1.1. A produktumderivalt bevezetése

1.1. tétel: Egy valos fliggvényt egy adott x értéknél felvett y pontban legfeljebb egy expo-
nencialis fiiggvény érinthet.

Bizonyitas: Ennek bizonyitasdhoz irjuk fel az exponencialis fliggvény altalanos képletét a,b €
R paraméterrel. Ekkor két feltételnek kell teljesiilnie az érintéshez:

d
r)=a-b"és f'(x) = —a- D"
() f@) =
Ha a fiiggvény x pontban nem derivalhato, akkor a mésodik feltétel semmilyen (a;b) péarosra
nem teljesiilhet, azaz a fiiggvénynek nem létezik x pontban érint§ exponencialis fliggvénye. A
fenti két feltétel nem teljestilhet t6bb egymastol kiillonb6zs (a;b) parosra, hiszen ha teljesiilne,
akkor

d €T d X
f'(x) = art b = art b
A logaritmus derivélasi szabalyait és az els6 feltételt hasznalva:

a1~b‘f~lnbl :CLQ'bg'lan

f(z) - Inby = f(z) - Inby
b1 = bg klkOtVG, hOgy bl, bQ >0

Azaz, ha létezik legalabb egy b, amire teljesiilnek az eredeti feltételek valamilyen a mellett,
akkor utobbi mindenképpen egyértelmiien meghatarozhatd. Ebbdl bebizonyithato, hogy ekkor
az a-k is egyértelmtek:

a; - b -Inb=ay-b*-1nb

ap = ag

Ha az f fliggvény x értékben derivalhato és f(x) # 0, akkor biztosan létezik pontosan egy (a; b)
paros, melyre az alapfeltétel teljesiil, mivel ekkor a masodik feltétel szerint

d
f'(z) = d—a-bm =a-b"-Inb= f(z)-Inb
T

b értéke egyértelmien meghatarozhatd (és kordbban belattuk, hogy ha létezik olyan b, ami
kielégiti a feltételeket valamilyen a mellett, akkor az a is egyértelmiien meghatarozhato).

1.2. tétel: Egy fliggvényt érinté exponencidlis fliggvénynek a hatvanyalapja megegyezik a
fiiggvény logaritmikus derivaltjanak exponencialis értékével (ha létezik).

4
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Bizonyitas: A logaritmus és a derivalas szabalyait kihasznalva a fenti fliggvényt érint6é expo-
nencialis hatvanyalap b értéke kifejezhets az f fiiggvény logaritmikus derivaltjabol:

h— ed%glnf(m)

1.3. definicié: Ha f(x) egy valos fliggvény, akkor nevezziik hdnyadosgyoknek (a differencia-
hanyados mintéjara) az alabbi értéket (f(x2) # 0):

f(iﬂl)} e

Man, 22) = {f(@)

Ekkor az x1; x9 sorrendje nem befolyasolja a hanyadosgyok értékét (ahogy a differenciahanyados
esetében sem):

f(:m)} e {f(xa)}_“iw _ [f(:w) e

M, 22) = {f(l?) f(a1) f(fﬂl)} =)

1.4. tétel: A hényadosgyok fliggvénynek a hatarértéke minden valos zi-re (ha létezik a
hatarérték) z; — x5 esetén megegyezik az f fliggvényt z;-ben érinté exponencialis fiiggvény
hatvanyalapjéaval.

Bizonyitas:

| . f(:v+a)r_. [ a-f’(x)r
lim Mz +a,z) =lim | ———%| = lim _—
a—0 ( T ’ ) a—0 [ f(m) a—0 1 T f(x)

Felhasznalva az Euler-féle exponencialis fiiggvény definiciojabol adodo dsszefiiggést], a hatar-
érték felirhato:

. £ (@) d
lim A\(z + a,x) = e7@ = ¢eds In (@)
a—0

Ez a hatarérték az . tétel miatt tényleg megegyezik az f(x) fiiggvényt x pontban érints
exponeniélis fliggvény alapjéval.

1.1.2. A produktumderivalt definidlasa

A produktumderivaltra ketts ekvivalens definici6 adhato:

1.5. definicié 1I.: Nevezziik egy valos fiiggvény produktumderivadltjanak azt a fliggvényt,
melyre igaz, hogy minden valos = értékben (ahol f(x) # 0) megadja az eredeti fiiggvényt érints
exponencidlis fiiggvény alapjat (1.2 tétel).

1.6. definici6é II.: Nevezziik egy valos fliggvény produktumderivdltjanak azt a fiiggvényt,
melyre igaz, hogy minden valés x értékben (ahol f(x) # 0) megegyezik az eredeti fiiggvény
hanyadosgyokének z1 — = hatarértékével (1.4] tétel).

A két definici6 kiilon-kiilon kielégiti a produktumderivalt feltételét, igy egymaéssal ekvivalensek.

2limy,—s 00 (1 + %)n = ek
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A maésodik definicio (1.6,) miatt a produktumderivalt felfoghato a hanyadosgyok x; — «
hatarértékének, ezért minden hanyadosgyokre igaz allitas biztosan igaz a produktumderivéltra
is.

Jelolje f(z) valos figgvény produktumderivaltjat f?(x), vagy [f(x)]P (ha egyértelmd, hogy
milyen valtozd szerint produktumderivaljuk), vagy A, f(z) (ha tobb valtozo szerint is produk-
tumderivalhatnank). Tovabba jeldlje f(x) valds fiiggvény n-edik produktumderivaltjat fPl(x),
vagy Ay f ().

1.1.3. A produktumderivalt abrazolasa
A produktumderivalt a mésodik definici6ja . definicio) és a hanyadosgyok tulajdonsaga (1.4}

tétel) miatt felfoghato ugy is, mint egy fiiggvény logaritmusanak derivaltjanak exponencialis
fiiggvénye. Ebbdl alkothato az aldbbi kommutativ diagram:

Az

In exp

In f

%lnf

Melyben minden nyil helyettesithets egy forditott irdnyt inverz mtvelettel, de ennek belatasara
és kifejtésére késébb kertil sor.

1.2. A hanyadosgyokon értelmezett miiveletek

1.7. tétel: Egy fiiggvény hanyadosgyoke nem valtozik konstanssal valo szorzas esetében. Azaz
a hanyadosgyok semmilyen xq;xy esetén nem valtozik, ha a fliggvény tetszdéleges konstanssal
megszorzasra keriil.

Bizonyitas: Legyen f*(z) = f(x) -

=[] < ] B

Azaz \*(x1,x2) = N a1, 22) tényleg igaz, ha f*(z) = f(x) - c.

1.8. tétel: Két fiiggvény szorzatanak hanyadosgyoke megegyezik a két fliggvény hényados-
gyokének szorzataval. Masképpen az eredeti hanyadosgyok minden z1; x5 esetén megegyezik a
két fiiggvény hanyadosgyokének szorzataval.

Bizonyitas:

6
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1 1 1

- el ™

Afg(T1,29) = [ = Ap(w1,22) - Ag(w1, 72)
Azaz Ap.g(x1,22) = Ap(21, 22) - Ag(21, 22) tényleg igaz.

1.9. tétel: Egy fliggvény k € R-adik hatvanyon vett hanyadosgyoke megegyezik a fiiggvény
héanyadosgyokének k-adik hatvanyéval.

Bizonyitas: Ennek belatasa a hanyadosgyok definiciojat hasznalva (|1.3)):

(o = [HEE] T[] T [WM‘“  N(an )

1.10. tétel: Egy f: R — R fliggvény egy masik g : R — R fliggvényen értelmezett hatvinya-
nak hényadosgytke megegyezik az alap hanyadosgyokének kitevén értelmezett hatvanyanak és
az alapnak a kitevg kﬁlénbséghényadosénﬂ értelmezett hatvanyanak szorzataval. Jelolésekkel
lefrva: Apo = (21 22)9@) - f(z)Pol@riz2),

Bizonyitas: Ennek bizonyitasahoz ki kell hasznalni azt a[I.3]definiciobol fakadé tulajdonsagot,
hogy: f(z1) = f(22) + w(z1;22) - (21 — T2)

f(xl)gm)rizz - { F )@ es(@ria)-(m1—r2) | 75

ptanz) = | S0 Flaaye

(:E ) ] —T
| e e T e g
€To )9\ %2

1.11. tétel: Egy f : R — R fiiggvény, melynek argumentuma egy mésik g : R — R
fliggvény (azaz [ egy Osszetett fiiggvény), annak a hanyadosgyoke megegyezik a kiilss f ¢
argumentumu fiiggvény hanyadosgyokének a belss, ¢ fiiggvény kiilonbséghanyadosaval vett
hatvanyéval. Jelolésekkel lefrva: Ajog(71;22) = A;(g(71); g(z2))?s(®13¥2) . Kihasznalva, hogy
f(x1) = f(@2) - MA@y 32)™1 772

1 1

flg(x2))

[

Afog(xl;xQ) = l

Ts)) - z1); g(x2 pg(@15m2)-(w1—22) | 717m .
{f(g( : Af(g(f()g(ici)))) } = Ar(g(z1); g(w)) Pt

Ezek az allitasok, kihasznalva, hogy a produktumderivalt a hanyadosgyok hatéarértéke (amikor
r1 — T9), igazak a produktumderivaltra is. FEzen szabélyok osszessége az alabbi tablaban
talalhato:

3p(wy;wg) = Ll)=f(z2)
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P

k- f@))r = f(z)

[f(z)-g(@)f = [fP(x)-g"(z)

[f (2)*]P = fr(z)*

[Fap@)" = ) f)f @ =)o) - )l
[f(g(x))]? = fP(g9(x))9®@ = 2(g(x))o@ e @)

Nevezetes produktumderivéltak:

[c]? = 0
"] = e*
e
P = (e

1.3. Hatarérték és monotonitas

1.12. tétel: Ha egy pozitiv fiiggvénynek z pontban a produktumderivaltja 1-nél nem kisebb
(vagy szigoruian nagyobb), akkor a fiiggvény z pontban (szigortian) monoton né.

Bizonyitas: Ekkor a fiiggvénynek z pontban a produktumderivaltja:

ahol a kitevé mindenképp pozitiv, vagy 0, azaz a kifejezés nagyobb, vagy egyenld, mint 1.

1.13. tétel: Ha egy pozitiv fiiggvénynek z pontban a produktumderivaltja 1-nél nem nagyobb
(vagy szigoruan kisebb), akkor a fliggvény z pontban (szigortan) monoton csokken.

Bizonyitas: Ekkor a fiiggvénynek z pontban a produktumderivaltja:

ahol a kitevs elGjele mindenképp negativ, vagy 0, azaz a kifejezés kisebb, vagy egyenld, mint 1.

1.14. tétel: Ha egy fiiggvénynek z helyen a produktumderivaltja 1, akkor z értékben statio-
narius pontja (azaz vagy szélséértéke, vagy inflexios pontja) van.

Bizonyitas: Egy fiiggvénynek akkor van z értékben stationarius pontja, ha a fiiggvény deri-

valtja abban a pontban 0. Ekkor ha f(z) # 0, akkor:

£(z)
fp(z) —eflx) =1

Ha f(z) értéke 0, akkor az allitas nem igaz, emiatt az allitas csak az egyik iranyba igaz.
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1.15. tétel: Ha egy fiiggvénynek 2 helyen a produktumderivaltja 1 és szigortian monoton ndg,
akkor a fiiggvénynek z pontban lokéilis minimuma van.

Bizonyitas: felhasznalva a [[.12] tételt, és kihasznalva, hogy ha egy fiiggvénynek z pontban
derivaltja 0 és szigorian monoton ng, akkor a fliggvénynek z pontban lokalis minimuma van, a
derivalt fliggvény és a produktumderivalt fliggvény monotonitasa ekvivalens. Azaz a tétel igaz.

1.16. tétel: Ha egy fiiggvénynek z helyen a produktumderivaltja 1 és szigorian monoton
csokken, akkor a fiiggvénynek z pontban lokélis maximuma van.

Bizonyitas: Az el6z6 tétel bizonyitasaval megegyezik.

1.4. Konvexitas

1.17. definicié: Legyen f egy valos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f fliggvény szuperkonvex
(vagy logaritmikusan konvex) [a;b] intervallumon, ha tetszéleges rogzitett x3 € [a;b] esetében
A(z1; x3) monoton nove fliggvénye az xy €|xs; bl-nek mint valtozonak (z3 rogzitett paraméter).
Ekkor minden x; > x5 > x3 értékre igaz, hogy A(zq;x3) > A(z2; x3).

1.18. tétel: Ez a definici6 ekvivalens a logaritmusbol levezetett definicidval, miszerint egy
fiiggvény akkor, és csak akkor szuperkonvex, ha a fiiggvény logaritmusa konvexﬁ.

Bizonyitas: Ennek bizonyitésa a kiilonbséghanyados altal definialt konvexséghdl és a logarit-
mus azonossagaibol levezethetd:

f(z1)
Inf(z)) —Inf(zs) WMy
P f(T1522) = 21— 1 = o _( ;)2

A hanyadosgyok deﬁnici()) definicijabol fakadan: A(zy;22)" % = L2 Az clgbbi egyen-
letbe behelyettesitve

In )\ . T1—x2 — -ln )\ :
n Ay (213 25) — (21— 22) - In Ap(a1; 2) =In Af(z1;72)
T — To T — T2

“, e,

p(z1;23) > @25 73)
In \(z1;x3) > In \(xo; x3)

Mivel az In egy monoton névé fiiggvény |0; oo intervallumon, ezért

Az x3) > Mwg; x3)

Azaz ez a definici6 tényleg ekvivalens a hanyadosgyokbdl definialt definicioval.

1.19. definicié: Legyen f egy valos fiiggvény. Nevezziik az f fiiggvényt szigorian szuperkon-
vernek (vagy logaritmikusan konvexnek) [a; b intervallumon, ha tetsz6leges 3 € [a; b] esetében

4Egy fiiggvény akkor, és csak akkor konvex [a;b] intervallumon, ha a ¢(z1;23) > @(w2;23) egyenlétlenség
minden x; > xo > x3 intervallumon beliili szAimharmasra igaz.
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A(z1; x3) monoton novs fliggvénye a x; €|xs; bl-nek mint valtozonak (z3 rogzitett paraméter).
Ekkor minden zy > x5 > x3 értékre igaz, hogy A(xi;23) > A(xe;x3). Ez ekvivalens azzal
a definicioval, hogy akkor, és csak akkor szigortian szuperkonvex, ha a fiiggvény logaritmusa
szigortian konvex}

Megjegyzés: mivel minden hanyadosgyokre igaz éllitas igaz a produktumderivaltra a [1.6]
definicié miatt, igy azt mondhatjuk, hogy egy fliggvény (szigorian) szuperkonvez, ha produk-
tumderivaltja (szigortian) monoton névé fiiggvény.

1.5. A produktumintegral
1.5.1. A produktumintegrail bevezetése

1.20. definicio: Nevezziik egy f: R — RT fiiggvény produktumanak az alabbi értéket (ahol
xr1 — T tobbszorose d-nek):

1 -T2
d

Hi(z1;20)q = H f(n-d+ .I'Q)d

n=0
Ahol zq; x5 valos értékek a fiiggvény értelmezési tartoméanyan belil (és a fliggvény végig értel-

mezhetS [z9; x1[ intervallumon), d pedig egy paraméter.

1.21. tétel: Ha egy f fliggvény [0;z;| intervallumon értelmezhetd, és végig pozitiv valos
értéket vesz fel, akkor f fiiggvény d paraméter melletti 0-t6l vett produktumanak tetszéleges x és
r+d kozott (z;x+d € [0; 21]) szamitott hanyadosgyoke az f fiiggvénnyel egyenld. Matematikai
jelolésekkel leirva:

g9(x) = Uy(z;0)q

Ha az f fiiggvény [0; ;[ intervallumon végig pozitiv értékeket vesz fel, akkor:
Ag(wr + d; xy) = f(x)
Bizonyitas: Ennek bizonyitasa az 0s és az as definici6 alapjan alapjan:

vesa= (i) = (R ~LGoT -

1.22. tétel: Két fiiggvény szorzatdnak a produktuma megegyezik a két fliggvény produktu-
méanak a szorzataval.

r1—x2
d

y.g(21;22)a = H (f(x - d+w2) - g(a-d+ x5))

=0

Bizonyitas: A produktum (nem Gsszekeverendd a fiiggvény produktumaéval) tulajdonsagabol
és a hatvanyozés azonossagaibodl fakadoan az el6bbi egyenléség megegyezik:

£1—T2 i )

d d
H f(z-d+a9)*- H g(z - d+ 19)" = (w15 29) 4 - Uy(1572)a
=0 =0

SEgy fiiggvény akkor, és csak akkor szigortian konvex [a;b] intervallumon, ha a ¢(z1;23) > ¢(22; 73) egyen-
16tlenség minden 7 > x9 > x3 intervallumon beliili szAmharmasra igaz.
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Azaz a . (x1;22)a = Ip(21;22)a - 1L, (215 22)q azonossag tényleg igaz.

1.23. tétel: Egy fiiggvény k € R-adik hatvanyon vett produktuma megegyezik a fiiggvény
produktuméanak k-adik hatvanyaval.

Bizonyitas: Ennek belatasa a produktum definiciojat ((1.20} definicié) és a hatvanyozas azo-
nossagait hasznalva:

z1—T9 z1—%9 k
d d
(215 29)g = H (f(x-d+m2)k)d: H flr-d+a)| = p(21;20)k
z=0 =0

Azaz a (215 29)q = Hp(y; T2)% azonossag tényleg igaz.

1.24. tétel: Haegy x € [21; xo[ intervallumon igaz, hogy 0 < f(z) < g(z), akkor IT¢(x1;22)q <
Hg(.flﬁl; .’L‘Q)d.

Bizonyitas: Hasznalva a(1.20] definiciot I1;(zq; 2)4 felirhato az alabbi modon:

1 -T2

Op(x1;20)q = H f(n-d+ o)

n=0

Ha itt az f fliggvényt kicseréljiik egy olyan fiiggvényre, amelynek minden z € [xq; x| értéke
nagyobb, vagy egyenl$, mint f fiiggvény ugyanazon pontjaiban vett értéke (g fiiggvényre ez
igaz), akkor ezek szorzata egy konstans (d) hatvanyon is nagyobb lesz, vagy egyenld, mint
ugyanez f figgvényen (ha a; > by és ay > by, akkor a; - ag > by - by, kihasznalva, hogy a és b
pozitivok).

Azaz az alapallitas tényleg igaz.

1.25. tétel: tetszoleges f fiiggvényre (a;b) intervallumon igaz, hogy inf f*=¢ < Il¢(a;b)q <
sup fo-.

Bizonyitas: Hasznélva a monotonitas definiciojat, = € [a;b] intervallumra igaz lesz, hogy

f(z) > inf f és f(x) < supf. Ekkor alkalmazva a [1.24] tételt, és kihasznalva, hogy egy
konstans fiiggvény produktuma ¢®~* a[1.20l definicié miatt, felirhaté, hogy:

inf f*° <Ty(a;b)q < sup f*°

1.5.2. A produktumintegral definidlasa

A Riemann-integralas elméletében szereplS primitiv fligguény, integrdlfiiggvény, hatdrozott-, és

hatdrozatlan integrdl fogalmanak analdgiajara bevezetjiik a kovetkezs fogalmakat:

1.26. definicio I.: Nevezzik egy f : R — RT fliggvény primitiv produktuménak azt a
fliggvényt, melyre igaz, hogy a produktumderivaltja az eredeti fliggvény.

1.27. definicio I1.: Nevezziik egy f : R — RT fiigevény hatdrozatlan produktumintegrdljanak
a primitiv produktumok 6sszességét.

Jelolje ezt:

[T s

11
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Megjegyzés: Ezek egyméashol egy pozitiv konstanssal vald szorzéssal allnak el6.

1.28. definicio III.: Nevezziik az [xo; 21] intervallumon pozitiv fiiggvény hatdrozott produk-
tumintegrdljanak az [ro;z1] intervallumon vett produktumanak limeszét, ahol a d paraméter
0-hoz tart. (Masképp: n részre osztjuk az [xo; 1] intervallumot, n — oo, d = #—0 — (.) Ha
xo = x1, akkor a hatarozott produktumintegral értéke 1.

Jelolje ezt:

ﬂﬂwf

1.29. definicié IV.: Nevezziik az [xo;24] intervallumon pozitiv fiiggvény produktum-in-
tegrdlfigguényének azt a fiiggvényt, amely minden x € [zg; z1] értékben megegyezik az [zo; x]
intervallumon vett hatarozott produktumintegral értékével.

Jelolje ezt:

ITre*

A[1.28 definici6 miatt minden produktumra értelmezett azonossag igaz a produktumintegrélra
is.

1.30. tétel: FEgy fiiggvény [xo; x| intervallumon vett produktuma megegyezik a fiiggvény
[m; x| illetve [m; x5] értékben vett produktumanak hanyadosaval (ahol m egy tetsz6leges m <
To < x71 érték, és a fiiggvény [m; x| intervallumon végig pozitiv értékeket vesz fel).

Bizonyitas: Ennek bizonyitasa az[1.20] definicié alapjan:

r1—x2
d

Mp(ziaa)a= [ fla-d+m)!= H%O f(x - d)
=0 Hmd:O f(x . d)d

Ha a nevezdt és szamlalot is bovitjiikk a figgvény [0;m| intervallumon vett produktuméanak
reciprokaval:

H;d:() f(z-d)? _ Hf(xl, m)d
<M) I (23 m)a
Ha?:() f(z-d)?

Ebbdl kovetkezik, hogy egy fliggvény hatarozott produktumintegralja xo;x; kézt megegyezik
az xy illetve xo értékben vett tetszéleges m-hez viszonyitott hatarozott produktumintegréllal.
Ennek specialis esete, amikor a 0-hoz képest vizsgaljuk ezt:

N
L& = e

12
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1.5.3. A produktumintegral kiszamitasa

1.31. tétel: Egy fiiggvény produktumintegralja megegyezik a fiiggvény e alapon vett logarit-
mikus integraljanak konstansszorosaval.

Allitas I.: Egy fiiggvény hatarozatlan produktumintegralja megegyezik a fiiggvény logaritmi-
kus integraljanak exponencialisinak konstansszorosaval.

Hf(x)dx _ eflnf(z)dx

Bizonyitas I.: A hatéarozatlan produktumintegral a primitiv produktumok Osszessége (|1.27]
definici6). A[1.26| primitiv produktumra vonatkozo definicié miatt ha [ f(z)% = F(x), akkor
FP(x) = f(x). Az definici6 miatt az F' fiiggvény produktumderivaltja felirhaté az alabbi
modon:

fw) = FP(x) = e F

Az egyenlet sz€ls6 két oldalanak logaritmusa és integralasa utan (¢ konstans):
/lnf(:v) ~dr=InF(x)+c
Az egyenlet exponencialisra emelés utan és hasznalva a hatvanyozas azonossagait (k konstans):

e/ MI@rde — p(g).ef = F(x)-c

Emiatt a hatarozatlan produktumintegral ténylegesen felfoghat6 tugy is, mint a fiiggvény loga-
ritmikus integraljanak exponenciélisa egy konstanssal megszorozva.

Allitas I1.: Egy fiiggvény hatarozott produktumintegralja megegyezik a fiiggvény logaritmikus
hatarozott integraljanak exponencialisaval.

H f 2 In f(z)dz

Bizonyitas Il.: a|1.20, és a[l.29, definiciét hasznalva:

d
Hf = II; xl,:cg)d_hm H f(n-d+xy)?
A két szélss oldal logaritmusat véve és tovabb rendezve az egyenletet:
dz _ 1: d_ _
][ fx)* = lim In HO fn-d+xz)?=d- ZO Inf(n-d+xy) = / In f(2)dz
2 n= n—= 2

Mindkét oldal exponencialisat véve:

13
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z1

[] /()% = efiz s

2

Ami miatt igaz lesz az eredeti tétel.
1.32. tétel: Ha m(z) és n(z) valos fiiggvények egy zx-n tul csak pozitiv értékeket vesznek
fel, és [ n(z)

v, m(syd2 korldtos, akkor [Tm(z)¥ és ][m(z) + n(z)]* primitiv produktumok egy
nagysagrendbe tartoznak.

Bizonyitas: Kihasznalva a logaritmusfiiggvény érint6jébsl fakado In(m(z)+n(z)) < lnm(z)+
% azonossagot tetszéleges m(x) és n(x) valos fiiggvények esetén:

Felhasznalva a [1.22], [1.24], [L.31] tételeket, és m(z) és n(z) fiiggvények zx-n tali pozitivitasat,
a relacio ezen fiiggvények produktumaira, igy hatarozott produktumintegraljaira is igaz lesz:

b

> b T>T b n(x
Hm(a:)dm <’ H[m(m) + n(z)]* < Hm(z)d“” e myde

a

Ahol ha f: :1((”;)) dx korlatos, akkor ele m@ % hiztosan kisebb, mint egy konstans. Ekkor az
egyenlGtlenség kiegészithets:

b

@ < [im@) + n@)= <" k- T m)

a

Azaz az allités tényleg igaz.

1.5.4. A produktumderivalt és a produktumintegral dbrazolasa

A korabbi kommutativ diagram kiegészitheté a produktumintegrallal, igy mér egy kétirdnyu
teljes abrat kapva:

14
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)\:r:
floy /———— = = (=)

Hdw

exp In exp In

nfl@) —— = fhnf(x)

[ dx
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2. A gamma fiiggvényt kozelité p-formula

2.1. AT fiuggvény

AT (gamma) figgvény definici6 szerint az a Dr = R\ Z; intervallumon értelmezett egyértel-
miien meghatarozhato fiiggvény, mely az alabbi harom feltételt kielégiti:

1. Minden x € Dr értékben I'(x + 1) = x - I'(x) értéket vesz fel.
2. A fliggvény a |0; oo[ intervallumon szuperkonvex.

3. 0(1) =1

Az els6 és harmadik feltétel miatt minden = € N értékben I'(z) = (z — 1)!

Belathato[2], hogy ezt a harom feltételt egyediil az Euler féle I' fiiggvény elégiti ki, mely az
alabbi modon irhato fel: -
[(x) = / ettt at
0

2.1. definicié: Legyen p(z) a I'(x) produktumderivaltja. Ekkor p(x) egy monoton névé
fliggvény |0; oo[ intervallumon a gamma fliggvény méasodik kitétele, illetve az miatt.

Az abréan lathato a T' fliggvény (kék), annak a 4
produktumderivaltja, a p(z) (piros), illetve egy
f(z) = x—0.5 linearis fiiggvény (narancssarga),
melyrd6l késébb belatjuk, hogy tetszdleges e-hoz
létezik olyan kiiszobindex, mely kiiszobindexen
tal minden |p(z) — f(x)| < e. Mésképpen meg-
fogalmazva, az utobbi két fiiggvény kiilonbsége
a 0-hoz konvergal.

-1 V1 o2 3 4 5

2.2. tétel: p(z) =lim,oon - [, e~z alakban felirhato

Bizonyitas: A I'(x) fiiggvény az alabbi hatarértékkel egyezik meg[2]:

Ezt produktumderivalva (alkalmazva az , a és a . tételt) az Euler-Mascheroni
konstanst?] hasznalva:

. 11 1 U O S
[P(x) = p(z) = lim e C-(e w-el-eb...-en)-(e The e 20 - .. - ¢ n+z>
n—oo
n

n
1 : 1
p(x) = lim e=¢ . . He Mo = lim n - He =

n—oo n—oo
k=0 k=0

6C =limpoo [1 + 5 + -+ 2 —Inn| ~ 0.5572
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Azaz a tétel tényleg igaz!
2.3. tétel: a p(x) egy bizonyos ¢ € R-n tul szuperkonvex.

Bizonyitas: Ennek belatasahoz hasznaljuk az[1.17 és a[2.2] tételt, és hasznaljuk a konvexség

c stz

n
p(r) = lim n - H =
n—oo
k=0

A p(x) derivaltjanak felirasahoz hasznaljuk az . definici6 rendezett formajat, miszerint
f'(@) =In fr(z) - f(x):
p(x) =Inp"(z) - plx)

A p produktumderivaltja konnyen kiszamolhato a[1.8 és[1.I0] tételeket hasznélva:

n
1
PP(xz) = lim l_Ie(kJrﬂf)2
n—oo
k=0
Azaz:

) = fim pa) Y- s (24)

Vegyiik észre, hogy ekkor a kifejezésben szerepel a 1)) (x) digamma fijggvén:

o0

=2

k=0

Visszahelyettesitve:

pl(a) = plx) - v (x)

Ennek monotonitésat a derivaltjaval vizsgalva és hasznédlva a derivalasi szabalyokat és a [2.4
egyenletet:

p'(@) = pla) - @ (@) + p(a) - oV ()" = p(a) - (P (@) + 01V (2)?)

Kihasznalva, hogy p(x) egy pozitiv fliggvény (hiszen egy valos fliiggvény produktumderivaltja),
fgy utobbi csak akkor pozitiv, ha 13 (x) + ™M) (1)? pozitiv. Felhasznalva, hogy 1 (x) = Inz —
% - 121332 +0 (?14)([3])7 igy:

Th(x) = —C’—i—Zi: + ha z € N, vagy nem egész és negativ z esetén altalanosabb formajéban: ¢ (z) = —C'+
o (%ﬂ - Wlx) a 1™ (z) a digamma () fiiggvény n-edik derivaltja ¢ (z) = (=1)"*1nl 322 W

I 3]
S(a) = Ina + Y5, U5

Zm

17
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amely tényleg egy bizonyos c-n til pozitiv, azaz p(x) tényleg konvex egy bizonyos ¢-n tul.

Megjegyzés: a tétel szigorubban is igaz, a p(z) fiiggvény |0; oo[ intervallumon is szuperkonvex,
de ennek bizonyitasa nem keriil kifejtésre a dolgozatban.

2.5. tétel: lim, o [p(z) — (z —0.5)] =0
Bizonyitas: A tétel belatasahoz el@szor hasznaljuk a [1.28 definiciot (f(z + n) = f(z) -
[T, f(t)dt):

z+1

P +1) =T(@)- ][ p(2)"
Valamint a gamma fiiggvény definici6jabol fakadoan:

Fz+1)=I(z)- -2
Ebbdl rendezve az egyenletet:

z+1

[[r(2)% ==

Ezutan meg kell mutassuk, hogy = > p(z) > x — 1 (dbran a zold szaggatott linearisok jelolik
az x — l-et, illetve az z-et). Ennek indirekt belatdsahoz hasznaljuk a I' fiiggvény 1. kitételét:

Ha feltessziik, hogy p(z) < z—1 igaz lenne, akkor ellentmondasra jutunk. Mivel p egy monoton
nove fiiggvény ]0; oo intervallumon, igy a [1.25] tétel miatt tetszdleges pozitiv z és x + 1-re
igaz, hogy:

z+1 r+1 x+1

1o <[ = 0* < [J@)* ==

Ami ellentmondésra vezet, mivel

z+1

[[r(2)% ==

x

18
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Ugyanigy, ha feltessziik, hogy p(z) > z igaz lenne, ugyancsak ellentmondasra jutunk a p mono-
tonitasat és a tételt kihasznalva, mivel ekkor igaz lenne tetszéleges pozitiv x és x + 1-re,

hogy:

z+1 z+1 r+1

1o > T1)" = [[@) =«

x

Ami ugyancsak ellentmond azzal, hogy

z+1

[[rx)" ==

Felhasznélva a . tételt ekkor igaz, hogy p(z) és z kiilonbsége biztosan egy konstanshoz
konvergal a végtelenben (hiszen két linearis kozé esik). Ez a konstans csak és kizarolag 0.5
lehet, mivel x — 0.5 hatarozott n és n+ 1 kozti produktumintegralja n-hez tartﬂ, és nem létezik
maésik konstans, amire ez igaz lenne:

r + « produktumintegralja ¢ - e™* - (x 4+ )" - ¢. Ez belathato a[1.31] tétel alapjan.

Ekkor utébbi n és n + 1 kozti hatarozott produktumintegralja:

[(o+ oy - S lnrar U7
elfn . (TL + a)nJra

n

4 [(nta+l e a+1 1 1 e a+1
=n-|le | — 1+ =n-le |1+ 1+
n+ o n n—+ao n

Ahhoz, hogy errél belathassuk, hogy n-hez tart, a kiilonbségiiket kell vizsgéljuk. Ehhez egy-
szerUsitve a tortet:

n+a+1)n+a

:e_l-(n+a+1)-<
n+ao

= lim
n—oo

Ennek hatarértéke 1’'Hospital szabélyt alkalmazva allapithaté meg. Ehhez a tagok derivaltjait
megallapitva:

n—l—a/ n+aoa
<1+ L ) ] :<1+ ! ) -<ln(1+ L >— L )
n+ « n—+ « n+ « n+a-+1

a+1] a+1
1+ =——
n

n

9f fiiggvény akkor, és csak akkor tart g fiiggvényhez, ha f — g kiilonbség 0-hoz tart.
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Ezekbdl kiszéamitva az elébbi hatarérték értékét:
1\ 1
lim [(—n2)~e1- ((1+ > ~(—a+ )+
n—o00 n—+«a n2
1 1\ 1 1
+(1+O‘Jr )-(1+ ) -<ln(1+ >— ))]:
n n4+ o n—+a«a n+a-+1

1 n+ao 1
= lim [el~(1+ ) -(a+1—(n+a+1)'(n-ln(1+ )— r ))
n—00 n+ o n+ o n+a-+1

Kihasznalva, hogy In(1 4+ z) = x — 2 4 %5 — és —— — 0, valamint kihasznalva, hogy

2 n+ao
limy, o (1 + nJ%a = e, az el6bbi hatarérték értéke:

1 1 1
lim {a+1+n—n-<n+a+ _ntod +o(—))}:

n—0o0 n—+ « 2(71-'-0()2 n3

. 1 n+oa+1 1
= lm |o+1+n—n-(1+ — +0(—= =
n—00 n+ « 2(n+a)2 n3

=lim[a+l4+n—n—-1+05=a+05

n—oo

)n+a

Azaz csak az o = —0.5 konstansra igaz az, hogy tetsz6leges n és n+ 1 kozti hatarozott produk-
tumintegralja n-hez tart. Mivel a p(z) biztosan egy linearishoz tart (mivel ¢-n til szuperkonvex),
és nem tarthat x — 0.5-t6l eltérd egyenleti linearishoz, ezért ahhoz kell tartania. Mivel x — 0.5
fiiggvény n és n + 1 kozti produktumintegralja alulrél tart n-hez, igy 6nmaga is alulrél tart a
p(x)-hez.

Megjegyzés: bar matematikailag nem korrekt, de heurisztikusan is belathato a tétel. Ennek
lényege, hogy a I'(x) fiiggvény mindig z-szeresére né = és x + 1 kozott, és ekkor csak x — 0.5-re
lesz igaz, hogy annak "atlaga" (szamtani kozépértéke) x lesz ezen az intervallumon.

2.2. T fiiggvényt kozelits fiiggvények

A T fiiggvény kozelitéfiiggvényeinek elénye, hogy sokkal kevesebb szamitasi kapacitast igényel-
nek, de hatranyuk, hogy ezt a pontossag rovéasara teszik. Akkor j6 egy kozelités a I' fliggvényre,
ha a kozelits fiiggvény és a I' fliggvény aszimptotikusan egyenld.

2.6. tétel: Ha az f fliggvényre igaz, hogy produktumderivaltja p(x)-el vett kiilonbsége
gyorsabban tart O—ho, mint In"" z, ahol k > 1, akkor az f fiiggvény azonos nagységrend
a I' fiiggvénnyel.

(_1)k+1_zk

%In(1 + z) Taylor sora | — 1;1] intervallumra In(z + 1) = Y2 | “——"

L f fiiggvény gyorsabban tart 0-hoz, mint g fiiggvény, ha a két fiiggvény pontonként vett hanyadosa 0-hoz
tart. Ezzel ekvivalens megfogalmazas a két fiiggvény reciprokara, hogy f~' nagyobb nagysagrendd, mint ¢!

12két fiiggvény azonos nagysagrendd, ha hanyadosuk egy kiiszobindexen til korlatos
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Bizonyitas: A tétel bizonyitasahoz felhasznalva a tételt:

a a

a

ahol m(x) = p(z) és n(x) = In~" z, igy behelyettesitve, és hasznalva a . tételt:

r>1 z>1 x lniktdt le x lniktdt x ln_ktdt

2 2 z>1
I(z) < H[p(t) +In ¥ < T(x)-et o0 ¥ < D(x)-eh wos® < T(z)-elt 73
1

Integrélasi szabalyokat alkalmazva, és egyszertsitve a relaciot:

1. z>1 Inl=k 4

D) 'S [Iptt) + ™1 < D) - e

ahol lim, ., % =0, ha k > 1, igy:

x>1
<

D) 'S TTloe) + "< 1) -

Azaz a tétel tényleg igaz.

2.7. tétel: Az f(xr) =z — 0.5 produktumintegralja egy nagyséagrendd a I'(z) fiiggvénnyel.

Bizonyités: Ennek belatasahoz hasznalva af2.6]-es tételt, elég azt belassuk, hogy p(z) —2+0.5
gyorsabban tart nulldhoz, mint In™' 2. Ehhez a (p(z) — x + 0.5) - Inz szorzatrél kell belatni,
hogy 0-hoz tart. Mivel a tagonkénti hatarérték nem egzakt (0 - 00), ezért a I’'Hospital szabalyt
alkalmazva vizsgalhatjuk ennek hatéarértékét:

1 — a4 1)’
limL<oo<:>lim _(p(m) ’ 2) < 00
p(z)—z+0.5

Kihasznélva, hogy a p(z) az  — 0.5 linedrishoz tart (feliilrsl) a[2.5] tétel miatt és monoton né
. tétel szerint, mivel I'(x) szuperkonvex), igy annak derivaltja 1-hez tart a végtelenben,
valamint p(z) — z + % mindig pozitiv, monoton csokkend, 0-hoz tart6 fliiggvény. Utébbi miatt
annak derivaltja, p'(x) — 1 végig negativ (hiszen egy monoton csokkend fiiggvény derivaltja csak
negativ lehet). Emiatt p/(z) — 1 < p(z) — 2z + 3

lim (—<p($)_x+%) ) < lim <—m(p($)_$+%) ) — lim (_—p(x)_er%) _

Z—00 z-(p(z)—1) z—00 : (p(m) — T+ %)

Ahol mar egy egzakt hatarértéket kapunk. Ezzel belattuk, hogy az x — 0.5 produktumintegralja
egy nagysagrendben van a I'(z) fliggvénnyel.
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2.8. tétel: Ha egy f fiiggvény és egy g fiiggvény kiilonbsége jobban tart a 0-hoz, mint In™" z,
és g(z) produktumintegralja egy nagysagrendben van a I" fiiggvénnyel, akkor f(z) produktum-
integrélja is egy nagysagrendben van a I' fiiggvénnyel.

Bizonyitas: Adott, hogy
i (p(a) — 9(x)) - Inx =0
és

lim (f(z) — g(z)) - Inx =0

T—00

Ekkor atrendezve a két egyenletet:

lim p(z)-lnz = lim g(z)-Inz
Tr—00 T—00

lim f(z) -lnz = lim g(x) - lnx
T—00 Tr—00

Emiatt az alabbi egyenlGség is igaz:

Cch_)rgop(x) ‘Inz = xh_}rgog(x) ‘Inz = xh_>nolo f(z) -Inx

Visszarendezve az egyenletet megkapjuk, hogy:

lim (p(z) — f(z)) -Inz =0

T—r00

Ami a tétel igaz voltat bizonyitja.

2.2.1. A p-formula

A korabbi tételeket alkalmazva mar végtelen sok olyan fiiggvény alkothato, melyek egy nagysag-
rendtek a ['(z) fiiggvénnyel, azaz egy megfelels konstanssal beszorozva egy vele aszimptotikusan
egyenld fiiggvényt kaphatunk. Emiatt végtelen sok kiilonbo6z6 kozelitéfiiggvény alkothaté a I
fiiggvényre, ha tudunk alkotni egy olyan n paraméteres fiiggvényt, melyre igazak az alabbi
kitételek:

1. minden n esetében a fiiggvény és = — 0.5 kiilonbsége jobban tart a 0-hoz, mint In"' z
2. a fiiggvény egzaktan produktumintegralhaté (azaz pozitiv és folytonos), hogy meghaté-

rozhato legyen a I fiiggvénnyel egy nagysagrendd produktumintegrél fiiggvénye.

Kiisndulva az = — 0.5 produktumintegraljabol, és a Stirling{T_gl formulabol, alkothato egy olyan
fiiggvény, amelyrsl heurisztikusan megsejthets, hogy megfelel a fentebbi feltételeknek.

13Stirling-formula: 27z - (%)I ~T(z+1)
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2.9. definicio: Nevezzik P,(x)-nek, vagy p-formuldnak az alabbi paraméteres fliggvényt:

T+n
Py(z) = V27 (w - ”) 05

e

Fontos megjegyezni, hogy az egyszertibb alak miatt ekkor a P,(x) fiiggvény (ahogy késébb
belatjuk) nem a I'(x) fliggvénnyel, hanem z! szerint eggyel eltolt I'(z + 1) fliggvénnyel lesz
aszimptotikusan egyenls. Ertelemszertien igy I'?(z + 1) = p(x + 1) ~ . + 0.5

2.10. tétel: Ennek a P,(x) paraméteres fiiggvénynek a produktumderivéltja az x + 0.5
linearishoz tart.

Bizonyitas: Legyen m a P,(z) és az x 4 0.5 kiilonbségének hatéarértéke:

m = lim [P?(z) —x — 0.5] = lim [(I—i-n)fm% —x—0.5] =

T—r00 T—r00

0.5—n 0.5—n
~ lim [x (eT —1) et —0.5]

T—00

Mivel lim,_, e = 1, ezért a fenti hatarértékben a 0 - oo hatarérték esetével kell szembe-

nézniink, amely I'Hospital szaballyal atirhaté egyszertibb alakra:

s eO.5I7n . 1 60451777, . —(05—TL)
limx-(e‘xn—l):hm—:lim @2 _05-n

T—00 T—00

8] =

Mely visszahelyettesitve az eredeti fiiggvénybe:

m=05—-—n+n—-05=0

Azaz a P,(z) produktumderivaltja az = — 0.5-hoz tart.
2.11. tétel: P,(z) a ['(z + 1) fliggvénnyel azonos nagysagrendd.

Bizonyitas: a2.7 tétel miatt elég annyit belassunk, hogy P?(x)—x—0.5 jobban tart nullahoz,
mint In~" z Ehhez azt kell vizsgaljuk, hogy (PP(x) — x — 0.5) - Inx nulldhoz tart-e:

lim ((x +n)- e — - 0.5> ‘Inx
T—00

Ha ennek a hatarértéke 0, a tétel igaznak bizonyul. Ennek belatasahoz el6szor lassuk be, hogy
(x4n)-e 5" —x—0.5)-x véges (hiszen ebbdl kivetkezik elsbbi). Ehhez felhasznélva az ordo
jelolest (big O notation [5]):

0.5—n 0.5—n 0.5—n

<(:C+n)-eT—x—0.5>~x:x2-<e E —1>+x~<n‘eT—O.5>

Felhasznélva az exponenciélis Taylor-sorat e* =1+ z + ‘Z—Z,) + ...+ %, behelyettesitve:

0.5—n X9 N 1 X9 N J 2 1
it :1+05 n+0( ):1+05 n+(05 n) +O(—)

T 2 T R 3
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Behelyettesitve az elsé tag helyére:

5o 5 —n)? 1
z? - (e%—1> :x-(0.5—n)+w+0(—)
Behelyettesitve a masodik tag helyére:
0.5—n 1
x-(n-e z —O.5>:x-(n—0.5)+n~(0.5—n)+0(—)

xz

Ezek Gsszege:

(Yo (et ) S O3 (D L (L
T (e z 1)—|—x (n e 0.5)— 5 +n-(0.5—n)+0 —)= +-4+0 -

Ahol ennek hatarértéke, kihasznalva, hogy definicio szerint lim,_.o, O (%) =0
5—n 7’L2 1
li < et~ —0.5)~ =——4 -
lim. (x+n)-e x x 5 + g

Azaz a PP—x—0.5 zérushoz tarto fiiggvény z-el megszorozva (n paramétertdl fiiggd) konstanshoz
tart, azaz % ugyanolyan gyorsan tart a nulldhoz, mint P? — x — 0.5. Azaz, ha utébbi fiiggvény
In x-el vett szorzatéat vizsgaljuk z helyett, akkor annak hatéarértéke 0 lesz (kihasznélva, hogy x
nagyobb nagységrendd, mint In x):

I (( +n) et 05) n 1
im ((z+n)-e s —2—-05)-2=——+—
773

T—00

T—00

5—n 1 2 1 1

Azaz PP(x) — x — 0.5 jobban tart a nullahoz, mint In~'z, azaz annak produktumintegralja
(P.(x)) azonos nagysagrendd a I'(z + 1) fliggvénnyel.

2.12. tétel: A P,(z) aszimptotikusan egyenls a I'(z + 1) fliggvénnyel.
Bizonyitas: A [2] publikicioban levezetett 1épéseket felhasznalva Py(x)-re az allitas igaz:
TN* 05
Py(x) = V2m - (—) -z
e

mivel utébbi megegyezik a Stirling-formulaval, mely aszimptotikusan egyenls a I'(z + 1) fiigg-
vénnyel.

P,(x) akkor aszimptotikusan egyenls I'(xz + 1)-el, ha a kettd hanyadosanak hatéarértéke 1. Ez
direkt modon belatva:

lim = lim

T—00 F(l‘ + ]_) o T—00 Po(x) T—00 ‘/27'( . (

Po(z) _ o Bale) V2T (BEm)™" a0 <$+”)x <$+”)nxn
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A fenti hatarérték egyszertsitve:

. Pu(x) (T INT T+ 2N\" 1
llm—:hm —E . z :6"-—:1
T—00 F(I —+ 1) T—00 1 e er

Azaz P,(x) tényleg aszimptotikusan egyenls a I'(x + 1) fiiggvénnyel.

2.13. tétel: Tetszoleges n és m pozitiv valos paraméterekre, ha n > m, akkor P, (z) > P, (x)
minden pozitiv x értékben.

Bizonyitas: A tétel masképpen megfogalmazva: a P, (x) rogzitett pozitiv x esetén pozitiv
n-t6l fiigg6en monoton névekvs (azaz produktumderivéltja végig nagyobb, vagy egyenls, mint

).

zT+n z+n
1
P,(x) = V2 - (x i n) 25T =271 ()" (—) e

€ €

Ennek n szerinti produktumderivaltja hasznéalva a[L.8], [L.10] tételeket:

1
Mﬂ&wzl-@%x+MN;'f4=1+gz1

Azaz a tétel tényleg igaz!

2.2.2. A p-formula paramétert korrigalé O(z) fiiggvény
Megfigyelhetd, hogy a P,(x) fliggvény paraméterét valtoztatva bizonyos pozitiv « értékekben a
[(x+1) és a P,(x) értéke azonos lesz (azaz kiilonbségfiiggvényiik zérust vesz fel).

2.14. definici6: Nevezziik a p-formula paraméterét korrigdlo © fiigguénynek azt a x értéktsl
fliggs fliggvényt, melyre Pg(,)(z) = I'(x) teljesiil.

2.15. tétel: O(z) egy korlatos fiiggvény.

Bizonyitas: Ehhez teljesiilnie kell annak, hogy bizonyos intervallumon kiviil a p-formula pa-
ramétere akarmilyen értéket felvéve sose lesz egyenld (pozitiv x) értékben a I'(x) fiiggvénnyel.

. , " @(;1;)2 .
Ha feltessziik, hogy ©(z) > 0.5, akkor a [2.11} tételben szerepld <_T + %) kisebb, vagy

2 T
tételt, mely szerint z — 0.5 < p(z):

egyenld lesz, mint 0, emiatt (—M + %) - 0% g (pozitiv z-ekre). Ezen kiviil hasznalva a .

A[[.24] tétel miatt ezek produktumintegraljaik is azonos relaciéban allnak:

Poy(z) <T'(x +1)
Amivel ellentmondasra jutunk, azaz O(z) tényleg egy feliilrsl korlatos fiiggvény.
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Azt is belathatjuk, hogy ©(z) > 0 nem negativ O(x) esetén, mert a tétel miatt ekkor
FPo(x) < Po(z)(x). Ekkor kihasznalva, hogy a Stirling-formula szerint az alabbi moédon fejezhets
ki a I az ordo jeloléssel (lasd [2]):

o= () (1 g0 (5)) 0 (g 00 ()

Azaz:

Py(z) < T'(z)

Emiatt ©(x) tényleg nem veheti fel a 0 értéket.

Megjegyzés: ennek jelentSsége az, hogy ha feltessziik, hogy O(x) folytonos, akkor biztosan
pozitiv a Bolzano-tétel E miatt.

Numerikus modszerekkel a O(z) inverzét viszonylag kénnyen meg lehet hatarozni, mivel a
gyokkeresés a Bolzano-tételt kihasznéalva viszonylag egyszertien megvalosithato. Ennek mod-
szere: adott n paraméter mellett (vizszintes tengely) keressiik, hogy milyen z-ben lesz gyoke a
P,(x) = '(x + 1) fliggvénynek (fiiggsleges tengely).

a O(x) inverzének abrazolasa
40

0 O
| | | | | | | | | |
0.4 0.41 0.42 0.43 0.44 0.45 0.46 0.47 0.48 0.49 0.

x

14 A Bolzano-tétel szerint intervallumon értelmezett, negativ és pozitiv értékeket is felvevd, folytonos fiigg-
vénynek van zérushelye.
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a O(x) inverzének abrazolasa

of L :

| | | | | | | | | | |
0.4 041 0.42 0.43 0.44 0.45 0.46 0.47 0.48 0.49 0.5
x

2.16. definicio: Nevezzik optimdlis paraméternek a O(x) végtelenben vett hatarértékét.
Jelolje ezt O,).

O, létezése nem trivialis, mert ehhez belatando, hogy © értelmezési tartomanyénak torlodasi
pontja a végtelen, valamint hogy ©(z) nem csak korlatos, hanem konvergal is a végtelenben
egy értékhez (nem oszcillal). A dolgozatban ezek tiizetesebb vizsgélatara nem keriil sor, csu-
pan annyit allithatunk igy, hogy ha létezik ©,,, akkor az biztosan 0 < ©,, < 0.5. Tovabba
azt is allithatjuk a numerikus szamitasok alapjan, hogy ©(z) fiiggvény ]0;4000] intervallumon
folytonos (és monoton csokkend), valamint ©(4000) ~ 0.408256.

a O(z) abrazolasa

05 O 8
0.48 |- .

- 046 - .

~—

0.44 - .

0.42 |- L .

0.4t \ \ \ \ \ \ \ \ S
0 500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 3,500 4,000

T

Az abra alapjan feltehetd, hogy ©,, létezik, és ©,, ~ ©(4000).

27



Produktumderivalt és a faktorialis fliggvény paraméteres kozelitése

3. Kitekintés

3.1. Alkalmazasok
3.1.1. Hatarérték szamitas

A produktumderivalt segitségével konnyen meghatarozhato egy fliggvény hatarértéke, vagy mo-
notonitasa.

Példa a hatarértékszamitasra: Bizonyitsuk be, hogy a P,(z) fliggvénynek rogzitett x és
futo n esetében mindig n = 0-ban lesz a (lokalis) minimumeértéke!

A [2.13] tétel bizonyitasaban szerepld egyenlet szerint
n
MPn(z) =14+ —
x

ami csak n = 0 esetében 1. Ez a fliggvény monoton né (hiszen %)\npn(a:) = %, ami pozitiv z-re
egy pozitiv konstans minden n-re) n = 0 pontban, azaz ez a fiiggvény lokalis minimuma.

Példa a monotonitasra: Bizonyitsuk be, hogy a P,(x) fiiggvénynek rogzitett x és pozitiv n
esetében monoton nd!

A 2.13| tétel bizonyitasdban szerepld egyenlet szerint

n
MP(z) =14+ —
(r) =1+

Mely nem negativ n és x # 0 esetében mindig nagyobb, vagy egyenld, mint 0.

3.1.2. Paraméteres faktorialis kozelités

Példa a faktorialis kiszamitasara: Adjuk meg 10000! értékét a Stirling-formuléval, és a
p-formulaval ©,,-t kozelitve ©(4000)-rel is, és hasonlitsuk Gssze az 10000! tényleges értékével
ezeket:

10000! ~ 2.8462596809 - 1037659

Stirling formulaval:

S(x) = vor o (2)

S(10000) = 2.846238172 - 1037659

p-formulaval az ©,,-t kozelitve (és feltéve, hogy létezik):

@o $+60p
P@op(x) = \/%' (x—i_ p) 'xo'Sieop

e
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Pes,,(10000) = 2.8462596815 - 10°%%

Amig a Stirling-formulaval csupan az elsé 5 szdmjegy egyezik, ugy a p-formulaval az elsé 10
(kerekitéssel, nem kerekitve 9). Ez a szdmjegyszam a ©,, értékének pontos meghatéarozéasaval
még pontosabb lehet.
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3.2. Tovabbi kutatasi teriiletek
3.2.1. Produktumderivalt és produktumintegral kiterjesztése a komplex analizisre

A produktumintegral kizarolag pozitiv értékkészletd fliggvényekre definialt (hiszen a té-
telben a logaritmus értelmezési tartomanya valos szamegyenesen csak a pozitivokra terjed ki).
Ha megengedjiik, hogy az eredeti fliggvény negativ értékeket is felvegyen, egy altalanosabb
miveletet kapunk, kihasznalva, hogy:

In(z) haz >0
In(z) = .
In(|z]) + 7 ha 2 < 0

Ugyanigy definialhaté komplex (nem nulla) fiiggvényekre a produktumderivalt miivelet, hasz-
nalva a[L.0l definiciot.

I(=)
Megjegyzés: bar miiveletileg azonos eredményre jutunk, ha a fP(x) = ef®
fP(x) = eds /(@) képletet alkalmazzuk, de utébbival negativ értékkészletd fiiggvények produk-
tumderivaltjainak kiszamitésa komplikaltabb, mivel a logaritmus maga is ekkor mar komplex

sikba mutat.

, vagy a

. (@)
Példa: Legyen f(z) = e"™. Ennek produktumderivéltja a . tétel szerint fP(x) = e @ =
e em = ¢ = —1. Ugyanez a mésik képlet szerint fP(x) = easnf@) = efpime = oim = _1.
Visszafele vizsgilva a g(x) = —1 fiiggvény produktumintegralja a [1.31] tételt alkalmazva

[Tg(x)% = efol@ide — pfimde — cime  Fgek alatamasztjik, hogy bar a tételek nem lettek
altalanositva komplex fiiggvényekre, azok kiterjesztheték azokra.

3.2.2. Egyéb faktorialis kozelits fiiggvények alkotasa, O(z) vizsgalata és O,, pontos
értékének meghatarozasa

Mivel a faktorialis, és a gamma fliggvény produktumderivaltja is linearishoz tart, annak minél
pontosabb kozelitésével egyre pontosabb faktorialist, vagy gammaét kozelits fiiggvények alkot-
hatok.

Ugyancsak a ©,, minél pontosabb kiszamitasaval is optimalizalhaté a P-formula. Ezen kiviil
ugyancsak nyitott kérdés maradt ©,, racionélis volta, esetleges kapcsolata egyéb nevezetes
konstansokkal.

A P-formula finomitasara ugyancsak eszkoz lehet a ©(x) pontos leirasa, hiszen ekkor minden -
hez ismernénk azt a paraméterértéket, mely mellett a P-formula pontosan kozeliti a faktorilis
és a gamma fliggvényt.

3.2.3. A produktumderivalt Taylor-sor analégidjanak vizsgalata, valamint a frakci-
onalis produktunderivalt definialasa

A [6] 2024-es TDK dolgozat a produktumderivalt tébbdimenzios altalanositasait, valamint kii-
16nb6z6 kozépértékeit, hibafliggvényeit vizsgélja tiizetesen, valamint bevezeti a Taylor-sor pro-

duktumderivéltra épiil analogiajat. Eszerint minden olyan fliggvény, melynek logaritmusa
Taylor-sorba fejthetd, az felirhaté exponencialis fliggvények szorzataként.
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f) = [T 0

n=0

Ahol fPI"(0) az f fiiggvény n-ik produktumderivaltjat jelsli z = 0 pontban.

Bar az idézett dolgozat erre nem tér ki, ez a fentebb emlitett elv szerint kibGvitheté komplex
fiiggvényekre is.

Tovabba vizsgalhatok a nem egész rendii produktumderivaltak (frakcionalis produktumderival-
tak) a nem egész rendi derivaltak mintajéra (azaz derivaltnal - f(z), produktumderivéltnal
AL f(z), ahol n akarmilyen valos szam lehet). Ennek segitségével alkothato egy kiterjesztett
produktumderivalt Taylor-sor.

Példa: Tekintsiink egy tetszéleges f : R — R fentebbi kritériumot kielégits fliiggvényt. Erre
igaz lesz, hogy:

fa) = [T 0

n=0

Ha ekkor nem csak az egész rendd (értsd: egészedik) produktumderivaltakat tekintjiik, akkor
ez kiegészithetd:

H [fp[n F(n+1) } n
0

Megjegyzés 1.: a dolgozatban nincsen definidlva az fPI"l nem egész n-ekre (azaz a frakcionalis
produktumderivalt), de ez példaul egy modja lehetne ennek.

Megjegyzés 2.: A fentebbi modszerrel bar nem kaphatok meg rogton egy f fiiggvényhez
tartozé x = 0 pontban vett produktumderivaltak, de szabadon generalhaté egy f fiiggvény a
hozza tartozé = = 0 pontban vett produktumderivéltjai alapjan (és vegyiik észre, akarmelyik
ponthoz tartozé produktumderivaltak alapjan).

3.2.4. Egyéb fiiggvények érintésének vizsgalata

A Newton-Leibnitz féle derivalt az érinté linearis meredekségével van definidlva, a produktum-
derivalt az érint6 exponenciélis gorbe alapjaval, de miért ne lehetne alkotni mas definiciot?
Vajon milyen tulajdonsagok allandbak ekkor?

Példa: Ha egy fiiggvényt az azt érinté sinh fiiggvénnyel jellemziink, akkor egy ugyancsak
exponencialis tipusu jellemzést kapunk, csak altaldanosabbat, mely rugalmasabban kezeli a 0
és a negativ értékeket (hiszen mind értelmezési tartoméanya, mind értékkészlete a teljes valos
széamegyenes).

Ez alapjan egy f fiiggvényt xy pontban érints és rasimité (azaz méasodik derivaltjuk is azonos)
a - sinh(b - z + ¢) fliggvény konstans szorzotagjat (a-t) nevezhetnénk példaul hiperbolikus de-
rivaltnak. Ekkor a, ha létezik, egyértelmtien meghatarozhato (3 egymasbol a # 0 esetén nem
kifejezhetd egyenlet 3 ismeretlennel, a = 0 esetén a egyértelmii, b és ¢ nem), hiszen:
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f(zo) = a-sinh(b- zg + ¢)
f’(xo) =ab - COSh(b X0+ C)
f"(20) = ab® - sinh(b - z¢ + ¢)

Ekkor ahogy a Newton-Leibnitz-féle derivaltnal az e* fliggvényre igaz, hogy derivaltja 6nmaga,
produktumderivaltnal az e -re, gy ebben a rendszerben az z%-re lesz ez igaz. Ennek részleges
bizonyitasa (azzal nem torédiink, hogy tényleg egyértelmii-e a harom konstans értéke), hogy

ekkor a = 22, b= 2 ¢ =sinh (1) — /2 &~ —0.53284 kielégiti a feltételeket:

T

T

f(z) = 2* - sinh (é - +sinh (1) — \/§> = 2°

T T

f’(x):xz-ﬁ-cosh (ﬁ-x—ksinh_l(l)—ﬂ) =V2-z-V2=2

T T

f(x) = 2*- % - sinh (\/—5 -z +sinh™!(1) — \/§> =9

Melyek tényleg megadjak az f(x) = x? fiiggvényt, és annak els6 és méasodik derivaltjat.

Ez a most definialt hiperbolikus derivalt kielégiti azt az elvarast is, hogy ha f(x)-nek g(z) a
hiperbolikus derivaltja, f(z+k)-nak g(z+k) (azaz x tengely szerinti eltolasinvariancia teljesiil).
Ugyanugy teljesiil, hogy a sinh fiiggvény hiperbolikus derivaltja 1.
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