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Absztrakt

Az emberi egyensulyozas egy Osszetett folyamat, amely tobb szervrendszer egyiittmiiko-
dését igényli: a vesztibularis, vizualis és proprioceptiv szervrendszer kozosen biztositjak,
hogy minél stabilabban alljunk mindennapjainkban. A harom szervrendszer azonban kii-
16nb6z6 pontossaggal és gyorsasaggal rendelkezik. Példaul a vesztibularis szervrendszer
gyorsabb jeleket biztosit, mig a vizudlis szervrendszer rendelkezik a legjobb pontossaggal.
A kutatasok azt mutattak, hogy mindharom rendszer fontos szerepet jatszik az egyenstily
fenntartasaban, mivel, ha barmelyik hianyzik, kevésbé vagyunk stabilak. Ilyenkor példaul

megnovekszik a véletlenszeri mozgasaink mértéke allé helyzetben [1].

A jelenség megértése érdekében kordbban egy vizudlis és hibrid (kamerat és enkddert
hasznéld) egyenstlyozé Furuta-inga késziilt. Digitélis szabalyozas soran az id6késés mel-
lett a felbontéképesség is befolyasolja a rendszer miikodését, ami példaul mikrokaotikus
viselkedéshez vezethet [2]. A jelenség matematikai modellezése erre, a digitélis szabalyozot
haszndlé inverz inga szerkezetre, pontosabban ennek egy alacsonyabb dimenzids valtoza-
tara keriil kiterjesztésre. A dolgozat azt vizsgdlja, hogy matematikailag kimutathato-e,
hogy az egyenstly stabilizdldsdban szerepet jatszik egy pontosabb (jobb felbontési), de
lassabb (nagyobb késésti) és egy kevésbé pontos (rosszabb felbontési), de gyorsabb (kisebb

késésil) rendszer egyiittes jelenléte a szabalyozasban.

A kutatés ezutan a kész inga verzidjat vizsgalja, tovabbi orientacio-meghatarozasi mod-
szereket javasol a sikeres szabalyozashoz, és kisérletekkel validalja a dinamikai modellt.

[1] ASSLANDER, Lorenz. Analysis of the visual contribution to human reactive ba-
lancing. 2015. PhD Thesis. Dissertation, Albert-Ludwigs-Universitiat Freiburg, 2015.

[2] HALLER, Gy; STEPAN, G. Micro-chaos in digital control. Journal of Nonlinear
Science, 1996, 6: 415-448.
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Angol absztrakt

Human balance is a complex process that relies on the cooperation of multiple sensory
systems, including vestibular, visual, and proprioceptive systems, all work together to
ensure our stability in everyday life. However, these systems vary in both accuracy and
speed. For example, the vestibular system provides faster signals, whereas the visual
system offers the highest level of accuracy. Research on balance has shown that all three
systems play a crucial role in maintaining balance, as we become less stable when any one
of these systems is impaired. For instance, standing balance becomes less stable when

any of these systems is missing, leading to an increase in random sway movements [1].

In this research, a Furuta pendulum capable of visual and hybrid (using camera and
encoder) balancing has already been developed to aid in understanding this phenomenon.
In digital control, besides time delay, resolution also influences the system’s behavior,
leading to micro-chaotic dynamics [2]. The mathematical investigation is extended to
this inverted pendulum structure, which uses a digital controller, simplified to a lower-
dimensional version. The work seeks whether it can be mathematically demonstrated
that the presence of both a more accurate (higher resolution), but slower (with greater
delay) sensory system, and a less accurate (lower resolution), but faster (with less delay)

sensory system, contributes to stabilizing balance.

The research further examines the assembled version of the pendulum, proposes ad-
ditional orientation determination methods for effective visual control, and validates the
dynamic model through experiments.

[1] ASSLANDER, Lorenz. Analysis of the visual contribution to human reactive ba-
lancing. 2015. PhD Thesis. Dissertation, Albert-Ludwigs-Universitiat Freiburg, 2015.

[2] HALLER, Gy; STEPAN, G. Micro-chaos in digital control. Journal of Nonlinear
Science, 1996, 6: 415-448.
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1. Motivacio

Az emberi egyensilyozas egy Osszetett folyamat, amely tobb szervrendszer, a vizualis,
vesztibularis és proprioceptiv szervrendszer egytittes miikodésének segitségével képes biz-
tositani stabilitasunkat. Az egyensilyozassal és stabilitasvesztéssel kapcsolatos problémak
az id6s korban jelentkeznek foként, amikor az esések egyre nagyobb egészségiigyi kocka-
zattal jarnak, igy annak megértése, hogy miként miikodik az emberi egyensiilyozas egy
fontos probléma. Amennyiben értjik, hogy mikor és hogyan né meg az elesések kocka-
zata, akkor van lehetOség olyan preventiv megoldasokon gondolkozni, amelyek az elesést
megakadalyozhatjak.

Az emberi egyensulyozas vizsgalatdanak és kutatasi teriiletének masik kérdése, hogy
van-e lehetoség egyensulyozassal kapcsolatos vizsgalatokbol egyes betegségek kialakula-
sara kovetkeztetni. A meglep6 kutatasi eredmények alapjan egy olyan egyszerii vizsgalat,
mint az egyhelyben allas célzott vizsgalata is elegendo lehet neurologiai betegségek, mint
a Parkinson kér kialakulasanak elérejelzésére. Ezeknél a betegségeknél a minél gyorsabb
észrevétel jelentOséggel bir, hiszen korai fazisban észrevett betegség esetén a beteg élet-
minosége javithatd. A vizsgdlatok azt az érdekes jelenséget mutattak, hogy a mindenki
altal tapasztalt véletlenszeri mozgas, amelyet egyhelyben allas kozben végziink a Parkin-
son koros betegek esetében sokkal kisebb, igy a vizsgalatok egyszeriien tudnak a betegség
meglétének lehetdségére utalni [1].

Mindemellett a mérnoki gyakorlatban igazan hasznos koncepciok nyerhetéek a termé-
szetboOl, annak megismerése és modellezése soran. A modern mérnoki tudoméanyokban a
komplex szenzorrendszerek és robotikai alkalmazasok is helyet kapnak, amelyek tervezé-
sével kapcsolatban nagyon sok tapasztalat és otlet szarmazik az emberi testbol, amelyeket
késébb eltérd helyeken, mérnoki tervezés soran is lehet alkalmazni.

Korabbi munkam soran elkésziilt egy olyan Furuta-inga konstrukcié, amely a rud tetejé-
re helyezett kamera segitségével igyekszik magat a fels6 instabil egyensilyi helyzete kortil
tartani. A konstrukcid tervezését és gyartasat kovetGen megtortént az ingat jellemzé fizi-
kai paraméterek mérése és identifikaciéja [2]. A konstrukcié kamera mellett rendelkezik
mindkét szabadsagfoka esetén egy-egy enkdderrel, amely szintén alkalmazhaté az allapot
meghatarozasara.

Jelenlegi dolgozat célja annak az emberi egyensulyozasbol meritett 6tletnek a vizsga-
lata, hogy az enkdder és a kamera egyiittes alkalmazasa szenzorfuziéként, mint ahogy
az emberi szervrendszer teszi, eltérd idokéséssel és felbontoképességgel rendelkezd szervek
segitségével, miként hat a rendszer stabilitasara. Az ember esetében a szem a leglassabb
és egyben legpontosabb egyensilyozé szervrendszer, amelyet a kamera tud reprezentalni,
mig az enkdder ekkor a tobbi szerv miikodését irhatja le. Tovabbi felmeriilo kérdés, hogy
mérnoki szempontbdl elényt jelenthet-e egy ilyen szenzorfizié hasznalata egy dinamikai
rendszer stabilizaldsahoz vagy annak megtartasa érdekében, a robusztussag novelésén ke-
resztil.



2. Furuta inga

Korabbi munkam soran sikeriilt megtervezni és legyartani egy Furuta-inga koncepciot,
amely rudjanak tetején egy kamera helyezkedik el, igy az emberi egyenstlyozas egy két
szabadsagfoki modelljének nemlinearitassal kiegészitett verziéjat modellezzve. A gyar-
tast kovetoen a modell paramétereinek mérése és a nem mérheté paramétereket pedig
paraméteridentifikiciés mddszerrel torténé meghatérozasa tortént[2]. Az elkészilt inga
konstrukciéjat Abra 2.1 mutatja.
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2.1. abra. Furuta-inga konstrukcidja

A modell rendszer és bemeneti matrixa megadhatd, mint

] 0 J? 0 ] 0
A= 7 kJ, =biJ, -mrighy|,B= 7 Nmrl], (2.1)
kmrl —mrlby  ~J,by NJ,



ahol J2 = J,J, — (mrl)?, k =k, —mgl és by + K, ahol J, a kar tehetetlenségi nyomatéka
a motor tengelyére szamitva, J, az inga tehetetlenségi nyomatéka annak forgdstengelyére
szamitva, m az inga tomege, [ az inga sulypontjanak tengelytdl mért tavolsaga, r a kar
motor tengelyétdl mért tavolsaga, by az ingdnal mérhetd viszkozus surlodasi tényezo, by
a motornal mérhetd viszkézus surlodasi tényezd, N a motor allandé, K az tgynevezett

visszahat6 elektromotoros eré (back-EMF) hatasat jelolé tag és a rendszer allapotvektora

(a ciklikus koordinéta elhagyasaval) x(t) = [G(t) 0(t) gb(t)]T.
A rendszer kimeneti vektora
0
Xj|_ |6
yi = =1 71, (2.2)
’ lUj] D;
Uj

amely kibovitett allapotvektor segitségével a szabalyozot tartalmazé matrix segitségével

a vektor két idopillanat kozotti frissitésének szabalya megadhatd, mint

yj+1 = Cyj . (23)

A C métrix el6all, mint:

ahol a B; vektor

B, = (" -1)A"'B (2.5)

modon van definidlva és Py, Dy az ingdhoz, mig P, Dy a karhoz tartozé PD szabalyozo
értékek. A matrixok segitségével a kritikus id6késés értéke meghatarozhaté a Polya-Szego
tétel segitségével[3]. A kritikus id6késés értéke a szamitasok alapjan

Ter # 0.277 5] (2.6)

értéknek adodott. A stabilitasi diagram a fent definialt matrixok segitségével numerikusan

szamithat6, amelyet Abra 2.2 szemlélteti.
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2.2. abra. Stabilitési diagram D, = 1.5 paraméterre kiszamolva, amikor az idékésés
7 =0.025s (kék), 7=0.05s (z6ld), 7 = 0.1s (piros), 7 = 0.2s (lila)

Digitalis idOkésés esetén ezen feliil lehetoség van a stabilitas ,erdsségének” meghata-
rozasara, amelyhez a karakterisztikus multiplikatorok abszolutértékének maximumat kell
abréazolni(lasd Abra 2.3). A legkisebb abszolutértékii pont a leggyorsabb bealldshoz tarto-
z6 érték, amely a tartomany belsejében taldlhaté meg, azt egy jelentos mértékii gradiens

veszi korul.
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2.3. abra. Leggyorsabb beéllasi id6hoz tartozd paraméterpar keresése P, =0 és Dy = 1.5
esetén.



A paraméteridentifikdcio kisérleti validalasahoz a P; — D paramétertartomanyon végig
soporve APy = 5 1épéskozzel a stabilitds minden pontban meghatéarozhaté mérés utjan. A
mérés eredményét a Abra 2.4 mutatja. A diagramon jelolt zold pontok esetén a rendszer
stabil, mig piros pontok esetén a rendszer instabil viselkedést mutatott. D; = 6 felett
a motor nyomatéka telitésbe ment at, igy efelett mért értékek nem felelnek meg az el-
méletileg szamolt linearis modellel becstilteknek, igy azok nem keriiltek abrazolasra. Az
elméletileg szamolt tartomany a kisérleti eredményekkel nagy foka egyezést mutat, igy a
paraméteridentifikaciot és az elméleti modell felirasat sikeresnek lehet tekinteni.

10 1

D; (Vs/rad)

0 1 1 1 1 1 1 1
0 25 50 75 100 125 150 175 200

P; (V/rad)

2.4. dbra. Elméleti és mért stabilitasi tartomanyok osszevetése P, =0 és Dy = 1.5

esetén.

Stabilnak tekinthetd egy pont, ha kis perturbaciok esetén is stabil marad a rendszer,
illetve, ha magara hagyva képes az ingat a fels6, instabil egyensilyi pont koriil tartani.
Egy ilyen mérés eredményét mutatja a Abra 2.5 dbra is. A rendszer nem mutat aszimp-
totikusan stabil viselkedést, amely a kovetkezménye lehet a véges felbontoképességnek és
a nem modellezett nem linedris jelenségeknek, mint a motor kotyogasa.

Az inga képfeldolgozé algoritmusainak fejlesztése a jovében elengedhetetlen ahhoz, hogy
a képfeldolgozast hasznald rendszer stabilitasa és a szenzorfizios eredmények kiprobéalha-
toak legyenek kisérleti iton. Az eddig meghatarozott optical flow és SIFT jellemz6 ke-
resést hasznalé algoritmusok mellett érdemes lehet biologiailag motivalt orientacidkeresd
algoritmusokat is kiprébélni, hasonléan ahhoz a publikdcidhoz, amelyben a szemben ta-
lalhato csapok és pélcikdkat modellez6 Géabor fiiggvények segitségével tortént orientacio
meghatarozas [4].
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2.5. abra. Mérés idofuggvénye Dy =10, P, =80, P, =5, Dy =2.5 and 7 =25 ms

3. Szenzorfizid

Szenzorfizi6 alatt azt a konstrukciét értjiik, amikor azonos fizikai jellemz6t tobb szenzor
egyuttes miikodésének eredményén keresztil keriil meghatarozasra. A szenzorok specifika-
ci6i alapjan van lehet6ség a szenzor mérési eredményeinek stlyozasara (példaul a bizony-
talansdg vagy az informécié aktualitdsa alapjan). Az egyik legelterjedtebb szenzorfuziéra
hasznalhaté metddus az ugy nevezett Kalman-szirs. Kalman-sziiré egy olyan megfigyelo,
amely rendelkezik a rendszer dinamika modelljével, &m (mint altaldban a modell alapu
technikak esetében) a jelekb6l érkezé bizonytalansidgok és a modellbizonytalansag mi-
att ez a modell nem egyezik a valdsdggal, igy az innen szarmaztatott belsé allapotok
is eltéroek lesznek. A Kalman-szlirék ezt az eltérést minimalizaljak optimalis mddon,
siulyozva a bemenetre érkezo jeleket azok bizonytalansaga és aktualitasa fiiggvényében,
majd ezt kombinalva a belséleg, elore prediktalt allapottal, képezi a szilir6é a megfigyelt,
ujonnan prediktalt allapotot. A Kalman-sziir6k tervezése soran altalanos feltételezés sze-
rint rendszert éré bizonytalansdgok modellezhetéek, mint Gauss-eloszlast mutato fehér
zajok. Amennyiben a szenzorokbdl érkezo zaj nem tesz eleget ennek a feltételnek, akkor
a sziré nem tudja teljesiteni az optimalis stilyozas megtalalasat és ezen keresztiil az opti-
malis allapotbecslést. Kalman-sziiré elényos tulajdonsaga, hogy a becsiilt allapot mellett
az ugynevezett kovariancia értéket is megadja, amelybol a becslés josaganak fokara lehet
kovetkeztetni [5].

Szenzorfizié megvaldsitdsara ezen felill szamos lehet6ség nyilik, mint supper vector
machine (SVM) gépi tanulasi metédus, amelyet legf6képp klasszifikacios technikékra fej-
lesztettek ki és hasznalnak. A metddus célja egy hipersikot optimalizalni a hibak mini-
malizalasa érdekében, tovabbd maximalizalni a kiilonb6zo tartalékokat, mint a biztonsagi
tartalék. SVM konnyen hasznalhatéd szenzorfizid esetén példaul informaciok tomoritésére



is, mivel elofordulhat, hogy az adatmennyiségnek koszonthetéen, valdés idoben nem len-
ne végrehajthato a kivant feladat. Szenzorfuzié témakorében fontos csoportot alkotnak
a Baye-féle metédusok, a Dempster-Shafer elmélet és neuralis halok. Ezek a val6szini-
ség alapu vagy tanulas alapi technikak kozos célja egy célfiiggvényt optimalizalni, ezen
keresztiil megtalalni az optimélis modszert az adatok kombindlasara. A klasszifikacids
technikak kozott lehet emliteni az eddigi eljarasok mellett a fuzzy logika hasznélatat is,
amely soran a logika azt vizsgalja, hogy az fennall6 koriillmények k6zott az egyes szenzorok

mennyire alkalmasak a kivant mennyiség mérésére.

Szenzorfizi6é hasznalhaté nem csak szabalyozastechnikdban, de a miiszaki tudoméanyok
kiilonféle teriiletein. Az internetes eszkozhalozatok (Internet of Things) sziikséges felté-
tele, hogy rendszer a kornyezetrol elegend6 informéacioval rendelkezzen, amelyre példaul
szenzorfuzio hasznalatan keresztiil van lehetOség. Az Onvezetd mobilitasi eszkozok kap-
csan is fontos szerepet tolt be a szakirodalomban a szenzorfuzié. A modern 6nvezeto
autok rengeteg szenzorral vannak ellatva, mint kamera, LIDAR vagy ultrahangos érzé-
kelok annak érdekében, hogy a kornyezetet minél pontosabban fel tudjak térképezni. Az
adatok mennyisége ezen technologia esetében annyira sok, hogy tobb szintes szenzorftzio
kialakitasara van sziikség, hogy az alacsony szintli rendszerek kozel valés idében tudjanak

reagalni a kornyezet valtozasaira.

A szenzorfizi6 a droniparban is kulcs szerepet jatszik, hiszen a biztonsagos mandGverek
végrehajtasahoz megbizhato informéciéval kell rendelkeznie a dronnak annak helyzetérdl
és pozicidjardl, illetve a kornyezetrol. A navigaciét segitik a dronokba szerelt giroszképok,
gyorsulasérzékelok, magnetométerek, ultrahangos érzékelok és GPS, dm a legtébb modell

« sz

a feladat végrehajtasa utan vissza tud allni az el6z6 kijelolt pozicidba.

A virtualis valosag eszkozok esetében egy kihivast jelenté mérnoki feladat az ember
fejének nyomon kovetése, amely kulcsszerepet jatszik a felhasznalas soran. Ezen alkal-
mazasok esetében egy érzékelo hasznalata nem lenne elegendd, mivel a giroszkopok nem
gyorsulasérzékelok pedig zajos jellege miatt nem alkalmasak egyediili érzékelésre. A mag-
netométerek bar az orientaciét helyesen adjak vissza, ferromagneses fémek kézelében nem
miikodnek megfelel6en. A szenzorok egyes gyenge pontjaik kikiiszobolése érdekében ér-
demes egyesiteni kiilonbo6z6 miikodési elvii szenzorokat, igy kihasznalva mindegyik sajat

elényos tulajdonsagat [6].

Tobb szenzoros rendszerek hasznalata a bioldégiahoz kapcsolodd tudomanyokban is fel-
lelhet6. A sportolok mozgasanak tanulmanyozasa egy fontos biomechanikai feladat, amely
segithet ravilagitani arra, hogy milyen helyes és helytelen mozdulatokat végeznek az él-
sportolok, ezzel javitva a teljesitménytikon és felhivva a figyelmet a balesetveszélyes moz-
dulatokra. Egy kutatas soran szenzorok segitségével kovették nyomon a sportélok gyorsu-
lasat és energia felhasznalasukat a mozgas soran. A szenzorfizié segitségével 90% feletti
pontossaggal sikeriilt a nyomon koévetést végrehajtani a validaciés tesztek alapjan. Az



eljaras hasznosnak bizonyult a megjelen6 helytelen mozdulatok felfedezésére, amely az
edz6 szamara hasznos informécidval szolgélt az egyéni edzési terv tovabbfejlesztéséhez [7].

A dolgozat témdjahoz hasonléan emberi jarast imitaléo gépek készitése soran is elo-
szeretettel hasznaljak a szenzorfuziot, robotikai felhasznaldsokban. Humanoid robotok
esetében egy lejtén vald sétalas egy kihivast jelento feladat, mivel annak érdekében, hogy
egyensulyukat megtartsak sulypontjukat at kell helyezni stabil poziciobodl, amelyhez elore
vagy hatra kell hajoljanak. Az alabbi kutatds soran ennek a hajlasnak a szogét hataroz-
tak meg szenzorfuzié segitségével, Kalman-sziird alkalmazasaval, amellyel a szabalyozoba
érkez6 hibajelbdl sikeresen tudtdk szlirni a szenzorokban megjelend zajokat [8].

Az itt felsorolt eredmények mutatjak a szenzorfuzié szerepét miiszaki felhasznalasokban,
am ravilagitanak arra, hogy a legtobb szenzorfiziét megvalésité eljaras, optimalizacios
technikara épiil. Az optimalizacios technikak hatranya, hogy a megoldas kevés informéciot
nyujt arrél, hogy milyen kvantitativ és kvalitativ struktirdja van a dinamikanak, igy nem
ad lehetOséget a paraméterek szerepének megértésére. A dolgozatban hasznalt eljards
elénye, hogy egy egyszerli szabdlyozo struktira esetén belatast ad a rendszer egészének
miikodésébe, egyes paraméterek hatasat ezen keresztiil jobban meg lehet érteni és a stabil
paramétertér geometridja is meghatarozhatova valik.



4. Szenzorfiizié matematikai modellezési alternativai

Annak érdekében, hogy a bemutatéasra keriilo matematikai modell vizsgalatat vizualizalni
és mélyen tanulmanyozni lehessen, a dolgozatban egy redukalt modell keriil hasznélatra az
inga tobb szabadsagfokt modellje helyett, mivel nagy fokszam esetén a fazistér dbrazolasa
nehézkes a nagy dimenzidszam miatt. Ezeket a modelleket nevezziik ’cartoon modellnek’,
mivel egy redukalt, kisebb dimenzios megfelel6i a valés modellnek ahhoz hasonléan, ahogy
a rajzfilmek is a valds reprezentacio egy redukalt, elnagyolt megfeleldinek tekinthetoek.

Bar ezek a modellek nem keriilnek el6 direkt médon egyensulyozas témakorében, tobb
mechanikai alkalmazas esetében is lathatunk példat ilyen, egy dimenzidés modellre, ahol
a szenzorfuzié szintén fontos szerepet kaphat, mint példaul egy polirozé gép, vagy a
sebességtartd automatika.

A

Szabalyozd

v
Aktuator
QVV >

M(Vrel) m

(Vrel)

rel

4.1. dbra. Poliriz6 gép szabalyozasanak mechanikai modellje

A polirozé gép modellje a Abra 4.1 lathaté. A modell levezetése sordn feltessziik, hogy
a gép R sugara tarcsdja —wg szogsebességgel forog és v sebességgel mozog horizontdlis
iranyba. A tarcsa és a feliilet kozott ennek kévetkeztében

Urel = Rwp — v (4.1)

relativ sebesség irhaté fel. A feliilet érintkezési pontjaban Stribeck-modell segitségével
frjuk le, amely p(v.q) relativ sebességtdl fiiggd strlodasi tényezd segitségével keriil meg-
hatarozasra. A Stribeck-modell nemlinearis kapcsolatot teremt a relativ sebesség és a
surlodasi tényezo kozott. A nemlinearis modellt a v = 0 pont koriil linearizalva a sirlodasi

ero a kovetkezo alakban irhato fel:

mgp(vee) = mgu(Rwo —v) » mgu(Rwy) — mgp' (Rwo)v, (4.2)

ahol O’ a relativ sebesség szerinti differencialast jeloli és a Stribeck-hatas kovetkeztében
1 (Rwg) < 0. A rendszerre hat6 szabélyzo erét allitsuk eld, mint



Fi(v) = =mgu(Rwo) - F(v) (4.3)

ahol a F(v) a késSbbiekben azonositott szabélyozési struktira, és mgu(Rwy) egy eh-
hez képesti konstans eltolasa az eronek. Ezek alapjan a felirhaté linearizalt egyenlete a

polirozd gépnek:

mw + mgp' (Rwo)v = mgu( Rwy) — mgu(Rwy) - F(v), (4.4)

amely alapjan a rendszer atirhaté, mint

0 —kv=F(v,t) v(0) =g, k>0, (4.5)

ahol k = —gu/(Rwy) és F(v) = —F(v)/m [9].

A masik példa a sebességszabalyozdas (vagy angol nevén cruise control), amely esetében
a cél a rendszer sebességének egyenletesen tartasa, a fellépd disszipativ hatasok ellenére,
mint az egyszertisitett modellben megjelend kozegellenallas (1asd Abra 4.2).

A\
— 1

0%

4.2. abra. Cruise control mechanikai modellje

A modellben az autét egy homogén testként modellezziik m témeggel. Az autéra ha-
t6 erék a gravitacios erd, a gordillé surlodasbol szarmazo erdtag és a légkori ellenallds-
bél (vagy kozegellendllasbodl) szarmaztathaté erd, illetve a motorbdl szérmazéd Fi ger-
jesztés, amely az autét gyorsitja. A gravitdcidés komponense egyszeriien latszik, hogy

F, =mgsin(©), amely linearizalds utan © =0

F, =mg0© (4.6)

eredményt adja. A gordiilési surlédas legegyszeriibb esetben egy konstans segitségével

paraméterezhetd, annak nagysaga igy

Fy=mgps, (4.7)
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ahol pg a gordiilési surlodas tényezd. Végiil a 1égellendllasbél szarmazo tag

1
E = §pCUAU2 . (48)

Az igy kapott modell Taylor sorba fejthetd egy adott munkaponti sebesség , vy koriil,
igy a kozegellendllasbodl egy linearizalt,

F, = pC,Av (4.9)

tag marad. Newton torvények felirdasat kovetoen adédik, hogy

[=YF — mb = Fye - Fy - Fy - F, . (4.10)

Tegytik fel, hogy az auté vizszintesen halad, azaz © = 0 és a szabdlyozasra hasznalt Fx
nagysagat valasszuk meg ugy, hogy Fx = mgu, + I, igy a végs6 képlet

mi - pCyAv = F (4.11)

azaz k = pC,Afm és F = F[m megvélasztasa esetén a tovabbiakban hasznalat, aldbbi
differencidlegyenletet kapjuk:

0 —kv=F(v,t) v(0) =g, k>0, (4.12)
ahol v a sebesség, k rendszerparaméter, mig F'(v,t) beavatkozd erd, amely altalanosan
allapot- és id6fiiggének tekinthetd [10].

4.1. Magara hagyott rendszer viselkedése

Amennyiben F(v,t) =0 esetén a rendszer modellje

v-kv=0, v(0) =g, k>0 (4.13)

formara egyszeriisodik, amelynek stabilitdsa konnyen lathato, hiszen a Routh-Hurwitz
kritérium elégséges feltételének nem tesz eleget, az egyttthatok eldjele nem egyezik meg,
igy a rendszer instabil. A modellhez tartozo karakterisztikus egyenlet ekkor

A-k=0, (4.14)
amelybdl az egyenlet megoldasa:
v(t) = voett . (4.15)
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4.2. Folytonos szabalyozé stabilitasa

Kovetkez6 vizsgalati elrendezésben legyen F'(v,t) = —pv, amely egy proporcionélis szabé-
lyozénak felel meg — a sebességhez viszonyitva—, hiszen a sebességgel egyenesen ardnyosan
avatkozik be a rendszer miitkodésébe. Amennyiben feltételezziik, hogy a jelet késés nélkiil
lehet visszacsatolni és a mért jel folytonos, elhanyagolva a kvantalasbél ered6é hatasokat,
a modell az alabbiak szerint irhato fel:

0—kv=-pv, v(0) =g, k>0. (4.16)

Ekkor a karakterisztikus egyenlet megadhato, mint

A-k+p=0, (4.17)

amelybol az egyenlet megoldasa

v(t) = voe*P1, (4.18)

A rendszer stabilitasanak feltétel ekkor, hogy —k + p pozitiv kifejezés legyen, azaz

p>k (4.19)

feltételnek sziikséges teljestilnie.

4.3. Nulladrendi tarté stabilitasra gyakorolt hatasa

Modern iranyitastechnikdban toreksziink arra, hogy minél konnyebben altalanosithaté le-
gyen az iranyitasi technikak, amivel a rendszerbe avatkozzunk. Az iranyitdastechnika f6
feladata, hogy egy mar meglévo fizikai rendszer miikodését — amelyet a szakirodalomban
iranyitott szakasznak neveznek — annak megvaltoztatasa nélkiil tudjunk beavatkozni. En-
nek eredményeképp a szabalyoz6 paramétereinek hangolasaval érheto el, hogy a rendszer
az eloirt stabilitas és performancia kritériumoknak megfeleléen iizemeljen. Mig régen a
mérnoki gyakorlatban analdg eszkozok altak rendelkezésre a szabdlyozd paramétereinek
hangoldsara (mint a gépészmérnoki gyakorlatban megjelend centrifugél regulator vagy a
villamosmérnoki gyakorlatban alkalmazott analég aramkori elemek), addig nagyon fle-
xibilitas érdekében manapsag elterjedt digitdlis szabdlyozok tervezése. Mig a digitalis
szabalyozok elénye, hogy a szabalyozé paramétereit konnyedén lehet valtoztatni és lehe-
toség van allapot vagy ido fiiggéen valtoztatni is az itt megjelend valtozokat, addig a
szabalyozoban a digitalizalas miatt idokésés jelenik meg, amely az egész zart szabélyozasi
kor stabilitasara hatassal van. A digitalizalasra tobb lehetdség is adodik, példaul az elso-
rendi tarté, bilinearis transzformacié, de a legelterjedtebb, egyszerii implementalhatésaga
miatt az igynevezett nulladrendii tarté (Zero Order Hold - ZOH).
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A ZOH esetén a szenzorban t; idopillanatban mért jelet At¢, mintavételezési idének
megfelel6 ideig azonos értéken tartjuk. [3]. A jel nagysdga jelen megkozelitésben a mérés
pillanataban a valos fizikai rendszer adott pillanatban mért értékével egyezik meg, mig a
kvantalas hatasatol jelen alfejezetben eltekintiink. Ekkor a differencialegyenlet

U —kv=-pv;, v(0) =g, k>0 (4.20)

alakban irhat6 fel, ahol v; a mintavételezett jel nagysdga t € [t;,t;41) intervallumban.
Az eddigiekben homogén differencidlegyenlet igy inhomogénnd valt, amelynek homogén
megoldasa Egyenlet 4.15 eredménnyel azonos médon all eld, mint:

vy (t) = Aeft. (4.21)

Az inhomogén rész esetén mivel tudjuk, hogy a rendszer partikularis megoldasa ger-
jesztéssel azonos alaku, konstans gerjesztésre adott vilasza az egyenletnek egy konstans
partikuldris megoldas, amely igy meghatarozhato, hogy

Up = Z—]::’Ui . (422)

A nulladrendii tartot tartalmazoé rendszer idofiiggvénye igy

v(t) = vy +vp = Aet + %vi , te[titiv1)- (4.23)

Az integralasi konstans értéke kezdeti feltételként meghatarozhatd. Annak kovetkezté-
ben, hogy a gerjesztés minden mintavételezéskor valtozik altalanosan, felirhato, hogy a
vizsgalt idSintervallum elején v(¢;) = v;, amelybél

’U(t) = (1 — %)?}iek(t_ti) + %U'U te [ti,tiJrl) . (424)

A kovetkezd intervallum elején v(t;,1) = vy lesz a kezdeti feltétel. Mivel ismert az
idofejlodés torvénye az adott iddintervallumban, annak végén a kovetkezo intervallum
kezdete megadhatd, mint

v =[(1- emt)% + ek o, (4.25)

ahol At a mintavételezési id6. Az igy el6allo egyenlet egy egydimenzios diszkrét leképezés,
ahol a stabilitasi feltétel, hogy a v; el6z6 allapot egytitthaté abszolut értéke egynél kisebb,

azaz

|(1—ekAt)§ ek <1, (4.26)
amelybol
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ekAt + 1 k

k k = .
SPE VAT tanh(kAt/2)

(4.27)

Annak érdekében, hogy a szabad paraméterek szama csokkenjen, az egyenletet érde-
mes dimenziétlanitani. Valasszuk meg a dimenziétlan id6t, mint 7 := /At és jeldlje a
mintavételezési idépontokat i := t;/At. Bevezetve a dimenzidtlan id6hoz tartozé derivalas
jelolését, mint d/d70 = 0’ az id6 szerinti derivalt &tirhatd, mint

. d d 1
D=—0= 0=, (4.28)

A differencidlegyenlet ennek megfelelGen

1
EU’ — kv = —pv;, Tei,i+ 1), (4.29)

Véalasszuk meg k := kAt és p := pAt dimenzitlanitott paramétereket. Definidljuk djra

p =P és k := k paramétert rovidités érdekében, {gy a differencidlegyenlet az aldbbi forméra
egyszerlisodik

v = kv=—pu;, Telii+1). (4.30)

A stabilitasi kritérium ekkor

b+l k
ek —1  tanh(k/2)"

k<p<k (4.31)

20 A

154

p[1/s]

04 —— At=10s

k [1/s]

4.3. dbra. Stabilitdsi hatarok az id6késés (At) fiiggvényében
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A stabilitdsi hatdrok az id6késés fiiggvényében dbrazolhatéak, mint Abra 4.3. Mig az al-
sO stabilitasi hatar nem fiigg At értékétol, addig a felsd esetén, At csokkentése a stabilitasi
hatar novekedését eredményezi. A fels6 érték a negativ egység nagysagu karakterisztikus
multiplikatorhoz tartozik, amely a dinamikus stabilitasvesztéshez tartozé hatart mutatja.
A stabilitasi diagram noévekedésének az oka, hogy az idékésés csokkenésével a szabalyo-
zéban a valos, aktualis értékekhez kozeli érték van jelen, igy a stabilitdas felé billenti az
alapvetéen instabil (k> 0) rendszert.

1.0 1

0.8 1

0.6

v [m/s]

0.4 1

0.2

0.0 1

t[s]

4.4. dbra. Egy id6késéssel rendelkezé rendszer szimulaciés valasza p =3 [1/s], At =0.5s
és k=2 [1/s] esetén.

Az elméleti eredmények numerikus szimuldcié segitségével is ellenérzésre keriiltek, amely-
hez python nyelv scipy konyvtardnak ODEINT megoldéja keriilt felhaszndldsra [11]. Egy
szimuldciés eredményt mutat a Abra 4.4. A numerikus megold6 mindig At hosszan szé-
molja a fliggvény valaszat, amelyet kovetden a szimulaciobol kivessziik az utolsd szamitott
értékét v-nek, amellyel inicializaljuk a kévetkezo tartomanyt, ezek a valtasi pontok megfi-
gyelhetdek a grafikonokon is 1.49-10-8-as tolerancia érték mellett. Ez a jelenség elkeriilhetd
lenne hosszabb szimulaciok futtatasaval, viszont ez a modszer segiti a kévetkezd példak
szimuldlasat és az Osszehasonlitast lehetévé teszi.

A leképzés altal szamolt eredmények Osszevetésre keriiltek a szimulacios eredményekkel.
Ehhez az els6, vy = 1-ben inicializalt, At hosszu iteracié utan szamitott v értékek keriil-
tek Osszehasonlitasra a leképzés a értékeivel. A vizsgdlat soran k € [0.1,5], p € [0,10],
At € [0.1,1.5] tartomanybdl véletlenszertien valasztott értékek esetén keriilt 6sszehason-
litasra 1000 alkalommal. A random generdlast a numpy csomag random fiiggvényével
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keriilt végrehajtasra, mikozben a generalas seed-je 111142 volt, kozvetlen a generdlas el-
kezdése elott. Tekintsiik a szimulaciés eredményt a megbizhatobbnak! Ekkor a relativ
hiba nagysiga (a szimuldciés eredményhez viszonyitva)

_ |'Uszimi — Vanal,;

g = s enal E~2.016-107%%, 0. =8.715-107%, (4.32)

Vszim;

az igy kapott eredmények azt mutatjak, hogy mind az atlag mind a széras a numerikus
hiba kozelében van, és mivel v értékei legalabb 5 nagysagrenddel kiilénboznek a hiba

nagysagatol, az eredmények azonosként elfogadhatdak.

4.4. Két nulladrendi tarté egyiittes miikodésének leképezése

Amennyiben azonos szabadsagfokhoz tartozo valtozot két szenzor segitségével is mérjik,
1j szabadsagfokokat adunk a rendszerhez: a mésodik szenzornak az erésitési tényezo-
jét, illetve a ZOH mintavételezési idejét is tudjuk allitani, igy a differencidlegyenlet ezen
dimenzidtlanitott alakja

v = kv =—p1v; — pavy, Teli,i+1), At; < At k>0, (4.33)

azaz tegyiik fel, hogy az els6 szenzor mintavételezési ideje kisebb.

Az altaldnos eset helyett, ahol At;/At; = n tetszbleges, tekintsik a legegyszertibb nem
trivialis esetet, ahol n = 2, azaz a j indexli szenzor mintavételezése alatt az ¢ indexi
szenzor két mintavételezést hajt végre. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegytik fel,
hogy 7 iddpillanatban mindketté szenzor mintavételez, amely esetén v; = v;. Az elsé

mintavételezési szakasz soran ekkor a differencidlegyenlet

v = kv = —prv; — pavy T€[i,i+1), 2At; = Aty (4.34)

alakra egyszerisodik. Az alak az els6 szakaszban teljes mértékben megegyezik a fenti

alfejezetben leirtakkal, igy ekkor a differencidlegyenlet megoldésa

o(r) = (1- 2B Yueb 00 W L2y e i), (4.35)
k k
amelybodl az alszakaszra vonatkozd egy dimenzids leképezés
+
Viy1 = [(1 - ek)pl ka + ek]vi = Qa11Y; . (436)

A mintavételezés kovetkezd szakasza soran v; = v; marad, mig v;-t 1éptetni kell egytitt,

hiszen a folyamat elején mintavételezés tortént. Ekkor a differencidlegyenlet strukturaja
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v -kv= —P1Vi, 1 — P2, T € [Z + 1, 7+ 2), QAtZ = Atj . (437)

Az egyenlet homogén megoldasa Egyenlet 4.21 azonos alaki, mig az inhomogén rész
ebben az esetben is azonos jellegi a gerjesztéssel, azaz konstans fliggvény forméajaban all
el6. A partikularis megoldas ekkor

&vi_'_l + 12’1)1' . (438)

P 2

Ekkor a differencidlegyenlet megoldasa

v(r) = A+ By + B2 re[iv1,i+2), (4.39)

ennek a szakasznak kezdeti feltétele v(i+1) = v;,1, amelybél az integralé konstants el64l-
lithat6. Ezzel kiegészitve a megoldést az

o(r) = [(1- 5 )R g o+ L= f D]y reivLiv2),  (440)

alakban all el6. A szakasz végén, a kovetkezo, két szenzor k6zos mintavételezési pontjaban
ekkor a megoldés

Visg = [(1 - %)ek + %]Ui+1 + [1 - ek]%vi = Q91 Vi1 + Q290 . (4.41)

A kovetkezd szakasz ismét valtoztatja a gerjesztést ebben az esetben mind v;, mind v,
tagban, azaz visszaértiink a kezdetben feltett esethez, amikor v; = v;. A leképzés ebben az
esetben kétdimenzios, hiszen a felirashoz felhasznalasra kertilt két allapot: v; és v;,1. A
két szakasz kiilon vett leképzésének Cauchy-felbontassal eldallitott diszkrét allapotteres
felirasa

Vi+2 _ G21 Q22 || Vi+1 7 Vi+1 _ a;; 0 (% . (4‘42)
Vi+l 1 0 Vi Vi 1 0 Vi-1

—_——— —_——
=:A22 =:Aq2

Tekintsiik a két szakasz egyiittes hatasat a rendszerre, amely eléallithatd, mint A,
T
és A; matrixok szorzata (amelyet gy is tudunk értelmezni, hogy [le vi] helyére

sz

meg), amely

(4.43)

a11G91 + @ 0
A=A12A22=[1121 22 ]

a1 0
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transzforméacios matrixot ad eredményiil. A megoldés formalisan egyezik azzal a megkoze-
litéssel, hogy Egyenlet 4.36-ben nyert, els6 szakaszra vonatkoz6 megoldast helyettesitjiik
Egyenlet 4.44-be, viszont az igy kapott transzformacios formalizmus kénnyebben dltaldno-
sithaté n > 2 esetére. A matrix tisztan zérus oszlopa azt mutatja, hogy a leképezésnek van
zérus sajatértéke, azaz a dimenzio redukalhaté egy dimenzios leképezésre, ahol a leképezés
karakterisztikus multiplikdtora aqias; + ass.

Az altalanossag felé mutaté n € N eset vizsgdlata elott, folytassuk a vizsgalatot n =
3 esettel. Ekkor az elsé két mintavételezési szakaszban az eredmény Egyenlet 4.36 és
Egyenlet 4.44-kal azonosan halad. A harmadik, befejezd eset ekkor formalisan hasonlit

V;+9 esetére, amely

Vis3 = [(1 - %)ek + %]UHQ + [1 - ek]%vi = (31 Vjs2 + A320; . (4.44)

A leképzésbe ekkor egy 1j allapot is jelen van, igy az Osszes eddig felirt matrixot ennek
megfelelden at kell definidlni. A matrixok ekkor

Vi+3 az;r 0 aszz || Vi Vi+2 azr aza 0 v Vi+1 a; 0 0 (%
v |=1 1 0 O Vst |5 v | =] 1 0 0 Vi |, v |=11 0 0]|via
Vi+1 0 1 0 (%4 (% 0 1 0 Vi-1 Vi-1 0 1 0 Vi-2
Y— ~— ~—
=:A3g3 =:Ag2 =:Ag1
(4.45)

alakban allithatoak eld. A transzformdcidk ekkor is formdlisan 0sszeszorozhatdak

a11a21a31 + agaz; +asy 0 0
A= A33A32A31 = 110921 + G99 0 0 3 (446)
a1 00

amely esetén az n-edik sorban az n transzformacié eredménye talalhaté. A matrix két
zérus sajatértékkel rendelkezik, azaz a leképezés egydimenziéra redukalhatd, amelynek
karakterisztikus multiplikatora aiiasias; + assaszi + ass.

A vizsgalatok alapjan a A, leképezés altalanosan felirhatd, mint

o
= 1], hal=1,

I.: O,
Ay ={Emt ! (4.47)

T
app Q;e€1-1
, hal>1,
In—l On—l

ahol I,,_; € R»~n~1 négyezetes egységmatrix, 0,,_; € R**1 zérus oszlopvektor, azaz 0,,_; =
[1‘1 Ty ... xn_l] ,ahol x,, =0, Vm=1,2,...,n-1, e_; € Rl [ - ]-edik standard
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T
egység bazisvektor, azaz e;_; = [xl Ty ... 5En—1] , ahol z,, = 0, YVm € {1,2,...,n -

IN\{l-1} és iy =1 és an = [(1 _&)z% +ek], apn = [(1 - %)ek + %], ajy = [1 —e’f]% és
[=1,2,...,n.

Az igy altalanositott leképezés hatranya, hogy az allapotok szama fiigg n nagysagatol,

igy nagy n értékek esetén a szamitasi ido a mérettel egyiitt novekszik.

Eltér6 médon is eléédllithatd a leképzés, amennyiben annak egyik valtozojat rogzitjiik.
Minden leképzésben t; és t;,; kozott jelen van v;, amely a ¢, idépillanatban frissiil
csupan. Ennek kovetkeztében vegyiik a kovetkezo leképezést, amely kapcsolatot teremt
ketto, altalanos, kisebb t; mintavételezési idolépéssel halado 1épés kozott:

Virls1 | _ [Gin Quz [ | Visg . (4.48)
Uj 0 1 Uj
—_—
=:Al
A leképezés specidlis alakot kell, hogy felvegyen ¢ = ¢; = ¢; kezdeti mintavételezéskor

és t =t = tj,1 mintavételezés esetén, mivel ekkor a leképezésnek biztositania kell az

egyenlOséget a két mintavételezett érték kozott, igy

lvim] _ [au CLZQ] [Ui+n—1] (4 49)
Vj+1 ap a2 (]

~— | —
::Aj() :ZAn

A leképezés v; és v;y1 kozott ekkor eldallithatod, mint

[U"] = ALATIA [”"‘1] (4.50)
Vjs1] — [ Y

és a keresett egy dimenzios leképzés ekkor megadhatd, mint az A matrix jobb alsé eleme.
A matrix n = 2 esetén az alabbi formaban all el6:

0 CL2 + apap + ap
A= . : (4.51)
0 aj +apap+ap

és n = 3 esetén

A - [0 ap +an (apag + a) + al?] (4.52)

3
0 all + apn (a“alg + alg) + Qo

Az igy kapott leképezések esetén szintén latszik, hogy a kezdeti Ag-nak készonthetéen a
kétdimenzios leképezések egy zérus oszloppal rendelkeznek, azaz egyik sajatértékiik zérus,
amely miatt a leképezések redukélhatéak egy dimenziéra. Altaldnosan latszik, hogy a
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masik sajatértéke a transzforméacionak a karakterisztikus multiplikator, pedig valéban a
nem nulla fédiagonalis elem, amely a leképezés jobb alsé eleme.

Amiért két eltéré modon is felirasra keriilt a leképezés, azokat érdemes 6sszehasonlita-
ni, hogy valoban ugyanarra az eredményre vezetnek-e. Ehhez az el6z0 eset a1y és a1, apno
egyiitthatoéinak atalakitasa sziikséges, hogy a két leképezés azonos formalizmus segitsé-
gével alljon eld. aqq elso 1épésben eloalld valtozo valdjaban felirhatd, mint egy altalanos
k-adik lépésben a két mintavételezett v,y és v; értékekhez tartozé egyiitthatok osszege

(mivel az els6 1épésben v; = v;), azonos mintavételezési pillanat miatt, azaz

app = ap; +apg, (453)

illetve a két leképezésben a;; és ajp értékei megegyeznek. Ekkor n = 2 esetén az el6bbi

leképezés matrixa

A a? +apap +ap 0 (4.54)
a1 +ap 0 ’ .

mig n = 3 leképezéshez tartozo matrix

a} +atap+apap+ag 0 0

A = al21 + appapp + ape 0 0]. (455)
app +ape 0 0

Az egyenletekbdl latszik, hogy az egydimenzios leképezések megegyeznek, azaz Egyen-
let 4.54 bal fels6 eleme egyezik Egyenlet 4.51 bal alsé elemével, és hasonléan Egyenlet 4.55
bal felso eleme egyezik Egyenlet 4.52 bal als6 elemével.

Az utébbi moédszer elénye, hogy mindegyik leképezés mar csak 2x2 métrixok segit-
ségével all elo, amely a jobban skalazhatd n névekedésével. A levezetés soran ebben az
esetben v;-t helyeztiik a fokuszba és kozos mintavételezés pillanatdban az onnan szarmazé
értékekkel tortént a levezetés. Amennyiben v; helyett v; segitségével kertil a kozos minta-
vételezési pillanat eloallitasra, belatast lehet kapni egy tovabbi érdekes tulajdonsagaba a
leképezésnek. Legyen A, a kezdo pillanatban az inicializald 1épést végrehajto leképezés,

L:] ) E 8] L:ll : (4.56)

=Ajo

azaz

A kezdd6 1épésben ekkor ezt a matrixot kell szorozni balrol Aj-lel, amely eredménye

(4.57)

A= AAy = [“” T 0] ,

1 0
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azaz valoban az igy eldallitott leképezésnek is a karakterisztikus multiplikatora az elso
1épés utan ay; = a;; + ap, ahogy azt fentebb kertilt targyalasra. Ekkor bar el6 lehetne
allitani minden lépéshez tartozoan A7 A, segitségével n 1épés eredményét, hogyha szeret-
nénk az elézékhez hasonléan a végsé lépésben azt is reprezentalni, hogy v;.,, = v;, akkor

A, APTA g leképezést kell hasznalni. Vegyiik észre, hogy

An = AiOAl 5 (458)

ezt a leképezésbe helyettesitve

A leképezés ekkor egy szimmetrikus jelleget mutat, amely a 1épések felépitésében is nyo-
mon kovethetd. Az elsé lépésben ¢; helybenhagyasa mellett ¢;, t;,;-re frissiil, azaz At-vel
tavolodunk a kozos mintavételezési ponttol, amely A;A;q leképezés formajaban egy elére
lépést (A;) és a mult "levagasat"’ (Ayo) jelenti matematikailag. Amikor az utols6 1épést
tesszitk meg, amelyet kovetoen ismét egy kozos mintavételezés kovetkezik, akkor éppen
ennek az els6 1épésnek az inverzét hajtjuk végre, At id6lépés megtételével visszatérink
egy olyan allapotba, amikor v;., = vj,1, kozos mintavételezési pont. Ha az idében vissza-
felé indulnank el ebbdl a pontbdl, az éppen az elsé 1épést mutatja, igy a leképezésben
megjeleno szimmetria valoban egy észreveheto jelenség. Ekkor A;A;p leképezések egy-
masutanja egy eldre 1épést (A;) és azt kovetéen a mult "levagasanak' az inverz miiveletét
hajtja végre ez az id6ben visszafelé haladé szemlélet szerint (Ayy), azaz egy miiveletet,
amely megakadalyozza a jovo hatasanak érvényesiilésének lehetOségét, azaz ez a miivelet
a kauzalitést biztositja a leképezésben. Az dtlet szimmetridjat abrazolja Abra 4.5. Fon-
tos megjegyezni, hogy A;l csupdn idézdjelek kozott szerepel az abran, mivel valéjéban a
matrixnak nincs inverze, hiszen determinansa zérus, csupan az idoben visszafelé haladas

soran értelmezett szerepét reprezentalja az inverz.

n -1n
AiO 1 AiO
—_ A A —
/‘\ (\
Vi=Vi Vit1 Vig2 Vitn-2 Vitn-1Vj+1= Vi4n v
I l l l l l l l l l l I
| | | | | | | | | | | |
t=t tiyg G titn2 Gint G+1=tign t
\.) \./
+At —At

4.5. abra. A transzformdcié szimmetrikus jellegének reprezentaci6ja
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4.5. Két nulladrendii tarté egyiittes miikodésének stabilitasa

A kovetkezokben, miutan belattuk a kiilonbozé modon felirt leképezések ekvivalencia-
jat, hasznaljuk Egyenlet 4.59 leképezését a tovabbiakban, a stabilitas vizsgalatokhoz. A
leképezés altalanos egyenletét ezek alapjan eld lehet allitani, annak érdekében, hogy a
strukturat az analitikus szamitasokhoz jobban értheto formara hozhassuk. Ehhez elso
lépésként hatdrozzuk meg A; leképezés diagonizalt alakjat (mely létezik, mivel a matrix
sajatértékeinek algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik egymassal):

Q2
V:[ e (1)] D:[(l) 0]. (4.60)
ap

A leképezések segitségével konstrualt alak

A, = VDV (4.61)

és az n-edik hatvany el6all, mint

A'=VD"V!. (4.62)
Az egy dimenzids leképezés altalanos alakja igy meghatarozhatd, mint

n
a2 a2 n CLl1 -1 n
+aj) = Qi+ ] - (4.63)
ap, —

a=ap -
all—l a”—l

Erdekességként megmutathato, hogy a kifejezésben szereplé (afy =1)/(an 1) tag az a;
kezdeti értéki, a;; kvocinessel rendelkezo mértani sorozat osszegképlete, azaz

a=aj+ap Yy, af. (4.64)

m=1
A rendszer stabilitasdhoz kapcsol6dd feltétel szerint az a karakterisztikus multiplika-

torral rendelkez6 leképzés stabil, akkor és csak is akkor, ha

la < 1, (4.65)

azaz a stabilitas hatarai

a, =1, a_=-1, (4.66)
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ahol az is lathatd, hogy a, esetén az egymast kovetd lépések eléjele azonos, az az ehhez
tartoz6 megoldas egy konstans érték, mig a_ esetén egy alternalo eldjellel rendelkez6 meg-
oldasrdl beszéliink, azaz a rendszer lengést kovetoen valik instabilld. Elsoként vizsgaljuk
a pozitiv esetet, amely

n o _
ap -1

T+ apy (4.67)

1= a2
ap, —

alakban keresend6 megoldast mutatja, amelybol

0= (af; - 1)(1+ alalfl). (4.68)

Amennyiben aj} —1 = 0 és n paratlan az egyenlet megolddsa a;; = 1, amely a p; — po
sikon a

pr=Fk (4.69)

értéket adja vissza. Ekkor viszont az egyenlet mésik része 1+a;o/(an —1) — sgn(ps)oo, igy
tovabbi vizsgalatra van sziikség. L’Hospital szabaly segitségével a vizsgalat elvégezheto,
amely alapjan azt sziikséges ellenorizni, hogy mi a hatarértéke

a T ap(1-eb)

lim (a® - 1)1+ —2-) = I P 2 £0 4.70
pllg}f(all )( ay, — 1) pllE}C 8( ajy -1 ) k ’ ( )
al1+"‘l271
op1

azaz ez nem a kifejezés gyoke. Amennyiben n paros az egyenletnek van egy masik meg-

oldasa is: a;; = —1, amely a p; — po sikon a

ek +1
ek -1

pL=k (4.71)

fiiggoleges aszimpotat adja eredményiil. A masik a,-hoz tartozé hatara a p; — py sikon

po=-p1+k, (4.72)

amely egy -1 meredekségli egyeneset hataroz meg. A hatarra vonatkozd egyenlet nem
definialt, ha a nevezd zérus, azaz amennyiben k = 0. Am az egyenlet definidldsakor
Egyenlet 4.33 esetén kikotésre kertilt k szigoru pozitivitasa, igy ez az eset a probléma
sordn nem jelenik meg. Erdemes megemliteni, hogy az a,-hoz tartozé stabilitdsi hatdrok
fiiggetlenek n értékétol.

A masik, dinamikus stabilitasvesztéshez tartozé hatar, a_ esetén az egyenlet az alabbiak
szerint alakul:
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n ]
gﬂ——I-+aﬁ, (4.73)

CLZI -

-1= a2

n+1 -1
gy = _(all n)(all ) ’ (474)
aj —1

amely alapjan a stabilitasi diagram p; — ps sikjan a hatar grafikonja megadhatd, mint

po=(k-p1) Ekekp’lfek+p1 )" 1

. 4.
““M&Wﬁ”-1 (4.75)
k

A figgvény analitikus vizsgalata soran latszik, hogy rendelkezik ferde aszimptotaval.
A ferde aszimptota egyenlete alapjan (p2 = z1p1 + 22, ahol z; = limy, e pa/p1 és 22 =

limy, _e p2 — z1p1) adddik, hogy

Z1 = -1 Z9 = k, (476)

azaz a ferde aszimptota fiiggetlen n értékétol, és annak kifejezése Egyenlet 4.72 egyenlettel

azonosan

p2=-p1t+k, (4.77)

azaz a_ ferde aszimptotaja a,-ra rasimul. Ezek mellett vizsgalhato a fiiggvény fiiggdleges

aszimptotdja, amely a nevezon keresztiil felirhatd, mint

lim py = o0 (4.78)

p1—>P

Amennyiben n péaratlan, akkor a feltétel atirhaté p; = P értéknél, mint

k _ Pek
ket -Pe*+ P : (4.79)
k
amelybol
P=k (4.80)

eredmény adodik. Ebben a pontban a szamlalé is zérus visszahelyettesitve a fiiggvénybe,
azaz a hatarérték 0/0 alaki, a vizsgdlatot L’Hospital szabdly segitségével lehet folytatni,
amely értelmében

e 2k

. _ . D1 _

p111—>Pp2 - p111—>P é;iﬂ - n(l-ek) R (481)
P1
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azaz a fuggvénynek nincs paratlan n érték esetén fliggéleges aszimptotdja. Amennyiben
n paros, egy masik feltétel is adédik:

kek—Pek+P_

-1 4.82
k ? ( )

amely Egyenlet 4.71 a, hatéarral egyenértékiien megadja a

ek +1
ek -1

pi=k (4.83)

fiiggbleges aszimptotat. Egy tovabbi kitlintetett szereppel rendelkezo gorbéje az egydi-
menzids leképezésnek az a = 0, amely esetén egy iteraci alatt a megoldas eljut v(t) = 0

értékbe. Ekkor

1 n
0= ap-ti—+ajj, (4.84)

amelybol

2
= (k- . 4.85
p2=(k=p1) (k’e’“—plehm )n -1 ( )
k
Az igy kapott fliggvény rendelkezik Vn értékre a
p2=-p1+k, (4.86)

ferde aszimptotaval, amely nem meglepd, hiszen mivel a egy folytonos fiiggvény és a,-nak
megoldasa az aszimptota, a_ pedig szintén rendelkezik a ferde aszimptotaval ez csak ugy
lehetséges, ha a Bolzano-tétel értelmében a két gorbe kozre zarja a = 0 gorbét. Emel-
lett a gorbe az elozéekkel azonosan n paratlan értékei esetén nem rendelkezik fiiggoleges

aszimptotaval, &m amennyiben n paros, annak fiiggbleges aszimptotaja a

ek +1
ek —1"

p1=k (4.87)

A vizsgalat alapjan ugy latszik, hogy a stabilitasi diagram a p; — po sikon alternald
struktiarat mutat, kvalitativ kiillonbség van n paros és n paratlan értékei esetén. Elséként
numerikusan értékeljiik ki a gorbét n = 2 és n = 3 esetén és nézziik meg az igy kapott
stabilitasi diagrammokat, rogzitett k dimenziétlan paraméter esetén! (lasd Abra 4.6) A
jobb olvashatosig érdekében az analitikusan kiszamitott hatarok és a kontturokat abrazold
diagramra mellett piros szinnel halvanyan jelolésre kertiltek az instabil és zolddel a stabil
teriiletek. Ahogy latszik, a numerikus kiértékelése a leképezésnek teljes atfedést mutat az
analitikus szamitasokkal.
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10.0 800

7.5
640
5.0
480
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=
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Q
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0
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-100 -75  -50  -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
p1[1]
(a) p1 —p2 sik n =2 esetén
16000
12000
8000
=
= 4000
Q
0
~4000
-10.0 -8000
-100 -75  -50  -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

p1[1]

(b) p1 - p2 sik n =3 esetén

4.6. dbra. Stabilitasi diagram, rogzitett k = 1[1] dimenziétlan paraméter esetén
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A leképezés helyességének igazolasahoz az egy nulladrendii tartot tartalmazo esethez ha-
sonléan numerikus differencidlegyenlet megoldéval is 6sszehasonlitasra keriilt a megoldas.
A szimulaciét elvégezve 1000 generalt pontra, a 111142-es seed ismételt inicializaldsaval,
p1 € [0,10), py € [0,10), k € [0.1,5) és At; € [1,1.5) generaldsi hatdrok esetén a hiba az
aldbbiak szerint alakult:

En—2.412-107°% 0.~ T7.469-107%. (4.88)

A kozonséges differencidlegyenlet megoldéval kiszdmitott stabilitdsi hatdrokat a Ab-
ra 7.1 mutatja, kék szinnel jelolve. Emellett a grafikonon jelolésre keriilt sziirke szinnel a
leképezés -1, 0 és 1 értékekhez tartozd kontur fiiggvényei. Ahogy az abran latszik, az ered-
mények szinte teljesen Osszefednek a numerikus megoldoval, viszont az egyik kék kontur
nem ér Gssze pontosan a fiiggéleges és ferde aszimptota taldlkozasanal a Abra 7.1a képé-
nek megfelel6en, amely a fiiggelékben taldlhat6. Ennek oka, hogy a generédlas soran véges
felbontassal tortént az értékek mintavételezése az dbra generalasa soran, amely egy insta-
bil pontot jelolt ki abban a tartomanyban, ahol a két gorbe 0sszeér. Ez a numerikusan
mintavételezett konttur diagram hatranya az analitikus megoldassal szemben.

A stabilitasi diagrammon abrazolt p; — py szabdlyozé paraméterek mellett viszont a
leképezésnek vannak egyéb paraméterei is, mint a rendszert jellemz6 k paraméter és az
id6késést reprezentalé At;, At; paraméterek. Elséként vizsgaljuk meg az n paraméter
rendszerre gyakorolt hatésat (amely At; és At; hanyadosaként keriilt definialasra). A
vizsgalat eredményét mutatja a Abra 4.7. Fontos megjegyezni, hogy a képletben és a
vizsgalat soran definialt At paraméter At;-t jeloli, amelynek rogzitése mellett n névelése
At; novekedéséhez vezet. Az abrardl leolvashatd, hogy n péaros értékei esetén n noveke-
désével a diagram negativ po-hoz tartozd tartoméanya egyre inkdbb Osszezarodik, mig a
pozitiv py értékekhez tartozd értékek konvergalnak egy adott tartomanyra. A paratlan
n értékekhez tartozo térképeken is egy hasonld sziikiilést lehet észlelni és a két diagram
azonos tartomanyhoz konvergal. Mindekozben az instabil értékek "egyre instabilabbak

lesznek" és egyre nagyobb értékekhez tart a leképezés.

A vizsgédlat sordn periodikus leképezés nem azonos At; ideig tart az egyes képeken,
hanem n névekedésével a vizsgalat periodus nagysdga is novekszik. Amennyiben azt az
esetet szeretnénk vizsgalni, amikor a leképezés ideje rogzitett, akkor n névelése forditottan
aranyosan kell, hogy valtoztassa At;, kis id0lépések nagysagat. Ezen vizsgalati elrendezés
eredményét mutatja a Abra 4.8. Ekkor n névekedésével parhuzamosan a dimenziéval
rendelkezé p; — po sikon a stabil tartomany téaguldsa figyelheté6 meg, mind n péaros és
paratlan értékei esetén. n > 10 értékeknél mar a fiiggéleges aszimptota nem latszik a
vizsgélt tartomanyon n paros értékei esetén. Az n értékek novekedésével a mintavételezési
ido csOkkenése figyelhetoé meg, amely soran gy tlinik, hogy a pozitiv tartomany a sik egy
negyedére kinyilik.

A szimuldcids eredmények megmutattak, hogy azonos At; mintavételezési idé mellett n
valtoztatasa és ezzel parhuzamosan At; csokkentése a stabilitasi térképet megvaltoztatta.
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4.7.

w n
= =
] Y
1010 -5 0 5 10 ~1019 -5 0 5 10
p1[1/s] p1 [1/s]
(a) p1 —p2 sik n =2 esetén (b) p1 —p2 sik n =3 esetén
10

v @
= =
N 8
-5
—107, -5 0 5 10 999 -5 0 5 10
p1 [1/s] p1 [1/s]
(c) p1—p2 sik n =4 esetén (d) p1 - p2 sik n = 5 esetén
10
5 T
= =
& Y
-5
—107 -5 0 5 10 00 -5 0 5 10
p1 [1/s]

p1 [1/s]
(e) p1 —p2 sik n =10 esetén

(f) p1—p2 sik n =11 esetén

abra. Stabilitdsi diagram, rogzitett k= 1[1] dimenziétlan paraméterrel, kiillonb6z6

n esetekre.
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w 0
2 g
& 8
10190 -5 0 5 10 ~107, - " : .
p1 [1/s] p1 [1/s]
(a) p1 —p2 sik n =2 esetén (b) p1 - ps sik n = 3 esetén
10

5
0 o
= 0 3
d 8
-5
—-1070 -5 0 5 0 1090 s 0 . -
p1 [1/s]

p1 [1/s]

(c) p1 —p2 stk n =4 esetén

(d) p1 —p2 sik n =5 esetén
10

w 7
= =
d 8
5
_19]_0 -5 0 5 10 —1910 -5 0 5 10
p1 [1/s]

p1 [1/s]

(e) p1 —p2 sik n =10 esetén (f) p1—p2 sik n =11 esetén

. dbra. Stabilitdsi diagram, rogzitett k = 1[1] dimenziétlan paraméterrel, killonb6z6

n esetekre, At; =1 s rogzitése esetén.
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A korlatok szamitasat érdemes analitikus modszerrel is elvégezni. Egy elfajult esete n
valtoztatasanak az az eset, amikor n — oo és ezzel parhuzamosan At; — 0, amely a diszkrét
mintavételezési pontokbdl a folytonos tizemii szenzor struktira dtmenetét valdsitja meg

ezen keresztil. Ekkor a felirhaté dimenziétlanitott differencidlegyenlet

U —kv=-p1v - pyv;. (4.89)

Az egyenlet megoldasabol képezhet6 diszkrét leképezés pedig

P2 _(p- D2 .
Uj+1:(1+pl_ke (p k‘)_m)vj, Telj,j+1) (4.90)

~-
=a

alakban all el6. A stabilitasi hatar ekkor a, = 1 esetén

p2=-p1t+k, (4.91)
azaz a Egyenlet 4.72 egyez6 modon all el6. A masik, a_ = —1 stabilitasi hatar viszont az
eddigiektdl eltéré modon

1 + e—(p1-k)
p2=(-K) T o (4.92)

egyenletnek megfelelen irhaté fel. Ebben az esetben a fliggvénynek két ferde aszimptotdja

is van. A vizsgalat p; — oo

p2=p1-k, (4.93)

mig a p; - —oo vizsgalat

p2=-p1+k (4.94)

ferde aszimptotat adja. Viszont ezzel egytitt a fiiggvénynek eltiinik a fiiggdleges aszimp-
totdja, mivel ez p; = k esetén lenne csak lehetséges, ekkor viszont a fliiggvény 0/0 alak.

L’Hospital szabaly segitségével belathato, hogy

A(p1-k)(1+e~(P1F))

. op1 _
I}}LI}C e —— 2. (4.95)
p1

A leggyorsabban lecseng6é megoldédsok a = 0 esetén jelentkeznek, amely

e*(plfk)
p2=(P1-F) o (4.96)
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gorbéhez vezet. Fz a fliggvény rendelkezik az elézéekhez hasonléan egy

p2=-p1+k (4.97)

ferde aszimptotaval, illetve emellett megjelenik egy

p2=0 (4.98)

vizszintes aszimptota is. A numerikus szimuldciébdl szarmazoé tapasztalatok azt mutattak,
hogy n > 20 felett mar kis valtozast mutat csak a stabilitas diagram a kijelolt p; x py =
[-10,10] x [-10,10] tartomanyon. Az analitikus szdmitdsok igazoldsdhoz igy egy ennél
nagyobb, n = 100 eset kertlt kivalasztasra, amely mar a tartomanyon a kivant értékhez
val6 konvergélast jelenti. Ekkor a leképezés diagrammja, rajta dbrazolva az analitikus
eredményeket, a kovetkezé Abra 4.9 mutatja. A diagramon jél megfigyelhetd, hogy az
analitikus stabilitasi hatarok valoban jol kozelitik a harom konturhoz tartozd esetket.
Ezzel bemutatja, hogy n — oo esetén a stabilitasi diagram megnd, és egy p, = k — p; és
p2 = k + p1 gorbék altal hatarolt végtelen siknegyedet stabilizal.

10.0

64000
7.5

5.0
48000

2.5

=
- 00 32000
Q
-2.5
16000
-5.0
-7.5
—— a_-ferde_asz_1 0
——— a_-ferde_asz_2
—— a_0 aszimptota
-10.0

-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
p1[1]

4.9. abra. Stabilitasi diagram abraja, amely a kozelito eredményt mutatja akkor,
amikor At; - 0, mig At; =1s. (Jelen esetben n =100.)

A fennmaradd, még nem vizsgalt szabadsagfoka a leképezésnek a k rendszerparaméter.
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Ennek stabilitdsi diagramra gyakorolt hatdsit mutatja a Abra 4.10. Az 4bran l4tszik,
hogy bar kvalitativan a stabilitasi diagram nem valtozik, a stabil tartomany formaja meg-
marad, az k hatasara eltolodik a p; — po sikon és k névekedésével sziikiilni kezd. A stabil
tartomany eltolédasa alapvetoen egy veszélyes folyamat valods fizikai rendszerek esetében,
mivel egy behangolt pps szabalyozé (jelen esetben), k& modellparaméter bizonytalansig
esetén konnyen eredményezhet instabilitast. Ennek kovetkeztében robusztussagot sok-
szor egy ismert nagysagu bizonytalansag figyelembevételével szamitanak, amely azt tudja
biztositani a rendszer szamara, hogy a robusztus szabalyoz6 a bizonytalan paraméterek

halmazan is teljesiti a kért performancia kritériumokat (koztiik a stabilitast).

A diagramok valdjaban 5 dimenziéval rendelkeznek (hiszen py, ps, k, At;, n paraméterek
is befolyasoljak a stabilitdst), eddig mindig csak ennek egyes szeleteit lehetett latni, igy
a robusztussaggal kapcsolatban végsé megallapitast nem tudunk tenni, viszont eddig az
latszik, hogy k novelése a diagramot eltolja és tertiletét csokkenti, At; (vagyis n) novelése
onmagaban kissé csokkenti a diagram teriiletét és po negativ értékeit befolyasolja n paros
értékei esetében, mig At; rogzitése és n, At; parhuzamos valtoztatasa a teriiletet névelni
tudja.

Bér ez a szabdlyozé erre a rendszerre a robusztus stabilitast a vizsgalt diagram alapjan
csak korlatok kozott tudja biztositani, a vizsgalat célja annak megértése, hogy a két szen-
zorral rendelkezO szabalyozasi struktira képes-e a robusztussagot jobban névelni, mint
azt az egy mintavételezési idével rendelkezd tarsanal mar lathattuk. Ehhez rajzoljuk fel
a Abra 4.3 diagramot, rajta abrazolva az eredeti, egy szabalyozéval rendelkezé rendszert
is. Az eredményeket a Abra 4.11 foglalja dssze. Zold szinnel 1athaté a diagramon az
eredeti, egy nulladrendii tartot tartalmazé rendszer, mig kék és narancs vonalak jelolik a
tobb szabadsagfoku rendszer stabilitasdiagramjait. A vizsgalat soran az egyik mintavéte-
lezési id6t At; = 1 s értéken tartottuk, amelyhez n és At; értékét forditottan ardnyosan
valtoztattuk. A diagramon megfigyelhetd, hogy a zold gorbék altal kozre zart teriiletnél
kisebb teriiletet is lehet kapni a szabalyozo segitségével, p; valtoztatasanak fiiggvényében.
n értékének novelése egy bizonyos értékig tovabb noveli a stabil, kozre zart tartomanyt,
amelyet kovetoen a képen lathatd végso értékhez konvergalnak a stabilitasi tartomanyok.
Jol latszik tovabba, hogy taldlhaté olyan p; és n kombinacio, amely esetén a stabilitasi
gorbe szélesebb, mint eredetileg, az egyszeriibb szabalyozonal volt, igy a bonyolultabb
rendszer nagyobb paraméterbizonytalansagoknak is ellen tud allni.

A rendszer tobb dimenzids volta miatt a stabilitasi diagramok valtozasarél haromdi-
menzios térképek is késziiltek, amelyek jol reprezentéljak a p; — po sikon taldlhaté stabil
tartomany k fiiggését. Ezeket reprezentald dbrak a Fiiggelékben megtalalhatoak. Kék
felillet a leképezés dinamikus stabilitasvesztési hatarahoz, a = —1-hez tartozé hatarokat
jeloli minden diagramon. A narancs felilet a a = +1-hez tartozé negativ meredekségi
egyenessel leirt hatart jeloli, amely mind paros, mind paratlan n értékeknél megtalalhato.
A z0ld feliilet n paros értékeihez tartozo a = +1 fiiggoleges aszimptotajat jeloli. A fliggdle-
ges aszimptota iranyaban megjelend csikok numerikus eredetii és a véges szamabrazolas,
illetve felbontas miatt jelentkezett.
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p2 [1]

—-2.541
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—5.0 A1

—7.5

-10.0 T T lu

~10.0 _75 _5.0 25 0.0 25 5.0 7.5 10.0
p1 (1]

(a) p1 —p2 sik n = 2 esetén
10.0

=

7.5 1

AR AXX
I (A 1 R |

5.0 1

2.5 1

0.0 A

p2 [1]

—-2.54

—5.0 A1

—-7.54

-10.0

~10.0 _75 _5.0 25 0.0 25 5.0 7.5 10.0
p1 (1]

(b) p1 - p2 sik n =3 esetén

4.10. abra. Stabilitasi diagram, rogzitett At; = 1 s esetén, k hatasanak vizsgalata
céljabol.
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asp1=—1[1/s]
a-p1=-1[1/s]
10 a;p1=1[1s]
a-p1=1[1s)
— a;p1=19[Vs]
a-p1=19[Vs]
8-
— a-p=0
— a:p1=0
61
v
=
&,
21
0-
_2 E
0 2 4 6 8 10
kM1/s]
(a) p1 —p2 sik n = 2 esetén
n=>50
a:p1=-1[1/s]
a-py=-1[1/s]
10 4 asp1=1[1/s]
a-p1=1[1/s]
— a;;1=19[Vs]
a-p1=19[Ys]
84
— a_-p1=0
— a:;=0
64
w
=
&,
21
0-
_2 E
0 2 4 6 8 10
k[1/s]

(b) p1 —p2 sik n =50 esetén

4.11. abra. Stabilitasi diagramok Osszevetése, rogzitett At; =1 s esetén, p; és n

hatdsanak bemutatasaval
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5. Racionalis mintavételezési idoarany hatasa

Eddigiekben vizsgalatra keriiltek azok az esetek, amikor n € N. Lattuk, hogy a stabilitasi
diagrammokon kvalitativ kiillonbség figyelheté meg n paros vagy paratlan értékei esetén.
A felmeriil6 kérdés, hogy mi torténik a két stabilitasi gorbe kozott, esetleg egy folytonos
atvitel figyelheto-e meg a struktiura valtozasaban? Ehhez vegytik, a mérnoki szempontbol
még relevans esetet, amikor n € Q. Ekkor is megfigyelhetd periodikussag, amely a szamla-
16 és a nevezo legkisebb kozos tobbszorosénél fog megjelenni, am a periodikussagon beliil
egy sokkal bonyolultabb és altalanosan nehezebben kezelheté esetre jutunk, mivel ¢ és
J mintavételezési pontok kozott nem azonos a mintavételezési id6 minden vizsgalt sza-
kaszban. ettdl fiiggetleniil a szakaszok esetében egy ismeros szimmetria fellelhetd, hiszen
amikor a leképezés visszajut a kozos mintavételezési pontba, akkor az abba a pontba valo
lépés megfeleltethetd az elso, kozos mintavételezési pontbol valéd kilépés inverzének. FEzt

a szimmetriat szemlélteti Abra 5.1 n = 2/3 esetén.

Vi=Vi Vi1 Vie2=Vis3 Viek=Viq Vitk+1  Vjtk+2=Vigl43
Vit Vig2 Vitier  Vide2
-1 -1 -1 -1
A2/3 A1/3A1/3 A2/3 A2/3 A1/3 A1/3 A2/3
| | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | >
t
2 1 1 2 2 1 1 2
+§Atj +§Atj+§Atj +§Atj —§At]- —§Atj—§Atj —§Atj
tiyq tito Giyer Gipee
=t i1 G2=tiy3 Gk=tis Gt Grur2=tigies

5.1. dbra. n =3/2 esetén a mintavételezések kozotti tdvolsag reprezenticidja

A leképezések eldallitasahoz elsd 1épésként arra sziikséges egy moédszert kidolgozni,
hogy miként lehet az egyes mintavételezési idopontokat meghatarozni. A mintavétele-
zéseket vizualizaciojat és hasonld szimmetria tulajdonsagokat lehet felfedezni akkor, ha
adott t € [t;,%,,1) intervallumokon egy irdanyitott graf segitségével jeloljik a végrehajtan-
d6 transzformdcickat, amelyet a Abra 5.2a reprezentdl. Egy mésik vizualizacids lehet6ség
a komplex egységkoron, annak fazisaként reprezentalni a transzformacidkat. Az egyes
lépések ekkor az egységkorbdl akkora koriveket jelolnek ki a teljes korhoz képest, mint
amekkora a At;-hez képest a megtett lépések ardnya, amelyet a Abra 5.2b mutat.
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A
a t
4 -+ o—©0
| | Q Ai
| | "
Az Ay
(a) Transzformacids lépések (b) Transzformacids lépések abrazolésa
abrazoldsa iranyitott graf segitségével komplex egységkoron

5.2. dbra. Vizualizdciés lehetOségek n = 2/3 esetén a transzformacios 1épések

kivalasztasara.

A leképezés eloéallithato egy segédallapottal boévitett rendszer segitségével. Ekkor a
segédallapot felel6s az értékek valtoztatasaért, mig a mellette megjelené ketté mintavé-
telezés feladata mindig v; és v; értékek frissitése lesz. Ebben a felirdsban a kovetkezd
haromdimenzios leképezés all el

Vg1 || @qg @i aj||vg ve [I1T 0 Offvy v |[|1 0 0]]v,
(5 0 1 0 Vil , Vi+1 1 00 Vi |, V; 010 Vi, (5 1)
(% 0 0 1 (% Uj 0 01 Uy Vj+1 1 00 %
[ — —_— —_———
::Aq ::Ai =!Aj

ahol a, = eF a; = py/k(1 — eFAt) és a; = po/k(1 — eFAt). Tovéabba a mult hatdsdnak

levagasahoz a vizsgalt periédus elott, definidljuk Gjra a Ay matrixot, mint

1
AOZ 1
1

o o O

o o O
—~
ot
\)
N—

A leképezés Osszegképlete megkaphato a kovetkezo algoritmus segitségével:

1. Legyen a két szenzor mintavételezési ideje At; és At;, gy hogy At; < At;. Vélasszuk
meg a leképezés id6lépését, mint At, = 1/At;. A szimuldcié addig meg, mig el
nem ériink a két idoérték legkisebb kozos tobbszoroséig. Kezdetben legyen ¢ = 0.

Inicializaljuk A teljes periédusra vonatkozé leképezést, mint Ay.

2. Minden lépésben szorozzuk meg balrél az el6z6 leképezést A, -val és léptessiik ¢-t
Atg-val.
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3. Vizsgaljuk meg, hogy az adott t értékét az adott iteracioban. Amennyiben t At;
egész szamu tObbszordse, szorozzuk meg balrél az eddigi leképezések matrixat A,-
vel.

4. Vizsgaljuk meg, hogy az adott ¢ értékét az adott iterdciéban. Amennyiben ¢ At;
egész szamu tobbszorose, szorozzuk meg balrél az eddigi leképezések matrixat A ;-
vel.

5. Ha elértiik a két mintavételezési id6 legkisebb kozos tobbszorosét, allitsuk meg az
iteraciot, egyébként folytassuk a 2. 1épésnél a folyamatot.

Az elozOkhez hasonléan a leképezés pontossagat numerikus szimulaciés eredmények
segitségével kertilt ellenérzésre. Generalds soran 1000 adatpont py € [0,10),p2 € [0,10), k €
[0.1,20),1/At; € [2,10],1/At; € [2,1/At;] generalasi hatarokkal és 111142 seeddel keriilt
elvégzésre. A szimulacios eredmények alapjan

£=2172-10"%, 0. =4.533-107*% (5.3)

a leképzés és a szimuldci6 egyezik. Az Abra 5.3 mutatja, hogy mi torténik akkor, amikor
két paros n érték kozott vesziink racionalis n eseteket. Annak kovetkeztében, hogy tudjuk,
minoségbeli kiillonbség van a stabilitasi diagram paros és paratlan n értékekre vett esetei
kozott, felmertil a kérdés, hogy ez a tulajdonsag miként jelenik meg a két n érték kozott.
A szimulaciés eredmények azt mutattak, hogy mindségileg egy hasonld, alternald jellegti
viselkedés figyelhet6 meg, mint amit az egész értékekre lathatunk, am ezeken az alsébb
szinteken beliil bonyolult valtozasok figyelhetoek meg, ahogy a stabilitasi diagram egyik
alakzatbol a mésikba alakul at. A jovoben a kutatas céljat képezheti ezen transzforméaciok
megértése, amely egy mélyebb képet adhat arrél, hogy a diagram milyen moédon valtozik
a folyamat soran.
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(a) p1 —p2 sik n =2 esetén (b) p1 — p2 sik n =2.36 esetén
(c) p1 —p2 sik n=2.72 esetén (d) p1 —p2 sik n =3 esetén
(e) p1 —p2 sik n = 3.52 esetén (f) p1 —p2 sik n =4 esetén

5.3. dbra. Stabilitdsi diagram, rogzitett k = 1[1] dimenziétlan paraméterrel, kiilonbozé

n esetekre, At; = 1 s rogzitése esetén, kett6é paros n érték kozott.
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6. Felbontéképesség hatasa két szenzor esetén

Kovetkezokben térjiink vissza az azonos nulladrendii tartét tartalmazé modellhez, amely-
nek esetében egészitsiik ki a rendszert a felbontoképesség hatasaval. Modellezziik ugy a
szenzor pontossagat, hogy egy térbeli mintavételezési pontossaggal is rendelkeznek ezek a
miszerek, azaz nem egy bizonyos, véges felbontasnak megfeleléen tudnak csak mérni és
mért jelet a szabalyozonak tovabbitani. A modell ekkor az aldabbi alakban irhato fel

v—kv= —plhllnt(%) —pﬂmlnt(ﬂ) , ho > hy , (6.1)
1

azaz az ugyanabban a mintavételezési pillanatban (¢;) a szenzorok egyike hiInt(v;/hy),
mig a masik holnt(v;/hy) értéknek megfeleléen mért és adott jelet a szabédlyozonak. Az
Int() figgvény egy egészrészképzé paratlan (azaz az origéra kozéppontosan szimmetrikus)
fiiggvény, amelynek képét mutatja Abra 6.1.

. hint(v/h)

3h- >
2h-+
ht o704
4h-3h-2h -h |0 D v
——— ———
2h 3h 4h

1 I | ' .

+
: DL h
: -h

X T -2h
. T -3h

6.1. dbra. Int fiiggvény reprezentacioja

Az igy kapott differencidlegyenlet megoldasa

39



v(t) = viehtt) 4 plThl(l - ek(”i))lntci—j) + }927]12(1 - ek(”i))lnt(;:—;> ; (6.2)

mig a kovetkez6é mintavételezési pont ekkor szamithatd, mint

Vis1 = i’“ivi - %(emt - 1) hllnt(;:—j) - %(ekm - 1) thnt(z—;) . (6.3)

A leképezés ekkor

Visl = QU; — bhllnt(;:—i) - Chglﬂt(;:—;) , (6.4)
ahol a >0, b>0 és ¢ >0, mivel £>0. A leképzés alapjan megrajzolhaté az gy nevezett
pékhalé diagram (angol nevén cobweb diagram), amely kapcsolatot teremt az eléz6 és
kovetkez6 idépillanatbeli allapotok kozott. A diagram soran a adja meg az egyes szeg-
mensek meredekségét, b és ¢ pedig a gorbén vertikalis eltolasokat hajtanak végre, ennek
segitségével befolyasolva az altaldnos strukturajat a diagramnak. A diagramon egyes
pontok halmaza kitiintetett szereppel bir. A 45° egyenesen talalhaté pontok a fix pontok
halmaza (hiszen ekkor v;,1 = v;), azaz a leképezés azon pontjai, amelyek dthaladnak ezen
az egyenesen, a leképzés fix pontjai. A leképezéshez konstrualhato ezen feliil 3 egyenes,
amelyeket a Abra 6.2 is mutat:

1. Az av; egyenes a szabdlyozo nélkiili, magéra hagyott rendszer meredekségét mutatja
(dbran kék szinnel)

2. Az (a-0b)v; egyenes a jobb felbontéképességii szenzorral miikodd szabalyozé miiko-
dése esetén mutatja a rendszer viselkedését (az dbran narancssargéaval)

3. Az (a-b-c)v; egyenes mind a két szenzorral egytittesen iranyitott rendszer miikodése
esetén mutatja a rendszer viselkedését (az abran zolddel)
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Vi+1 [m/s]

vi [m/s]

6.2. aAbra. Po6khalé diagram és annak kiemelt jelentOségii egyenesei. Paraméterek:
p1=4,p2=8, h1=0.5, h2:2, ]{?210, At:O.l

Abra 6.2 esetén érdemes megjegyezni, hogy p; < ps < k paramétervalasztis miatt bar
sem az egyik, sem a masik szabalyoz6 énmagaban nem képes a rendszert a 45°-0s egyenes
ala juttatni, azok kombindciéja mar képes ezt az egyiittes hatast elérni. Masik megjegyzés,
hogy a két szenzor egyiittes hatasa miatt az egészrészképzésre jellemzo savos szerkezet
tovabb bomlik, még tobb savot eredményezve. Ennek koszonhetéen pedig a fixpontok
szama a diagramon novekszik. v; € [2,3] tartomanyan a b-vel torténd eltolds miatt egy
1j fixpont is megjelenik. Ez a probléma hasonlit arra a kérdésre, hogy egy analdg, vagy
digitalis kés6 ora mutatja tObbszor helyesen az id6t? Digitalis esetben egy metszéspont
koriil a 1épcsos szerkezet miatt tobbszor is felveszi az 6ra a pontos id6t, mig az analdg
csak egyszer ennek a pontnak a kornyezetében. Igy amennyiben a metszéspontok szdmat
valasztjuk metrikanak, akkor a digitdlis 6ra tobbszor mutatja helyesen az idot egy nap

SOran.

A leképezés eredményei szimulacio segitségével is 6sszevethetoek, a leképezés helyességét
reprezentalando. A szimuldcié soran egyszerre a leképezéshez tartozé At mintavételezési
idonek megfelel6 ideig szimuldljuk a rendszert, majd az igy kapott eredményt kimentjiik és
a szimuldci6t abbél a pontbdl folytatjuk. A szimuldcié idéfiggvényét mutatja a Abra 6.3.
Az idofiggvényen is észrevehetd, hogy a rendszernek a mozgasa rendezetlennek tiinik, 4&m
a mozgas korlatos, nem hagyja el atlagértékének egy bizonyos kornyezetét. Az eredmény-
bél képzett pokhals diagram a Abra 6.4 mutatja. Az dbra alapjéan az analitikusan kapott
leképezés pontos illeszkedést mutat a szimulacids eredményekkel.
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6.3. abra. Szimulacios eredmény idofiiggvénye. Paraméterek: p; =5, py = 7.5, hy = 0.5,
ho=1, k=10, A;=0.1
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6.4. abra. Szimulaciés eredmény pokhalé diagramjanak és leképezés osszehasonlitasa.
Paraméterek: p; =5, po =75, hy =0.5, hs =1, k=10, A, =0.1
A pokhal6 diagram egy diszkrét megoldas terében mutatja annak mozgasat. A diszkrét

leképezések trajektoridjat ebben a térben meg lehet gy rajzolni, hogy egy kezd6épontbol
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indul6 leképezést ravetitjiikk horizontalisan a 45° egyenesre, majd az igy kapott pontbol
vertikdlisan ravetitiink a pokhéalé diagramra. Egy gy kapott trajektéria lathaté Abra 6.5
esetében.
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6.5. abra. Szimulaciés eredmény pékhalé diagramjan egy megoldas menete.
Paraméterek: py =5, po=7.5, h1 =0.5, ho =1, k=10, A, =0.1

A szimuldci6 egy "stabil' mikrokaotikus jellegli diagramot rajzolt ki, mind Abra 6.3,
mind a megoldés trajektéridjaként Abra 6.5. A kaotikus jelleg beldtésahoz harom tényezt
kell figyelembe venni [12]:

1. A kéosz egyik alap jellemzdje, hogy érzékeny a kezdeti feltételekre. ElsOként sziik-
séges belatni, hogy két, egymas ¢ sugari kérnyezetében elinditott megoldas egy id6

utan elhagyja ezt a ¢ kornyezetet.

2. Be kell ltni az attraktor létezését, amelyet Abra 6.4 szimuldcids része jol kijelol a
leképezés analitikus megoldasabol. Az attraktor azt a tartomanyt jeloli ki, amelyen
kiviil talalhaté minden pontot a leképzés magan beliilre rant és ott tart. Amennyi-
ben kilokodne, akkor is visszahizza a leképezés.

3. Végiil, de nem utols6é sorban a topoldgikus tranzitivitast kell belatni, azaz annak
megismerése sziikséges, hogy minden fixpont instabil, tovabbd minden egy peridédusi
periodikus pélya instabil, tovabba minden akarhany peridédusu periodikus palya is
instabil, azaz nincs arra lehet6ség, hogy egy megoldas egy id6 utan az attraktoron
beliil megall.
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7. Osszefoglalas

A dolgozat soran bemutatasra keriilt egy bioldgiailag motivalt mérnoki kérdés felvetés,
amely kozéppontjaban az emberi egyensilyozas soran jelenlévd szenzorflzié elonyeinek
megismerése szerepelt. Az ember tObb szervrendszert egyiittesen hasznalva tartja magat a
felso, instabil egyensulyi helyzetben. Ezeknek a szervrendszereknek egy érdekes adottsaga,
hogy eltéro idokéséssel és felbontoképességgel rendelkeznek, amelyek kozott egy jellegzetes
forditott aranyossag figyelheté meg. A jé felbontasi, pontos szervrendszerek tipikusan

lassabbak, mint a rossz felbontast, pontatlanabb, de gyors szervrendszerek.

A kutatas soran egy egyszeriisitett, gy nevezett ,cartoon-modell” segitségével keriilt
sor a két szenzort hasznald szenzorfuzidval rendelkez6 szabdlyozo stabilitas vizsgalatanak.
Els6ként a két digitalis szabalyozdval ellatott modell keriilt bemutatasra. A vizsgalatokbol
az dertl ki, hogy a két szabalyozé idOkésésének aranyossiga szerepet jatszik a stabilitasi
diagram kvalitativ strukturajaban, a rendszer paros és paratlan hanyadosértékek esetén
egymastol teljesen eltérd strukturat vesz fel. A vizsgdlatokbdl az latszik, hogy két szenzor
hasznalataval a stabilitasi diagramok k rendszerparaméter valtoztatasanak iranyaban szé-
lesebbek, igy a rendszer nagyobb modell-bizonytalansag esetén is stabilizalhat6. A kutatés
kitekintéseként a jovoben érdemes lehet annak hatasat is vizsgalni, hogy tetszoleges sza-
mu szenzor hozzaadasa a rendszer stabilitasat és robusztussagat mennyiben befolyasolja.
Az emberi szervrendszerben megfigyelhetd egyfajta minimalis energiara torekvés, viszont
minden szenzor vagy szervrendszer miikodése energiat igényel, igy elképzelhetd, hogy egy
id6 utan nem érdemes a robusztussag felé elmozdulni az energiafogyasztas novelés aran.
Az optimalizalasi feladatok soran egy koltségfiiggvénynek megfeleléen préobaljuk megtalal-
ni az optimalis megoldast. Felmeriil a kérdése annak, hogy vajon az emberi egyensulyozas
soran meghatarozhato-e egy ilyen koltségfiiggvény a szenzorok szamanak tekintetében.

A dolgozat mésik részében a felbontéképesség hatasanak vizsgalata kezdddott el. Szi-
mulaciés eredmények segitségével bemutatasra keriilt, hogy egy szenzorfizioval ellatott
szabalyozo esetén olyan tartoméanyokat is lehet szabalyozni, amelyeket csak egy szabalyo-
felfedezheté mikrokaotikus mozgasok emlékeztethetnek minket az emberi egyensulyozas
soran megjelend véletlenszer®i diilongélés (angolul random sway) jelenségére. A véletlen-
szertl mozgasok egy része mogott determinisztikus jellegii kaotikus hatasok is meghizod-
hatnak, igy felvetiil annak a kérdése, hogy az igy eldallitott modell mennyire tudja leirni
a random sway jelenséget.

A tudomanytorténet soran a véletlenszeriiség kérdése kitlintetett szereppel rendelkezett.
A 19. szédzad el6tt a véletlenszeriiség {6 és talan egyetlen forrasaként az informécio hianya
volt megtaldlhatd. Ez a szemlélet szerint a vilag determinisztikus, minden folyamatnak
oka van és amennyiben ismernénk az 6sszes szabadsdgfokot és a szabadagfokokhoz kap-
csolodo kezdeti feltételeket, akkor onnant6l minden jelenség pontosan leirhatova valna. A
makrofizikai jelenségek kozott eddig nem is talaltunk olyan jelenséget, amely kiviil esett

volna ezen kérdéskoron, am a kisebb objektumok felé haladva, a kvantummechanikaban
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mar talalhatéak ilyen jelenségek. Sokaig a nagy tuddsok egy csoportja, koztiikk Eins-
tein is ugy gondolta, hogy a kvantummechanikai leiras nem lehet teljes, biztos vannak
még olyan "rejtett valtozok', amelyek ismeretében a modell determinisztikussa valna. A
Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié kapcsan hangzott el hires mondata, hogy "Isten
nem kockajatékos", amely ezt a nézetét erdsiti meg. Ahogy a Bell-féle egyenlétlenség arra
ramutatott kvatnummechanika esetén még is van arra lehetéség, hogy rejtett valtozok
nélkil is legyenek olyan jelenségek, amelyeknek nem kell determinisztikus tulajdonsaggal
rendelkeznie [13].

Az emberi agy szamitdsi kapacitasat egy mikroprocesszor még a mai napig nem volt
képes legyozni, mivel bar az agy lassi ezekhez a félvezeto technoldgiaval miikodo esz-
kozokhoz képest, am nagysagrendekkel tobb kapcsolattal rendelkezik, mint a félvezeto
technologiaban a ldbak szdma és képes parhuzamositani is a miiveletek végrehajtasat.
Az agy optimalizacids technikai kapcsan mar régen felvetodott annak a kérdéskore, hogy
vajon az agyban esetleg megjeleno kvantumjelenségek miként befolyasolhatjak annak mii-
kodését. Egyik ehhez kapcsolodo felvetiilo filozofia jellegti kérdés a tudat fizikai hatterének
feltérképezése. Az egyik kvantumjelenségekkel Osszekapcsolt része az agynak az dgyne-
vezett mikrotubuluszok [14; 15]. Ezek ismerete modellezési szempontbdl azért birhat
jelentOséggel, mivel ahogy fentebb emlitésre keriilt, a kvantummechanika jelenségek ko-
zOtt talalhatunk tisztan véletlenszertiségre épiilé folyamatokat, amelyek kérdéses, hogyan

befolyasoljak agyunk mitkodését [16].

A kutatas kovetkezo dllomasa az idokésés és felbontoképesség kozos vizsgalata szen-
zorfuzié soran. Felmeriil annak kérdése, hogy esetleg a forditottan aranyos jellege az
idOkésésnek és felbontdképességnek lehet-e elonyos az emberi egyensulyozas szempont-
jabol és magyarazhatja-e az ehhez kapcsolédd szervrendszerek evolicios kialakulasanak
okait. Illetve, hogy mérnoki szenzorftzios rendszerek tervezéséhez milyen tovabbi terve-
zési elvek kapcsolédhatnak, érdemes-e minél pontosabb és gyorsabb eszkézokkel tervezni
a szabalyozott gépeinket.

A szenzorfuzi6 vizsgalata soran, az id6 digitalizalasanak hatasara periodikus leképezé-
sek jelentek meg. A jovében vizsgdlhaté annak a hatdsa, ha nem mikodik mindegyik
periédusban mindketté szenzor, hanem azok a hatasukat csak felvaltva fejtik ki a rend-
szerre. Az Ugy nevezett act-and-wait szabalyoz6 hasznédlata esetén periodikusan kapcsol
be és kapcsol ki a szabdlyozo, ezzel segitve a performanciat is [17]. Egy felmeriilé otlet
annak hatasa, ha két fazisban eltolt act-and-wait szabdlyozé hatasat vizsgaljuk a rend-
szerre, amely szabalyozok mas szenzortdl kapjak forrasukat. Az act-and-wait szabélyozo
ezen kiviil olyan moédon is kiterjeszthet6 lenne, hogy a bekapcsolt periédus alatt a szen-
zorfuzidban is van egy folytonos valtas, melyik szenzor végzi a szabalyozast.
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(b) p1 — p2 stk n = 3 esetén

7.1. dbra. Stabilitasi diagram, rogzitett k = 1[1] dimenziétlan paraméterrel, numerikus
differencidlegyenlet megoldéval generalva
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(a) p1 —p2 — k felitlet n = 2 esetén pozitiv p; — ps értékek irdnyabodl

0.00 "
10.0

(b) p1 — p2 — k feliilet n = 2 esetén negativ p; — pa értékek irdnyabdl

7.2. dbra. Stabilitasi diagram k paraméterfiiggésének abrazolasa haromdimenzids

feltileten.
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(b) p1 — p2 — k feliilet n = 2 esetén alulnézetbdl

7.3. dbra. Stabilitasi diagram k paraméterfiiggésének abrazolasa haromdimenzids

feltileten.
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(a) p1 — p2 — k felitlet n = 3 esetén pozitiv p; — pa értékek irdnyabdl

(b) p1 — p2 — k feliilet n = 3 esetén negativ p; — pa értékek iranyabdl

7.4. dbra. Stabilitasi diagram k paraméterfiiggésének abrazolasa haromdimenzids

feltileten.
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(b) p1 — p2 — k feliilet n = 3 esetén alulnézetbdl

7.5. abra. Stabilitasi diagram k paraméterfiiggésének abrazolasa haromdimenzids

feltileten.
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(b) p1—p2 -k feliilet n = 22 esetén pozitiv p; — pa értékek iranyabol

7.6. abra. Stabilitasi diagram k paraméterfiiggésének abrazolasa haromdimenzids

felilleten, n hatdsanak vizualizacidja.
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