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Osszefoglalé

Egy egyszeri rendszert vizsgalunk elméleti és numerikus modszerekkel. Egy
héliummal toltott lufi mozgasat kovetjiik, ami egy foldig éro lancot cipel. Ya-
riv és tarsai [1] megmutattak, hogy homogén lanc esetén a léggdmb egyensilyi
helyzetbdl valé kitéritése utan nemlinearis mozgéasba kezd, amely csillapitas
hatasara kis id6 utan egy fixpontban megall. Eredményeink azt mutatjak,
hogy ha a lufira egy magassagfiiged er6 hat, példaul az eltéré6 magassagban
eltéro strliségli kozegben hato eltéro felhajtoerd miatt, mint egy meteorolo-
giai léggomb esetén, akkor tobb fixpont is lehetséges, és a rendszer nemli-
nearitasa miatt tranziens kdosz is kialakulhat megfelel6 paraméterek esetén.
Vizsgalatainkat a dimenzidtlanitott mozgasegyenletek felirdsaval, numerikus
integralasaval és az eredmények elemzésével végezziik.



1. Bevezetés

A klasszikus fizika matematikailag pontos leirasa egészen Newtonig vezet-
heto vissza. Az 1600-as évek masodik felében Newton kiadta a ,, Principia
Mathematica” cim mivét, amivel megalapozta a klasszikus mechanikat, és
annak matematikailag korrekt leirasat. A 18. szdzad — a tudoméanytertiletet
tekintve — nagyrészt Newton elméleteinek formalizalasaval, klasszikus mecha-
nikai problémak megoldasaval telt. Ilyen differencialegyenleteken és klasszi-
kus mechanikai probléméakon dolgozott tobbek kozott Poisson vagy Laplace
is. Ujabb nagy valtozas az 19. szazad vége felé kovetkezett be, amikor Henri
Poincaré a haromtest-probléman dolgozott. Megmutatta, hogy a haromtest
problémat leiré egyenletek nem integralhatoak. Ennek kovetkeztében Poinca-
ré 1j, féleg geometriai modszereket talalt ki, a dinamikai rendszerek vizsgéla-
tara. Valéjaban a kdoszelmélet kezdete ide vezetheto vissza. Az 1900-as évek
elso felében Birkhoff, Kolmogorov, Arnold és Moser foglalkoztak szamottevo-
en a tudomanyaggal. Jelentds esemény Lorenz 1963-ban végzett idojarasmo-
dell szimulacidja [2]. Lorenz eredetileg szamitogéppel készitett egyszeriisitett
idojarasi szimulaciékat. Amikor azonban a szamitogépnek 6 helyett csak 3
tizedesjegy pontossiaggal adta meg a kezdeti feltételeket — Lorenz meglepe-
tésére — a szamitogép teljesen mas eredményeket adott vissza. Ez vilagossa
teszi azt is, hogy miért nehéz hosszu tavon idéjarast elorejelezni. Ebbol a
modellbdl szarmazik a hires, pillangd alakra emlékezteté Lorenz-attraktor.
Lorenz felfedezése alapul szolgalt a modern kdoszelmélethez, nagy hatéassal
volt a természet tudomanyos vizsgalatdnak megkozelitésére. Lorenz felfede-
zése utan egyre tobb teriileten kezdték észrevenni a rendszerek nemlinedris,
kaotikus viselkedését — pl.: biologia, populacios modellek, piaci viselkedések.
Azota a kdosz a koztudatba is eljutott — koszonhetden példaul a Jurrasic
Park cimii konyvnek —, és az élet sok teriiletén talalt alkalmazasokra.

Ebben a dolgozatban egy olyan mechanikai modellt vizsgalunk, amelynek
legegyszeriibb esetben csak egy trividlis hosszutavi viselkedése lehetséges,
azonban kis moédositassal a rendszer érdekes viselkedést mutat. Az erede-
ti rendszer [1] egy silyos kételet vonszolé héliumos lufi dinamikéjat figyeli
meg. Azt tapasztaltak, hogy ebben a rendszerben csak egyfajta viselkedés
lehetséges: kezdeti oszcillacidk lecsengése utan a rendszer az egyetlen stabil
fixpontjaba jut el és megdll. Megmutatjuk, hogy ha a rendszerre egy olyan
erovel hatunk, ami a lufi f6ldtél mért tavolsaganak fiiggvényében valtozik,
akkor a viselkedése sokkal Osszetettebb és érdekesebb lesz.



2. A lancot vonszold lufi egyenletei

Eldszor ismertetjiik az eredeti cikk[1] egyes eredményeit: felvdzoljuk a rend-
szer kvalitativ viselkedéset, felirjuk a mozgasegyenleteket és bemutatjuk azok
numerikus megoldasat.

Az eredeti rendszer mozgasa azon alapszik, hogy a héliumos lufira haté
felhajtoero jelentésen nagyobb, mint a rd hatd nehézségi eré. Ebbdl kifolydlag
a lufi a sajat sulyan kiviil képes még més terheket is cipelni, de csak egy
korlatozott tomegig. A megfigyelt oszcillacié abbdl adodik, hogy ameddig a
lufi sebessége pozitiv, addig a kotélnek mindig egyre nagyobb részét emeli
meg. Egy id6 utan, ahogy a megemelt kotél hossza nd, mar nagyobb er6
hat a rendszerre lefelé, mint folfelé, igy sebessége elkezd csokkenni, végiil
egy pillanat erejéig megall. Ezutan hasonld, de forditott iranyu folyamat
jatszédik le lefelé is. A mozgas kicsit hasonlit egy rugéra akasztott test
a folyamatosan (kivéve 0 sebességnél) jelenlévé légellenallasi erd, ami mindig
a lufi sebességével ellentétes iranyi. A masik a talajhoz titkozo lancdarabok
mozgasi energia-vesztesége az litkozés sordn bekovetkezd sebességvaltozasok
miatt. Ezen energiaelnyel6 folyamatok miatt konvergal a rendszer a végso
nyugalmi helyzetéhez.
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1. abra. Rajz az eredeti felallitasrél, paraméterekrol és a rendszerre hato
erokrol

Feltessziik, hogy a lufi csak fiiggleges iranyban tud mozogni. A lufi sajat
tomegét M-el, a légellendllasi egytlitthatot n-val, a lanc hosszmenti tomeg-



stirtiségét A-val jeloltiik. Elsé 1épésként felirtuk a rendszerre hato eréket. A
lufi sulyabdl szarmazik az Mg nehézségi er6. F-el jeloltiik a felhajtderot.
Szamitasba vettiik a sebesség négyzetével aranyos kozegellenallasi erdt, ezt
ni?-el jeloltiikk. Fontos megemliteni, hogy a légellenallds irdnya a sebesség
iranyatol fiigg, mindig ellentétes vele. A lanc sulyat Azg alakban irjuk fel,
ahol x a lufi tavolsaga a talajtol. Lathatjuk, hogy ez a felirds pont a foldtol
elvalt lancdarab stlyat adja meg, a f6ldon 1évo résszel nem kell foglalkozzunk.
Az U er6 abbdl adédik, hogy amikor a lanc lefelé mozog, a kis lancdarabok
— modelliinkben — tokéletesen rugalmatlanul iitkoznek a talajjal. Ez a hir-
telen lendiiletvaltozas egy erot fejt ki a talajra, és ennek az ellenereje hat
a lancra. Erdemes megfigyelni, hogy ez az eré csak a lefelé mozgdsnél jele-
nik meg. Minden er6t felirtunk valamilyen paraméter(ek) és = derivaltjainak
szorzataként, kivéve U-t. Irjuk fel tehat U-t is!

Két eset van. Els6: ha & pozitiv. Ekkor konnyl dolgunk van, mivel nem
nyel el a talaj lendiiletet, igy:

U=0 (2.1)

Amikor a rendszer sebessége negativ, egy kis id6 alatt egy Az hosszi
lancdarab foldet ér. Legyen ez a kis ido At. Igy a sebesség és az eltelt kis
id6 ismeretében ki tudjuk fejezni ezt a Az hosszat:

Az = #At (2.2)
Most irjuk fel a kis lancdarab lendiiletét:

I = Az)i = \i*At (2.3)

Ezt a lendiiletet fogja a kovetkez6 idopillanatban a talaj elnyelni. Az erét
felirhatjuk egy rovid idopillanat alatt bekovetkezo lendiiletmegvaltozas és a
rovid idétartam hanyadosaként is. Igy a talajra haté erd:
.2
yo AL _MAL (2.4)
At At
ahol V' a talajra haté pillanatnyi erd. Kényszertien meg kell jelenjen egy
ellener6, ami a lancra hat V-vel megegyez6 nagysaggal de V-vel ellentétes
irdnytan. Ez az ellener6 az:

U=-V (2.5)



amit az abran is feltintettiink. Az eredeti rendszerben Osszesen ennyi ero
volt jelen.

Ebben a dolgozatban azt szeretnénk megvizsgalni, hogy mi torténik, ha
a lufira egy olyan er6 hat, amelyik fiigg a lufi {61dtol mért tavolsagatol. Egy
ilyen er6 modellezheti példaul a magassagtol fiiggd felhajtoerd hatasat egy
meteoroldgiai 1éggdmb esetén, vagy mas méretskdlan egy szabélyozott ven-
tillitor hatasat. Az erdét ebben a dolgozatban a kévetkezoképpen definidljuk:

B(z) = A(sin(wz) + 1)z (2.6)

Most, hogy B(z)-et is meghataroztuk, felirhatjuk a mozgéasegyenletet. Irjuk
fel kulon-kiilon az & pozitiv (felfelé halad6 lufi) és az & negativ (lefelé haladd
lufi) esetekre: ha & > 0:

F + B(z) — Mg — A\gz — (n + \)i?
M + Az

— i (2.7)

ha © < O:
F+ B(z) — Mg — Mgz + ni?

M+ Az
ahol M + Az a lufi és a levegOben levd kotélszakasz egyiittes tomege.
A mozgasegyenleteinket dimenzidtlanitottuk, hogy kevesebb paraméter-
rel kelljen dolgozzunk. Ezt a kovetkezd képpen végeztiik. Vezessik be a
kovetkezo kifejezéseket:

— i (2.8)

x=2ZL (2.9)
t=1r (2.10)
ahol # és t a dimenzidtlan hely- és idévaltozé, L és T a tetszOlegesen megva-

laszthato hossz- és idGegység. Most vegyiik ezen kifejezések kicsiny megval-
tozasat A-val jelolve, és osszuk el ket egymassal.:

Az A(ZL)

At A(tT)
Ha ezekkel a kicsiny megvaltozasokkal 0-hoz tartunk, a kovetkezo kifejezést
kapjuk:

(2.11)

3 [t

(2.12)



Ugyanezt még egyszer elvégezve:

. =L
E=2 (2.13)
Most az x derivaltjait visszahelyettesithetjiik a mozgasegyenleteinkbe. Ha
ezt megtesszik, a kovetkezéket kapjuk. Az (2.7)-es egyenletbe behelyettesit-

ve:

F+ B(z) — Mg — \gZL — (n+ N5 . L
= r—

2.14
M + A\Lx T2 ( )
A (2.8)-es egyenletbe behelyettesitve:
F+ B(z) — Mg — A\giL +ni*L . L
*Blo) = Mg — dgrbniter _ L (2.15)

M 4+ \Lz T2

Mostantdl a (2.15) egyenlettel nem foglalkozunk, mivel, ha dimenziét-
lanitjuk (2.14)-et, — azaz a felfelé mozgasnak megfelel§ egyenletet — onnét
konnytiszerrel kitalalhatjuk (2.15) — az eredetileg lefelé halad6é mozgas — alak-
jat is. Tehat rendezziik tovabb (2.14)-et:

IU[F + B(x) — Mg — Mgzl — (n+ Ni*] .
A =i (2.16)
M
B(x)-et is dimenzidtlan alakra hozhatjuk:
B(x) = bB(%) (2.17)

ahol b a magassagfiiggd erd egységét hatdarozza meg, és tetszdlegesen meg-
valaszthatd. Ezt is behelyettesithetjik (2.16)-ba. Ekképpen az egyenlet 1j
alakja:

To[F +0B(%) — Mg — gLAT — (n+ \)i?5]

e =T (2.18)
Ezt kévetéen bontsuk ki a szamlaloban 1évo zarodjelet.:
F7'2 T2b ~ 7-2 7'2 A ~ L +92 AL %2
oo T B(T) — - 5PT - T - 40 (2.19)

1+ 227

Most valasszuk meg 7 és L értékeit a kovetkezéknek:



7= W (2.20)

M
L=— 2.21
- (221)
Ezeket behelyettesitve az egyenletiink a kdvetkezo alakot oOlti:
F M D/~ Mag ~ L 2
[t S G sl Uk (2.22)
1+2
Valasszuk meg b értékét is:
b= Mg (2.23)
Igy az egyenletiink tovabb egyszeriisodik:
L 1+ B(F) -7 -1 -3,
Mg @) A =7 (2.24)
1+2
Vezessiik be az:
F
=—-1 2.25
és 0
=L 2.26
P= (2.26)

mennyiségeket. Ezeknek koszonhetoen az egyenletiink 1ényegesen egyszeriibb
forméat vesz fol:

f+B@E) —7—(p+1)a?
1+ 2
Ekképpen megkaptuk a felfelé valé mozgas egyenletének dimenzidtlanitott
alakjat. Ahogy korabban emlitettiik, innét mar kénnyt megkapni a lefelé
haladé mozgas ilyen alakba irt egyenletét is. Az eredeti (2.8)-as egyenlet a
kovetkezo alakot 6lti:

=7 (2.27)

f+ B(&) — 7 + pi?
1+2

=7 (2.28)



3. Numerikus megoldasok

A fenti differencialegyenletek numerikus megoldasahoz a negyedrendii Runge-
Kutta differencidlegyenlet-megoldé médszert hasznaltuk[3, 4], és C progra-
mozasi nyelven implementaltuk. Magéat a mozgasegyenletet és a Runge-Kutta
megoldot két kiilon fliggvényként hoztuk 1étre a programban. A Runge-Kutta
fiiggvényben hivtuk meg a mozgasegyenleteket szamol6 részt, mig a Runge-
Kutta eljarast a foprogramban elhelyezett idoléptetd ciklusban hivjuk kis,
rogzitett idélépésenként: At = 0.01. A szimuldlt megoldast grafikonon &b-
razoltuk, a Gnuplot nevii program segitségével. Ellenorzésként lefuttatuk
a szimuldciét a B(z) fuggvény nélkil. A 2. dbra mutatja egy kezdéfeltétel
eredményét, amely jol koveti az eredeti cikk [1] megfigyeléseit.

Kezddfeltételek: [0;0], :1, i1, A:0.5, omegai2

2. abra. Az eredeti modell (B = 0) egy lehetséges megoldasa.

Ezutdn megvizsgaljuk ezt a rendszert annyi kiilonbséggel, hogy a B(x)
kiilsé helyfiigg6 eré hat ra (2.6) szerint. Az igy kapott mozgasegyenleteket
az elobbivel megegyez6 modon numerikusan megoldottuk. Mivel a rendszer-
bél energia disszipalodik, igy arra szamitottunk, hogy fixpontba — esetleg
pontokba — konvergal a rendszer. Ezt a numerikus szimulacié ald is ta-
masztotta. A szimuldcié alapjan azt is megfigyeltiik, hogy a kezddfeltételek
fliggvényében tobbféle végkimenetel is lehetséges, két ilyet mutat a 3. abra.



kezdsfoltétolok: [0,0], [1:4], £:1, p:1, A0.5, omega:2
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3. abra. Két tipikus idofiiggése a lufi helyzetének magassagfiiggd erd esetén.



4. Fixpontszamitas

A numerikus szimulaciokbdl lathato volt, hogy a kiilsé erd miatt a kezddfel-
tételek fiiggvényében (kezdeti sebesség, kezdeti helyzet) tobb végkimenetel is
lehetséges, méas-mas helyeken allhat meg a lufi.

Megoldottuk a (2.27) és (2.28) mozgédsegyenleteket egyensulyi helyzetek-
re, hogy lassuk milyen fixpontok lehetségesek. Ilyenkor a sebességet és gyor-
sulast tartalmazo6 tagokat elhagytuk, mivel a rendszer csak akkor lehet nyu-
galomban, ha nincsen sebessége és nem is gyorsul egyik iranyba se. Az igy
kapott algebrai egyenlet numerikus megoldaséara is programot irtunk, és igy
kiszamoltattuk azokat a magassagokat, ahol megallhat a lufi. Ha az x deri-
valtakat tartalmazé tagokat elhagyjuk, a kévetkezo egyenletet kapjuk mind
a felfelé, mind a lefelé haladé mozgésra vonatkozo mozgéasegyenletbol:

f+B(#) -z
= 4.1
1+2 0 (41)
Itt feltessziik, hogy:
i -1 (4.2)

Megjegyezziik, hogy a szimulaciok futtatasakor is feltettiik, hogy nem lesz
végtelen gyorsulasunk, és a szimulaciok soran ilyet nem is tapasztaltunk. Az
T = —1 negativ koordinataja helyzet egyébként sem fizikai, hiszen ekkor a
fold ala keriilne a lufi. Ezzel a feltételezéssel az egyenletiink tovabb egysze-
risodik:

f+B@E) —i=0 (4.3)

Most B behelyettesitése utan a kovetkezoképpen néz ki az egyenletiink:
f+ A(sin (wi) +1)E — 2 =0 (4.4)
ahol A = A /Mg. Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhaté:

= —A(sin(wz) + 1)+ 1 (4.5)

SR

Ennek az egyenletnek abrazolhatjuk mindkét oldalat, és a metszéspontok x
koordinatai lesznek a fixpontok helyei. Ha kirajzoljuk ezeket a fiiggvénye-
ket, a 4. abrat kapjuk. Lathato, hogy szamos metszéspont van, ami a lufi
egyensulyi helyzetének felel meg.
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h(x) és(x) grafikonja

h(x) = -A%(sin(omega*x) +1)+1
f(x) = flx ——

4. dbra. (4.5) egyenlet mindkét oldalanak fuggvénykénti dbrézolasa

Nekiink viszont sziikségiink lenne a fixpontok viszonylag pontos helyeire.
Az egyenstlyi helyzetek numerikus kereséséhez érdemes visszatérni a (4.4)
alakra. Igy egy gyokkeresési problémat kapunk. Gyokok keresésére tobbféle
modszer is van, mint pl.: a Newton moddszer. En viszont, mivel ezeket nem
ismertem, gy kitalaltam egy sajat kozelité6 modszert, ami megfeleléen miko-
dott. A modszer abbdl all, hogy kis 1épésekkel haladjunk végig a fliggvényen,
és amikor két egymas melletti fliggvényérték szorzata negativ, akkor atha-
ladtunk a zérushelyen. Ilyenkor vehetjiik ezen két érték atlagat, és ezzel elég
jol kozelithetjiik a zérushelyeket, ahogy azt az 5. dbra mutatja. Ezeket végiil
egymas ald rendezve kifrattam egy szovegfdjlba. Ellenorzésképpen Osszeha-
sonlithatjuk, hogy ranézésre is egyeznek a gyokok a grafikus megoldassal. A
fixpontok kiszamitasanak ezen modszerét néhol statikus modszernek fogom
hivni.
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szdmolt zérushely

Kx'
valédi zérushely

5. dbra. rajz a gyokszamité modszer vizualizdlasahoz

g(x)
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5. Erzékenység a kezdéfeltételekre

Numerikus szimulacié segitségével meg akartuk vizsgalni, hogy melyik fix-
pontok felé haladnak az egyes elinditott kezdofeltételek. Egy (z, ) fazistér-
ben felvett, téglalap alaku kezdofeltétel-tartomanybol indultunk ki. Felvet-
tem egy tombot a téglalapra illesztett racson kivalasztott kezdeti x értékek-
nek, és egy masikat a kezdeti  értékeknek is. Ezutan egymésba agyazott
ciklusokkal végigmentem az Gsszes kezdofeltételpar-lehetoségen, és ezeknek a
palyait kilon-kiilon kiszamoltam. A kapott eredményeket kiirtam egy szo-
vegfajlba, majd gnuplotban abrazoltam.

6. dbra. A kezddfeltételek felvevési mddszerével elkészithetd iterdlds el6tti
fazistérbeli kép (sebesség-hely grafikon)

A 6. abra szerinti kezdofeltételek kovetésével a 7. abran lathatd palyakat
kapjuk. Lathato, hogy ezek a kezdofeltételek mind egy fixpontba konvergél-
nak.

Megvalaszthatunk olyan kezdépontokat is, amelyek attraktora nem ugyan-
az. Erre egy példat a 8. abra mutat, ahol a kezdofeltételek tartoméanya az
x: 0-10, : 0-10 volt. Ebbdl a tartomanybdl az egész koordinataju pontokat
inditottuk el.
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kezddfeltételek: x: 15-18, y: 5-13, f:1, p:1, A:0.5, omega:2

"SOKUJBALLONCOPY.bt" u2:3  +

sebesség

hely

7. dbra. Az el6z6 dbran 1évé kezddfeltételek szimulélésa fazistérben.

kezdofeltételek: x: 0-10, y: 0-10, f:1, p:1, A:0.5, omega:2

"SOKUJBALLONCOPY.bt" u 2:3  +

sebesség

hely

8. abra. Egy 10 x 10-es kezdofeltételfelhd szimulalasa

Megkerestiik a fixpontok helyeit a mozgasegyenlet végigiterdlasaval is, sok
lehetséges kezdofeltételbol inditva mozgasokat. Ezt néhol dinamikus maod-
szernek hivom. A rendszer viszont nem konvergalt elég gyorsan egyensulyi
allapotokba, igy nem tudtam egyszeriien nagyon nagynak valasztani a szimu-
lacioban az idétartamot, és az utolso elemet a fix pont helyének valasztani, ez
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tul pontatlan lett volna. Ennek a problémanak az orvosolasara elészor csak
siman atlagoltam az utolsé néhany (200) pontjat az id6ben iteralt palyaknak,
mivel lecsengd periodikusnak 1atszo képet mutatott a mozgas a grafikonon és
elég sok iteralt pont volt egy periddus alatt. Ahogy azt a 9. abran lathatjuk,
ez a mddszer szintén nem volt elég pontos, igy mas eljarashoz folyamodtam.

kezdfeltételek: x: 0, y: 0, f:1, p:1, A:0.5, omega:2

"SQ}(UJBALLDNCOW bt'u23 o+
", "atlagolos.tt"
“statikus bt"

sebesség

o
e
-
o
" o
R ——

9. abra. Az elso atlagolos modszerrel szamitott fix pont. A zold x alakt pont

az atlagolos modszerrel szamolt fixpont, a tiirkiz csillag alakti pont a statikus
modszerrel szamolt fixpont.

Megvizsgaltam, hogy a fixponthoz val6 kozelitésnél a fazistérben milyen
alakzatot vesz fel a rendszer. Ha megfigyeljilkk, ez az alakzat egy spiral,
ami befelé gytlirtizik. Viszont az egyes gytiriik elég kozel vannak egymashoz,
igy ellipszisekkel kozelitettem 6ket. A 10. abra mutatja, hogy az ellipszis

kozelitéssel kapott fixpont mar kézelebb van a statikus modszerrel szamitott
fixponthoz.

15



kezddfeltételek: x: 0, y: 0, f:1, p:1, A:0.5, omega:2

SQKUJBALLONCOPY.txt" u 23 +
o, "dinamiki

\\\\\\\ :
iku

0.1

sebesség
5

0.1

10. abra. Ellipszises mddszerrel szamitott fixpont. A x alaku zold pont a
dinamikusan szamitott fix pont, a csillag alaku tiirkiz a statikusan szamitott

A kapott eredmények attekinthetébb dbrazolasa érdekében az egyes egyen-
silyi helyzetekhez szinskalat rendeltiink, és minden kezdeti feltételhez tar-
tozé fazistérbeli pontot kiszineztiink a hozza tartozé megallasi magassagnak
megfelel6 szinnel. Az igy kapott képet a 11. dbra mutatja. Lathato, hogy az
egyes fixpontok vonzasi tartomanya Osszekeveredik, ami a kezdofeltételekre
val6 érzékenységre utal. Ez tipikus a mi rendszertinkhéz hasonlo, tranziens

kdoszt mutatd rendszerekben [6].
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11. abra. A szines kép megmutatja, hogy egyes kezdofeltételek mellett hol all
meg a lufi. Paraméterek: f:1, p:1, A: 0.5 w: 10
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6. Fixpontok stabilitasa

A (4.4). egyenlet megoldasaval kapott fixpontok koziil nem mindegyiket kap-
tuk meg sok kezdofeltétel vizsgalataval sem. Ennek {6 oka, hogy a fixpontok
nem feltétleniil stabilak (természetesen az is lehetséges, hogy egyszeriien nem
inditottunk elég stirtin kezdéfeltételeket) és az instabil fixpontokba nem fo-
gunk eljutni a differencialegyenletek numerikus megoldésaval, hiszen csak
kivételes kezdofeltételekbdl lehet az ilyen helyekre eljutni és elég kicsi a va-
l6szintisége, hogy pont egy ilyen kezdofeltételt valasztunk.

Az (2.27) és (2.28) mozgasegyenleteink alakja eltér 7 eléjelétdl fiiggben.
Hasznos lenne, hogyha ezt a két egyenletet valahogy egyesitenénk. Vegyiik
észre, hogy az (2.27) és a (2.28) egyenletek igazabdl csak a bal oldal szamlals-
jaban térnek el egymdstol. Figyeljilk meg az (2.27) egyenletben a —(p + 1)1
kifejezést. Az (2.28) egyenletben a kozos tagokon kiviil egy pa? tagot taldl-
hatunk még. Valéjaban —(p + 1)22 és pr? kozott nincs sok kiilonbség. Ha
Z-ot beszorozzuk (—%‘% — %)—el, megfigyelhetjiik, hogy pont j6 paramétert
fogunk kapni. Most ezt az 0j ,,mdédositofiiggényt” hasznalva ketto helyett
egy egyenlettel is le tudjuk irni a rendszer mozgasat felfelé és lefelé haladas
kozben is:

f4 B(@) — & — (22 4 1y

1+2
Erdemes megemliteni, hogyha ezt a mozgasegyenletet valamilyen okbol
kifolyolag derivalnunk kellene, nehézségekbe iitkoznénk az abszolut érték mi-
att, de szerencsére ez csak z = 0 esetben okozna gondot.
A stabilitas vizsgalatahoz érdemes a mozgasegyenletiinket elsérendt dif-
ferencidlegyenletekké alakitani. Vezessiik be

=7 (6.1)

=7 (6.2)
és
Ty=1 (6.3)

1j valtozokat. Vegytik ezeknek az 1j valtozoknak az ido szerinti derivaltjait:

T = fi(31,3) = Iy (6.4)

Fo B~ 5 - (2824 D3

T2

1424

Ty = fo(T1,T) =
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ahol fo(#1,75) a (6.1) egyesitett mozgasegyenlet bal oldala, hiszen , = 7.
Vezessiik be az T = [#1, 5] vektort! Ekkor Z idéderivéltja minden fixpontban
0-4t fog adni, mivel Z; a sebességnek, Z, pedig a gyorsuldsnak feleltethetd
meg. Felirhatjuk az 7 id& szerinti derivaltjat is:

-

= f(2) (6.6)

f—nak az egyik komponense az f; a mésik az fo fﬁggvény ( f nak nincs koze az
f parameterhez) Jeloljuk a fixpontnal felvett vektort Zo-vall Most vegytink
fel egy T palyat az %y kicsi kornyezetében. Ekkor felirhatjuk, hogy:

8y -

—

F=27%+ 0% (6.7)

ahol 67 az 7 tavolsdga To-t6l. Mivel Zo egy konstans, igy 5% dervaltja ugyan
az mint z-é. Ebbdl kifolydlag felirhatjuk a kovetkezo egyenletet:

—

= f(Zo + 0z) (6.8)

A (6.8) egyenlet jobb oldalén &ll6 kifelyezést elsérendben kozelithetjik. Ek-
kor a kovetkezot kapjuk:

E%zl'

—

53 ~ flio) + AGF (6.9)

ahol A egy 2 x 2-es Jacobi-matrix az 7 fixpontnal kiértékelve. f(Zo) értéke
0, mivel az T idGszerinti derivaltjanak felel meg egy fixpontban. Igy (6.9)
tovabb egyszertirodik.:

5F = AGH (6.10)
A (6.10) egyenlet megoldasat kereshetjiik ilyen alakban:
07 = e (6.11)

Ha (6.11)-et egyszer lederivaljuk id6 szerint, a kévetkezét kapjuk:

-

07 = yae (6.12)
Lathatjuk, hogy (6.12) és (6.10) egyenletek bal oldalai megegyeznek, igy

adodik a kovetkezo 1épés:
Ade" = yae (6.13)

19



Egyszertisitve:
Ad =a (6.14)

Bal oldalra rendezve és d-val kiemelve.:
(A—~E)a=0 (6.15)

A (6.15) egyenletben az E a 2 x 2-es egységmatrixot jeloli. Azt tudjuk, hogy
a nem lehet nullvektor, mivel ha az lenne akkor 6% minden ¢-re nullat adna,
és mi most kezdetben 8-t egy kicsi de 0-nal nagyobb hossztusagu vektornak
valasztjuk. Mivel A — vFE egy matrix, igy ahhoz, hogy az egyenletiink igaz
legyen, A — vE-nek a determinansa nulla kell, hogy legyen, kiilonben csak
nullvektor lehet a.

det(A—~vE)=0 (6.16)

Ezt a matrixunkat felirhatjuk a kovetkezd formaban:

Ennek a jelolésnek megfeleléen a determinansszamitast a kovetkezdképpen
tehetjilkk meg:
(A1 = 7)(As—7) — AA3 =0 (6.17)

A zaréjeleket kibontva, és kicsit rendezve a (6.17) egyenlet a kovetkez6 alakra
hozhato:
"}/2 — (Al + A4)’)/ + A1A4 - A2A3 =0 (618)

Ez egy masodfoku egyenlet y-ra, tehat a két v a kdvetkezo alakban kaphato:

Ay + Ay £ (A + A2 — (A Ay — Ay Ay)
2

N2 = (6.19)

Ha kiszamoljuk az A matrix értékeit, fixpontoknal a kovetkezét kapjuk:

A =0 (6.20)
Ay =1 (6.21)

LB(@)—1  f+B(#)—7
Ay = & - v 22
R 1+ (6:22)
Ay =0 (6.23)



Most be kell helyettesitsiik az A matrix értékeit (6.19) egyenletbe, és akkor
megkapjuk v értékeit. Vegyiik észre, hogy az A matrix egyes szép értékeinek
koszonhetGen a (6.19) egyenlet 1ényegesen leegyszertisodik:

T,2 = jZ\/ As (6-24>

A (6.11) egyenlet segitségével leolvashat6, hogy ha pozitiv valamelyik
valos része, akkor instabil az a megoldas, amelyik helyén kiszamitottuk -
t. (Ha v komplexnek adédik akkor csak imaginédrius részt tartalmaz. Fazt
a (6.24) egyenletbél allapithatjuk meg.) Azt tapasztaltuk, hogy a statikus
modszerrel kapott megoldasok koziil némelyekhez egy pozitiv és egy negativ
v tartozott, ezek tehat instabilak. Azon megoldasok esetén azonban, ame-
lyeket a dinamikus megoldas is megtalalt, a két kapott v valos része 0. Ez
arra utal, hogy ezek a megoldasok stabilak, és a sebesség négyzetével aranyos
csillapitas miatt a kozeli palyak lassan kozelednek az egyenstlyi helyzethez,
ahogy azt a dinamikus szimulacidkban is lattuk. Ezek mellett azt tapaszta-
latuk, hogy a stabil és az instabil fixpontok felvaltva kévetik egymast, bar
ezt matemetikailag nem bizonyitottuk.
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7. Osszefoglalas, kitekintés

Ebben a cikkben egy nem linedrisan viselked6 rendszert vizsgaltunk, anali-
tikus és numerikus moédszerekkel. ElGszor ismertettitk az [1] cikkben leirt
rendszert, felirtuk a mozgasegyenleteit, és ellendrzés képpen numerikusan
szimulaltuk a kiindulasi alapot nyujto cikk eredményeit. Vizsgalodésainkat
ezutan kiils6é erd figyelembevételével folytattuk. Ezt a rendszert is nume-
rikusan szimulaltuk, késobb pedig észrevettiik, hogy ebben a rendszerben
(megfelel6 paraméterek mellett) tobb fixpont is létezik. Ezeket a pontokat
kiszamoltuk a nyugalmi helyzet feltételének felirdséaval. Osszehasonlitottuk
az igy kapott fixpontokat a dinamikus modszerrel kapott fixpontokkal. Ezek
utdn egy nagy kezddfeltétel-felh6t szimulalva szines képet generaltunk, ami
megmutatta, hogy melyik kezddéfeltétel hol fog megéllni kelléen hosszi id6
utan. Végezetiil megvizsgaltuk, hogy melyik fixpontok stabilak és melyikek
instabilak.

A vizsgalodast nagyon sok irdanyba el lehet vinni a tovabbiakban. Ter-
mészetesen a dolgozat elején felallitott modell korant sem tokéletes, sokat
lehetne rajta még finomitani, hogy valésaghtibb legyen. Emellett nagyon sok
kiiléonb6z6 médon hathatunk még a lufira (pl.: nyomés- vagy hémérséklet-
valtoztatds), igy lényegesen kiilonbo6z6 viselkedésii rendszereket lehet felalli-
tani és vizsgalni.
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