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Idealis falmozaikok
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A falazatok az egyik legrégebbi ember 4ltal épitett szerkezetek kozé tartoznak; ezek az elemekbdl
0sszeallo targyak archetipusai. A falazoblokkok fugai alkotta mintazatot falmozaiknak nevezziik.
Célom a falmozaik geometriai tulajdonsagaibdl a fal mechanikai tulajdonsagaira kovetkeztetni.
Ehhez a konvex mozaikok atlagtér-elméletét hasznalom [1]. Az elmélet két alapvetd valtozdja a

csomopontok és cellak atlagos fokszama (in*, v*), valamint ezek hanyadosa (p = Z—:), amit

cellastirtiségnek neveziink.

Az atlagtér-elmélet egyik eldnye, hogy a falak az (n*, v*) altal kifeszitett un. szimbolikus sikon
valo elhelyezkedésébdl uj osszefiiggésekre derithetiink fényt. Korabbi dolgozatomban [2] belattam,
hogy a cellasiiriiség a kotés altalanositasanak tekinthetd, mivel a stabil falak magas (p = 2)
cellastiriséggel birnak; hasonldan a természetes repedésmintazatokhoz [3].

folyamatat modellezheti. Ha megtalaljuk az evolicios modell matematikai leirasat, az magyarazatot
adhat a falak magas cellastiriségére €s a repedésmintazatokkal vald kapcsolatukra is. Az evolucios
modell alkalmazasa két nehézségbe litkozik: egyrészt meg kell talalni a falazés folyamatat leiro
differencidlegyenletet, mellyel itt nem foglalkozom. Masrészt az elmélet végtelen mozaikokra
vonatkozik, mig a falmozaikok végesek.

Dolgozatom célja ezen probléma feloldasa egy végtelen, idealis mozaik paramétereire adott
becsléssel. Az [1]-ben ismertetett elmélet egyenleteit szimmetrikus formdra hozom, ezek a sikbeli
konvex mozaikok fundamentélis egyenletei. Ezek lehetdvé teszik a bemend adatok
bizonytalansadganak kezelését, és 6t becslést fogalmaznak meg az ideédlis mozaik paramétereire.
Bevezetem a kombinatorikus bizonytalansag fogalmat, amit az 6t becslés szorasa hatdroz meg. Ha
ez a bizonytalansag kicsi, az ideélis mozaik jol becsiilhetd €s az evolucios elmélet alkalmazhato,
egyébként a bemend adatok feliilvizsgalata sziikséges.

[1] Domokos, G. & Langi, Z. (2019) On Some Average Properties of Convex Mosaics,
Experimental Mathematics

[2] Nagy Klaudia: Falak geometriaja (TDK, BME EPK, 2020, konz: Domokos,G)

[3] Balint, P., Domokos, G. & Regds, K. An Evolution Model for Polygonal Tessellations as
Models for Crack Networks and Other Natural Patterns. J Stat Phys 190, 130 (2023).




Idealis falmozaikok — magyar nyelvili 6sszefoglalo

A falak a téralkotas alapvetd szerkezetei, torténetiik tobb, mint 10 000 évre tekint vissza. A falgeometria
¢és a tartossag kozotti kapcesolat a téglakotés formajaban mar évezredek ota ismert, amirdl korai (pl.
Babilonban talalhatd) téglafalak tanuskodnak. Azonban az altalanos, szamszerUsitett kapcsolat a
falgeometria és a tartdssag kozott nem ismert.

Korabbi dolgozatomban [1] e a kapcsolatot kezdtem feltarni a sikbeli konvex mozaikok atlagtér-
elméletének eszkoztaradval. [2] Mozaiknak a sik hézag és atfedés mentes felosztasat nevezziik konvex
tartomanyokra; falmozaiknak az ezen feltételeknek megfeleld, a fal feliilletén a fugak altal kirajzolodo
mintazatot értjiik. A mozaikok jellemz6 mennyiségei:

V: csomdpontok szama
F: cellak szama
N*: csticspontok szdma
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A cella és csomoponti fokszam hdnyadosat cellastirliségnek nevezziik: definiciéja
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A konvex sikbeli mozaikok alapegyenlete:
B 2n*
v Topmlo)
ahol a regularitas p = TR’ ¢és Vpa regularis csomdpontok szama. A

regularis mozaikok a p = 1 gorbén helyezkednek el. Az [n, V]
szimbolikus sikon a konvex mozaikok tartomanyat négy gorbe
hatéarolja. Ezen a tartomanyon szeretnénk elhelyezni a falakon mért
adatokat, ¢és az adatok tartomanyon beliili helyzetébdl
kovetkeztetéseket levonni. 4 (, 7%)

Az atlagtér-elmélet végtelen mozaikokra alkalmazhatd, azonban a
falmozaikok végesek, és peremekkel rendelkeznek.

Tizenhét torténeti falazat paramétereit vizsgaltam: Manualisan,
fénykép alapjan vektorgrafikus program segitségével létrehoztam a

falmozaikokat, melynek paramétereit automatikusan az altalam irt 0
Python szoftver szamitotta ki. A falak fokszamai az [n, ] 0 1 2 3 4
szimbolikus sikon &brazolva jelent6s eltérést mutatnak, amikor n
peremmel, ill. perem nélkiil vizsgaljuk Oket: az elméleti Az [n, 7] szimbolikus sik a konvex mozaikok
maximumot jelentd p = 2 egyenes kiilsé, konk4dv mozaikokat tartomanyaval (szlirke), és az azt hatarol6 négy
tartalmazé oldalan, masik esetben, a belsd, konvex mozaikokat  &0rbével; egy mozaikhoz tartozo (n*, v%) és (7, 7)
tartalmazo tartomanyban talalhatéak az adatok. Hogy az atlagtér- pontokkal

elmélet egyenleteit a késObbiekben is alkalmazni tudjuk, meg kell hatdroznunk mely adatokat
tekinthetjiik megbizhatonak. Ehhez a mozaik paramétereire becsléseket adunk meg.
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El6szor a véges mozaikot egy, a végtelen mozaikbol vett véletlen mintanak tekintjiik és a fokszamok
bizonytalansagat (95%-o0s konfidenciaszinthez tartoz6) konfidencia-intervallumként szamitjuk:
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ahol s,:és s,~a fokszdmok szdrasa, és z az adott (esetiinkben 95%-o0s) konfidenciaszinthez tartozo

standard eloszlas megfeleld kvantilise.
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meghatarozott konfidencia-ellipszis teriiletét nevezzik: A 5 >

A konfidencia-intervallum szamitas a statisztikai analizis egy alapvetd eszkoze.
Azonban a statisztikai bizonytalansag a peremek eltdvolitasa utdn csak kis
mértékben valtozik, mivel a peremek elhagyéasa csokkenti a szordst €s a minta
méretét is. Ezért a statisztikai bizonytalansag a peremekre valo érzékenysége
minimalis, igy azok vizsgalatara nem megfelelé mérészam.

Uj, ett6l fiiggetlen, mozaikok tulajdonsagait, és a peremeket figyelembe  Ciklopfal statisztikai bizonytalansiga az [7,
vevé becslési modszer bevezetésére, a kombinatorikai bizonytalansdgra V] szimbolikus sikon. pirossal a mozaikon

van szikség. Ennek alapgondolata, hogy a négy jellemzd paraméter
(n, v, n*, v*) koziil kett6t adottnak vesziink, és ezek alapjan becsiiljikk a

mért (n*, v*) pont, zolddel a csomoponti
fokszam konfidencia-intervalluma, feketével
a cellafokszdmé, és a két tengely altal

masik két paramétert. Ehhez a mozaik tulajdonsagait leir6 csak nn, v, n*, v* - Kirajzolt A, konfidencia ellipszis.

t tartalmazdé szimmetrikus alapegyenletekre van sziikség, tehat at kell

alakitanunk a sikbeli konvex mozaikok tartomanyanak aszimmetrikus, p-t tartalmazo6 alapegyenletét.
(1) és (2) egyenleteket felhasznalva a kdvetkez6 szimmetrikus, un. fundamentalis egyenletekre jutunk:
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(3)-(4)-bdl levezetett korrollariumok:
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A becslésekhez csupan 71, 7, n*, 7* paramétereket és a fundamentalis egyenleteket,
ill. annak atiratait hasznaljuk az 1. és 2. tablazatban lathaté modon. Minden egyes
becslés egy geometriai szerkesztésnek feleltethetd meg a szimbolikus sikon.

Definicio: Legyen M egy mozaik 71, U, n*, U* paraméterekkel, ahol a vonatkozo
becslések B*,C*,D*,E*,F*. Ekkor: a(M) = As(B*,C*,D*,E*,F*), amit M
kombinatorikai bizonytalansaganak neveziink.

Viltozo n v n v
n
v A
n B C
v D E F

1. Tablazat - Becslések valtozoi



1. Tétel: Legyen M egy mozaik 7,v,n", 7" paraméterekkel. A [ T o loloel ol o
kombinatorikai bizonytalansag csakis ettdl a négy, mozaikon mért adattdl [ Becsies

fiigg. A kombinatorikai bizonytalansig a(M) nagysaga a négy mért | i

paraméter és a fundamentalis egyenletek felhasznalasaval egyértelmiien [ N N
meghatirozhato. - 1

1. Lemma: Legyen M mozaik 71, U, n*, U* paraméterekkel. Ekkor a(M) = 0 | & L 2
akkor és csak akkor teljesiilhet, ha 7,7, n*, 7" kielégitik a (végtelen | ; .

mozaikokra felirt) fundamentélis egyenleteket.
2. Tablazat- Becslések egyenletei, és az
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[1] Nagy Klaudia: Falak geometriaja (TDK, BME EPK, 2020, konz: Domokos,G)

[2] Domokos, G., & Langi, Z. (2019). On Some Average Properties of Convex Mosaics. Experimental Mathematics, 31(3), 783-793.



Sajat eredmények

Tantsitom, hogy a 37. OTDK-ra benyujtott Ideal Wall Mosaics (Ideélis falmozaikok) c.
dolgozatom készitésekor a kovetkezokben vettem részt:

Megoldott tudoményos (rész)kérdés:

(a végtelen mozaikokra alkalmazhat6) sikbeli konvex mozaikok atlagtér-elméletének
bovitése becslési moddszerekkel, melyek meghatdrozzak a véges, peremekkel
rendelkez6 mozaikokon mért paraméterek bizonytalansagat

valos falakbol nyert véges mozaikok paramétereinek bizonytalansdganak
meghatarozasa

Modszerek, eszkoztar, mérések:

a sikbeli konvex mozaikok 4tlagtér-elméletének Osszefoglalasa, ezen elmélet
alapegyenleteinek szimmetrikus formara rendezése (fundamentalis egyenletek)
fundamentélis egyenletek és azok korrolariumai segitségével kombinatorikai
bizonytalansag bevezetése, €s alkalmazasa valos véges (fal)mozaikokon

statisztikai bizonytalansag mérése valos véges (fal)mozaikokon (konfidencia
intervallumok szamitésa)

17, térben és iddben is széles spektrumon talalhato falazat mozaikka alakitasa fénykép
alapjan (manudlisan, vektorgrafikus szoftver alkalmazasaval)

a létrehozott falmozaikok paramétereinek, €s a paraméterekre adott becslések
automatikus szamitasa sajat Python-ban irt koddal

a falazatok mért és becsiilt adathalmazainak 6sszehasonlitdsa peremekkel €s a peremek
nélkiil vizsgalt esetekben

Sajat eredmények:

becslési modszer véges mozaikok paramétereinek bizonytalansaganak meghatarozasara
(kombinatorikai bizonytalansag), mely figyelembe veszi a mozaikok tulajdonséagait és
érzékeny a peremek jelenlétére

a 17 falminta esetében egyesével: manudlisan létrehozott falmozaik, falmozaik a
geometriai ¢s kombinatorikai fokszamok szerint szinezve, az ehhez tartozo, illetve
ebbdl szamithatdé numerikus adatok (fokszamok, cellasiirlis€g, statisztikai ¢és
kombinatorikai bizonytalansag)

a peremekkel vizsgdlt falak kombinatorikai bizonytalansaga nagysagrendekkel
nagyobb, mint a peremek nélkiil vizsgalt esetben

a vizsgalt falmozaikok mért paraméterei koziil azoknak kicsi a kombinatorikai
bizonytalansaga, melyeket a peremek elhagyasaval vizsgalunk, ezek képezhetik targyat
késdbbi vizsgalatoknak a becslések elvégzése nélkiil is

Mesterséges intelligencia hasznalata:

nyelvhelyesség javitasa az angol nyelvii torzsszovegben (ChatGPT 4.0)

Budapest, 2025. 01. 07. \/l/o“/‘? #bp Aa_



Szakdolgozat eltéres

Az Ideal Wall Mosaics (Idedlis falmozaikok) cimti TDK dolgozatom a Geometry of Masonry
Walls (Falazatok geometridja) cimii diplomamunkém a kdvetkezdkben kiilonbozik:

Diplomamunka kozponti téméja a falazatok geometridja (falkotés) €s a falazatok tartossaga,
stabilitasa kozotti ltalanos kapcsolat feltarasa, mig a TDK dolgozat ennek csupan egy szeletét
(véges falmozaikok paramétereinek becslése) dolgozza fel. A TDK dolgozatban nem szerepld
részeket pirossal irva jelenitem meg.

Diplomamunka részei, 6sszefoglalasa, alkalmazott moédszerek:

Motivacio, falazatok torténeti és kategorikus attekintése, bemutatdsa, a téglakotés
A sikbeli konvex mozaikok atlagtér-elméletének részletes bemutatasa, kiilonds
tekintettel az elmélet (aszimmetrikus) alapegyenletére és a fokszamok, ill. cellastirliség
A végtelen mozaikokra alkalmazhatd atlagtér-elmélet kiegészitése két becslési
modszerrel (statisztikai ¢és kombinatorikai bizonytalansag), melyek segitségével a véges
mozaikokon mért paraméterek bizonytalansaga megallapithato
17 valos falbol falmozaik generalasa manudlisan, vektorgrafikus szoftver segitségével,
majd a falmozaikok paraméterei €s az erre adott becslések automatikus szamitasa sajat
Python szoftver segitségével.
Ideélis mozaikok definidlasa: mozaik, melyen mért paraméterek bizonytalansaga zérus.
A perem nélkiil mért falmozaikok paramétereinek (fokszdmainak) kicsi a
bizonytalansaga, kdzel idealisak, ezek hasznalhatok tovabbi vizsgalatokhoz.
falmozaikok paraméterei alapjan: mindegyik vizsgalt fal magas cellastriséggel
rendelkezik, kozel az elméleti maximumhoz.
Ezen sejtés verifikalasa kontakt dinamika szimulaciokkal:
o Kontakt dinamika alapjainak ismertetése
o Szimulaciokhoz sziikséges korrekciok bemutatasa
o Alternativ  definici6 a  téglakotés  altalanositasara:  falban  €bredd
(kontakt)erdrendszer szorasnégyzete
o Az alternativ definici6 verifikdlasa kiilonbozo eltolasu téglafalak példajan
keresztiil: féltégla eltolasnal a legkisebb a variancia, ami 0sszhangban van az
empirikus épitési hagyomanyokkal
o Variancia mérése egy¢b torténeti, €s periodikus falak esetén
o Magas cellasiirliség esetén a variancia kicsi, ami verifikalja az eredeti definiciot,
miszerint a cellasiirliség a tartos falak k6zos tulajdonséaga lehet
Vilasztott konfidenciaszinthez (kombinatorikus bizonytalansaghoz) tartoz6, nem zérus
kombinatorikai bizonytalansaggal rendelkezO, kontextusaban ,,idealis” falmozaik
méretének meghatarozasa
o téglafalak esetében
o méhsejtfalak (altalanositott ciklopfalak) esetében.



o Adott szélességli ¢és  magassagi  tégla/méhsejtfal  kombinatorikai
bizonytalansdganak meghatarozasa csupan a méretek felhasznalasaval
o Falkotés univerzalis, szamszerlsithetd definicidojanak meghatarozasa, lehetséges
magyarazatainak feltarasa.

A TDK dolgozat eredményein #u/ a diplomamunka eredményei:

e C(Cellastiriiség, mint a falazatok geometriaja (kotés) és a tartossag kozotti kapcsolat

o Falkdtés univerzalis, szdmszerlsithetd definicidja

o Tetszbleges téglafal, ill. méhsejtfal kombinatorikai bizonytalansdganak meghatarozasa
csupan a fal befoglald méreteinek (elemek szama egy sorban, sorok szama) segitségével

e Tetsz6leges kombinatorikai bizonytalansag eléréséhez sziikséges tégla, ill. méhsejtfal
méreteinek (elemek szdma egy sorban, sorok szdma) meghatarozasa

Budapest, 2025. 01. 07.



