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Absztrakt

A Budapesti Miiszaki Egyetem fOépiiletének auldjaban a mészké padloburkolatban
megfigyelhetdek a foldtorténetben élt ammoniteszek lenyomatai. Ezen kihalt tengeri éld1ények
héja jellemzden olyan alakban ndvekedett, amelynek feliilnézete jol kozelithetd logaritmikus
spiral segitségével. A spiralt 1étrehozd ndvekedési folyamat a természetben szamos €161énynél,
példaul a kérdédzOk szarvanal is megfigyelhetd [2]. Az élévilagon tal éllettelen természeti
folyamatokban, igy példaul a ciklonok alakjdban is felfedezhetd a logaritmikus spiral [3].

Az ammoniteszek haza spiralis szerkezetli, de felmertil a kérdés, hogy a novekedés soran a
héj menyire pontosan koveti a logaritmikus spiralt. Munkank soran a K épiilet auldjanak
padlojan fellelhetd fossziliakra legjobban illeszkedd spiralt kerestiik, és azt vizsgaltuk, hogy az
optimalis spiralhoz képest milyen eltéréseket mutat az allat vaza, tovabba ennek a kiillonbségnek
mi lehet az oka.

Feladatunk a burkolatban taldlhat6 ammoniteszek fényképezésével kezd6dott, majd ezeket
mérethelyesen atrajzolva meghataroztuk a kozépvonalukat. Ezutan Matlab kornyezetben irtunk
egy programot, amely meghatarozza az adatokra legjobban illeszkedd logaritmikus spiralt. Az
eredmény azt mutatta, hogy jo kozelitéssel valoban logaritmikus spiralt rajzolnak ki ezek a
metszetek, de egy, minden vaznal megfigyelhetd eltérés is kimutathaté volt. Az elsd
hipotézisiink az volt, hogy ez a hiba az ammoniteszhazaknak a kdzet kialakulasa soran vald
enyhe deformalodéasaval (nyulasaval, Osszenyomodésaval), vagy a metszOsik helyzetével
magyarazhat6. Ezen hatasok figyelembevétele nem hozott 1ényegi valtozast, amibdl arra
kovetkeztettiink, elsésorban nem a deformacio €s a szilard test-szerti mozgasok allnak az eltérés
hatterében. A masodik hipotézis az allat novekedésével hozza Osszefliggésbe a megfigyelt
eltérést. Ennek illusztraldsdra egy matematikai modellt irtunk le, amely az adatainkban

mutatkozo eltéréshez hasonld eredményre vezet.
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1. Bevezetés

1.1. Problémafelvetés

A foldtorténetben €lt, mara kihalt ammoniteszek haza egy spiralis alakzat (/. (@) dbra), a
mai ¢€l6lények kozil leginkabb a csiga hdzdhoz hasonlithatd. Az irodalomban jol ismert, hogy
az ilyesfajta természetes spirdlok feliilnézetben egy logaritmikus spiralt kdvetnek, amit a héj
novekedési folyamataval szoktak dsszefiiggésbe hozni. Célunk a BME K épiiletének padlozatan
megjelend ammonitesz héjak (/. (b) dbra) alakjanak elemzése, elsésorban a rajuk illeszthetd
logaritmikus spirdl segitségével. Kérdésiink, hogy lathato-e szisztematikus eltérés, ha igen, mi

lehet ennek a magyarazata?

(b) A BME K ¢épiilet auldjanak

(a) Koviilet egy ammonitesz hazbol [8] mészkdburkolatan lathaté ammonitesz

1. dbra. Ammonitesz koviletek

Dolgozatunkban az irodalmi attekintés utan ismertetjilk az elvégzett kutatomunkat, az
eredmények bemutatisa utan pedig szamba vessziik a tovabbi lehetséges kutatasi iranyokat.



2. Irodalmi attekintés

2.1. Alogaritmikus spiralokrol

A logaritmikus spiral a spiralis sikgdrbék egy fajtaja, amelyet el0szor René Descartes irt le
1638-ban, majd Jacob Bernoulli nevezte el Spira mirabilisnek, azaz ,,csodalatos spiralnak”.
Arany spiralnak is szoktdk nevezni, mivel kapcsolatban all a Fibonacci-szdmokkal, az
aranymetszéssel és az arany téglalappal is [1].

A spiral gorbéjének egyenlete polar-koordinatakkal [1] felirva a kovetkezo:

r=a-eb?, (1)
vagy 6 =+ In~ )

ahol @ € (—oo, 00) a vizszintes irannyal bezart szog, r a (polusnak is nevezett) origdtol valo
tavolsag, az a>0 és b rogzitett paraméterek.

Az (x, y) koordinata parok a kovetkezoképpen fejezhetok ki [1]:

x=1-cosd =a-cosd-e??, (3)

y=r1"-sinf = a-sind -e??. 4)

A dimenzidtlan b paramétertdl fiigg, hogy milyen gyorsan tagul a spiral, és hogy melyik
iranyba csavarodik; a hosszusag dimenzidju a paraméter a fizikai méretet hatdrozza meg.
Specialis esetben, ha h=0, akkor a spiral egy a sugara korré fajul. Ha pedig b végtelenhez tart,
akkor a spirdl az egyeneshez kozelit [1].

D'Arcy Wentworth Thompson az ,,On Growth and Form” cim{i mlivében [2] az arkhimédészi
spirallal 6sszevetve ir szemléletesen a logaritmikus spirdlrol. Mig az arkhimédészi spiralt egy
feltekert hengerként képzelhetjiik el, a logaritmikus spiral ennek megfelelden egy felcsavart
kupként értelmezhetd, hiszen ebben az esetben a keresztmetszetek kifelé haladva egyre
novekszenek.

Mis megkdzelitésben pedig: ,,Ha mikozben a sugarvektor egyenletesen forog a polus koriil,
egy pont egyenletes sebességgel halad rajta, a leirt gérbe az lesz, amit egyenletes spiralnak
vagy arkhimédeészi spirdalnak neveziink.” ,,Ha ahelyett, hogy egyenletes sebességgel haladnank,
pontunk a sugarvektor mentén mozog a polustol valo tavolsagaval novekvo sebességgel, akkor
a leirt palyat logaritmikus spirdalnak nevezziik.” [2]

A logaritmikus spiral diszkrét kozelitése ugy konstrualhatdo egyenld szogtavolsagra 1évo

azonos kezddpontl sugarakbol, hogy az egyik sugar mentén egy pontbdl indulunk ki, és a



szomszédos sugarra merdlegeset huzunk (2. abra). Ahogy a sugarak szama a végtelenhez tart,

a szegmensek sorozata a sima logaritmikus spirdlhoz kozelit [1].

2. ébra. A logaritmikus spiral diszkrét szarmaztatasa [1]

Egyenld szogli spiralnak is nevezik, hiszen van egy olyan nevezetes tulajdonsaga, hogy a
polusabol kiinduld barmely sugarral a pontbeli érintdje ugyanakkora a szoget zar be (3. abra).

Ezen szog a kovetkezoképpen fejezhetd ki [1, 3]:

¢ =tan'| —— | = tan"? (—l> = cot™!(-b) (%)
dr b ‘
do
(a sugarvaltozas sebessége (1) felhasznalasaval: Z—; = abe?® = br). (6)

3. dbra. Barmely ponthoz tartozo6 sugar és érintd altal bezart szo6g nagysaga allando [4]

Ezzel fligg 0ssze a logaritmikus spiral azon, a (2) egyenletbdl kdvetkezo jellemzdje, hogy
ha k-szorosra felnagyitjuk, és kozben -b'In(k) szoggel elforgatjuk, a spirdl nmagéra
illeszkedik. Ez csak az egyik ,,reproduktiv”’ tulajdonsaga ennek a spiralnak, Jacob Bernoulli sok
masikat is talalt [3].

A logaritmikus spirdl k gorbiilete polaris paraméterezés esetén a kovetkezdképpen
szamithato [1]:

-b6

KO =

(7



2.2. Alogaritmikus spirdl és masfajta spiralok jelenléte a természetben

A természetben a spiralis forma a molekularis szinttél (DNS) egészen a galaktikus szintig
(spiralgalaxisok) megtalalhatd. A mi vilagunk e két szint k6zé €kelddve szintén szamtalan
spiralis szerkezetet rejt. A szerves és a szervetlen természetben is el6fordulnak ezek a formak.
Az ¢ldvilagban jelen vannak a csigahazakban, egyes kérddzok szarvanak alakjaban, és a
feny6tobozok pikkelyei is spiralis vonalban kovetik egymast. A napraforgdémagok (4. (a) dbra)
elrendezése pedig egy kettds spiralt rajzol ki. Bizonyos névényfajok nem képesek megtartani
magukat, igy mas novények szdrara spiralisan feltekeredve probaljak tilndni oket, a fényért
valo kiizdelem soran. Térbeli spiralis szerkezetet taldlunk egyes 1égkori jelenségekben, példaul
ciklonokban (4. (b) dbra) és tornadokban. 1905-ben W. Eckmann oceanografus felfedezte a
térbeli spiralis viz alatti &ramlatokat, amelyeket a Coriolis-erdk és a surlodasi erék egyensulya

jellemez. Az Eckmann-aramlas gyakran megfigyelhetd a hirhedt Bermuda-haromszogben [3].

(a) Napraforgomagok elrendezédése (b) Ciklon feliilnézetben

https://hogyankell.hallowedgaming.com/articles/aranymetsze https://hu.wikipedia.org/wiki/ciklon?variant=zh-tw
s-tervezes.html (2024.10.16.) (2024.10.16.)

4. abra. Logaritmikus spiralok a természetben

A logaritmikus spirdl természetben valé megjelenésének legszembetiindbb példdja a
Nautilus haza [2], amely aranyosan noOvekszik, anélkiil, hogy a héaz alapvetd alakja
megvaltozna. Thompson szerint ez a geometriai novekedési minta biztositja a haz szilardsagat
¢s stabilitasat, mikozben lehetdvé teszi a test ndvekedését. A Nautilus haza mind a mai napig
fontos motivacié a természeti morfologia kutatdsaban, a kozelmultban az un. lagy celldk egyik

természeti példdjat szolgaltatta a Nautilus haza [5].



A logaritmikus spirdl széleskorii természeti megjelenésének alapvetd oka, hogy az O
kozéppont koriili egyszeri ndvekedési szabaly eredményeként jon 1étre. Tekintsiik a 2. dbran
lathaté konstrukciot: amennyiben a lokalis sugarra merdleges mozgast valdsitunk meg, akkor

az eredményeként 1étrejovo alakzat maga a logaritmikus spiral.

2.3. Alogaritmikus spirdlok a foldtorténetben: az ammoniteszek

Az ammoniteszek kihalt tengeri allatok, a foldtdrténet jura és kréta idoszakaban éltek. Ezek
egyiittesen mintegy 140 millio éves iddintervallumot jelentenek. A jura iddszak koriilbeliil 201
millié évvel ezel6tt kezdodott, a kréta iddszak pedig koriilbeliil 66 millio évvel ezelott ért véget.
Az ammoniteszeket fossziliaként talalhatjuk meg, amelyek akkor keletkeztek, amikor az allat
maradvanyait betemette az tiledék, amely késébb kodzetté szilardult [6].

Ezek az ¢€l6lények kozmopolitak voltak, tehat az egész Foldon elterjedtek [7]. A tudosok
tobb mint 10 000 fajt azonositottak a bolygon szinte mindenhol fellelhetd fossziliakbol, ahol
egykor dceanok léteztek (az észak-amerikai siksdgoktol a Himalaja labain at az Antarktisz
gleccsereiig) [8]. Az ammoniteszeket a fejlabuk osztalyaba soroljak. Mas fejlabuakkal — példaul
a tintahalakkal és polipokkal — allnak rokonsagban, és a mai nautilusok korai rokonai voltak.

A fosszilis feljegyzések alapjan az ammoniteszek széles méret- (20 mm — 2-2,5 m) ¢és
formavalasztékban fordulnak eld. Egyes ammoniteszeknek hosszl €s egyenes, mig masoknak

tekervényes héja volt (5. abra). A legtdbb fajnak azonban spiral alaka volt a kiilsé vaza [8].

o i '4 1 1 A R e e
’ﬁ?u i f e e L

5. ébra. Kiilonb6z6 ammonitesz hazak [5]

A vazuk elsore a csigak hdzara hasonlit, egy Iényeges kiilonbséggel: mig a csigdk haza harom
dimenziosan, egy vertikalis tengely koriil, addig az ammoniteszek haza — 4ltaldban — sikban
csavarodott. Ez a sikbeli spirdl, amit az allat ndvekedése soran hozott 1étre, egy logaritmikus
spirallal irhat6 le [9].

Minden ammonitesz vazan megfigyelhetd, hogy az kamrak soraibdl épiil fel [9]. Ezeket

szeptumnak nevezett falak valasztottdk el egymastdl, amelyek a héjat erdsitették, és
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megakadalyoztak, hogy a kiilsé viznyomas 6sszezuzza [6]. Ezeket a falakat bonyolult, loba-
vonalaknak (6. abra) nevezett varratok kapcsoltak 6ssze a kiilsé héjjal — ezek bonyolultsdga az

allat evolucidja soran rendkiviil valtozatos volt [8].

(a) [6]

(b) [6] () [9]

6. abra. Ammoniteszek loba-vonalai

Az allat mindig az utolsd, legnagyobb kamréban lakott, de a kindtt, mar lezart kamrakkal is
Osszekottetésben maradt, hogy azok gdz- és folyadékosszetételét valtoztatni tudja. Ennek
segitségével volt képes szabalyozni a felhajtoerdt €s a mozgasat, igy tudott lebegni (siillyedni
¢s emelkedni) a vizben [9]. Az ammoniteszek puhateste viszont sokban kiilonbozhetett az
egyetlen mai dsszehasonlitasi alapot ny1jté tavoli rokonukétdl, a nautilusokétdl. A hosszabb és
keskenyebb lakékamrajuk arra utal, hogy a benne €16 allat hosszabb, nyulankabb lehetett [7].

Egyes ammonitesz koviiletek vélhetden az allat taplalékat is tartalmazzak. Ezek alapjan arra
lehet kovetkeztetni, hogy a taplalékaik koz¢ tartoztak foraminiferak (szilard vazu egysejtiiek),
planktonikus tengeri liliomok, apré rakok, csigak, kagylok és szivacsok [7].

Az allat elpusztulasa utan a tenger fenekére siillyedt ammoniteszhaz iszapbol kiallo részét a
kalcium-karbonéatban telitetlen viz feloldotta, igy csak az egyik, a betemetddéskor lefelé nézd

oldala maradt meg, a masik ,,0sszen6tt” a kdzettel [10].

8



Az ammoniteszhéjakat ma indexfossziliaként hasznaljak, ami azt jelenti, hogy segitenek
mas, ugyanabban a tengeri kézetrétegben talalhato fosszilidk datalasaban. Ezek a fejlabuak
idedlis indexfosszilidk, mivel sokféle tengeri tiledékes kézetben megtaldlhatdak, nagy szdmban
fordulnak eld, vilagszerte elterjedtek, és kiilonbozd fajaik kiilonb6z6 iddszakokban éltek,

amelyek konnyen azonosithatok a loba-vonalak mintdzata alapjan [8].

2.4. AK ¢épiilet auldjanak ammoniteszei

A vOros mészkovet, amely ammonitesz maradvanyokban gazdag, hazdnkban a Gerecsében,
a Bakonyban ¢s a Villanyi-hegységben banyasszak. Ezeket a mészkoveket tobb fontos
kozépiiletiink padlo vagy labazat burkolataként hasznaltak. Egy korabbi TDK dolgozat alapjan,
a BME K épiilet auldjaban talalhatdo mészkd is ezekbdl a hegységekbdl szarmazik: ,,4 kélapok
anyaga fokent siklosi tomott mészko, de a kiilonbozo felujitasok soran alkalmaztak voros szinii
tardosi tomott mészkovet, valamint vilagos szinii 6smaradvany dus tomott mészkovet is az

erdsen kopott és elhasznalodott kélapok potlasara.” [11]



3. A kutatobmunka ismertetése

3.1. Dokumentalas

Feladatunkat a BME K ¢épiilet aulajaban kezdtiik, ahol a mészkd padloburkolatban kerestiink
jol kivehetd spiralt leird ammonitesz maradvanyokat. Osszesen 45 darabot taldltunk és
fényképeztiink le, majd ezeket sorszammal lattuk el, azonban az é4trajzolés folyaman 6 minta
nem mutatkozott hasznalhatonak. A dolgozatban a fényképek sorszdmaval azonositjuk a
spiralokat, azaz egyes sorszamokhoz (pl.: 7) nem tartozik eredmény. A hasznalhato 39 darab
spiralt (7. (a) abra) egy altalunk készitett alaprajzon (7. (b) dbra) jeldltik, amivel a
padloburkolat mintaja alapjan késobb is azonosithatéak a vizsgalt ammoniteszek. A teljes

alaprajz és abragyiijtemény az 1. mellékletben megtekinthetd.

(a) 43. szamu ammonitesz fotoja (b) Az aula alaprajzanak részlete

7. dbra. A felmérés részletei
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3.2. Feldolgozas

AutoCAD segitségével Iéptékhelyesen korberajzoltuk a fényképeken szerepld spiralokat,
meghataroztuk azok kozépvonalait, majd 30 fokonként sugarakat rajzoltunk (8. abra). A
kozépvonalat a sugarak végpontjai segitségével diszkretizaltuk, az igy kinyerhetd (x.,y)

adatparok a kovetkezd munkarészhez voltak sziikségesek.

8. abra. Spiralok feldolgozasanak folyamata

(Az abran a 14. szamu spiral lathato.)

11



3.3. Illesztés

Az AutoCAD-bdl kimentett *.dxf formatumu fajlokat Matlab kdrnyezetben irt koddal
olvastuk be, és kirajzoltattuk vele az ammoniteszek spirdljainak 30 fokonként meghatarozott
pontjait. A kovetkezd 1épés az volt, hogy az altalunk korberajzolt spirdlokhoz megtalaljuk a
legjobban illeszkedd logaritmikus spiralt. Ehhez a Matlabban kodot készitettiink, ami a korlatos
optimalizalast megvaldsitd fmincon parancsra épiil. A kdd az (1) egyenletben szerepld, legjobb
a és b paraméterértékeket adja vissza, ahol a mérésekben szerepld (X, ¥) koordinatak és az
(a,b) parral jellemezhetd logaritmikus spiral (x,y) koordinatai (9. dbra) kozotti négyzetes R

eltérés minimalis:

R = Z@ —x)2+ @, — )% )

ahol az Osszegzést a spiralhoz tartozd 0sszes pontra szamitjuk (a pontok szama spiradlonként
valtozo, jellemzden 15 és 40 kozotti szam). Az illesztések az 1. mellékletben, az illesztett
értékek a 2. melléklet 1. tablazatdban (itt az R értékeket R/ jeloli), a Matlab kod a 3.

mellékletben megtekinthetdek.
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9. abra. lllesztés

piros: ammonitesz spirdljanak pontjai
kek: illesztett logaritmikus spiral pontjai

(Az abran a 14. szamu spiral lathato.)
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4. Eredmények

4.1. Egyszerli logaritmikus spiral illesztése

Az 3.3. alfejezetben ismertetett illesztéssel kapott (a,b) paramétereket egy diagramon
abrazoltuk (/0. abra). Ebbdl érdekes kovetkeztetések vonhatok le. Egyrészrol, az a paraméter
értékei nagy szorast mutatnak: 0,0005 < a < 0,012. Ez a 2.1. alfejezetben irtak alapjan annyit
jelent, hogy a vizsgalt ammoniteszek mérete valtozatos. Sokkal érdekesebb a spiralist jellemz6
b paraméter: ennek értéke egy sziik tartoméanyon beliil mozog. Atlagosan =0,1329, 0,0478
szoras mellett. Ennek magyarazata meghaladna dolgozatunk kereteit, a biologiai

szakirodalomban [12] ma is nyitott kérdésekhez vezet.

a, b paraméterek

10. dbra. Mode-1 illesztés a és b paraméterei

Az illesztési eredmények azt mutatjak, hogy valoban kis kiilonbség van a mért és az elméleti
spiral kozott, azonban Aaltalanosan megfigyelheté egyfajta ,hullamzas”: a megfigyelt
ammoniteszhdzak kozépvonalai szakaszonként hol kiviilrél, hol beliilrél kozelitenek a

logaritmikus spiralhoz (/1. abra). A célunk mostantol ezen eltérés vizsgalata.

13
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11. abra. Altalanosan megfigyelhetd , hulldmzas™ a két spiral pontjai kozott
(Az abran az 1. szamu spiral lathato.)

4.2. Osszetett illesztések

Az eltérés okara hipotéziseket allitottunk fel. Az elsé hipotézis szerint az eltérés oka
alapvetéen geometriai: a mészkObe kovesedett hazak esetleges deformalodéasa
(6sszenyomoddasa, nyuldsa) és a metszosik térbeli helyzete. Ennek megfelel6en kiegészitettiik
a Matlab kodot. A 3.3. alfejezetben ismertetett illesztést mostantél 1. tipustt (mode-1)
illesztésnek nevezziik. A 2. tipusu (mode-2) illesztés esetén az (a,b) paraméterparon kiviil
tovabbi 4 paramétert vezettiink be: a y sz0g a vizszintes x-tengelyhez képest azt az irdnyt adja
meg, amely iranyban s mértékii nyulast alkalmazunk (itt s=1 felel meg az eredeti alaknak).
Tovabba, az « és a [ szogek a format az x és y tengelyek koriil merevtest-szertien forgatjak

(12. abra). Tehat a mode-2 illesztésnél az (a,b, o, 3,;5) paraméterek terében torténik az illesztés.

12. abra. Nyujtas, illetve x €s y tengely koriili forgatasok
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Az illesztést minden felmért spiralra elvégeztiik, az eredmények a 2. melléklet 2.
tablazataban lathatoak. Megfigyelhetd, hogy a mode-1 és mode-2 illesztések (a,b) eredményei
kozel esnek egymashoz, és a négyzetes hibat jellemzd R2 érték mode-2 esetén kisebb (a
nagyobb szabadsagfok miatt ez egyaltalan nem meglepd). Azonban az R2 értékben vart javulas
nem jelentds, a mért és szdmitott értékek kozotti ,,hullamzas” megmaradt (/3. (a) és (b) dbra).
Ez arra utal, hogy a mért alak nem egy véletlenszerli zajjal terhelt logaritmikus spiral alakzat.
Ebbdl arra kovetkeztettiink, hogy elsésorban nem a deformacio és a szilardtest-szerli mozgasok
allnak az eltérés hatterében.

A masodik hipotézis szerint a mért forma egy perturbalt logaritmikus spiral, ahol az a
paraméter a novekedés folyaman nem allando. A feladat forgasi jellegét kihasznalva a masodik

hipotézis megfogalmazhat6 az (1) egyenlet modositasaval, a kdvetkezd modon:
r=(a+ay-cos(c - (6 —6)))-e??. 9)

Itt a» és 6, rogzitett paraméterek. Ezt mode-3 tipusu illesztésnek neveztik el, itt a
(a,az,b,c;,0,) paramétertér 6t dimenziods. Ezen illesztést is minden megfigyelt alakra elvégeztiik,
az eredmények a 2. melléklet 3. tablazataban lathatoak. Megfigyelhetd, hogy a mode-3 ¢és
mode-1 illesztések (a,b) eredményei kozel esnek egymashoz, és a négyzetes hibat jellemz6 R3
érték mode-3 esetén kisebb, mind a mode-1, mind a mode-2 eredményekhez képest. Azonban
az R3 értékben vart javulds tovabbra sem jelentds: a mért és szamitott értékek kozotti

,hullamzas™ is megmaradt (/3. (a) és (c) abra).

(a) Mode-1 (b) Mode-2 (c) Mode-3
(a,b) =(0.0022, 0.1968) (a,b) =(0.0021, 0.1957) (a,b) =(0.0017, 0.2254)
RI1=7.43107 R2=16.16-10" RI=2.22-10"

13. abra. Illesztések a harom esetben

(Az abran a 10. szamu spiral lathato.)

15



4.3. A novekedési folyamatot leir6 matematikai modell

Felmertil tehat, hogy més magyarazza a szisztematikus eltérést, igy a harmadik hipotézis
szerint a hullamzas valamilyen modon a novekedés kovetkezménye, és a format megado
képletek egyszerli modositasdval nem allithatd eld. Ennek illusztralasara egy matematikai
modellt mutatunk be, amely az adatainkban mutatkoz6 eltéréshez hasonlé eredményre vezet.

A modell felallitasa a kdvetkez6 gondolatmenet szerint alakult. Lattuk, hogy a logaritmikus
spiral gorbiilete és gorbiiletének valtozasa konnyen kifejezhetd a spiral kozponti szogének (6)
segitségével. Definicio szerint a k gorbiilet az érintd iranyanak s ivhossz szerinti megvaltozasa.

Tehat:

dg do
ke=—o= o=k exp(=b-0), (10) ]
ahol a masodik egyenldség a 2.1 fejezet szerinti, /—
o
érintd ¢és a sugar kozotti allandé o szog i Bo

kovetkezménye, a harmadik egyenldség pedig a

(7) egyenlettel azonos. Szamitsuk ki a gorbiilet

kozponti szdg szerinti derivaltjat! Ez nem mas,
mint:

14. abra. f§ és 0 ivhossz szerinti
dx

-5 = —b -k exp(—b-0) = —b k. (11) megvaltozasa azonos

A ndvekedés szempontjabol azonban nem a kdzéppontbol huzott » sugarnak és € kdzponti
szogének van jelentdsége, hanem a pillanatnyi helyzetben kell a helyes gorbiiletvaltozasnak
megfelelden épiteni a héjat. Azaz a gorbiilet ivhossz szerinti megvaltozasara van sziikségiink.
Ez utébbit a lancszabaly szerint a kdvetkezoképpen fejezhetjiik ki:

T .2
45 do ds - b

ahol a masodik egyenléség a gorbiilet definiciojabol kovetkezik. Ez egy nemlinearis
kozonséges differencidlegyenlet, aminek létezik zart alaki megoldasa. Feltéve, hogy
0=0 helyen a gorbiilet a (10) egyenletben szerepld k,, akkor a gorbiilet az s ivhossz

fiiggvényében:

= 1" (13)
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Feltételezziik, hogy az ammoniteszek genetikdjaba kodolva van egy idedlis spiral alak, tehat
egy b; paraméter, amelyet novekedése soran kdvetni probal. (Mint lattuk, az 6sszes mért alaknal
a b paraméter értéke kozel azonos, ez aldtdmasztja feltételezésiinket.) Azt gondoljuk, hogy az
ammoniteszek olyan moddon ndvekednek, hogy mindig egy, az iv kordbbi szakaszan
ténylegesen megvalosult b értéket hasonlitanak Ossze az elvart b-vel, és ennek megfeleléen

korrigalnak a kovetkezd szakaszra nézve (15. abra).

15. dbra. A novekedési modellben cél az allandd b; paraméterérték elérése
olyan modon, hogy az éppen épités alatt all6 szakasz (helye: s) esetén
a b értékét a korabbi s1 pontban megvalosult b és by eltérése hatarozza meg.

A modell tehat a b paraméterre vonatkozo késleltetett differencidlegyenletet ad meg:

T = (b —b(s — ), (14)
ahol s1 a késleltetés mértéke, y pedig a szabalyozas erdsségét jelzd paraméter. A modellt
szimulalo kéd a 3. melléklet 5. oldalan talalhatd. A 16. abran lathaté 5=0.20, y = 30 és
51=0.05 paraméterekhez tartozé eredmény (a szamitdsban a kirajzolashoz a=1, a spirdl teljes
hossza pedig 1, azaz s € [0,1]). A 16. (a) abran az idealis (kék gorbe) és a modell szerint
novekedd spirdlalak (piros gorbe) lathato, a 16. (b) adbran pedig a b paraméter valtozasat
kovethetjiik s ivhossz szerint. A modell akkor egyértelmii, ha az iv kezdeti, s € [0, s4]
hosszusagl szakaszan a b paraméter adott, ezt a kod véletlenszertien veszi fel, b; /2 varhato
érték mellett. A numerikus eredményben jol lathaté a mérésekben megfigyelhet hasonlo
,hullamzas”, ami a modellben a b paraméter ingadozasanak kovetkezménye. Természetesen
kicsiny y esetén a modellben b az elvart b; értékhez konvergal, elegendéen nagy y pedig

véletlenszerli ingadozasokat eredményez.
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comparison of perfect and grown spirals
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16. abra. A (14) egyenlettel adott modell szimulacios

eredményei b=0.20, y = 30 és s1
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5. Osszefoglalas, kitekintés és tovabbi kérdések

A BME K ¢épiilet auldjanak mészkdburkolatdban fellelhetd ammonitesz koviiletek spiralis
alakjat elemeztiik. Osszesen 39 hasznilhato alakot dolgoztunk fel digitdlisan. Matlab
kornyezetben irt kod segitségével a héjak kdozépvonalat jellemz0 adatsorra legjobban illeszkedd
logaritmikus spirdlokat hataroztunk meg.

A mért és az illesztett spirdlok kozotti eltérések nem tlinnek jelentdsnek, azonban
mindegyik mintanal észrevehetd egyfajta ,,hullamzas”, ami arra utal, hogy az eltérés nem
véletlenszeri. Ez a megfigyelés tovabbi kérdéseket vont maga utan. Hipotéziseket allitottunk
fel a szisztematikus eltérés magyardzatara. Sem a merevtestszeri mozgasok, sem a
deformdlodas nem adott kielégitd magyarazatot a jelenségre, igy arra jutottunk, hogy az a h¢;
novekedési folyamataval fiigghet 6ssze. Egy, a meghatarozo paraméter idofejlodését késleltetett
differencialegyenlettel megadd matematikai modell az illesztéseknél tapasztaltakhoz hasonlo
eredményekre vezet, azaz az ideélis alakhoz képest a modell szerinti alak hosszabb szakaszon
kiviil, illetve beliil helyezkedik el. A modell geometriai szempontbo6l a megfigyelt eltéréshez
kozeli eredményt ad, tovabbi vizsgalata paleontologus szakértok bevonasat igényli.

A természetben megtalalhat6 logaritmikus spirdlok az emlitetteken kiviil is szadmos kérdést
felvetnek. Az ammoniteszek hazahoz nagyon hasonlit6 szarazfoldi csigadk haza is feliilnézetben
logaritmikus spirdlhoz kozelitenek. Novekedésiik viszont nem sikban, hanem térben torténik.
Miért igy alakult ki ez a folyamat egy masik fajndl? Van-e ennek koze ahhoz, hogy a csigdk
jellemzden szarazfoldi ¢életet ¢lnek? Vajon a csigahédzak feliilnézetére illesztett logaritmikus
spiralokkal is hasonlot tapasztalhatunk, mint az ammonitesz hazak esetében?

A tovabbi spiralt leiro jelenségek szabalyossdganak vizsgalata is érdekes feladat. A csigak
1éptékénél joval nagyobb ciklonok is egy térbeli spirdlt rajzolnak ki, amelyeknek feliilnézetére
szintén logaritmikus spiralt lehet illeszteni. Ezeknél az illesztéseknél is ugyanazokat az
eredményeket lathatjuk? Hogy lehetséges, hogy latszélag ennyire kiillonbozé folyamatok

ugyanazt a format eredményezik?
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1. melléklet - Abragyiijtemény az aula ammoniteszeir6l
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2. melléklet - Tablazatok az illesztesi eredményekrol

1. tablazat - egyszerii illesztés (mode-1)

spiral a b R1 pontok szama R1/pontok szdma

1 0,0057 0,0918  6,50E-05 33 1,97E-06
2 0,0028 0,1412  1,33E-05 33 4,04E-07
3 0,0054  0,1893  9,44E-05 23 4,10E-06
4 0,0012  0,1554  1,48E-05 35 4,22E-07
5 0,0007 0,1618  1,93E-05 26 7,42E-07
6 0,0014 0,1157  8,00E-06 35 2,29E-07
8 0,007 0,1679  2,89E-04 25 1,16E-05
9 0,0019 0,1439  7,90E-06 33 2,39E-07
10 0,0022 0,1968  7,43E-05 21 3,54E-06
11 0,0006 0,3098  2,62E-05 14 1,87€-06
12 0,0029  0,0212 7,62E-05 17 4,49€-06
13 0,001 0,1614  1,75E-05 29 6,05€-07
14 0,0044 0,1367  1,68E-05 35 4,81E-07
15 0,002 0,1078  6,46E-05 41 1,58E-06
16 0,0017 0,0139 1,67E-05 33 5,05E-07
17 0,0006 0,1523  1,06E-05 35 3,04E-07
18 0,0021 0,1326  2,18E-05 22 9,91E-07
19 0,0023 0,1409  3,39€e-05 25 1,36E-06
20 0,0028  0,1282  1,49E-05 30 4,96E-07
21 0,0015 0,115 1,11E-05 40 2,78E-07
22 0,0008 0,1271  2,62E-06 37 7,09E-08
23 0,0023  0,1297 1,60E-05 26 6,17€-07
25 0,0008 0,1293  8,30E-07 29 2,86E-08
26 0,0005 0,1206  2,48E-06 35 7,08E-08
27 0,0005  0,1303 5,98E-06 31 1,93e-07
28 0,0013  0,1426  4,51E-06 21 2,15E-07
30 0,0052  0,1109 1,30E-04 28 4,64E-06
31 0,0022 0,1194  8,61E-06 23 3,74E-07
32 0,0013  0,1405 6,66E-06 31 2,15€-07
33 0,0069 0,0809  9,74E-05 17 5,73E-06
34 0,0052 0,0935  3,69E-05 42 8,78E-07
35 0,0087 0,0818  7,94E-05 24 3,31E-06
37 0,0075 0,1347  3,17E-05 20 1,59E-06
38 0,0102 0,104 8,80E-05 23 3,83E-06
39 0,0029 0,1552  2,65E-05 35 7,57E-07
42 0,0043 0,176 4,24E-05 15 2,82E-06
43 0,0037 0,1244 3,61E-06 15 2,41E-07
44 0,0114 0,1117  7,63E-05 16 4,77E-06
45 0,0024 0,1872  9,63E-06 16 6,02E-07




2. tablazat - Gsszetett illesztés az elso hipotézis szerint (mode-2)

spiral a b alpha beta gamma s R2 R1-R2

1 0,0057 0,0918 0 0 0,0003 1,0062 6,49E-05 8,00E-08

2 0,0028 0,1413 0 0 -0,0004 0,9836 1,32E-05 1,50E-07

3 0,0049 0,1938 0 0 0,0046 0,901 5,18E-05 4,26E-05

4 0,0012 0,1553 0 0 -0,0001 1,0371 1,42E-05 5,25E-07

5 0,0006 0,1642 0 0 0,0002 0,9153 1,67E-05 2,63E-06

6 0,0014 0,1156 0 0 0 0,9754 7,85E-06 1,51E-07

8 0,0067 0,1663 0 0 -0,0049 0,9024  2,44E-04 4,50E-05

9 0,0019 0,1444 0 0 -0,0008 1,0462 7,00E-06 8,93E-07
10 0,0021 0,1957 0 0 0,0027 0,9039 6,16E-05 1,27E-05
11 0,0006 0,3121 0 0 0,0005 1,0254 2,59E-05 2,85E-07
12 0,0016 0,2356 0 0 -0,0032 0,9048 6,67E-05 9,52E-06
13 0,0011 0,1624 0 0 0,0009 1,0535 1,62E-05 1,34E-06
14 0,0043 0,1364 0 0 0,0012 0,9781 1,62E-05 6,94E-07
15 0,002 0,1074 0 0 0,0025 0,9659 6,32E-05 1,40E-06
16 0,0013 0,152 0 0 0 0,9779 1,63E-05 3,67E-07
17 0,0017 0,1516 0 0 0 1,0189 1,05E-05 1,07E-07
18 0,0021 0,1326 0 0 0 0,9999  2,18E-05 0,00E+00
19 0,0021 0,1432 0 0 -0,0004 09279  2,95E-05 4,45E-06
20 0,0027 0,1288 0 0 -0,0009 0,9268 1,32E-05 1,65E-06
21 0,0015 0,1151 0 0 0,0001 1,0233  1,09e-05 2,38E-07
22 0,0008 0,1263 0 0 0 0,9909 2,59E-06 3,13E-08
23 0,0023 0,1299 0 0 0 1,0084 1,60E-05 2,70E-08
25 0,0008 0,1294 0 0 0 1,0072 8,27e-07 2,91E-09
26 0,0005 0,1222 0 0 0 0,9559  2,23E-06 2,49E-07
27 0,0005 0,1312 0 0 -0,0002 1,023 5,84E-06 1,39E-07
28 0,0013 0,1424 0 0 0 0,9877 4,50E-06 1,62E-08
30 0,0053 0,111 0 0 -0,0012 1,01 1,30E-04 2,00E-07
31 0,0022 0,1193 0 0 0,0001 09962 8,61E-06 4,50E-09
32 0,0013 0,1411 ] 0 -0,0007 0,9608 5,70E-06 9,58E-07
33 0,0069 0,0787 0 0 0,0006 0,942  9,55E-05 1,90E-06
34 0,0052 0,0935 0 0 0 1,001  3,69E-05 1,00E-09
35 0,0084 0,0822 0 0 0,0006 0,9345 7,57E-05 3,77E-06
37 0,0076 0,1344 0 0 0 1 3,17E-05 4,00E-08
38 0,0103 0,1035 0 0 1] 0,9945 B,65E-05 1,54E-06
39 0,0029 0,1554 0 0 0 1,0264 2,49E-05 1,65E-06
42 0,004 0,177 0 0 0,002 0,918  3,50E-05 7,36E-06
43 0,0037 0,1242 0 0 0 0,9943 3,60E-06 9,80E-09
44 0,0132 0,0099 0 0 -0,0006 0,9048 6,07E-05 1,56E-05
45 0,0023 0,1867 0 0 -0,0016  0,9637 8,80E-06 8,25E-07




3. tablazat - dsszetett illesztés a masodik hipotézis szerint (mode-3)

spiral a b a2 theta0 cf R3 R1-R3 R2-R3
1 0,0055 0,0944 0,0002 -3,0718  0,5379 5,72E-05 7,74E-06  7,67E-06
2 0,0027 0,1449 0,0001 -2,4634 00,5272 1,29E-05 4,91E-07 3,41E-07
3 0,0059 0,1763 0,0005 2,8581 0,998 7,12E-05 2,32E-05 -1,94E-05
4 0,0011 0,1584 0,0001 -2,174 0,4181 1,28E-05 1,95e-06 1,43E-06
5 0,0004 0,1996 0,0001 -0,0218  0,7456 1,48E-06 1,78E-05  1,52E-05
6 0,0013 0,1214 0,0001 -2,459 0,535 4,66E-06 3,34E-06  3,19E-06
8 0,0064 0,1808 0,0008 -2,2915 0,7213 1,51E-04 1,38E-04 9,30E-05
9 0,0021 0,133 0,0002 0,0162 0,4037 5,96E-06 1,94E-06  1,04E-06
10 0,0017 0,2254 0,0003 0,078 0,9181 2,22E-05 5,21E-05  3,94E-05
11 0,0016 0,2014 0,0006 -2,9098 0,7169 5,26E-06 2,09E-05 2,06E-05
12 0,0027 0,022 0,0002 -0,0049 0,2456 7,11E-05 5,14E-06  -4,38E-06
13 0,0009 0,1718 0,0001 -2,4753 0,5792 1,43E-05 3,20E-06  1,86E-06
14 0,0042 0,1395 0,0002 -2,3998  0,4245 9,11E-06 7,74E-06  7,04E-06
15 0,0018 0,1133 0,0001 -1,6919 0,4527 5,44E-05 1,02E-05 8,83E-06
16 0,0017 0,014 0,0002 0,0506 0,9949 4,90E-06 1,18E-05 1,14E-05
17 0,0002 0,2352 0,0001 1,2994 0,1849 4,98E-06 5,65E-06  5,54E-06
18 0,0011 0,1956 0,0003 2,8504 0,4267 1,45E-05 7,31E-06  7,31E-06
19 0,0019 0,1547 0,0002 -2,0254 0,6877 1,46E-05 1,93E-05 1,49E-05
20 0,0025 0,1479 0,0004 -0,0128 0,6895 3,73E-06 1,12E-05 9,50E-06
21 0,0015 0,1151 0,0001 -0,3152  0,7228 1,03E-05 8,00E-07 5,62E-07
22 0,0007 1,1381 0,0001 -1,3878 0,519 1,84E-06 7,85E-07  7,54E-07
23 0,0021 0,1388 0,0002 -1,9396 0,6348 3,88E-06 1,22E-05 1,21E-05
25 0,0004 0,2371 0,0002 0,0886 0,1817 4,58E-07 3,72e-07  3,69E-07
26 0,0004 0,134 0,0001 -1,7102  0,5304 1,62E-06 8,54E-07  6,05E-07
27 0,0005 0,1366 0 -1,9864 0,6091 5,38E-06 6,04E-07  4,65E-07
28 0,0004 0,1899 0,0005 -0,4782 0,1706 2,95E-06 1,57E-06  1,55E-06
30 0,0046 0,1229 0,0006 -2,2676 0,6373 4,21E-05 8,77e-05  8,75E-05
31 0,0024 0,1122 0,0002 2,9906 0,8384 5,41E-06 3,20E-06  3,20E-06
32 0,0013 0,1414 0,0001 2,5504 0,8732 4,90E-06 1,76E-06  7,99E-07
33 0,0042 0,1378 0,0012 2,9652 0,7644 1,83E-05 7,91E-05  7,72E-05
34 0,005 0,0979 0,0003 -3,0337  0,3948 2,65E-05 1,03E-05  1,03E-05
35 0,0048 0,1412 0,0028 -0,8906 0,1435 7,18E-05 7,62E-06  3,85E-06
37 0,0031 0,2682 0,0017 -1,4317 0,2488 2,23E-05 9,43E-06 9,39E-06
38 0,0095 0,1125 0,0009 0,4036 0,9695 2,37E-05 6,43E-05  6,28E-05
39 0,0021 0,1973 0,0007 -0,7323  0,1693 1,78E-05 8,74E-06  7,08E-06
42 0,0035 0,2017 0,0004 -2,6462 09915 5,56E-06 3,68E-05  2,94E-05
43 0,0018 0,2001 0,0004 1,2121 0,5159 4,71E-07 3,14E-06  3,13E-06
44 0,0097 0,1394 0,0015 3,1188 0,8848 1,39E-05 6,25E-05  4,68E-05
45 0,0022 0,1957 0,0002 0,9945 0,673 4,34E-06 5,29E-06  4,46E-06




3. melléklet - A Matlab kérnyezetben irt kodok

A mimimalizalas(n) parancesal hivhato a kod, a beolvasott spiralt jellemzo dxf fajlt az illesztes.m fajl fejlécében kell megadmni.
A 3.kod a 4.3 fejezetben ismertetett matematikai modell.

function [z]=minimalizalas (mode)

%mode=1: logaritmikus spiral illesztése
& forgatds és skalazas is szerepel az optimalizalasban

fmode=3: perturbalt logaritmikus spiral

if nargin<l mode=1; end
opts=optimset ('Display’', 'iter'};

if mode==
z0=[0.01, 0.01];
z=fmincon(@(z)illesztes(z),z0,[]1,[1,(],[),[1e-6,1e-6],[1le3,1e3], [],opts)
R=illesztes(z)
elseif mode==
z0=[0.007, 0.015, le-4, le-4, le-4,0.99];
z=fmincon(@(z)illesztes(z),z0,[1,01,[1,[1,[1e-6,1e-6,-1e-2,-1e-2,-1e-2,0.9],[1e3,1e3,1e-2,1e~-2,1e-K
2110 [ )r0pts)
R=illesztes(z)
elseif mode==
z0=[0.007, 0.2, 0.0008, -0.45, 0.35];
z=fmincon{@({z)illesztes(z),2z0,I[1,[1,[1,[1,[1e-6,1e-6,1e-6,-pi,0.1],[1le3,1e3,1e-0,pi,1]1,[],0pts)
R=illesztes(z)
end



function [R,A]=illesztes(z,filename)

close all;

if nargin<2
filename="38.dxf"';
end
if nargin<l z=[0.0028, 0.1282]; end

a=z(1);
b=z (2);

if max(sizelz})==
a2=z (3):
thetalO=z(4);
cf=z(5);

end

% dxf beclvasédsa és pontjainak matrixba rendezése
dxf = DXFtool (filename);
A=[]:
for i=l:size(dxf.entities, 2)
if max(size(dxf.entities(i).line) )>0
A=[A;dxf.entities(i).linel;
end
i;
end

% ismétldds és [0,0] pontok eltavolitédsa a matrixbdl
Al2=RA(:,[1,2]):
B34=A(:,[3,4]1);
A=[Al12;A34];
C=A;
for i=l:size(A)
for j=i+l:size(d)
if abs(C(j,1)-A(i,1))<0.000001 && abs(C(j,2)-A(i,2))<0.000001 %&& abs(i-j)>0
C(j,:)=[0,01;
end
end
end
V=[]:
for i=l:size(C)
if abs(C(i,1))<0.0001 && abs(C(i,2))<0.0001
V=[V:;il;
end
end
C(V,:)=I[1;
pontok=size (C);

% elsd elem megkeresése
vmin=C(1l,:);
index=1;
for i=l:size(C,1)
vminnegyzet=vmin."2;
vminhossz=sqgrt (vminnegyzet (1) +vminnegyzet (2));
vektornegyzet=C(i,:) ."2;
vektorhossz=sqgrt (vektornegyzet (1) +vektornegyzet (2));
if vektorhossz<vminhossz
vmin=C (i, :);
index=1i;
end
end
vmin;
index;
D=[];
D(1, :)=vmin;
C({index, :)=I[1;



% pontok sorbarendezése
for i=2:(size(C,1)+1)
indexkovetkezo=i;
vkulonbseghosszmin=1000;
for j=1:size(C,1)
vkulonbseg=C{j,:)=D{i-1,:};
vkulonbsegnegyzet=vkulonbseg."2;
vkulonbseghossz=sgrt (vkulonbsegnegyzet (1) +vkulonbsegnegyzet (2) ) ;

szorzas=C{j,:).*D{i-1,:);

skalar=szorzas(l)+szorzas(2);

vZ2negyzet=C(j,:})."2;

vZzhossz=sqrt (v2Znegyzet (1) +v2negyzet (2) ) ;

vlinegyzet=D(i-1,:)."2;

vlhossz=sqrt (vinegyzet (1) +vlinegyzet (2)):;

cosinusfi=skalar/(vZhossz*vlhossz);

if cosinusfi>0.99
vkulonbseghossz=1000000;

end % azonos iranyba esd pontok kizarva

if wkulonbseghossz<vkulonbseghosszmin
vkulonbseghosszmin=vkulonbseghossz;
vkovetkezo=C(j,:);
indexkovetkezo=7j;
end
end
D(i, :)=vkovetkezo;
C(indexkovetkezo, :)=[1];

x = D{:,1):
y = D(:,2);

% dontés és skalazas

if max(size(z))==
alpha=z (3);
beta=z (4);
gam=z(5) ;
sl=z (6);
Rl=[1 0 0; 0 cos({alpha) sinf{alpha); 0 -sin{alpha) cos{alpha}l:
RZ=[cos (beta) 0 sin(beta); 0 1 0; -sin{beta) 0 cos{beta)];
R3=[cos (gam) sin{gam) 0; -sin{gam) cosf{gam) 0; 0 0 1];
Sl1=[s1 00 ; 01 0; 00 1;1;
X=[x';y';zeros (1, max (size(x)))]1;
X1=R2*R1*R3'"*S1*R3*X;
%={X1(1,:))"':
y={(X1(2,:))"';

end

[theta,rhe] = cartZpol(x,y);

% ellentétes iranyl csavarodas kezelése

if theta({2)>theta(3)
$display('csavarodasi irany forditva');
theta=-theta;
theta (theta<0)=theta {theta<0)+2*pi;

end

fi=theta;

delta=0;

di(1)=0;

close all

for i=2:max(size(fi))

Iif Fifi)<Eiti-1)
delta=delta+2+*pi;

end
di (i)=delta;

end

fi=fi+di';

close all



% szintetikus alak
if max(size(z})==
r=(at+aZ*cos(cf*(£fi-£fi(1l)-thetal))) .*exp(b*£fi);
else
r=a.*exp(b*fi);
end

% eredeti és illesztett spiré&l kirajzoléasa
polarplot(fi,r,'o')

held on

poelarplot{fi,rho,'ro");

% a két spiral pontjai kdzdtti hibaértékek tsszege
E=(r-rho)."2;
R=sum(R) ;



function Model

bt=0.20; $Target b value in r=a*exp(b*phi);
ds=1/200; 2Increment in arclength
al=0:ds:1.0; %Total discretized perimeter

M=10; £Number of random initial wvalues
N=max(size(al)); ENumber of points along the curve

b(l:M+1)=bt/2*rand(1,M+1)+bt/2; %Random initial wvalues

for i=M+1:N-1
b(i+1l)=b(i)}+30*(bt-b(i-M)) *ds;

end

r0(1)=0.1; %Initial radii
r1(l)=0.1;

phi0 (1)=0; %Initial directions

phil (1)=0;
k0(1)=1/0.1/sgrt(1+bt"2); %Initial curvatures
k1(1)=1/0.1/sgrt(1+bt"2);

%Computing the logarithmic spirals in natural parametrization
for i=1:N-1
r0(i+1)=bt/sqrt (1+bt"2) *ds+r0(i);
rl{i+l)=b(i)/sqgrt (1+b(i)."2)*ds+rl(i);
kO (i+1)=1/(bt*al (i)+1/k0 (1)) *ds+k0(i);
k1(i+1)=1/(b(i)*al(i)+1/k1 (1)) *ds+kl{i);
phi0 (i+1)=k0 (i) *ds+phi0 (i) ;
phil (i+1)=k1(i)*ds+phil(i);
end

figure (1}
plot{al,b, "k")
title('synthetic parameter b')

figure(2)

polarplot(phi0,r0, 'b")

hold on

polarplot{phil,rl,'r")

title('comparison of perfect and grown spirals')



