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Absztrakt

Ha egy P konvex poliédernek f lapja és v csucsa, valamint S stabil és U instabil egyensulyi
pontja van, akkor azt mondjuk, hogy P az (f,v)¢ els6dleges kombinatorikai osztalyba és az
(S, U)E elsédleges egyensulyi osztalyba tartozik. Az elsédleges kombinatorikai osztaly azonban
nem hatdrozza meg a poliéder lapszerkezetét: az 1. dbran a (6,8)¢ osztély két eleme lathato,
melyek lapszerkezete szemmel lathatdan eltér. Azonos lapszerkezettel rendelkez6 konvex
poliéderek halmaza alkot egy masodlagos kombinatorikai osztalyt.

1. &bra: két poliéder a (6,8)¢ elsédleges kombinatorikai osztalybdl. Figyeljik meg az
eltérd lapszerkezetet.

Ha f = S és v = U, akkor azt mondjuk, hogy P egy minimdlpoliéder. Ismert [1], hogy minden
els6dleges kombinatorikai osztalyban |étezik homogén anyageloszlasi minimalpoliéder,
azonban a masodlagos kombinatorikai osztalyokra vonatkozdan ez csak egy sejtés [1].

Dolgozatom célja, hogy specidlis, ugynevezett kanonikus poliéderek numerikus vizsgdlatan
keresztill ezt a sejtést jobban megismerjem.

Poliéder kozépgombjének nevezzik azt a gombot, amelynek a poliéder minden éle érintdje.
Minden masodlagos osztdlyban létezik olyan poliéder, amelynek van kdzépgombje, ezeket
Koebe-poliédereknek nevezziik [2]. Ha egy Koebe-poliéderre igaz, hogy (a) kdzépgdmbje
egységgdmb és (b) az érintési pontokba egységnyi tomeget helyezve a poliéder sulypontja
megegyezik a kozépgdmb kozéppontjaval, akkor ezt a poliédert kanonikus poliédernek
nevezzik. Ismert, hogy minden mdsodlagos osztdlyban Iétezik kanonikus poliéder [3].

Dolgozatomban az f + v < 15 egyenl6tlenség altal jellemzett 12 darab elsédleges
kombinatorikai osztdlyhoz tartozdé 44 darab masodlagos kombinatorikai osztaly kanonikus
poliédereit vizsgdltam homogén anyageloszlast feltételezve, és megadllapitottam, hogy ezek
kozil 43 minimalpoliéder, 1 pedig nem az.
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Abstract

If a convex polyhedron P has f faces and v vertexes, and S stable and U unstable equilibrium
points, then we say that P belongs to the primary combinatorial class (f, 7)¢ and the primary
equilibrium class (S, U)E. However, the primary combinatorial class does not determine the
face structure of the polyhedron: Figure 1 shows two elements of the class (6,8)¢ which have
visually different face structures. A set of convex polyhedra with the same face structure forms
a secondary combinatorial class.

Figure 1: Two polyhedra from the primary combinatorial class (6,8)¢.0bserve the different
face structure.

If f =S and v = U, then we say that P is a minimal polyhedron. It is known [1] that for every
primary combinatorial class there exists a minimal polyhedron with homogeneous material
distribution, but for secondary combinatorial classes this is only a conjecture [1].

The aim of my thesis is to gain a better understanding of this conjecture through a numerical
study of special, so-called canonical polyhedron.

The midsphere of a polyhedron is the sphere to which all the edges of the polyhedron are
tangent. There are polyhedra of every secondary class that have a midsphere, these are called
Koebe polyhedra [2]. If it is true for a Koebe polyhedron that (a) its midsphere is a unit sphere
and (b) the centre of gravity of the polyhedron (when the tangency points carry unit mass), is
the same as the centre of the centre sphere, then this polyhedron is called a canonical
polyhedron. It is known that a canonical polyhedron exist in every secondary class [3].

In my thesis, | investigated the canonical polyhedron of 44 secondary combinatorial classes
belonging to the 12 primary combinatorial classes characterized by the inequality f + v < 15,
assuming a homogeneous material distribution, and found that 43 of them are minimal
polyhedron and 1 is not.
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1. Bevezetés

1. Definicio:

Konvex poliédernek neveziink egy olyan P testet, amely véges sok zart féltér metszeteként all
el6, amennyiben P korlatos és bels6 ponttal rendelkezik [4].

Dolgozatomban kizardlag konvex poliéderekkel foglalkozom, ha tehat egy poliéder esetén nincs
kikotve a konvexitas, azt kilén meg fogom emliteni. Konvex poliéderekkel jol kozelithet6
testekkel minden nap taldlkozunk. Példanak okaért a szilikatok épitGeleme a szilikat tetraéder,
a kovek és szikldk egy része poliéderre emlékeztet, sok dragakdé poliéderhez kozeli format
mutat, a szekrények, kdnyvek, hazak altaldban szintén poliéderrel kozelithet6 formajuak. Mivel
elemi szinten életlink részét képezik a konvex poliéderek, ezért a tobb tudomanyterileten
belil is fontos modellként bukkannak fel. A konvex poliéderek szamos érdekes geometriai
tulajdonsaggal rendelkeznek, ezek koziil azonban jelen dolgozatban kett6t fogunk kozelebbrdl
vizsgalni: mennyi lapja, éle és csucsa, illetve mennyi stabil, nyereg tipusu vagy instabil
egyensulyi helyzete van.

Ha egy P konvex poliédernek f lapja és v cslcsa, valamint e éle van, akkor ezen mennyiségekre
teljesul [5] az Euler-tétel:

1) f+v=e+2.

Ha egy P konvex poliédernek S stabil és U instabil, valamint H nyereg tipusu egyensulyi pontja
van, akkor ezen mennyiségekre teljesiil [6] a Poincaré-Hopf tétel:

(2) S+U=H+2.

A fenti egyenl6ségek alapjan azt mondjuk egy P konvex poliéderrdl, ha f lapja és v csucsa,
valamint S stabil és U instabil egyensulyi pontja van, hogy P az (f,v)¢ els6dleges
kombinatorikai osztalyba és az (S, U)¥ elsédleges egyensulyi osztalyba tartozik.

Ernst Steinitz bizonyitotta [7] azt, hogy barmely, az (f, v)¢ els6dleges kombinatorikai osztalyba
tartozé konvex poliéderre teljesil az alabbi két egyenl6tlenség:

@ fzi+2,v=2l+2

Ennek alapjan megdllapithatd, hogy mely elsédleges kombinatorikai osztalyba tartoznak
poliéderek és melyekbe nem (1. dbra).
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9

1. dbra: (f, )¢ elsédleges kombinatorikai tablazat részlete. A (3) 6sszefliggések
alapjan meghatdrozhaté a tablazatban, hogy mely f és v érték esetén létezik
(feketével), illetve nem létezik (fehérrel) poliéder.

Az els6dleges osztalyok ismerete azonban még kevés a poliéderek teljes
kombinatorikaileirdsahoz, ugyanis azonos (f, V)¢ elsédleges kombinatorikai osztalyhoz tartozé
poliéderek lapszerkezete eltérhet. A 2. dbran a (7,6)¢ osztily két eleme lathatd, melyek
lapszerkezete szemmel lathatoan eltér.

2. Definicié:

Azonos lapszerkezettel rendelkezd konvex poliéderek halmaza alkot egy madsodlagos
kombinatorikai osztalyt.

2. abra: Két poliéder a (7,6)¢ elsédleges kombinatorikai osztalybdl melyek
masodlagos kombinatorikai osztalya eltér.

6
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3. Definicié:
Ha egy konvex P poliéderre igaz, hogy f =S és v = U, akkor azt mondjuk, hogy P egy
minimdlpoliéder.

Ismert [1], hogy minden elsédleges kombinatorikai osztalyban létezik homogén anyageloszlasu
minimalpoliéder, azonban a masodlagos kombinatorikai osztalyokra vonatkozéan ez csak egy
sejtés [1].

Dolgozatomban ezen sejtést ismerem meg jobban az ugynevezett kanonikus poliéderek
numerikus vizsgalatan keresztul.
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2. A kanonikus poliéderek

4. Definicio:

Poliéder kdozépgombjének nevezziik azt a gdmbot, amelynek a poliéder minden éle érintdje.
5. definicid:

Egy P poliédert Koebe-poliédernek nevezziik, amennyiben létezik kozépgdmbije.

Ismert, hogy minden mdsodlagos osztalyban létezik Koebe-poliéder [2].

6. definicio:

Ha egy Koebe-poliéderre igaz, hogy (a) kozépgdmbje egységgémb és (b) az érintési pontokba

egységnyi tomeget helyezve a poliéder sulypontja megegyezik a kozépgdmb kdzéppontjaval,
akkor ezt a poliédert kanonikus poliédernek nevezziik.

Ismert, hogy minden masodlagos osztalyban |étezik kanonikus poliéder [3].

A platéni szabalyos testek kanonikus poliéderek, valamint mind az 6t testre igaz, hogy
minimalpoliéder.

Ezen elindulva dolgozatomban az f + v < 15 egyenl6tlenség altal jellemzett 12 darab
elsédleges kombinatorikai osztalyhoz tartozo P.J. Federico [8] altal ismertetett 44 darab
masodlagos kombinatorikai osztaly kanonikus poliédereinek egyensulyait vizsgaltam
homogén anyageloszlast feltételezve. Vajon ezekre a nem szabalyos kanonikus poliéderekre
is igaz-e, hogy minimalpoliéderek vagy sem? A 3. dbran ismertetem ezen 44 vizsgalt testet,
bemutatva élgrafjaikat.
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(4;4) (5;5) (5;6) (6;5)
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3. dbra: az dltalam vizsgalt 44 poliéder grafja. Lilaval, illetve kékkel az absztrakt 1. illetve a
dolgozat 2. abran szemléltetett poliéderek grafja lathatd. A pirossal szinezett grafhoz
tartozé kanonikus poliéder az egyetlen a 44 db kozil, amely nem minimdlpoliéder.

9
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3. A kdnonrdl

A kdnon sz06 jelentése zsindrmérték, valamiben kdvetendd, irdnyadd mérték, szabaly. A
klasszikus gorog szobrdszatban a tokéletesnek, eszményinek tartott emberi test ardnyainak
viszonyat, 0sszességét jelentette. A matematikdban, azon bellil a geometridban a kanonikus
poliédereknél is vélhet6en a ,legjobbra”, a ,legardnyosabbra”, vagy a , legszebbre” utalhat ez
a jelz6. Ezek a poliéderek sajat masodlagos kombinatorikus osztalyuknak egyedi,
megkulonboztetett képviseldi.

4. A poliéderek egyensulyainak vizsgalata

Konvex poliédereknek létezhet stabil egyensulya a lapjain, instabil egyensulya a csucsain,
illetve nyereg tipusu egyensulya az élein.
7. definicio:

Jelolje egy P poliédernek lapjait Fi (i=1,2,..f) jel6lje a poliéder sulypontjat S tovabba jeldlje az
S pont meréleges vetiiletét a lapok sikjaira S; . Azt mondjuk, hogy az Fi lapon stabil
egyensulya van, ha S; az F lap bels6 pontja.

8.) definicié:
Jeldlje egy P poliéder csucsait V; (i=1,2,..v), jeldlje a poliéder sulypontjat S. Azt mondjuk,

hogy P -nek a V; cstcsan instabil egyensulya van, haaz SV, szakaszra Vi -ben &llitott
meréleges siknak és P-nek csak egy kdzos pontja van (ami maga a Vi csucs).

9.) definicié:
Jelblje egy P poliéder éleit Ei (i=1,2,..e), jel6lje a poliéder sulypontjat S. Azt mondjuk, hogy P -
nek a E; élén nyereg tipusu egyensulya van, ha az S sulypontjanak E; -re vetitett merdleges S’

vetiilete az E; él belsé pontja, tovabba az SS” szakaszra az S’ pontban allitott meréleges sik
nem metsz bele P-be.

10
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5. A kanonikus poliéderek numerikus vizsgalata

Dolgozatomban a Wolfram Mathematica oldaldn Ed Pegg Jr. altal kozzétett [9] kozelit6
madszerrel elGallitott kanonikus poliéderek koordinataival szamoltam.

A szamitdsokat a Matlab program segitségével végeztem, melynek soran kiderilt, hogy az
altalam vizsgdlt 44 poliéder koziil 43 minimalpoliéder és 1 nem az. A 4. dbran lathaté
poliédernek egy lapjan, egy csticsan és két élén nincs egyensulyi helyzete.

4. 4bra: A 44 poliéder koziil 1 nem minimalpoliéder, mely a (8,7)¢ elsédleges
kombinatorikai osztalyba tartozik. A baloldali, térbeli dbran feketével lathaté a lap, a két
él és a csucs melyeken nincs a poliédernek egyensulyi pontja. A poliéder grafjat lasd: 3.

abra 44-es eleme (piros graf).

11
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6. Az eredmény értékelése

A fent emlitett eredmény azt mutatja, hogy bar a viszonylag alacsony lapszammal rendelkez6
kanonikus poliéderek igen nagy része minimalpoliéder, azonban az, hogy egy poliéder
kanonikus még nem jelenti, hogy minimalpoliéder.

A 5-0s abran lathatd 3, altalam vizsgdlt kanonikus poliéder testhaldja, a sulypontjanak a
lapokra és élekre vett mer6leges vetiilete, valamint a lapokba irhatd korok kdzéppontjai és az
élek felez6pontjai. Az abran jol lathatd, hogy az egyes kanonikus poliédereknek mekkora
,egyensulyi tartaléka” van, vagyis a sulypont mekkora mozgatasa esetén maradndnak
tovabbra is minimalpoliéderek.

7 5
7 2 . 5
1 3 4 6
szinkod:
a
* poliéder a
stabil poliéder
egyensulyi 1 6 nyereg
pontjainak tipusu
és a egyensulyi
lapba ) pontjainak
irhaté koér e:zs az
kdzéppontjanak élfelez6
a helye pontoknak
7 5 a helye

5/a. dbra: A kocka. Grafjat 1asd:3. dbra 11. eleme. Szabdlyos test esetén a stabil egyensulyi
pontjai és az oldallapokba irhaté korok kézéppontjai azonosak, illetve a nyereg tipusu
egyensulyi pontjai és az élek felez6pontjai azonosak.

12
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szinkod:
a
nyereg *  stabil *  poliéder a
*  élfelez6 tipusu egyensulyi stabil poliéder
pont egyensulyi pont egyensulyi n'yere’g
pont pontjainak tipusu
és a egyensulyi
oldallapba lapba pontjainak
irhato kér 3 irhatd kér esaz.
kézéppontja kozéppontjanak  €lfelezd
a helye pontoknak
a helye
2
2
. / 3
1 5
3 [ ]
o 6
4
8
4
7
7

5/b dbra: Kanonikus poliéder mely minimalpoliéder, de nem szabdlyos. Grafjat lasd:3. dbra
31. eleme. A stabil egyensulyi pontjai altaldban nem esik egybe a lapokba irt korok
kdzéppontjaval, illetve a nyereg tipusu egyensulyi pontok altaldban nem esnek egybe az
élfelez6 pontokkal.

13



szinkod:

*  élfelez6
pont

oldallapba
irhatd kor
kdzéppontja

nyereg
tipusu
egyensulyi
pont

* stabil
egyensulyi
pont
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4
1 2
7 5

a poliéder
sulypontjanak
merdleges
vetilete az él
egyenesére, ha
a merdleges
vetllet nem az
élre esik

a poliéder
sulypontjanak
merdleges
vetllete a lap
sikjara, ha a
merdleges
vetllet nem a
lapra esik

5/c abra: Kanonikus poliéder mely nem minimalpoliéder. Grafjat lasd:3. dbra 44. eleme. Lasd
még:4. abra. A sulypont 123-as lapra vett mer6leges vetiilete a poligonon kivil esik, illetve a

sulypont 12-es és 13-as élre vett mer6leges vetliilete az éleken kivil esik.

14
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6. Dolgozat folytatasi lehet8sége

Dolgozatomban megmutattam, hogy azon sejtést, miszerint minden masodlagos
kombinatorikai osztdlyhoz tartozik legaldbb egy minimalpoliéder a kanonikus poliéderekkel
nem lehet igazolni. Azonban ismert [1], hogy amennyiben egy poliéder Koebe-poliéder és a
poliéder sulypontja a kozépgombjének kozéppontjdval azonos, akkor a poliéder
minimalpoliéder. Lehetne egy olyan programot irni, mely adott poliéder csucsait mozgatja ugy,
hogy azok Koebe-poliéderek maradjanak és kdzben a poliéder sulypontjanak helyzete kozelit a
kdzépgombjének kdzéppontjahoz, mig végil a két pont azonos lesz, ekkor megtaldltuk az adott
masodlagos kombinatorikai osztalyhoz tartozé minimalpoliédert.

8. A kanonikus poliéderek 3D-s megjelenitése

Dolgozatomban elkészitettem az altalam vizsgalt 44 méasodlagos kombinatorikai osztalyhoz
tartozo poliéderek 3D modelljét Sketchup program segitségével. Mind a 44 osztalyhoz
készitettem 1-1 kanonikus-nem kanonikus poliéder verziét. A kett6t egymas mellé téve a 6.
abran jol lathatd, hogy egy masodlagos osztalyhoz tartozé poliéderek geometridja kozt is
latvanyos kilonbség van.

15
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gﬁm%ﬂm /) i

6. dbra: 44 kanonikus poliéder(kékkel) és ezekkel azonos masodlagos kombinatorikai
osztalyhoz tartozé masik 44 poliéder(fehérrel). Figyeljik meg a latvanyos geometriai
kiilonbséget.

A poliéderekrél elkészitettem egy rovid videdt is melyben kozelebbrdl megfigyelhetjiik 6ket.
https://youtu.be/hMljstkRT-A

1. vided: a poliéderek kozelrél
https://youtu.be/elL70fLg336M
2. vided: a kanonikus poliéderek

9. Osszefoglalds

Dolgozatomban azon sejtést ismertem meg jobban, miszerint minden masodlagos
kombinatorikai osztdlyhoz tartozik minimalpoliéder. Ehhez az f + v < 15 egyenlGtlenség altal
jellemzett 12 darab elsédleges kombinatorikai osztdlyhoz tartozdé 44 darab mdsodlagos
kombinatorikai osztaly kanonikus poliédereinek egyensulyait vizsgaltam numerikusan.
Kiderllt, hogy ugyan a kis lapszammal rendelkez6 kanonikus poliéderek igen nagy része
minimalpoliéder, azonban az, hogy egy poliéder kanonikus még nem jelenti, hogy
minimalpoliéder, hiszen az altalam vizsgalt 44 poliéderbdl 43 volt minimalpoliéder és 1 nem.
Megadllapitotta a téma kutatdasanak tovabbi lehet&ségét, valamint a poliédereket
megjelenitettem 3D modellként.

10. Koszonetnyilvanitas

A dolgozat létrejottéhez szeretném kifejezni koszonetem konzulensem Dr. Domokos Gabor
professzornak.

Hivatkozasok

[1] Domokos, G.,Kovdcs, F., Langi, Z., Reg6s, K. and Varga P.T. (2020), Balancing polyhedra, Ars
Mathematica Contemporanea Vol 19 No 1, pp 95-124.

16



Poliéderekrdl, kdnonban

[2] Koebe, Paul (1936), Kontaktprobleme der Konformen Abbildung, Ber. Sachs. Akad. Wiss.
Leipzig, Math.-Phys. KI., 88: 141-164, JFM 62.1217.04, Zbl 0017.21701

[3] Ziegler, Glinter M. (1995), Lectures on Polytopes, Graduate Texts in Mathematics, vol. 152,
Springer-Verlag, pp. 117-118, doi:10.1007/978-1-4613-8431-1, ISBN 0-387-94365-X,

[4] Marcel Berger: Geometry Il (12.1.1 Def), Springer (second ed.) 1996

[5] Leonhard Euler. Elementa doctrinae solidorum. Novi Commentarii Academiae Scientarum
Petropolitanae, 4:109-140, 1758.

[6] Arnold, Vladimir I. "Ordinary differential equations, 10th printing." (1998).

[7] Steinitz, Ernst. "Uber die Eulerschen polyederrelationen." Archiv fiir Mathematik und
Physik 11 (1906): 86-88.

[8] Federico, Pasquale Joseph. "Polyhedra with 4 to 8 faces." Geometriae Dedicata 3.4 (1975):
469-481.

[9] https://demonstrations.wolfram.com/CanonicalPolyhedra/

17


https://demonstrations.wolfram.com/CanonicalPolyhedra/

	Absztrakt
	Abstract
	1. Bevezetés
	2. A kanonikus poliéderek
	3. A kánonról
	4. A poliéderek egyensúlyainak vizsgálata
	5. A kanonikus poliéderek numerikus vizsgálata
	6. Az eredmény értékelése
	6. Dolgozat folytatási lehetősége
	8. A kanonikus poliéderek 3D-s megjelenítése
	9.  Összefoglalás
	10. Köszönetnyilvánítás
	Hivatkozások

