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1. Bevezetés

Legyenek a és b a G csoport tetszbleges elemei. Az (a,b) = a~'b~ab elemet az a és
b kommutatoranak nevezziikk. A G csoport 6sszes kommutatora altal generdlt részcso-
portot G kommutator-részcsoportjanak nevezziik és G'-vel jeloljik. Azt mondjuk, hogy
a G csoport meta-Abel, ha G’ Abel-csoport. Tekintsiik a G részcsoportjaibol 1étreho-
zott §;(G) kommutator-lancot, melyben do(G) = G és a kovetkezé tag mindig az el6z6
tag kommutator-részcsoportja. A G csoportot feloldhaténak mondjuk, ha van olyan n
természetes szam, hogy 0,(G) = {1}. A legkisebb ilyen n szdmot nevezziik a csoport
feloldhaté hosszanak és di(G)-vel jeloljiik. Vilagos, hogy G pontosan akkor meta-Abel,
ha G feloldhato és dI(G) < 2.

Jelolje F'G a G csoport csoportalgebrajat az F test felett, tovabbd U(FG) az FG
csoportalgebra egységcsoportjat, amely alatt F'G' mindazon elemeinek halmazat ért-
jik, melyeknek van inverze a szorzasra nézve. A dolgozat célja annak vizsgalata, hogy
U(FG) milyen (az F testre és a G csoportra vonatkozd) feltételek mellett meta-Abel.

Az egységesoport feloldhatésaga egy tobb évtizede kutatott teriilet, szamos szerzo
foglalkozott a kérdéssel. Véges csoportok esetén Motose és Tominaga [13], valamint
Bateman [1] jutottak eredményre egyméstdl fiiggetlentil, majd Passman [15] dolgozta
at munkajukat atlathatobb formaba. A csoport végessége egy elég eros feltétel, igy a
tovabbi kutatasok ennek feloldasara iranyultak. Torziécsoportok esetén Bédi és Khripta
[3] adtak szitkséges és elégséges feltételt az egységesoport feloldhatosdgara. A jelenleg
ismert legaltalanosabb leirast végill Bodi Béla [2] adta azon feltétel mellett, hogy a
csoportalgebra modularis, vagyis ha a G csoport tartalmaz p-rendii elemet, ahol a p
prim az F' test karakterisztikdja. (Nulla karakterisztika esetén U(F'G) pontosan akkor
feloldhat6, ha G Abel-csoport, igy ez az eset szamunkra nem érdekes.) Nemmodularis
esetben a teljes leirasnak egyelore utjat allja, hogy bizonyos esetekben még az sem
ismert, hogy az egységcsoport tartalmaz-e nemtrivialis egységet (lasd Kaplansky-sejtés
témakore [7]).

Az egységesoport feloldhatésagi kritériumanak ismerete utan kézenfekvo irany a
feloldhato hosszat vizsgélni, de errél még nagyon keveset tudunk, kiilonosen, amikor a
karakterisztika 2. Az eddigi eredmények alapjan nem varhaté olyan altalanos képlet,
amely megadna U(FG) feloldhaté hosszat az F' test és a G csoport ismeretében. Egy
masik megkozelités, ha azon csoportalgebrakat hatarozzuk meg, melyekre a feloldhaté
hossz egy adott szdm. Kénnyen lathat6, hogy U(F'G) feloldhaté hossza pontosan akkor
1, ha G nemtrivialis Abel-csoport. Ha az egységcsoport feloldhaté hossza 2, akkor azon
csoportalgebrak leirasahoz jutunk, melyek egységcsoportja meta-Abel.

Az els§ kutatdsok itt is véges csoportokra irdnyultak. Shalev [17] bizonyitotta, hogy
ha G véges nem-Abel-csoport és p > 2, akkor U(FG) pontosan akkor meta-Abel, ha
p =3, G’ centrélis és |G'| = 3. Vagyis U(FG) ,szinte csak akkor” meta-Abel, amikor



Abel. A p = 2 esettel Shalev egyetlen mondat erejéig foglalkozott: ,, The delicate case
char(F') = 2 seems to require a separate discussion”. Altalaban is elmondhaté, hogy a
csoportalgebrak elméletében a paros karakterisztika tobbnyire mas megkozelitést igé-
nyel, mint a paratlan. A p = 2 esettel végul Kurdics [10] illetve Coleman és Sandling [5]
foglalkozott. Egymastdl fiiggetleniil igazoltak, hogy G véges nem-Abel-csoport esetén
U(F@G) pontosan akkor meta-Abel, ha vagy G’ centralis, masod- vagy negyedrendii ele-
mi Abel-csoport, vagy F elemeinek szama 2 és G egy H elemi Abel 3-csoport bévitése
egy masodrendii (b) csoporttal, ahol b=*ab = a~! minden a € H esetén. A tovdbbi
kutatasok G végességére vonatkozo feltétel lazitdsaval foglalkoznak. Catino és Spinelli
[4] igazoltak, hogy Shalev tétele torziécsoportokra is érvényben marad, sét, Kurdics,
Coleman — Sandling tétele is, amennyiben G nilpotens. A nemnilpotens esetben Mozgo-
voj Istvan [14] TDK dolgozataban jutott ugyanezen eredményre. Juhdsz és Spinelli [8]
moduléris csoportalgebrakra vizsgalta ugyanezt a kérdést, p > 2 és tetszoleges csoport
esetén. Jellemzésiikben a véges csoportokra vonatkozohoz képest két tijabb eset is meg-
jelent. A p = 2 esetben Mozgovoj tett ugyanebbe az irdnyba lépéseket. Megmutatta,
hogy ha G nemtorzié és nemnilpotens, akkor U(F'G) nem lehet meta-Abel. Azaz, ha G
nemnilpotens, akkor nem jelennek meg tjabb esetek a Kurdics-, Coleman —Sandling-
tételben emlitetten tul, akkor sem, ha G nem feltétleniil véges. Nilpotens csoportokra
viszont még nyitott ez a kérdés, jelen dolgozatban vessziik célba ezt az esetet.

Legyen tehat F' 2 karakterisztikdja test, G pedig tetszo6leges rendii nilpotens cso-
port. El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha az egységcsoport meta-Abel, akkor a baziscsoport
kommutator-részcsoportja 2-csoport. Ehhez erésebb feltételre van sziikségilink, mint a
csoportalgebra modularitdsa, nevezetesen a 2-Sylow részcsoportnak tobb, mint 2 ele-
met kell tartalmaznia. Egy (nem feltétlentl véges) G csoport p-Sylow részcsoportjan G
egy maximalis p-részcsoportjat értjiitk. Ha G nilpotens, akkor ez egyértelmiien megha-
tarozott és S,(G)-vel jeloljik.

1. Tétel. Legyen F' 2 karakterisztikaji test és G olyan nilpotens csoport, melyre teljestil,
hogy |So(G)| > 2. Ha U(FG) meta-Abel, akkor G' 2-csoport.

Abban az esetben, ha G’ ciklikus, az aldbbi sziikséges és elégséges feltételt kaptuk:

2. Tétel. Legyen F' 2 karakterisztikaji test és G olyan csoport, melynek kommutator-
részesoportja 2" -rendd ciklikus csoport, ahol n > 1. U(FG) pontosan akkor meta-Abel,

ha teljesil a kovetkezo esetek eqgyike:
i)n=1;
i) n =2 és G' = S3(G);

iii) n =2, G' centrdlis és |92(G)| = 8.



Lathat6, hogy — a véges esettel ellentétben — az egységcsoport akkor is lehet meta-
Abel, ha G’ negyedrendii ciklikus csoport. Ebben az esetben kénnyen belathaté, hogy
a 2-Sylow részcsoportra vonatkozd tovabbi feltételek csak akkor teljesiilnek, ha G nem
torziéesoport.

Kurdics, valamint Coleman —Sandling tételeiben az az eset is megjelenik, amikor G’
Klein-csoporttal izomorf és centralis. A G csoport rendjére vonatkozd végességi feltétel

elhagyasaval itt is kapunk egy tjabb esetet.

3. Tétel. Legyen F' 2 karakterisztikdju test, G olyan nilpotens csoport, melyre teljestil,
hogy G' = Cy x Cy. U(FG) pontosan akkor meta-Abel, ha a kovetkezd esetek kiziil
legalabb az eqyik teljesiil :

i) G' centrdlis;
ii) G' = 5(G).

Sot, a kovetkezd tételiink alapjan még az is megtorténhet, hogy a kommutétor-

részcsoport rendje nagyobb, mint 4.

4. Tétel. Legyen F 2 karakterisztikaji test és G egy nilpotens csoport. U(FG) meta-

Abel, ha So(G) centrdlis és teljesiil a kivetkezd esetek valamelyike :
i) G =Cy x Cy x Cy és]5S2(G)] <16,

i) So(G) =G = Cy x Cy x Cy X Cy

iii) So(G) = G' = Cy x Cs.

Egyelére sejtés szintjén tudjuk megfogalmazni, hogy U(FG) még akkor is lehet
meta-Abel, ha G' = Cy x Cy x Cy centralis és |So(G)| = 16 nem centralis. Sejtjik
tovabba, hogy a fentieken kiviil ijabb esetek mar nem jelennek meg.

Azt viszont sikeriilt még bizonyitani, hogy ha |G’| > 8, akkor G’-nek centralisnak

kell lennie.

5. Tétel. Legyen F' 2 karakterisztikdju test, G olyan nilpotens csoport, melyre teljestil,
hogy |G'| = 2", aholn > 3. Ha U(FG) meta-Abel, akkor G' centrdlis.

2. Elokésziiletek

Ebben a fejezetben tisztazzuk a jeloléseket és Osszegytijtjiik azokat a korabbi eredmé-
nyeket és mddszereket, melyeket felhaszndlunk a tételek bizonyitdsai soran.

A G csoport alsé-centrallancéanak i-edik tagjat +;(G)-vel jeloljik, ahol v (G) =
= (. Ha G nilpotens, akkor a nilpotenciaindexét cl(G) jeloli. Legyen tovabba C,, az

n-edrendi ciklikus csoport.



Vildgos, hogy ha H részcsoportja G-nek és U(F'G) meta-Abel, akkor U(F H) is az.

[gaz tovabba az alabbi allitas is:

1. Lemma ([11], Lemma 2). Legyen F egy test, melynek karakterisztikdja p > 0 és le-
gyen G egy tetszdleges csoport. Tegyiik fel, hogy di(U(FG)) = k. Legyen N egy normdlis
részcsoportja G-nek, ami p-csoport vagy p'-csoport. Ekkor di(U(F(G/N))) < k.

Kovetkezésképpen, ha U(FG) meta-Abel, akkor U(F(G/N)) is az.

Az FG csoportalgebra egységesoportjanak bizonyos tulajdonsigait F'G Lie-struk-
tarajan keresztiil is vizsgalhatjuk. Ennek segitségével felsé korlatot tudunk adni az
egységesoport feloldhaté hosszara és meghatarozhatunk olyan eseteket, amikor U(F'G)
meta-Abel. Az R asszociativ gylirii a és b elemeinek Lie-kommutatoran az [a, b] = ab—
— ba elemet értjik. A kommutdtorlanchoz hasonléan definialjuk az R gytriiben az erés
Lie-derivélt sorozatot. Legyen 0 (R) = R és n > 1 esetén legyen 6™ (R) az [a,b]
Lie-kommutétorokkal generalt asszociativ idedlja R-nek, ahol a,b € "V (R). Az R
gytrit erésen Lie-feloldhatonak mondjuk, ha létezik olyan n természetes szam, hogy
§™(R) = {0}. A legkisebb ilyen n szamot R erds Lie-feloldhat6 hosszénak nevezziik
és diF(R)-rel jeloljiik. Kénnyen belathato, hogy ha az R gylirll erésen Lie-feloldhato,
akkor U(R) feloldhaté és dl(U(R)) < dI*(R). A Levin—Rosenberger-tétel [12] szerint,
ha G egy csoport és F' egy test, akkor az FG csoportalgebra erdsen Lie-meta-Abel
(azaz dI*(FG) < 2), ha az aldbbi feltételek valamelyike teljesiil:

i) G Abel-csoport;
ii) char(F) =3 és G' = C5 centrilis;
iii) char(F) =2 és vagy G' = Cy centrélis vagy G’ = Cy x Cy centralis.

A fenti esetekben (itt a G csoportra nem vonatkozik végességi feltétel) tehat U(FG)
meta-Abel.

A kovetkezd kommutator-azonossdgokat szabadon hasznéljuk a szamitasaink soran:
tetsz6leges G csoportban (ab,c¢) = (a,c)(a,c,b)(b, c), tovdbba tetszbleges R gytiriiben

a Lie-kommutator bilinearis és

Specidlisan, ha a,b € U(R), akkor (a,b) = 1+ a~'b7[a,b] és [a,b] = ba((a,b) — 1).

Legyenek A és B egy tetsz6leges R gytir(i részhalmazai. Ekkor [A, B] alatt az Osszes
[a, b] Lie-kommutator &ltal generalt additiv részesoportjat értjiik R-nek, ahol a € A és
b € B. A Lie-kommutétorok azonossagaibdl adédik, hogy [AB,C] C A[B,C]+[A,C|B
és [A, BC| C B[A,C] + [A, B]C.



A tovabbiakban sziikségiink lesz a fundamentdlis idedlok elméletére is. Az FG
csoportalgebraban jelolje A(G) mindazon elemek halmazéat, melyben az egyiitthaték
osszege 0. Ekkor A(G) idedl F'G-ben, melyet a csoportalgebra fundamentalis idealja-
nak nevezink. Ismert, hogy A(G) hivatkozds pontosan akkor nilpotens, ha az F' test
karakterisztikdja p és G véges p-csoport. Jelolje ¢(G) a nilpotenciaindexét A(G)-nek
és legyen t(G) = oo, ha A(G) nem nilpotens. Abban a specidlis esetben, amikor G
egy véges Abel p-csoport és a Cpyn; ciklikus p™ rendli csoportok direkt szorzata, ahol

1 <14 < m, kénnyen belathato, hogy

Legyen N normalis részcsoportja G-nek és jelolje A(G, N) azt a legsziikebb idealjat
FG-nek, mely tartalmazza A(N)-et. Ekkor A(G, N) elemei g(n — 1) alakt elemek F-
beli egytitthatds linedris kombindciéi, ahol g € G és n € N. Vildgos, hogy A(G, N)
pontosan akkor nilpotens, ha A(N) is nilpotens és ekkor A(G, N) nilpotenciaindexe
t(N).

Gyakran fogunk szamolni a A(G, G') idedl hatvanyainak Lie-kommutatoraival, mely-

hez a kovetkez6 lemma nyujt tamogatést.

2. Lemma ([6], Lemma 2). Legyen F p-karakterisztikdji test, ahol p prim, és G egy
csoport, v3(G) C (G')P. Ekkor minden m,k > 1 esetén, ha G’ Abel-csoport, akkor
[A™(G, G"), A (G, G")] C A™HRL(G, G).

Az ab = ba+|a, b] azonossag alapjan konnyen lathatd, hogy ab = ba (mod A(G,G"))
minden a,b € FG esetén. Tovabba, ha v5(G) C (G')P és wy,, € A™(G'), akkor abw,,
eredménye fiiggetlen a tényezok sorrendjétél modulo A™(G, G'). Ezen tények nyuijtotta
lehetoségekkel szabadon fogunk élni a tovabbiakban.

Tetszoleges R egységelemes gyliriben, ha a nilpotens eleme R-nek, akkor 1 +a €
€ U(R). Ismert, hogy ha G feloldhaté, akkor A(G, S,(G)) nil-idedlja az F'G-nek, igy az
1+ A(G, Sp(G)) normalis részcsoportja U(FG)-nek. Ez azt jelenti, hogy az 1+ g(a—1)
alaku elemek egységek, ahol g € G és a € S,(G). Tovabbi egységek konstrualdsdhoz

felhasznaljuk Kurdics [9, Lemma 2.] kovetkez6 lemméjat :

3. Lemma. Legyen F eqy p karakterisztikaju test és G egy nilpotens csoport G' C
C S,(G) kommutdtor részcsoporttal. Legyenek 1, xs,...,x, € U(FG) és G; = (U
U Supp(z;)). Legyen Q a Gy Sylow p'-részcsoportjainak direkt szorzata és legyen
€1,€9,...,€. paronként ortogondlis idempotens elemek rendszere az F'G félig egyszeri
algebraban, melyek dsszege 1. Ekkor Q centrdlis G-ben és létezik g;; € Gi, \ij € U(FQ)
és w; € A(G1, S,(G1)) dgy, hogy x; = 2;:1 Nijgij€; + w;.

A tovabbiakban 2 karakterisztikaju test feletti csoportalgebrakkal fogunk dolgozni.

Abban a specialis esetben, amikor G’ ciklikus 2-csoport, sziikségiink lesz az alabbiakra.
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Amennyiben G’ rendje 2", akkor G nilpotens és cl(G) < n + 1. Tovabbd n > 2 esetén
legyen Gg = {g € G : x € G, ahol (z,9) € (G')*}. Ekkor G normélis részcsoportja
G-nek és indexe legfeljebb 2. Igazak tovabba az alabbiak:

4. Lemma ([6], Lemma 8). Legyen G' = (x) 2"-rendi csoport, ahol n > 2. Ekkor
minden m > 1 esetén [A™(G'), FG5] C A™P3(G, G).

5. Lemma ([6], Lemma 3). Legyen G egy csoport, G’ 2"-rendi ciklikus, ahol n > 2.

Ekkor a kovetkezd allitasok ekvivalensek :

i) cd(G) <mn;
ZZ) Gﬁ = G,‘
i) G = G

A kovetkezd lemma felso korlatot ad az egységesoport feloldhaté hosszara.

6. Lemma ([6], Lemma 5). Legyen G' 2"-rendd ciklikus csoport, ahol n > 1. Ekkor
U(FG) feloldhaté és dI(U(FG)) <n+ 1.

Abban az esetben, amikor cl(G) < n, pontosan meg tudjuk hatarozni az egységcso-

port feloldhat6 hosszat:

7. Lemma ([6], Theorem 1). Legyen G’ 2"-rendi ciklikus csoport, ahol n > 2. Tegyiik
fel, hogy cl(G) < n. Ekkor

n, ha (S2,G) # G’ és t(Sy/G") < 2"t

n+1, kilénben.

d(U(FG)) = {

A cl(G) = n + 1 esetben pedig csak azt tudjuk, hogy a 6. lemmaban adott felsé

korlat mikor pontos:

8. Lemma ([6], Theorem 2). Legyen G’ 2"-rendi ciklikus csoport, aholn > 1. Legyen
c(G) =n+1. Ekkor dl(U(FQG)) =n+ 1 akkor és csak akkor, ha n <3 és a kovetkezd

allitasok valamelyike teljesiil :
i) (52(G),G) =G,
ii) So(G) /G’ rendje nagyobb, mint n — 1.

A G csoportot 2-Engel csoportnak nevezzik, ha (g, h, h) = 1 teljesiill minden g, h €
€ G esetén ((g, h, h) alatt a ((g, h), h) kommutétort értjiik). Levi tételébdl [16, Theorem
12.3.6.] ismert, hogy ha G 2-Engel csoport és x,y, z tetszOleges elemei G-nek, akkor
(x,y,2)% =1, valamint, hogy G nilpotens és nilpotenciaosztalya legfeljebb 3. Mozgovoj
[14] igazolta, hogy ha U(FG) meta-Abel és GG tartalmaz egy ¢ méasodrendii centralis
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elemet, akkor G nilpotens csoport. Ehhez tulajdonképpen azt latta be, hogy a G/(c)
faktorcsoport 2-Engel. Mivel ezen allitas még nem kertilt publikalasra, és a tovabbiak-

ban sziikséglink lesz ra, igy a bizonyitast itt megismételjiik.

9. Lemma. Legyen ¢ a G csoport mdsodrendi centrdlis eleme. Ha U(FG) meta-Abel,
akkor G /{c) 2-Engel.

Bizonyitds. Az allitds nyilvanvald, ha G Abel-csoport. Tegyiik fel, hogy G' nem-Abel
és véalasszuk meg a g, h € G elemeket ugy, hogy (g,h) = d # 1. Tovdbba legyen ¢
masodrend(i centrélis eleme G-nek. Megmutatjuk, hogy (d, g) € (c).

Mivel 1 + (¢ + 1)g masodrendii eleme U(F'G)-nek, ezért

(1+(c+1g,h) =1+ (c+1)g)h ' (1+ (c+1)g)h
=1+ (c+1Dg)(1+hc+1)gh)
=1+h e+ 1)gh+ (c+1)g+ (c+1)°gh " gh
=1+ (c+1)g((g,h) +1)
=14+ (c+1)g(d+1).

Feltevésiink szerint U(F'G) meta-Abel, igy

(14 (c+1)g,h),d] =[1+ (c+1)g(d+1),d]
=(c+1)[g,d](d+1)
= (c+1)gd((d,g) + 1)(d+ 1) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy

(c+1)((d,g) +1)(d+1)
=14+d+(d,g9)+d(d,g) +c+cd+c(d, g) + c(d, g)d = 0.

A fenti egyenléség csak akkor teljesiil, ha a bal oldalon minden csoportelem péros
multiplicitassal van jelen, vagyis ¢ egyenld kell legyen az Osszegben szereplé tovabbi
elemek valamelyikével.

Tegyiik fel, hogy (d,g) # 1. Ekkor evidens, hogy ¢ nem lehet egyenld a kévetkezd
elemekkel: 1,d,cd, c(d,g). Ha ¢ = d(d, g), akkor d9 = ¢, ami ellentmondés, hiszen ¢
csak 6nmagaval konjugalt. Ha ¢ = ¢(d, g)d, akkor d? = 1, ami szintén ellentmondas.
Marad a ¢ = (d, g) eset, amely igazolja, hogy (d, g) € {(c).

Mivel (d7t, g) = (h, g,9) és

(d'g)=((d,g)™)" =d(d,g)'d™" = (d,9)"" € (c),

kapjuk, hogy (h,g,g) € (¢) minden g, h € G esetén. Kovetkezésképpen G/(c) 2-Engel.



[]

9.1. Koévetkezmény. Ha U(FG) meta-Abel és G-ben van legaldbb két kilonbozd md-

sodrendi centrdlis elem, akkor G 2-Engel.

3. A tételek bizonyitasa

Az 1. tétel bizonyitasa. Mivel G nilpotens, igy So(G)-ben van ¢ masodrendii centralis
elem. Legyen C' = (c). Mivel |S3(G)| > 4, igy G/C is tartalmaz egy dC' mésodrendii
centralis elemet.
Tegyiik fel, hogy U(F'G) meta-Abel gy, hogy G’-nek van nem 2-hatvanyrendii eleme:
legyenek a,b € G olyanok, hogy x = (a,b) € G’ \ S2(G). Legyen u = (1 +a(c+1),b) és
= (14+b(d+1),a). Mivel ¢ mésodrendii centralis elem, igy (1+a(c+1))"t = 1+a(c+1)

és

=(1+alc+1),0) =1+ (L +alc+ 1) a(c+1),b]

=1+ (1+alc+ 1) a,bl(c+1)

=1+ (1+a(c+1))b"ba((a,b) + 1)(c + 1)

=1+a(x+1)(c+1).

Mivel dC' centralis, igy (g,d) € C és [g,d] = dg((g,d) + 1) € A(G,C) barmely g € G
esetén. Tovabba d* € C, ezért (1+0(d+1))'=1+0(d+1) (mod A(G,C)) és

=(14+0bd+1),a) =14+ (1+bd+1)) " a'[b(d+1),q]

=1+ (1+bd+1))" a 'bal(d+1)+ (1+b(d+ 1)) a"'b[d, a]

=1+ (1+b(d+1))atab((b,a) +1)(d+ 1) + (1 +b(d+1))a 'bad((d, a) + 1)
=1+b(z"'+1)(d+1) (mod A(G,C)).

Ekkor, mivel A*(G,C) = {0}, igy

[u,v] = [a(z + 1)(c+1),b(z"" + 1)(d + 1)]
=ab(z" '+ D[z, d](c+ 1) +afz,b](z ™ + 1)(d+1)(c+ 1)
+b(z7' + Da,d)(z + 1)(c+ 1) + bla, 27" |(d + 1)(z + 1)(c + 1)
+[a,b](z" P+ 1)(d+ 1)(z + 1)(c + 1).

A 9. lemma szerint G/C 2-Engel, ezért (x,b) € C, igy [z,b] = bx((z,b)+1) € A(G, C).
Hasonléan [a,271] € A(G, (), igy

[u,v] = ba(z + 1)z~ +1)(d+ 1)(z + 1)(c+1).



Konnyen belathatd, hogy a fenti kifejezés x,d és ¢ megvéalasztiasa miatt nem lehet

egyenld 0-val, igy U(FG) nem meta-Abel, ami ellentmondaés. O]

9.2. Kovetkezmény. Ha G nilpotens, G' 2-csoport és U(FG) meta-Abel, akkor v3(Q)
legfeljebb masodrendii, centrdlis részcsoportja G-nek. Kovetkezésképpen cl(G) < 3.

Bizonyitds. Ha ~3(G) = {1}, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel, hogy |vy3(G)| >
> 2. Mivel G nilpotens és G’ 2-csoport, igy 73(G) tartalmaz egy ¢ masodrendii centralis
elemet. Ekkor a 9. lemma szerint G/{(c) 2-Engel, ezért v3(G/(c)) exponense 3. Viszont
v3(G/{c)) = v3(G)/{c) 2-csoport, igy csak trividlis lehet, azaz ~3(G) C (c). O

A 2. tétel bizonyitisa. Az n = 1 esetben a 6. lemma szerint dl(U(FG)) < 2. Mivel G
nemkommutativ, ezért di(U(FQ)) =

Tegytik fel, hogy n > 1 és cl(G) < n, ekkor a 7. lemma alapjan dl(U(FG)) =
akkor és csak akkor, ha (S3(G),G) # G', n = 2 és |92(G)| < 8. Ha |Sy(G)| = 8 és
S2(G) centralis, akkor (S5(G), G) # G'. Ha S3(G) nem centrélis, akkor belathato, hogy
barmely a € S2(G) és g € G esetén (a, g) legfeljebb masodrendd, igy (S2(G),G) # G'.
Ebbdl kapjuk a iii) esetet illetve a ii) esetet azzal az extra feltétellel, hogy G’ centrélis.

Tegytik fel, hogy n = 2 és cl(G) = n + 1. Ekkor a 6. és 8. lemmdak alapjan
dl(U(FG)) = 2 akkor és csak akkor, ha S3(G) = G, igy mar a ii) eset is teljes.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy ha n > 3 és cl(G) = n + 1, akkor U(FG) nem
meta-Abel. A 9.2. kovetkezmény alapjan ez konnyen megkaphatd, ugyanis ha U(FQG)
meta-Abel, akkor cl(G) < 3, tehat ha n > 3, akkor cl(G) nem lehet egyenldé n + 1-
gyel. Mindemellett egy alternativ bizonyitast is adunk erre az esetre. Tegyiik fel, hogy
cd(G) = n+ 1 é U(FG) meta-Abel. Vegyiik a z € 7,41(G) masodrend centralis
elemet, és tekintsiik a G/(z) faktorcsoportot. Ekkor (G/(z))" ciklikus 2"~! rendii és
az 1. lemma szerint U(F(G/(z))) is meta-Abel. A faktorizdlas ismétlésével elérheto,
hogy n = 3 legyen. Valasszunk g,h € G elemeket tgy, hogy = = (g,h) és (x) = G'.
Az 5. lemma szerint g és h koziil legfeljebb az egyik lehet G5 eleme. Ha g, h € G5, akkor
g vagy h helyett a gh € G szorzatot véve az elébbi feltételek tovabbra is fenndllnak,
igy feltehetd, hogy g és h koziil pontosan az egyik G-beli: legyen példaul h € Gg és

g & Gs. Tekintsikk az u = (1 + g(x + 1), h) kommutatort. Mivel 1 + g(z +1) € 1+
+ A(G,G") CUFG),igy (1+g(z+1))'el+A(G,G) és

u=1+1+g(x+1)"h gz +1),]
=1+ (1 +gxz+1) W lgla,h] + (1 +glx+ 1)) h g, h](z + 1)
=1+ (1 +g(x+1) " htgha((x, h) + 1)
+ (1 +g(z+1)"h hg((g,h) +1)(z + 1)
=1+h""ghz((z,h) +1) + gz +1)*> (mod A*(G,G")).
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Felhasznalva, hogy h € Gp, a 4. lemma szerint (z,h) +1 € AYG,G'), {gy v = 1 +
+g(x +1)? (mod A*(G,G")). Innen

[u, 2] = [g(z +1)%,2] (mod A®(G,G"))
= [g,2)(z +1)* (mod A*(G,G"))
=29((g,z) + 1)(z +1)* (mod A*(G,G")).

Tovdbba g & G, igy (g9,2) € (G')?\ (G')*, azaz
(g,2) +1=(x+1)* (mod A*(G,G")).
Ekkor viszont az
[u, 7] = 29((g,7) + D)(z + 1> = 2g(x + 1)* (mod A’(G,G"))

egyenlettel ellentmondésra jutunk, mivel (z +1)* € AY(G,G) \ A®(G, &), {gy [u,z] #
=0. [
10. Lemma. Ha G' = Sy5(G) centrdlis, akkor 6o(U(FQG)) C A°(G,G").

Bizonyitds. Legyenek vy, vy € U(FG). Ekkor a 3. lemma szerint

r = (v,v9) =14 Uflvgl[vl,vg]

(1)

_ -1, 1
=1+wv; v,

Y

Z A1915€5 + ap, Z A2jga;ei + Bo
=1 =1

ahol ag, By € A(G,G"). Mivel 13(G) = {1}, a 2. lemma szerint [ag, By] € A3(G,G'),
tovabbd [, 3751 Aajgazes], D251 Ajguses, o] € AHG, G), fgy

r=1+ vflvgl [Z Ajgi€5 + o, Z A2;925¢5 + Po
j=1 J=1

= 14> A 01 €55, 05 05 €M Moi€i 9291 (917, 92) + 1) +

j=1
=1+ ((915:92) + Dej = > (915 925)e; +
P =1

ahol a; € A*(G, G"). Legyenek vs, vy € U(FG). Hasonl6an kapjuk, hogy y = (v3,v4) =
- 22:1(9%794]’)63’ + arp, ahol ay € A*(G, G"). Ekkor

s 7

[, 9] = | Y (g1, ga)es + ar, Y (985 9a5)e5 + a2

j=1 j=1
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és mivel G’ centrélis, a 2. lemma szerint [ay,an] € AS(G,G), igy 6(U(FG)) C
C NG, @), 0

10.1. Kovetkezmény. Ha G' = S5(G) centralis és G' izomorf a kévetkezd csoportok
valamelyikével, akkor U(FG) meta-Abel:

i) Cy x Cy;

it) Cy x Cy x Oy
iii) Cy X Cy X Cy x Cy;
i) Cy x Cy.

A 3. tétel bizonyitisa. Ha G’ centrélis, akkor a méar emlitett Levin — Rosenberger-tétel-
bdl kovetkezik az allitas.

Tegyiik fel, hogy G' = S3(G) nem centrélis. Ekkor a 10. lemma (1) egyenlete ér-
vényben marad. Viszont ekkor [y, Bo] € A%(G,G') és

[, Z A2j G255, [Z Aigijes, Bo) € A(G,73(G)) + AQ(G, G"),

j=1 j=1
igy
T = (v1,02) = Z(gljquj)ej +ar+p és y=(v3,04) = 2(93]'7943')6]' + s + Sa
j=1 j=1

ahol oy, ay € A*(G,G) és By, B2 € A(G,73(G)). Innen

T T

[z,y] = Z(Qlj;gﬂ)@j + a1 + S, 2(933';943')6;' + s+ So
j=1 j=1

A jobb oldalon 1évé Lie-kommutéatort tagonként kifejtve, és felhaszndlva, hogy G’ Klein-
csoport, {gy A*(G,G’) = {0} és v3(G) centrélis masodrendti, kapjuk, hogy [z,y] = 0,
tehat U(FG) meta-Abel.

Tegyiik fel, hogy G' # S3(G) és G’ nem centrélis. Ekkor G nem 2-Engel, igy létezik
a,b € G 1gy, hogy ((a,b),b) # 1. Legyen (a,b) = x és (z,b) = y; ekkor (z,y) = G".
Vegytik az 1+ b(h + 1) egységet, ahol h € So(G) \ G'. Vildgos, hogy h megvalaszthatd
tigy, hogy h? € G’ legyen. Ekkor 1 +b(h+1)"! = (1+b(h+ 1))+ a, ahol a € A(G,G")
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u=(1+bh+1),a)=1+1+bh+1))" a ' [b(h+1),d]
=1+ (1+bh+1)+a)a 'bh,a] + (1 +bh+1)+a)a ' [b,a)](h+1)
=14+ (1+b(h+ 1))bxh((h,a) + 1) + abzh((h,a) + 1)
+ (1 +bh+1)b(z+1)(h+1)+ablz+1)(h+1)
=1+ bxh((h,a)+ 1)+ b(h+ 1)bzh((h,a) + 1) + abzh((h,a) + 1)
+b(z+1)(h+1) +b(h+ )bz + 1)(h+ 1) + ab(z + 1)(h + 1).

Felhasznélva, hogy (h + 1)* € A(G, G’), tovabba a szorzattényezOként eléforduld x-ek
helyére z + 1 + 1-et, h(h + 1) helyére pedig (h + 1)? + 1-et helyettesitve kapjuk, hogy

u = bh((h,a) + 1)+ b*(h +1)((h,a) + 1) + b(z + 1)(h + 1) + 3,
ahol B € A%(G,G"). Mivel [z, 8] € A3(G, G), igy

[z,u] = [x,bh((h,a) + 1)] + [z,b*(h + 1)((h,a) + 1)] + [z, b(z + 1)(h + 1)]
= bh((x,h) +1)((h,a) + 1) +b(y + Dh((h,a) + 1) + b*h((z, h) + 1)((h,a) + 1)
+b(x + 1)h((z,h) + 1)+ b(y + 1)(z + 1)(h + 1).

Vildgos, hogy (z, h) vagy y-nal vagy 1-gyel egyenld. Ha (z, h) = 1, akkor
[z, u] = b(y + 1)h((h,a) +1) + b(y + 1)(z + 1)(h + 1),

amely (h,a) € (y) esetén b(y + 1)(x + 1)(h + 1), egyébként pedig b(y + 1)(x + 1),
tehat egyik esetben sem 0. Ugyanerre az eredményre jutunk az (z,h) = y esetben is.
Kovetkezésképpen U(FG) nem meta-Abel. O

A 4. tétel bizonyitdsa. A 10.1. kovetkezmény alapjan csak azt kell megmutatni, hogy
ha G' = Cy x Cy x Cy és |S9(G)| = 16 centrélis, akkor U(F'G) meta-Abel. Tegytik fel,
hogy |S2(G)| = 16 Ekkor (1) egyenléségben «y, 5y € A(G, S2(G)) és A(G, S2(G)) =
=A(G,G")+ FG(h+ 1), ahol h € S,(G) \ G, igy

xr = (Ul,vg) =1 -+ U1_1U2_1 Z Aljgljej + aq -+ 51, Z )\nggjej + (6] + ﬁQ
7=1 7=1

ahol ay,ay € A(G,G") és By, 2 € FG(h+1). Felhasznalva, hogy G’ centrélis és h* € G’
kapjuk, hogy

D Migiies sl fan, > Aajgaies], [on, asl, (B, Bal, laa, Ba, [Br, aa) € A%(G, G

j=1 j=1
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és [P 21 Aguses, ol [B1, 2051 Asjgajes] € A(G,G')(h + 1), gy

T s

v=Y (g, 92)€f +as+Ps b y=(vs,va) =Y (935, 9a)ef + cu+ Pu,
=1 j=1

ahol a3, ay € A(G,G')(h+ 1) és B5, B4 € A*(G,G"). Ekkor a 2. lemma szerint
[043, 64]7 [ﬁfﬂ) 044] S A4(G, G/)

és [Bs, B1] € AP(G,G), tovabba [as, 4] € AYG,G). Mivel AYG,G') = {0}, {gy
[z,y] = 0, tehat U(FG) meta-Abel. O

Az 5. tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy U(FG) meta-Abel, de G’ nem centralis. Mivel
G’ 2-csoport, igy G nem 2-Engel, vagyis 1étezik a,b € G gy, hogy y = (a,b,b) # 1.
Ekkor a 9.2. kovetkezmény szerint (y) = v3(G) és y masodrendil centralis elem G-ben.
S6t, a 9.1. kovetkezmény szerint y az egyetlen centralis masodrendii eleme G-nek.

Az x = (a,b) # 1 kommutator rendje szerint két esetet kiilonboztethetiink meg.

Tegyiik fel elészor, hogy x masodrendii. Mivel |G'| > 8, igy létezik h € G'\ (x,y).
Legyen H = (a,b, h). Ekkor H' = (z) x (y) = Cy x Cy nem centralis H-ban. Mivel
h € So(H)\ H', igy So(H) # H'. Tehét a 3. tétel szerint U(F H) nem meta-Abel, igy
U(FG) sem az, ami ellentmondas.

Tegyiik fel, hogy = rendje nagyobb, mint 2. Ekkor barmely g € G esetén teljesil,
hogy

(2%, 9) = (z.9)(z,9,2)(z,9) = (z,9)* = 1,

tehat x? centrdlis, {gy y € (). Legyen H = {(a,b). Ekkor H' ciklikus, U(F H) meta-
Abel, ezért a 2. tétel szerint = negyedrendl. Ekkor létezik h € G’ \ (x). Legyen Hy; =
= (a, b, h). Ekkor H| negyedrendi ciklikus, nem centrélis részcsoport Hi-ben, tovabba
So(Hi) nem esik egybe Hi-vel. Ekkor a 2. tétel szerint U(F H;) nem meta-Abel, ami

szintén lehetetlen. O
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