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1. Absztrakt

Legyen A pozitiv egész szamok véges halmaza, f homogén kétvaltozos egész egyiitthatds
polinom. A TDK dolgozat keretében als6 becslést adok w([ ], yca.(f(a;0))) értékeére, | Al
fiiggvényében bizonyos specidlis esetekben. Ezen f polinomoknak k6z6s vondsa, hogy f(a, b)
minden a, b pozitiv egész szamra csak pozitiv értékeket vesz fel. Ilyen specidlis eset pl. az
za® 4+ yab + xb? alakd polinom, ahol > 0 és 2z + y > 0. Altaldnosabb vizsgalt eset az
Tpa"+x,_1a" b+ - -+a0b™ alaki polinomoké nemnegativ egyiitthatok mellett és z,, = xy = 1
feltételekkel. Ekkor

w< 11 f(a,b>>>>log|A!,

a,beA, a#b
ahol az alkalmazott konstans faktor csak az f polinomt6l fiigg. Hasonlé alaku alsé becsléseket
kordbban ErdSs és Turdn igazolt w([ ], yc 4 4zp(a + b)) €rt€kére, tovabbd Gydry, Sarkozy €s
Stewart w([ ], yc 4 o5 (ab+1)) értékére. A bizonyitott tételeim €lességére vonatkozélag szdmitogéppel
kerestem olyan konkrét A halmazokat, amelyre w (Ha,be Aa ;éb(a2 +ab + 62)> értéke viszony-
lag kicsi.



2. Uj eredmények

A dolgozatban pozitiv egész szamok véges A halmazara, némely kétvéltozos homogén egész

egylitthatds, legalabb masodfoku f polinomokra alsé becslést adok

w( H f(a,b))

a,beA,a#b

értékére, az f(a,b) (a,b € A,a # b) alakd szdmok kiilonbozd primosztéinak szamadra, A
méretének fiiggvényében. Az alsé becslés a megadott esetekben log | A|-s nagysdgrendd, f-t6l

fliggd konstans szorzdval.

e Az f(a,b) = a® + ab + b? esetrdl szdl az 1. tétel, amely szerint |A| = 3% + 1 esetén

w< H a2+ab—|—b2> >k + 2.
a,beA,a#b

* Ezen polinomra a halmaz adott méretére

w( H f(a,b))

a,beA,a#b

kis lehetséges értékeit keresve szamitégépes programmal megvizsgaltam azon 3-8 méretii

A halmazokat, amelyeknek legnagyobb eleme egy-egy korlat ald esik.

e A2.és3. tételben masodfoki szimmetrikus f(a,b) = za®+yab-+xb? alakd polinomokra,

w( H f(a7b)>

a,beA,a#b

aholxz > 0és2x+y >0, a

mennyiségre adok alsé korlatokat |A| és f fiiggvényében, elGbbi tételnél kicsit erdsebb
becslés adodik ennél sziikebb osztdlyra, ahol Inko(x, y) = 1, és v,(2x + y) paratlan vagy

0 minden p primszdmra. Az

o I fab)=k+1

a,beA,a#b

egyenlStlenséget igazolom a 2. tételben |A| = 3F + 1, a 3. tételben | A| = 3*(2x +y) + 1

esetben, ahol k£ nemnegativ egész szam.



* A 4. tételben 2-nél magasabb foku
fla,b) = a™ + zp_1a" b+ 2p_9a™ 2?4 - F 21ab" T D"

alakd polinomokra, ahol z,,_1, x,,_9, . . ., x1 nemnegativ egész szamok, bizonyitom, hogy

(24320 a)2(n + 1)% + 1 méretti pozitiv egész szamokbél 4116 A halmazokra

o TI fab)=k+1

a,beA,azb

3. Bevezetés

Jelolje barmely n pozitiv egész szamra w(n) az n-t 0szt6 primszamok szamat, P(n) pedig
a legnagyobb primszamot, amely osztja n-t. Barmely x # 0 egész szdmra v,(z) jeloli azon

egyetlen egész szamot, amelyre p*»®) | z, de p*»@+! 4 1.

A témakor kutatdsat elindito cikkben Erdds és Turdn [2] aldbbi eredménye a legfontosabb:
A. Tétel (ErdSs-Turén [2]) Ha az A halmaz elemei pozitiv egész szdmok és |A| = 3 - 2 egy
k pozitiv egész szdmra, akkor w([ [, ye 4 op(@ +0)) > k + 1.
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A bizonyitas a kovetkez6 allitast alkalmazza:

1. Lemma. Bdrmely a,b pozitiv egész szdmokra létezik olyan p primszdm, amelyre

vp(a+b) > v,(a) = v,(b). (1)

Bizonyitas:
Mivel a + b > a, 1étezik olyan p primszam, amelyre v,(a + b) > v,(a). Ugyanis minden x
pozitiv egész szam p*»(*) alaki primhatvanyok szorzata kiilonbozé p-kkel a szorzatban. Ekkor

a kovetkez6 lemma miatt v,(a) = v,(b) is teljesiil.

2. Lemma. Bdrmely c, d pozitiv egész szdmokra és p primszdmra, ha v,(c) > v,(d), akkor

vp(c + d) = vy(d) = min(v,(c), vp(d)). 2)



A lemma bizonyitasa:

pr @ | ¢ és pr@ | d miatt p»¥ | ¢+ d. Ugyanakkor p*»@+! t d, és pur @+ | ¢, gy
pUr @+t e+ d. Bzek alapjan v, (c + d) = v,(d). B

[ |

Ezenkiviil a bizonyitas egy masik fontos eszkoze, hogy barmely p pératlan primszamra, k po-
zitiv egész szamra és pozitiv egész szamokbdl allo H halmazra, amelyre |H| = 2k + 1, 1étezik
olyan H' C H halmaz, amelyre |H'| = k+ 1és d,e € H', d # e esetén v,(d + e) =
min(v,(d), vy(e)).

Az ezen irdsban belatott tételeink bizonyitasaiban hasonl6 elemi 6tleteket alkalmazunk.

Gy®0ry, Stewart €s Tijdeman ennél altalanosabb, két halmazos esetben, ahol a kiilonb6z6
halmazok elemeibdl 4116 parok osszegének szorzatét vizsgaltdk, also korlatot adtak a kiilonbozé
primosztok szdmara:

B. Tétel (Gyory-Stewart-Tijdeman [5]) Létezik olyan ¢; hatékonyan kiszamithaté pozitiv kons-
tans, amelyre ha az A és B véges halmazok elemei pozitiv egész szdmok és |A| > |B| > 2,

akkor w([[,c4pe5(@+0)) > cilog | Al

Bizonyitasukban Evertse algebrai szamtestek feletti S-egységegyenletekre vonatkozo dltalanosabb
eredményébdl [3] kovetkezd becslést hasznaltak a raciondlis esetben. Evertse eredményének Q

feletti valtozata [4]:

3. Lemma. Legyenek o, (5 és v nulldtol kiilonbozd egész szamok, p1, pa, ..., ps kiilonbozd
primszdmok. Ekkor az ax + By = vz egyenletnek legfeljebb 6 - 7°*73 megolddsa létezik, ahol
Inko(x.y,z) = 1 és x, y és z egyike sem oszthatd a py, ps, ..., ps primszdmok mindegyikétél

kiilonbozo primszdmmal.

Ellenkez§ irdnyban Erd@s, Stewart és Tijdeman adtak felsd becslést az w([ [, 4 ,c5(a + b))
szamra bizonyos kritériumokkal. Specialisan bizonyitottak [1], hogy tetszbleges ¢ > 0 valos
szamra €s minden e-tdl fiiggd korlatnal nagyobb k pozitiv egész szamra vannak olyan A és B

pozitiv egész szamokat tartalmazé halmazok, amelyekre |A| = k, |B| = 2 és

w( H (a+ b)) < (é +5> (log k)*log log k.
acAbeB

Gyory, Sarkozy és Stewart a B. tételhez hasonl6 allitast bizonyitottak két kiilonbozd halmaz

4



esetén eltolt szorzatokra:

C. Tétel (Gybry-Sarkozy-Stewart [6]) Létezik olyan ¢, hatékonyan kiszamithat6 pozitiv kons-
tans, amelyre ha az A és B véges halmazok elemei pozitiv egész szdmok és |A| > |B| > 2,

akkor
w( H (ab+1)) > ey log | Al

acA,beB

A tétel kovetkezménye egy halmazra az alabbi
D. Tétel (Gyory-Sarkozy-Stewart [6]) Létezik olyan c3 hatékonyan kiszamithaté pozitiv kons-

tans, amelyre ha az A véges halmaz elemei pozitiv egész szamok és | A| > 2, akkor

w( H (ab+1)) > c3log | Al.

a,beA,a#b

A C. tétel bizonyitasaban hasznéltak a kovetkezd lemmat.

4. Lemma. (Gydry-Sdrkézy-Stewart [6]) Legyen n > 2 pozitiv egész szam, Z+ a pozitiv egész
szdmok halmaza, A C (Z1)™ és B C (Z1)" véges halmazok. Tegyiik fel, hogy |A| > |B| >
2n — 2, A dsszes elemének n. koordindtdja 1 és BU (0,0, ...,0,1) bdrmely n eleme linedrisan

fiiggetlen. Ekkor létezik olyan c4 hatékonyan kiszdmolhato pozitiv konstans, amelyre

w( H (albl + ngg + -+ CLnbn)> > Cy log ‘./4|

(a1,a2,...,an)EA,(b1,b2,...,bn)EB

A bizonyitas alapjan [6] a primosztok szamat s-sel jelolve az
|./4| < (233(2n . 1)2)n3(s+1)
egyenldtlenség kovetkezik.

Ugyanezen két halmazos esetben az ab + 1 alakd szdmok szorzata kiilonbdz6 primoszt6i
szamdnak lehetséges minimumadra becslést ad Gyory, Sarkozy €s Stewart kovetkezd két tétele
bizonyos esetekben, amikor a nagyobb halmaz mérete jelentGsen nagyobb. Ugyanis a legna-

gyobb primosztéra adott K korlat azt is jelenti, hogy a primosztok szama legfeljebb a korlatnal

nem nagyobb primszamok szdma, ami I -s nagysdgrenddi.



E. Tétel (GyGry-Sarkozy-Stewart [6]) Legyenek k& > 16 és [ pozitiv egész szamok, amelyekre
log log k
2< 1< <

1/2
—) teljesiil. Legyen tovabbad ¢ > 0 valds szam. Ekkor ha £ nagyobb
log log log k
egy e-tol fiiggd c5(e) hatékonyan kiszamithatd pozitiv vals szamnal, akkor léteznek olyan A

és B pozitiv egész szamokbdl 4116 halmazok, amelyekre |A| = k, |B| = [ és

P( I (ab+1) < (togh) e,

aceAbeEB

F. Tétel (Gyory-Sarkozy-Stewart [6]) Legyenek & > 3 és [ pozitiv egész szamok. Léteznek
olyan cg és c¢; hatékonyan kiszamithat6 pozitiv valés szdmok, amelyekre ha & > ¢4 és 2 <
[ < @% teljesiil, 1éteznek olyan A, B C {1,2,...,k%} halmazok, amelyekre |A| = k,
|B| =1és

P( H (ab + 1)) < (log k)™.

acAbeB

4. Az a® + ab + b? polinom

Ebben a részben az w([ [, yc 40z0(a” + ab + V7)) kifejezés értékére adunk becsléseket a

pozitiv egész szamokbdl all6 A halmaz méretének fiiggvényében.

4.1. Altaldnos becslés

1. Tétel. (Fiiredi E.) Ha egy A pozitiv egész szdmokbdl dllé halmazra és egy k pozitiv egész
szamra |A| = 3" + 1, akkor w([ 1, pea.azp(@® + ab + b)) > k + 2.

Bizonyitas:
A bizonyitasban az Erdés-Turén-féle gondolatmenetet dltalanositjuk.
Mivel | A| > 3, ezért A elemei kozott van kettd, amelyekre a = b (mod 3),1gy 3 | a® + ab + b°.

Ezzel a 3 szerepel az a? + ab + b* alakd szdmok primosztéi kozott.

Ha p # 3 primszam, akkor barmely 3/ + 1 pozitiv egész szambdl 1étezik [ + 1, amelyek

koziil barmely a # b parra

v,y(a® + ab + b*) = min(v,(a?), v,(b?)).



Ugyanis ha v,(a) = m és v,(b) = n, akkor a = p™r és b = p"s szorzatokra m < n esetén
CL2 +ab+ b2 — p2m,r2 +pm+nTs +p2n82 _ me(T,Q +pn—mrs +p2(n—m)82)’

igy vp(a* + ab + b*) = min(v,(a?),v,(b?)). Utébbi teljesiil m > n-re is. m = n esetén a* +
ab+b* = p*™(r*+rs+s%), igy v,(a® + ab+b?) # min(v,(a®), v,(b*)) esetén p | r* + rs + s>
Tudjuk, hogy rs nem oszthat6 p-vel. Adott r, p-vel nem oszthaté szdmra r2 + rs + s legfeljebb
két kiilonbozd, r-t6] sziikségszerlien kiillonbozd (redukalt) s maradékosztilyra oszthatd p-vel (a
fokszamtétel alapjan).

Ugyanakkor a mod p redukdlt maradékosztdlyokbdl mindegyik legfeljebb két masikat zar ki
v, (a®+ab+b*) = min(v,(a?), v,(b?)) érdekében, igy a mod p redukélt maradékosztalyok mohé
algoritmussal harom részre oszthatdk gy, hogy barmelyik osztalyon beliili maradékosztalyok
két szdmdra, r-re €s s-re p | 72 + rs + s* nem lehetséges.

Ha adott 3] + 1 pozitiv egész szam €s egy p # 3 primszam, el6bbieket p Sket oszt6 legna-
gyobb hatvéanyéval leosztva a kapott szamok koziil [ + 1 elébbi harom rész koziil ugyanabba
esnek. Az ezekhez tartozé eredeti szdmok koziil barmely a # b parra v,(a? + ab + b*) =

min(v,(a?), v, (b?)).

Ezt felhaszndlva ha a 3* + 1 elemd A-ra W([Tapenans(@® +ab+b%)) < k+ 2 teljesiilne,
a 3-n kiviil legfeljebb & primszdm oszt6 szerepelne. Legyenek w([], yc4.4 7éb(a2 + ab + b))
3-t6l kiilonboz6 primosztdi py, ps, ..., ., ahol z < k. Ekkor p;-re 31 + 1 szamot A-
b6l megtartva olyan részhalmazt kaphatunk, ahol barmely a # b parra vy, (@ + ab + b?) =
min(v,, (%), vy, (b?)). Ezutdn py-re 3" 2+ 1 szdmot A 3"~ +1 méretl részhalmazabdl megtart-
va olyan részhalmazt kaphatunk, ahol barmely a # b parra vy, (a®*+ab+b*) = min(v,, (a?), v,,(b?)),
és a vy, (a® + ab + b*) = min(vy, (a?), vy, (b?)) egyenlSség is megmarad. Mindig a megmaradt
szdmokra ezt még a tobbi primre ismételve maradna legaldbb 3° + 1 = 2 szdm .A-bél, ahol csak
a ¢ = 3 primszdmra lehetséges, hogy a # b elemekre v,(a® + ab + b*) > min(v,(a?), v,(b?)).
Ugyanakkor ezek koziil két megmaradt c és d szdmra, ahol ¢ < d, 2 + cd + d* > 3c?, igy
v3(c?) 4+ 2 < wv3(c® + ed + d?). Utébbi csak vs(c) = wv3(d) esetén lehetséges, mds esetben

7z

v3(c® + cd + d?) = min(vs(c?), v3(d?)) teljesiilne. Legyen t = v3(c) = v3(d), u = § és
w = —, ekkor
3t
a® + ab + b* = 3% (u® + uw + w?).

Itt 9 | u? + uw + w? teljesiil v3(u?) + 2 < v3(u? + uw + w?) miatt, de sem u, sem w nem



oszthat6 3-mal. 3 | (v — w)? miatt 3 | u — w, de u = w + 3z esetén ha
9| (w+32)* + (w + 32)w + w® = 3w? + Yaw + 2?),

3 | w, ami ellentmondas. A tételt bebizonyitottuk. Hl

4.2. Kis esetek

Ebben a részben Python nyelvil programmal elért alsé becsléseket adunk adott kis mérett
pozitiv egész szdmokbol dll6 A halmazok mellett w([, ye 4 425(a* + ab + b?))-re. A halma-
zok mérete 3 €s 8 kozé esik és ezen méretek mellett az Osszes esetet megvizsgaltuk program-
mal, ahol a legnagyobb szdm egy-egy korlatot nem 1€p tul. Ha egy halmaz 6sszes elemének
van koz0s osztdja, azzal leosztva az elemeket olyan ugyanakkora halmazt kapunk, melyre
w(Ha’bE Aa 7éb(az + ab+ b*)) nem nagyobb. Ezért a programmal kapott halmazokra azok koziil,
amelyekre w(], ye 4 qz5(@® + ab + b?)) a minimdlis elSforduld érték, az olyanokat listizzuk,

ahol A elemeinek nincs 1-nél nagyobb k6zos osztdja.

Az | A| = 3 esetben programmal azon pozitiv egész szamokbdl al16 haromelem halmazokat
végignézve, ahol az elemek egyike sem nagyobb 400-ndl, w([ [, , Aa#b(az +ab+b?)) legkisebb
el6forduld értéke 3, és ez a halmaz elemeinek 1-nél nagyobb kozos osztdja nélkiil 28668 esetben
fordul eld. Ilyenek A = {1,2, 3} vagy A = {1,2,4}, de A = {388, 395,399} is.

Ha a < b < c pozitiv egész szdmok, w((a® + ab + b*)(b* + bc + ¢*)(a® + ac + ¢?)) > 2,

mert (b2 + be + ¢2) és (a? + ac + ¢) nem lehetnek ugyanannak a primszdmnak hatvanyai.
& <a’+ac+c® <b+be+c? <3

miatt csak a 2-nek lehetnének hatvanyai, de b? + bc + ¢ nem lehet 2-hatvany. Ugyanis
v (b? 4 be + ) = min(vy(b?), vo(c?))

akdr vy(b) # va(c), akdr vy (b) = va(c).

Sejtés. (Fiiredi E.) Ha a < b < ¢ pozitiv egész szdmok, akkor

w((a® + ab+ b*)(b* + be + ¢*)(a® + ac + ¢*)) > 3.



Az | A| = 4 esetben programmal azon pozitiv egész szamokbdl all6 négyelemi halmazokat
végignézve, ahol az elemek egyike sem nagyobb 400-ndl, w([ ], yc 4 o (a* +ab+b?)) legkisebb
el6forduld értéke 4, €s ez a halmaz elemeinek 1-nél nagyobb k6zos osztdja nélkiil 6t esetben
fordul els, A = {1,2,4,8}, A = {1,3,9,18}, A = {1,3,9,27}, A = {1,4,16,22} vagy
A=1{1,9,15,18}.

Az |A| = 5 esetben programmal azon pozitiv egész szamokbdl dll6 telemid halmazokat
végignézve, ahol az elemek egyike sem nagyobb 200-ndl, w([], yea.qz(a® + ab + %)) leg-
kisebb el6forduld értéke 5, €s ez a halmaz elemeinek 1-nél nagyobb kozos osztdja nélkiil két
esetben fordul eld, amikor A = {1,2,4,8,16} vagy A = {1,3,9,27,81}.

Az |A| = 6 esetben programmal azon pozitiv egész szamokbdl all6 hatelem{ halmazokat
végignézve, ahol az elemek egyike sem nagyobb 200-ndl, W(Ha,be Aa ;éb(a2 + ab + b?)) legki-
sebb eldfordul6 értéke 6, és ez a halmaz elemeinek 1-nél nagyobb kozos osztdja nélkiil csak az
A ={1,2,4,8,16, 32} esetben fordul eld.

Hasonldan az | A| = 7 esetben programmal azon pozitiv egész szamokbdl all6 hételemi hal-
mazokat végignézve, ahol az elemek egyike sem nagyobb 150-nél, w([ ], , Aa#b(aQ +ab+b?))
legkisebb el6forduld értéke 7, €s ez a halmaz elemeinek 1-nél nagyobb kozos osztdja nélkiil
csak az A = {1,2,4,8, 16, 32,64} esetben fordul eld.

Végiil az |A| = 8 esetben programmal azon pozitiv egész szamokbdl all6 nyolcelem hal-
mazokat végignézve, ahol az elemek egyike sem nagyobb 100-ndl, w([ [, ,c Aa#b(aQ +ab+b?))
legkisebb el6forduld értéke 9, és ez a halmaz elemeinek 1-nél nagyobb kozds osztdja nélkiil
csak hdarom esetben fordul el6, A = {1,2,3,4,6,9,12,18}, A = {2,3,4,6,9,12,18,36} és
A=1{24,6,8,9,12,18,36}.

Ity médon w([ ], ye 4 o5 (@* + ab+b?)) adott méret melletti minimumara programmal felsd

korldtokat kaptunk a 4 < |.A| < 8 esetekben is, ahol ehhez képest az alsé becslés 3.

5. Masodfoku szimmetrikus homogén polinomok

Ezen fejezetben elemi als6 becsléseket adunk az w([ [, ye 4 4.(f(a, b)) mennyiségre. ahol
f masodfoki szimmetrikus homogén egész egyiitthatés polinom és f(1,1) > 0, f(1,0) =
£(0,1) > 0.



2. Tétel. (Fiiredi E.) Legyenek x és y egész szdmok, amelyekre teljesiil, hogy x > 0, 2x+1y > 0,
Inko(z,y) = 1 és minden p primszdmra, melyre p | 2z + y teljesiil, v,(2x + y) pdratlan. Ekkor
bdarmely A pozitiv egész szamokbdl dllé halmazra, amelyre |A| = 3% + 1 egy k nemnegativ

egész szamra, cu(I_LL,bEJL"a;H)(yca2 +yab+ xb?) >k + 1.

Bizonyitas:

Az a # b pozitiv egész szamokra
ra® + yab + 2b® = x(a — b)* + (22 + y)ab > (2x + y)ab > 0, 3)

igy az 1. lemma alapjdn létezik olyan p primszdm, amelyre v,(za® 4+ yab + xb?) > v,(2z +

y) + vp(ab).

Mivel Inko(z,y) = 1 miatt Inko(z,2x + y) = 1 is teljesiil, igy barmely ¢ primszdm x
és 2z + y koziil legfeljebb az egyiknek osztGja. Igy két esetet kiilsnboztetiink meg, amikor
q|z2x +vy).

Leset q|2x+y
Ekkor v,(za® + yab + xb?) < v,(2z + y) + v,(ab). Ugyanis tegyiik fel az ellenkez§jét, ekkor

vg(ra® + yab + xb*) > v, (27 + y) + v,(ab).

Ha van ilyen ellenpélda, feltehetd, hogy a és b koziil legaldbb egy nem oszthat6 g-val, masmilyen
ellenpéldat az a és b legnagyobb kozos g-hatvany osztdjaval leosztva is ellenpéldat kapnank.
Ekkor ¢ | wa® + yab + xb? és q 4 = miatt ¢ 1 ab is teljesiil. Ellenkezd esetben g a €s b koziil
pontosan egy szdmot osztana, xa? + yab + xb* két darab g-val oszthat6 és egy darab g-val nem
oszthat6 szam 0sszegeként g-val nem lenne oszthatd.

Tudjuk, hogy v,(2x + y) = 2h — 1 valamely h pozitiv egész szamra, igy
ra® + yab + 2b* = (22 4+ y)ab + z(a — b)?

miatt

Uq(xa2 + yab + xb*) > V(27 + y) + vy(ab) = vy((2z + y)ab)

esetén

ve((22 + y)ab) = vy(x(a — b)?) )
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teljesiilne. Ugyanakkor ¢ { ab esetén (4) bal oldala paratlan, jobb oldala paros, ami ellent-
mondas. Igy bebizonyitottuk, hogy ¢ | 2z + y esetén

vy(ra® + yab + xb*) < v, (27 + y) + vy(ab).

Il eset: ¢ | =
Ha ¢ | x primszdm, amennyiben v,(za® + yab + xb*) > v,(ab) 4+ v,(2z + y) (= v,y (yab)
q 1y ésq1t2r+ y miatt), akkor a 2. lemma miatt

v (ra® + zb?) = v,(yab) = v,(ab), 5)
igy mivel v,(a) = v,(b) ennek ellentmondana, v,(a) # vy(b), ezért v,(xa?) # v, (xb?) és
vy(ra® 4 xb?) = vy() + 2min(vy(a), vy(b)).
Eszerint v, () 4+ 2min(vy(a), v,(b)) = v,(ab), igy
vg(ab) — 2min(vy(a), vy(b)) = |vg(a) — vy(b)] = vy().

Tehdt ¢ | = primszémra v,(za® + yab + xb*) > v,(ab) = v,(yab) sziikséges feltétele, hogy

[vg(a) — v4(b)] = vy(x) teljesiiljon.

Eszerint adott (z,y) par mellett barmely ¢ | = primszamra a pozitiv egész szdmok két

csoportba oszthatdk, melyek koziil tetsz6leges azonosba tartozé a;, by szamokra

v (ral + yarby + xb7) < v,(2z +y) + vy(arhy).
Elég annyit elkeriilni, hogy |v,(a1) — v4(b1)| = vy(z), amihez barmely r pozitiv egész szamot
vy(r) =0 (mod 2v,(x)), vy(r) =1 (mod 2v,y(x)), ..., ve(r) = ve(z) — 1 (mod 2v,(z)) esetén

az egyik, mig v,(r) =v,(z) (mod 2v,(x)), v,(r) =v,(z)+1 (mod 2v,(x)), ...,

Uy(r) = 2v,4(x) — 1 (mod 2v,(x)) esetén pedig a masik halmazba sorolunk.

Ha ¢ primszdm és ¢ { x(2x + y), akkor amennyiben

vy(ra® + yab + xb*) > v,(ab) + v, (2z + y) = v,(ab),

11



vy(a) = v,y(b). Ugyanis kiilonben
vy(ra® + yab + xb*) = 2min(vy(a), v,(b)) < vy(ab).
Példdul v,(a) < v,(b) esetén
ve(a?) = vy(ra®) < vy(yab + xb?),

igy a 2. lemmit alkalmazva v,(za® + yab + xb?) = v,(a?).
Feltéve, hogy v,(za® + yab + xb*) > v,(ab) + v,(2z + y), legyen v,(a) = v,(b) = I, igy

megfelelé m, n (¢g-val nem oszthatd) pozitiv egész szamokra a = ¢'m és b = ¢'n. Ekkor
vg(zm? + ymn + an®) > v,(mn) + v, (22 +y) = 0,

igy ¢ | am? + ymn + xn?. Mod q vizsgdlva az egyenletet ¢ 1 x miatt adott m-re az n leg-
feljebb két kiilonbozd mod ¢ maradékosztalyba tartozhat a fokszamtétel miatt. Ugyanakkor

m =n (mod ¢) nem lehetséges ¢ 1 2z + y miatt.

Adott (z,y) parra és g { x(2z + y) primszamra a pozitiv egész szamok harom halmazba so-
rolhat6k gy, hogy egy halmazon beliili ag, by szdmokra v, (za3+yasbe+1b3) < v,(2z + y) + vy(azbs).
Ugyanis barmely s pozitiv egész szamra ﬁ q — 1 kiilonb6z6 redukélt maradékosztilyba es-
het mod ¢. Ezen redukalt maradékosztaly szerint csoportositjuk s-et. Barmely ilyen redukalt
maradékosztalyra ha legfeljebb kettd, t6le kiilonbozd maradékosztily nincs vele egy halmaz-
ban, egy halmazon beliili as, by szdmokra v,(za3 + yasby + xb3) < v,(2x 4+ y) + v,(azbs).

Moh6¢ algoritmussal a redukalt maradékosztalyokon sorra végigmenve harom halmazba oszt-
hatdak gy, hogy minden redukalt maradékosztalyt mas halmazba tesziink mint a két keriilend6

masik redukalt maradékosztaly elemeit.

Ha |A| = 3* + 1 és A pozitiv egész szamokbol all, akkor [, ,c 4 .. (za” + yab + xb?)-bol
barmely tényezdre az 1. lemma szerint za* + yab + xb*-nek van olyan u primszdm osztéja,
amelyre v, (za® + yab + zb*) > v,(2z + y) + v.(ab). Ekkor ezen u primre A elemei harom

halmazba oszthatéak gy, hogy egy halmazon beliili (¢, d) parokra
V(2 4+ yed + xd*) < v,(2x 4+ y) + vy (cd).

Igy A-nak létezik olyan 3*~! + 1 elemii A; részhalmaza, amelyben ¢, d € Aj, ¢ # d esetén
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xc? +ycd+ xd?-nek van olyan w primosztéja, amely u-tdl kiilonbozik és v, (e +yed +xd?) >
V(22 + y) + vy (cd). Ezen w primszamra ismételjiik azt, amit u-val csindltunk. Kivélaszthatd
egy A; C A, halmaz, amelyre | Ay| = 3F72 41 és barmely ¢, d € Ay, ¢ # d esetén xc? + yed +

xd?-nek van olyan z primosztéja, amely nem lehet w vagy u, emellett
v, (zc® 4+ yed + zd?) > v, (22 +y) + v.(cd),

mert

V(2 + yed + 1d*) < v, (22 + y) + vy (cd),

w-re is harom halmazba oszthatak a pozitiv egész szamok és A; is Ggy, hogy egy halmazon
beliil ez fenn4ll, az A, -et hdrom részre osztva kapott legnagyobbél kivalasztunk 3¥~2 +1 elemet
As-nek.

Igy sorra dj primszdm osztokat taldlunk, mikozben a halmaz mérete majdnem megharma-
dolddik, ¢ darab Ha’bE A(ma2 + yab + xb?)-t oszt6 kiilonbdzd primszam, pi, po, ..., p; Mmeg-
taldldsa utan van olyan A; C A halmaz, amelyre |A;| = 3*~" +1ésc,d € A;, ¢ # d esetén
xc® + yed + xd*-nek van olyan g primosztdja, amely nem lehet az addigi 7 egyike sem, melyre
vg(zc® + yed + xd*) > v,(2x + y) + vy(cd). Ezzel a médszerrel 6sszesen k + 1 primszdmot is

kapunk, igy a tételt bebizonyitottuk.

3. Tétel. (Fiiredi E.) Legyen x pozitiv egész szdm és y egész szam, amelyre 2x + vy > 0. Ek-
kor bdrmely A pozittv egész szdmokbdl dllé halmazra, amelyre |A| = 35(2x + y) + 1 egy k
nemnegativ egész szamra, teljesiil, hogy w([], beAWéb(xa2 +yab+ xb?)) >k + 1.

Bizonyitas:
x Y

Feltehetjiik, hogy Inko(x,y) = 1, kiilonben (x,y)-t (l ko(z.y) Inko(z.7)
nko(z,y)  Inko(x,y

)-ra cserélve
nem ndhet w([ ], yc 4 op(x0® + yad + xb?)).

Ekkor barmely p primszam z és 2z + y koziil legfeljebb egyet oszt. a # b pozitiv egész
szdmokra ra? + yab + xb* > (2z + y)ab, igy az 1. lemma alapjan Iétezik olyan ¢ primszam,
amelyre

vg(za® + yab + xb*) > v,(21 + y) + vy(ab).

7

Az el6z6 tétel bizonyitdsa alapjan ekkor ha egy p primszéamra p 1 z(2x +y) vagy p | z, a
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pozitiv egész szamok harom halmazra particiondlhatdak, amelyeken beliili ¢ # d szdmokra
vy(xc® + yed + xd?) < vy(2x +y) + vy(ed). Hap | 22 + y és v,(2z + y) pératlan, akkor
tetszSleges ¢ # d pozitiv egész szdmokra v, (zc? + yed + xd*) < v, (22 + y) + v,y(cd) teljesiil.

Nézziik azon esetet, amikor v, (2 + y) = 2m egy m pozitiv egész szamra. Ekkor ha ¢ # d
pozitiv egész szdmokra v, (xc? + yed + xd?) > v, (22 +1y) + v,(cd), akkor v,(c) = v,(d), egyéb
esetben

v,(2¢® + yed + xd?) = 2min(v,(c), v,(d)) < v,(cd).

Legyen v,(c) = v,(d) = f, ekkor ¢ = p/ g és d = p’h, p-vel nem oszthaté g és h pozitiv egész
szamokkal. Tgy

vp(xg® + ygh + xh?) > v,(2z + y) + v,y(gh) = vy(2z + y) = 2m.

xg* + ygh + zh* = (2x + y)gh + z(g — h)?

és v,((2r + y)gh) = 2m miatt ekkor v,(v(g — h)?) = 2m. Igy g =h (mod p™), de
pm+1 ,fg — h.

Ekkor p™*1 — p™ (vagyis p*™-nél kevesebb) halmazba oszthatok a pozitiv egész szamok

m+41

ugy, hogy barmelyiken beliili s szdmokra az szdmok mod p ugyanazon redukalt

5
poe(s)
maradékosztalyba tartoznak, kiilonb6z6 halmazok szdmaira kiilonbozékbe. 2x + y Osszes g
primosztdjdra, amelyre v, (22+y) paros, ezt megcsinalva Osszesen aszerint halmazokat készitve,
hogy az egy halmazba es6é szamok minden ilyen ¢ primnél a hozz4 tartoz6 beosztasndl egy hal-
mazban vannak, kevesebb mint 2 + y halmazt kapunk. Ugyanis v,(2z + y) = 2m esetén
p™ Tt — pm-szerez8dik p alapjdn a halmazok szdma. Barmely ilyen halmazra ¢ # d elemei-
re v,(zc? + yed + xd*) > v,(2x + y) + vy(cd) csak p 1 2z + y primszdm esetén lehetséges.
Skatulyaelv alapjn van olyan ezek kozt, amelyiknek A-val a metszete legaldbb 3* + 1 elem(i.

Legyen ezen metszetben egy 3% + 1 elemdi részhalmaz B.

B-re mér csak olyan p primek lehetnek ¢, d € B-re ¢ # d esetén v,(xc® + yed + xd*) >
Uy (22 + y) + vy (cd)-t teljesitdk, amelyekre v, (22 + y) = 0. Innen a befejezés hasonl6 az el6z6
tételéhez, amit ott A-ra tettiink primoszténként harmadolva a halmazt, itt B-re. Tegyiik fel,
hogy valamely p primszam és 3¢ + 1 elemi (¢ pozitiv egész szdm) pozitiv egész szamokbél allé
C C Bhalmaz, ¢,d € C, ¢ # d esetén v,(zc® + yed + xd?) > v,(22 + y) + vy(cd), ilyen p

primszam minden c¢,d € C-re 1étezik. Ekkor C elemei hdrom diszjunkt halmazba oszthat6ak,

14



amelyekre barmelyik D-n beliil nincs f és g, amelyekre f, g € D, [ # g, vy(xf*+yfg+xg*) >
Dl = 3141, fg € D,
[ # g, v(xf2+yfg+xg?) > v,(22 + y) + v,(fg) esetén a p primnek az addigi kivalasztott

v,(22 + ) + v,(fg). Igy létezik ilyen D C C halmaz, amelyre

primosztoktol (k — [ + 1 darabtdl) kiilonbozének kell lennie.
Az eljérést k-szor elismételve [ ], , s(xa® 4+ yab + xb?)) k kiilonbdzd primosztéjat kapjuk és B

két elemét, r-et és s-et, amelyre barmely ¢ primszam, amelyre
vg(xr? + yrs + x5) > v,(21 + y) + vy(rs),

az addigi k primoszt6tol eltér. Ilyen g primszam 1étezik, 6 egy (k + 1). primosztd. Ezzel a tételt

bebizonyitottuk.

6. Magasabb foki homogén polinomok

Ebben a fejezetben magasabb fokid homogén polinomokra adunk speciélis esetben egy elemi

becslést. Sajnos nem lehetnek az egyiitthatok kozt pozitiv és negativ egész szamok is.

4. Tétel. (Fiiredi E.) Legyen n > 2 pozitiv egész szdm, T, 1, Tp_o, ..., T1 nemnegativ egész
szdmok és 2 + "' w; = M. Ha az A halmaz pozitiv egész szamokat tartalmaz és |A| =

M?(n + 1)* + 1 egy k nemnegativ egész szamra, akkor

w( H (a™ + Tp_1a™ b+ 2y _9a™ 20 4 -+ pab" T+ b”)) >k+1.
a,beA,a#b

Bizonyitas:
Ha a # b pozitiv egész szamok,

n—1

A"+ Tp1a 0+ xy_0a I 4 - a0 > <2 + Z xl> min(a”, b").
=1

Igy 1étezik olyan p primszdm, amelyre
n—1
vp(a" 4+ Ty 10" N0+ Ty _9a" 2P+ -+ xpab™ T ) > vp((Q + Z ;) min(a", b”)) =
i=1
n—1 n—1
Uy (2 + Z xl) + vy(min(a”, b")) > v, (2 + Z xi> + min(v,(a™), v,(b")).

=1 i=1
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Eszerint

n—1
V(0" 42 10" b2 00" 20 4z ab" T D) > v, ( Z z; —1—2) +min(v,(a"), v,(b")).
i=1
(6)
El6szor nézziik azon esetet, amikor p | 320" x; + 2 és
n—1

vp(a"+xn,1a"_1b+wn,2a”_2b2+- o zab" ") > vp<z :L’H—Q) +min(v,(a"), v,(b")).
i=1

Ekkor v,(a) = v,(b), ugyanis v,(a) # v,(b) esetén

vp(a" 4+ T 10" M0+ Ty 00" 2P + -+ 2pab™ T + ") = min(v,(a”), v, (b"))
teljesiilne, hiszen pl. v,(a) < v,(b) esetén
v,(a") = nv,y(a) < (n—1)vy(a)+v,(b) < vy(Tp_10" b+ 1 20" 26 + -+ + wab™ 1 + 1),

a jobb oldal tagonként is oszthaté pvr(@"'b)-vel.

a ez z
Legyen v,(a) = v,(b) = F'ésr = —, mig s = —. 1 és s p-vel nem oszthat6 pozitiv egész
p p

szamok. Mivel

n—1
vp(@" + 2y 10" 042, a0 4 xpab™ T D) > UP(Z xi+2> +min(v,(a”™), v,(b")),
i=1

mindkét oldalt n F'-fel csokkentve

n—2 .2

—1 —1
Up(r" 4+ Ty 7S+ Ty TS 4 s 8) >

n—1 n—1
vp<2xi + 2) + min(v,(r"), v,(s")) = UP(Z x; + 2).
i=1 i=1
Legyen v,(3.1—]' ; + 2) = h, ekkor
V(1" + 27" s + Tpor" 282 4 Fayrs” T 4 5") > .

Ezr = s (mod p"*!) esetén nem lehetséges. Ugyanis ekkor

L T e T e T A I LSy LRy S S
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(mod ph*1), igy
n—1
P gt T S Ty S 4 s T S = r”(Z T + 2) (mod p"*1).
i=1

Ezek szerint p 1 r miatt

n—2 2 n—1

P o, s g, o™ 2SR s 4 ST

htl_ ,h

Igy ha egy p primszdmra UP(Z?:_II x;+2) = h > 0, akkor a pozitiv egész szamokat p P

halmazba oszthatjuk ugy, hogy ezekbdl barmelyik 5 halmazra a # b,a,b € B esetén

n—1

v (@" 421" 0+, 0" 204wy ab" T DY) < v, < Z x; + 2) + min(v,(a™), v,(b")).
i=1

t
Ugyanis barmely ¢ pozitiv egész szamra legyen f(t) —~ redukélt maradékosztalya mod p"*?,

p”p(t)
(p"*tt) = ph*tl — p" ilyen redukélt maradékosztaly 1étezik. ¢, és t, pontosan akkor keriiljon
ugyanazon halmazba, ha f(t,) = f(t2). Erre az f(a) = f(b) esetre mar bebizonyitottuk, hogy
n—1

v (a" 421" 0+, _0a" 204wy ab" T ) < v, < Z x; + 2) + min(v,(a™), v,(b")).
=1

Itt p" 1 — ph < p?!, de h = 1-re viszonylag kizel esnek egymdashoz.

Ezen médon Z?:_ll x; + 2 = M 0sszes p primosztdjara kiilonbozé halmazokba partici-
ondljuk a pozitiv egész szdmokat, egy p primre kevesebb mint p2r(iny i+2) = pee(M?) qa-
rabba. Osszességében ha azon pozitiv egész szdmokat tessziik ugyanazon halmazba, amelyek
minden p | M esetén készitett beosztdsra ugyanazon halmazban voltak, legfeljebb (és a kinai
maradéktétel kovetkezményeként pontosan) [, o (por@D+L — oD halmazra particionaljuk
a pozitiv egész szdmokat, ez kevesebb, mint [ [, (P2 M) = M2, Tgy M?-nél kevesebb olyan
halmazba oszthat6ak a pozitiv egész szamok, amelyek koziil barmelyik C halmazra a,b € C,
a # b esetén

n—1

(" 010t a7 < (3 4 2) + min(uy(a”), vp(07))
=1

minden p | M primszamra. Ezek metszeteit véve A-val skatulyaelvbdl a legnagyobb kapott
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halmaz egy megfeleld méretii részhalmazat kivélasztva létezik olyan Dy C .4 halmaz, amelyre
|Do| = (n+1)*+1ésa,b € Dy, a+#besetén

n—1
vp(a"+:En_1a”_1b+xn_2a”_262+- o zab™ ) < vp<z T; + 2) + min(v,(a™), v,(b"))

i=1

minden p | M primszamra.

Igy minden a,b € Dy, a # b esetén létezik olyan ¢ { Z;:ll x; + 2 primszam, amelyre

n—1

Vg (a"+ 1, 10" 0+ x, 90" P04z ab T D) > 0, ( Z T + 2) + min(v,(a™), v, (0")).

i=1
Ebbdl v,(a” + x, 10" 'b + 3, 9a" 2 + - + 21ab" ! + ") > min(v,(a”), v, (b7)). Igy
vy(a) = vy(b), ellenkezd esetben

V(@™ + 210" b + Ty 00" 2P + - 4 21ab™ T+ 0") = min(v,(a”), v, (D))

b .
€s S = ——, R és S ¢-val nem oszthat6 pozitiv

lenne, ahogy mar lattuk. Legyen R = 7@ O

egész szamok. Ekkor
V(@™ + 2y 10" o+ 1 _0a" 2 + -+ mab™ T+ BY) > min (v, (a”), v, (b))
miatt mindkét oldalt nv,(a) = nv,(b)-vel csokkentve
V(R + 2y 1 R" 'S + 1, o R"2S* + -+ + 2, RS™ + ™) > min(v,(R"), v,(S™)) = 0.

Igy
q| R"+ 2, RS + 2, oR" 28> + .- + 2, RS" ™ + 5™,

Adott R mellett a fokszamtétel miatt S legfeljebb n kiilonb6z6 mod g maradékosztalybdl keriilhet

n—1

ki (mod ¢ legfeljebb n kiilonbdz6 gyok van), ezek R-ét6l kiilonboznek, mert g { R™ (>, x; + 2),
ha ¢ 1 R.

Igy a mod ¢ redukalt maradékosztalyok mohé algoritmussal legfeljebb n + 1 halmazba
oszthatdak gy, hogy ezek koziil barmely £ halmazra R, S € £ esetén

¢t R"+ 2, RS+ 2, oR" 28>+ ... + 2;RS"' + 5™
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29

Az algoritmus sordn végigmegyiink a redukélt maradékosztalyokon és mindet az dltaluk kizart

legfeljebb n addigi maradékosztilyétdl kiilonbozd halmazba tehetjiik.

Eszerint barmely ¢ 1 2?2—11 x; + 2 primszdmra a pozitiv egész szamokat legfeljebb n + 1

halmazba oszthatjuk (particionalhatjuk) ugy, hogy ezekbdl barmely £ halmazra a, b € £ esetén

n—1
V(" + 2y 10" 0+, 0a" 2B+ - xpab T D) < v, ( Z x; + 2) + min(vy(a™), v,(b")).
i=1

Ugyanis barmely ¢ pozitiv egész szdmot mod ¢ maradékosztalyanak el6bbi legfeljebb

q”q(t)
n + 1 halmazba beosztasdnak megfelelGen osztunk be, t-vel azonos halmazba azon z pozitiv

t
egész szamok keriilnek, amelyekre g mod ¢ redukalt maradékosztalydval azonos halmazba
q™

mod ¢ redukalt maradékosztalya.

P

keriilt az el6z6 beosztasban

qvq(z)

Kiindulunk a Dy halmazbél. (6) alapjan [ [, yep, oz(@” + Tpo10" 0+ 200" 22 4 - - 4
z1ab™! + b") barmely szorzétényez6jének létezik olyan gy primosztdja, amelyre
n—1

Vgo (A" 210" o2, 0a™ 2024 - a1 ab™ D) > vy, ( Z x; + 2) + min(vg, (a"), vg (b")),

=1

n—1

go nem lehet ) ' x; + 2 osztéja. Ezen gp-ra a pozitiv egész szdmok halmaza, igy D, is
legfeljebb n + 1 diszjunkt halmazba particiondlhatéak ugy, hogy ezekbdl barmely F halmazra
c,d € F,c # desetén

n—1

Vgo (" +2p 1" HdA Ty o 2 AP - wied T HAY) < vy, < Z x; + 2) + min(vg, ("), vy (d")).
i=1
Igy skatulyaelvbél van ilyen Dy C Dy is, amelyre |Dy| = (n+ 1)1 +1és¢,d € Dy,c # d

esetén

n—1

Vgo (€T 1" 4Ty o 2dP - - Aayed™ ™ Hd™) < vy, ( Z x; + 2> + min(vg, ("), vy (d")).

i=1

Ezt ismételjiik sorra m = 2,...,k — 1, k mellett, kiindulunk a D,, ; C D, halmazbdl,

amelyre D,,,_; = (n+ 1)¥"™*1 4 1 éshaegy ¢ primszdmra ¢ = qo, ¢ = q1, . . ., ¢ = Qo Vagy

19



q | S0} @ 4 2, akkor barmely a,b € D,,_1,a # b esetén

n—1
vq(a”—l—xn,la"_lb+xn,2an_262+- czab" T ") < v, ( Z T; + 2) + min(v,(a™), v, (b")).

i=1

Ekkor (6) szerint barmely a,b € D,,,_1,a # b esetén létezik olyan ¢, ; primszam, amelyre

Q-1 | " + Tp_1a" 0+ 0™ 20 + -+ pab™ Tt D"

n—1

Vs (@" 4T 10" 02, 00" 207+ -y ab" ) > v, (Z x; + 2) + min(v,, ,(a"),v,, ,(b")).
i=1

Ezen q,,,_1-re a pozitiv egész szamok halmaza, igy D,,,_1 is legfeljebb n + 1 diszjunkt halmazba

particionalhat6ak ugy, hogy ezekbdl barmely F halmazra ¢, d € F, ¢ # d esetén

n—1

Vg o (" 1"z, o 2dP 4t aed™ HdY) < v, <Z x; + 2) + min(v,,, ,(c"), vy, ,(d")).
i=1

Igy vanilyen D,,, C D,,_y C Dy is, amelyre D,,, = (n 4 1)* ™ + 1 és ¢,d € D,,, ¢ # d esetén

n—1

Vg, ("2 1"t a, o 2dP 4 Axied HdY) < v, (Z x; + 2) + min(v,,, ,(c"),v,, ,(d")).
i=1
Végiil eljutunk az m = k esetben Dy két eleméhez, legyenek w, €s w,. Létezik olyan g
primszam ((6) miatt), amelyre
n—1
Vg, (W AT W] g4z, 9w} 2ws+- -z wiwy  Hwh) > v, ( Z xi+2> +min(v,, (W), vy, (Wh))
i=1
és a konstrukci6 1épéseibSl qx { qoqi - - - qe—1, Qi 1 Sorey @ + 2.
Ezzel megvan [, ,cp (0" + 10" 7'0 4 290" 7207 4 -+ + w10l 4 D7) és vele
[Lopcaars(a”+ Tp 10" 0+ 2, 00" 202 + - -+ z1ab™ 1 + D) k + 1 kiilonb6zd primosztdia,

Qo> q1» - - - » Q. Bzzel a tételt bebizonyitottuk. H
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7. Fiiggelék - Sajat eredmények

Ebben a részben a kifrdsnak megfelelve Gsszesitem a sajit eredményeket.

A vizsgalt témaban A pozitiv egész szamok véges halmaza, f homogén kétvaltozds egész
egyiitthatds polinom, €s az W([], yc 4 45 f(a, 1)) értékre, azaz az f(a, b) alaki szdmok (a,b €
A, a # b) kiilonb6zd primosztdinak darabszamara adtam als6 becslést | A|-t6l és f-tdl fliggben,

log | A| nagysdgrend als6 korlatokat bizonyitva egyes specidlis esetekben.

» Bebizonyitottam (1. tétel), hogy pozitiv egész szamok 3% + 1 elemii A halmazira, ahol

k> 0egész szam, W(] [, pe s qpp(@® +ab+ V7)) >k +2.

* Azon esetekben amikor pozitiv egész szamok .4 halmazanak mérete 3 €s 8 kozé esik,
adott parszazas nagysagrendl korlatoknal nem nagyobb elemekbdl all6 halmazok esetén
Python nyelv programmal megkerestem, hogy mennyi w([ ], ,¢ 4.4 (@” + ab -+ %)) mi-

nimuma, és mely A halmazokra annyi.

e Beldttam, hogyha az f(a,b) = za® + yab + xb* homogén kétvaltozds egész egyiitthatds
polinomra ha z > 0 és 2x + y > 0, akkor pozitiv egész szamok 3*(2z + y) + 1 elemd A
halmazdra, ahol k > 0 egész szam, w([ ], ye 4 ap(r0” + yab + xb%)) > k +1 (3. tétel).

e Haaz f(a,b) = xa®+yab+ xb? homogén kétvéltozos egész egyiitthatds polinomra x > 0
és 2z +y > 0 mellett teljesiil, hogy minden p primre v,(2z + y) paratlan vagy 0, tovabba
Inko(x,y) = 1, akkor pozitiv egész szamok 3* + 1 elemi A halmazéra, ahol k > 0 egész
szdm, W([ ], penaps(va® +yab+2b%)) > k + 1 (2. tétel).

Az 1-3. tételek egyre altaldnosabb polinomokra adnak egy picivel gyengiils, de log |.A|

nagysdgrendd als6 becsléseket w(] [, je 4 45 f(a; ))-re.

e Végiil bizonyitottam, hogyhan > 2 egész szdm, az f(a,b) = a"+x,_1a"  b+x,_2a" *b*+
-+ 4 z1ab™ ! + b" homogén kétvaltozos egész egyiitthatds polinom egyiitthatéi nemne-
n—1

gativak és A pozitiv egész szamok (>, x;) + 2)*(n + 1)F + 1 méretd halmaza egy k
nemnegativ egész szdmra, akkor w([ [, yc 4 oz [ (@, b)) = k + 1 (4. tétel).

A bizonyitasok elemi kombinatorikai €s szamelméleti 6tleteket hasznalnak, a témakort elinditd

Erd6s-Turan-tétel gondolatmenetét altalanositva.
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