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1 Bevezetés

A dolgozat Bérezi Kristéf, Janosik Aron és Matravolgyi Bence azonos cimii cikke alapjan készilt.

Egy matroidot jeloljink M = (S, B)-vel, ahol S egy véges alaphalmaz, és B pedig a bazisok halmaza,
amely eleget tesz a bazisaxiémdknak: (B1) ) € B, és (B2) barmely By, By € B-re és e € By — By-hez létezik
f € Bs — By gy, hogy By —e+ f € B. A (B2) tulajdonsdgot béziskicserélési axiémanak nevezziik, amely a
matroidelmélet egyik alapvetd Osszefiiggése.

Egy M = (S, B) matroidot, melyre |S| = n és a rangja r, ciklikusan sorbarendezhetének neveziink, ha
eléall S = (s1,...,s,) alakban dgy, hogy {si, Sit1,.-.,Si+r—1} € B minden i € [n]-re, ahol az indexeket
modulo n értjiik.

Sejtés 1 (Gabow). Legyen M = (S, B) egy matroid és S = B1UBs legyen az alaphalmaz két diszjunkt bazisra
torténd particidja. Ekkor M ciklikusan sorbarendezhetd gy, hogy By €s Bo elemei ciklikus intervallumokat
alkotnak.

Kajitani, Ueno, és Miyano sejtése egy teljes karakteriziciét adna meg a ciklikusan sorbarendezheté mat-
roidokrél. Egy M = (S,B) matroidot, melynek rangfiiggvénye rys, egyenletesen sidrinek neveziink, ha
|S] - ra(X) > rar(S) - | X| fenndll minden X C S-re. Ha egy matroid ciklikusan sorbarendezhetd, akkor
kett6s leszamléldssal igazolhatd, hogy egyenletesen siiri. A sejtés ennek a megforditdsara vonatkozik.

Sejtés 2 (Kajitani, Ueno, és Miyano). Egy matroid pontosan akkor ciklikusan sorbarendezhetd, ha egyen-

letesen stri.

Van den Heuvel és Thomassé beldtta a sejtést abban az esetben, ha |S| és r(S) relativ primek, és Bonin
megmutatta, hogy ritka nagykor (sparse paving) matroidokra is fenndll a sejtés.

A Gabow-sejtést az aldbbi médon lehet erdsiteni a ciklikus sorbarendezhetdséghez hasonlé éllitdssal.

Sejtés 3. Legyen M = (S, B) egy matroid és S = B1U---UBy, az alaphalmaz particidja k pdronként diszjunkt
bazisra. Ekkor M ciklikusan sorbarendezhetd gy, hogy B; elemei egy-egy intervallumot alkot minden i € [k]-
ra.
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Tétel 1. Sejtés 3 fenndll split matroidokra.

A bizonyitasunk algoritmikus, azaz megad egy eljarast, amellyel megkapunk egy ciklikus sorbarendezést
a fliggetlenségi ordkulum polinom sokszori hasznalataval.

Megjegyzés 2. Val6jaban egy kicsit er6sebb allitast bizonyitunk: a kapott ciklikus sorrendben a By, ..., By
bazisok altal alkotott intervallumok ilyen sorrendben helyezkednek el.

2 Split matroidok

Legyen S egy legaldbb r nagysagu alaphalmaz, % = {Hi,..., H,} egy (akdr tires) részhalmazcsalddja S-nek,

és r,71,...,7q nemnegativ egész szamok, melyekre fennall, hogy:
(HI) |H; N H,| < r; +r; — r minden kiilonbszé i, j € [q]-ra,
(H2) |S — H;| + r; > r minden i € [g]-ra.

Akkor az ehhez tartozé M = (S, B) elemi split matroid bazisait a kovetkezd alakban adhatjuk meg: B =
{XCS||X|=r |XNH; <r; minden i € [g]-ra}. Konnyen lathatd, hogy a hipergraf megvalaszthaté az
alabbi médon is:

(H3) r; <r —1 minden i € [g]-ra,
(H4) |H;| > r; + 1 for i € [¢]-ra.

A reprezenticié nem-redunddns ha (H1)—(H4) mindegyike teljesil. Egy F' C S halmaz pontos H;-re, ha
|F'NH;| =r;. Végill, egy split matroid pedig egy elemi split matroid és néhany (akar 0 db) uniform matroid
direkt Osszege.

Lemma 3 (Bérczi, Kirély, Schwarcz, Yamaguchi és Yokoi). Legyen M egy r rangi elemi split matroid egy
H={H1,...,Hy} ésr,r,...,rq nem-redunddns reprezentdcioval. Legyen F' egy r méreti halmaz.

(a) Ha F pontos H;-re valamely i € [q] indexre, akkor F bdzis M -ben.
(b) Ha F pontos H;-re és H;-re is valamely kilonbéz6 i,j € [q] indexekre, akkor H;NH; C F C H; U H;.

A Lemma 3(a) alapjan barmely r méreti halmaz, amely pontos valamely hiperélre nézve, a matroid egy
béazisa. Ez a megfigyelés a bizonyitasunk egyik alapvetd eleme.

3 Tétel 1 bizonyitasa

El6szor belathatd, hogy elég elemi split matroidokra igazolni a sejtést, igy a tovabbiakban csak ezzel
foglalkozunk. Az algoritmus alapétlete a kovetkezd. A bazisok rendezését egyszerre épitjik fel, 1épésenként.
A j. 1épés kezdetén mar minden bdzis elsé (j — 1) eleme rendezve van, és az a cél, hogy mindenhovd taldljunk
megfelel j. elemet. Az i. bazis els6 (j — 1) elemét, amiket mar berendeztiink, jeloljik (b5,...,0%5 ;)-
vel. A B;-ben még nem rendezett elemeket maradék elemeknek nevezzilk, és a halmazukat jelolje C;,
azaz C; = B; — {b,.. .7b§-_1}. A c¢él az, hogy vélasszunk C;-bdl egy b; elemet minden i-re gy, hogy
(Ci = bh) U (bitt ..., b;+1) bézist alkot minden ¢ € [k]-ra, egy ilyen (b}, ..., b?) vélasztast megengedettnek
neveziink. Kezdetben ez trividlisan teljestl. Ha az r. 1épésig van megengedett valasztas, akkor megkapjuk a
matroid egy ciklikus rendezését a berendezett bazisok egymas mellé irdsiaval. Viszont ha nincs megengedett
vélasztas, akkor a mar berendezett (j — 1) elem sorrendjét kissé médositjuk, figyelembe véve a hiperéleket,
hogy ahhoz a sorrendhez mar taldljunk megengedett valasztast.



4 Tovabbi megjegyzések és nyitott kérdések

Tétel 4 (Van den Heuvel és Thomassé). Legyen M = (S, B) hurokmentes matroidr: 25 — Z, rangfiggvénnyel
és |S| = n, és jelolje g r(S) és n legnagyobdb kozos osztdjdt. Ekkor pontosan akkor létezik olyan S =
G1U--- UGy, particio g méretii halmazokra tigy, hogy U:(:%)/gfl Gyt bdzist alkot minden i € [n/g]-re, ha
r(S) | X| <n-r(X) minden X C S-re.

Ekkor mar csak a g méretii halmazokat kellene jél berendezni ahhoz, hogy egy ciklikus sorbarendezést
kapjunk. Viszont ez nem feltétleniil lehetséges az aldbbi példa miatt.

Példa 5. Legyen S = {a1,...,a10} és tekintsiik a kovetkez6 hiperélek altal definidlt ritka nagykori mat-
roidot: {a1,as,as, a0}, {a1,az2,a4,a9}, {a1,as,as,as}, {as,as,as,a6}, {as,as,as,ar}, {a4,as, ag, as},
{as,ar,as,a9}, {ag,ar,as,a10},{a1,a7,a9,a10}, {az,as,a9,aio}, ahol r = 4. Ha G; = {agi_1,as;} minden
i € [5]-re, akkor kénnyen ldthatd, hogy G; U G471 bézis lesz minden ¢ € [5]-re.

Viszont a G; halmazokban 1év6 elemparokat nem tudjuk megfeleléen elrendezni ahhoz, hogy ciklikus
rendezést kapjunk, mert minden G; két hiperélben van benne, ami a szomszédos G;_1 és G;41 halmazok
4-féle rendezési lehetoségébdl 2-t kizér. Innen mér konnyen lathatd, hogy nincs megfelel6 rendezés.

Tovabbi sejtések, és ciklikus cserékkel torténd altalanositasaik:

Legyen (By,...,By) egy k bézisbdl 8ll6 sorozat az M matroidban, és tegyiik fel, hogy létezik e € B;,
f € Bj valamely 1 < i < j < k-ra gy, hogy B; —e+ f és B; — f + e is bézis. Ekkor a (By,...,B;—1,B;—e+
f,Bit1,...,Bj—1,Bj — f +e,Bji1,...,Bi) megkaphaté az eredeti bazis k-asbdl egy szimmetrikus cserével.
Ennek megfelel6en két bazis k-ast ekvivalensnek neveziink, ha az egyik megkaphaté a masikbol szimmetrikus
cserék egymasutanjaval.

Az ekvivalencia egy trividlis sziikséges feltétele, hogy a két bazis k-as multiuniéja megegyezzen, ekkor a
két bézis k-ast kompatibilisnek nevezziik.

Sejtés 4 (White). Két bdzis k-as pontosan akkor ekvivalens, ha kompatibilis.

Sejtés 5 (Hamidoune). Legyen (By, Bs) és (B}, By) kompatibilis bdzispdrok egy r rangi M = (S, B) ma-
troidban. Ekkor (B, B2)-bdl megkaphatd (By, Bb) legfeljebb r szimmetrikus csere egymdsutdnjdval.

Sejtés 6 (Bérezi, Matravolgyi, Schwarcz). Legyen (By, Ba) és (By, Bb) kompatibilis bdzispdrok egy v rangi
M = (S, B) matroidban, és legyen w: S — R. Ekkor (By, B)-bdl megkaphatd (B, BY) legfeljebb w(B1)/2+
w(B2)/2 =w(B})/2 +w(Bh)/2 dsszsilyi szimmetrikus cserével.

Ezeket altaldnositottuk bazisparok helyett bazis k-asokra, és szimmetrikus helyett ciklikus cserékre.

Legyen (B, ..., By) egy bézis k-as egy M matroidban, és tegyiik fel, hogy léteznek {i1,...,i,} C [k]
kiilonboz6 indexek és e; € B;, elemek tgy, hogy B;, — e; + ej41 bazist alkot minden j € [g]-ra. Ekkor a
(B},...,By) bézis k-as, ahol Bj = B;, — ej + e;+1 ha { = i; valamely j € [¢]-ra és B, = B, kiilénben,
megkaphatd az eredeti bazis k-asbol egy ciklikus cserével.

Sejtés 7. Legyenek (Bu,...,By) és (By,...,By) kompatibilis bdzis k-asok egy r rangid matroidban. Ekkor
(Bi, ..., Bg)-bdl megkaphatd (BY, ..., B},) legfeljebb r ciklikus csere egymdsutdngjdval.

Sejtés 8. Legyenek (Bi,...,By) és (BY,...,By},) kompatibilis bdzis k-asok eqgy M = (S, B) matroidban, és

legyenw: S — Ry. Ekkor (Bu, ..., Bi)-b6l megkaphatd (B, ..., By,) legfeljebb + Zle w(B;) = ¢ Zle w(BY)
osszsulyu ciklikus cserével.
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