Iterativ médszerek osszehasonlitasa diszkretizalt nem szimmetrikus ellip-
tikus feladatok esetében

A staciondrius konvekci6-diffuzios egyenletek olyan elliptikus parcialis differencidlegyenletek,
melyek dramlasi folyamatokat modelleznek. Amennyiben a diffizids hatds elhanyagolhat6, a
folyamat konvekcio-dominaltta valik. Tekintsiink ilyen egyenleteket az (1)-ben felirt alakban, és
a megoldast keressiik az Q = (0, 1)? egységnégyzeten homogén Dirichlet peremfeltétel mellett.

—o0Au+w-Vu=f
ulga =0

Ha o egy pozitiv konstans, w egy folytonosan differencidlhaté forrdsmentes vektormezd és
f € L*(Q), akkor a feladatnak egyértelmiien létezik u € H(} (Q) gyenge megoldasa.

Az analitikus megoldést altalaban nem lehet kiszamolni, ezért numerikus modszerekkel véges
dimenzios altérben kozelitdé megoldast keresiink. A dolgozatban haromféle diszkretizaciés méd-
szert haszndlok: véges differencia-mddszert (FDM), standard végeselem-mddszert (FEM) és
aramvonal-menti végeselem-modszert (SDFEM), mely utébbi kimondottan konvekcid-dominalt
feladatokra lett kifejlesztve, és stabilizdlja egy 6 > O paramétertdl fiiggs taggal a FEM konver-
gencidjat.

A diszkretizaci6 egy Au = b linedris egyenletrendszerhez vezet, ahol az A métrix nem szimmet-
rikus. Az egyenletrendszer megolddsdhoz iterativ médszereket hasznélunk, ahol tobb lehetdség
is felmeriil. Két gyakran haszndlt médszer a CGN-mddszer, mely a konjugalt gradiens-mddszert
alkalmazza a szimmetrizalt normdlegyenletre, és a GCR-mddszer, amely a rezidudlis hibat mi-
nimalizdlja a keresési altéren. A konvergencia gyorsitdsa érdekében az A matrix szimmetrikus
részével prekondiciondlunk. A két algoritmus megtaldlhat6 a 2.5 fejezet végén. Ezek az algo-
ritmusok €s a harom diszkretizaciés moédszer MATLAB-ban implementalva lett.

A dolgozatban azt a kérdést vizsgdlom, hogy a differencidlegyenlet kiilonbozd paraméterei e-
setén melyik iterativ modszer konvergél kevesebb 1€pésben, azaz melyiknél éri el hamarabb a
rezidudlis hibavektor normdja a megadott toleranciaszintet. Ehhez bevezetjiik a diffuzids tag
nagysagit meghatdrozo &€, és a konvekcids tag nagysdgat befolydsolé p pozitiv konstans val-
tozot, és a peremérték-feladatot a (11)-ben megadott alakban vizsgaljuk. A mérések sordn €
értékét rogzitjiik, és p-t elkezd;jiik novelni 0-rél, majd a kapott 1épésszamot dbrazoljuk mindkét
iterativ modszer esetén. A méréseket elvégezziik egy konstans és egy forgd vektormezdvel is.
Ezek a grafikonok lathatdak FDM esetén a 2. dbrdn, FEM esetén a 3. dbrdn, és SDFEM esetén
a4.és 5. dbran.

Az FDM és FEM esetében nagyon hasonlé grafikonokat kapunk. A p novelésével a 1épésszam
is novekszik, mely a CGN-modszernél kozel lineéris, de a GCR-mddszer gorbéje konkdv alaku,
ezért a két gbrbe metszi egymadst egy pontban. A metszéspont eldtt a CGN-mddszer konvergal
kevesebb 1épésben, mig utdna ez megfordul, és a GCR-mddszer konvergél gyorsabban.

Az SDFEM esetében p novelésével a [épésszam hirtelen megndvekszik, majd eléri a csucspont-
jat, és utana gyorsan lecsokken. A 4. dbran a O stabilizalé paraméter kb. 0.02, és p értékétdl
fliggetleniil mindig a CGN-mddszer konvergal gyorsabban. Ehhez képest amikor az 5. dbrdn
8 =5-107, a gorbék kétszer metszik egymdst. A metszéspontok kozott a GCR-médszer a
gyorsabb, mig barhol mashol a CGN-mddszer a jobb.



A dolgozat tovabbi részében elméleti szamitasok segitségével bizonyitottam, hogy a grafikonok
alakja mindig ilyen lesz. Ehhez el6szor az iterativ médszerek (5) és (6)-ndl ismertetett nevezetes
linedris konvergenciabecslését hasonlitottam Ossze, melyet a 3.1. tétel tartalmaz: a GCR-mdd-
szer linedris becslése a k. iterativ 1épésben pontosan akkor jobb a CGN-mddszer becslésénél,
ha % > Ly, ahol m és M a (4)-ben definidlt als6- és felsd hatar, L; pedig a tételben definidlt f;
harmadfoku polinom egyértelmiien 1étezs valds gyoke. A bizonyitdsban a harmadfokud polinom
levezetése utdn meghatdroztam a gyokot a Cardano-képlet segitségével, az egyértelmiiséghez
pedig a diszkrimindns eldjelét vizsgaltam.

A 3.2. allitaisban numerikusan ellendriztem, hogy a gyokdk sorozatinak elsé 10* tagja szigo-
rdan monoton novekszik (ez elég a dolgozat méréseihez), és a 3.3. megjegyzésben sejtést fo-
galmaztam meg arrdl, hogy a sorozat végig monoton novekszik, de ezt nem bizonyitottam. A
sorozat linedrisan jOl kozelithetd, erre linedris regresszidval képletet adtam. Az els6 tiz tagot
az 1. tdblazat tartalmazza. A 3.4. 4llitdsban bizonyitottam a monotonitds egy hasznos kovetkez-
ményét: ha a CGN-mddszer linedris becslése jobb a GCR-modszer becslésénél egy adott K/
indexre, akkor barmely k > k” indexre is jobb lesz.

Ezutan az 4ltalanos eredményeket alkalmaztam a diszkretizaciobdl kapott egyenletrendszerre.
Ha a prekondiciondl6 § métrix az A métrix szimmetrikus része, akkor a 3.6. allitds szerint az
S~!'A métrix m koercivitasi egyiitthatéja 1, ezért a 3.7. kovetkezmény szerint az ||S~!Al|s < Ly
feltétel teljesiilése esetén a CGN-mddszer linedris becslése jobb lesz a GCR-mddszer becslé-
sénél a k. iterdcios 1€pésben. A kordbbi 3.4. dllitds pedig garantdlja, hogy ha mar k = 1 esetén
jobb, akkor barmely késdbbi indexre is jobb lesz.

A peremérték-feladathoz tartozé bilinedris forma felsé hatardnak vizsgdlatdval és az el6bb
meghatdrozott feltétel eldirdsdval sikeriilt a konvekcids tag p paraméterére olyan korldtot adni,
melynek teljesiilése esetén garantdlt, hogy a CGN-modszer konvergédl gyorsabban. Standard
FEM esetében a 3.8. éllitdsban, SDFEM esetében pedig a 3.9. éllitdsban a megfeleld bilinearis
formdk felsd hatarat a Cauchy—Schwarz- és a Poincaré—Friedrichs-egyenlGtlenséggel becsiil-
tem, ami az ekvivalens prekondiciondlds miatt atvihetS az ||S~!A||s norméra is, és erre mar al-
kalmazhat6 a kordbbi feltétel, amely p-ra felsd korldtot ad. Alsé korldt csak az SDFEM esetén
létezik. Ezt a 3.11. 4llitdsban mondtam ki, ahol a bizonyitdsban egy modositott bilinedris for-
mara alkalmaztam az dgynevezett &ramvonal-menti Poincaré—Friedrichs-egyenldtlenséget. Az
SDFEM esetében a kétoldali korlt 1étezése miatt a 3.14. éllitdsban levezettem egy alsé becs-
1ést a & stabilizdl6 paraméterre, melynek teljesiilése esetén p értékétdl fiiggetleniil valamelyik
korlét biztosan teljesiil, ezért mindig a CGN-mddszer konvergal gyorsabban ilyenkor.

A 3.3. fejezetben a linedris becsléseknél elért eredményekkel megmagyardztam a 3.1. fejezet
mérési grafikonjainak tobb részét is. Ennek alapjat az képezi, hogy a 3.8. és 3.13. éllitdsban a
p-ra adott feltétel teljesiilésekor a rezidudlis hibavektor normdjat nagyon jol kozelitik a linedris
becslések, igy a becslések kozti relacio eldonti, hogy melyik médszer konvergél gyorsabban.
A tapasztalt rezidualis normdk és a linedris becslésiik a 6. €s 7. abran lathat6. Ez tehat meg-
magyardzza, hogy a CGN-mddszernek miért kell gyorsabban konvergélnia a grafikonok elején,
amikor p elegendGen kicsi (azaz teljesiil a (12) feltétel), és SDFEM esetében a grafikonok végén
is, amikor p elegend&en nagy, és teljesiil a (14) feltétel. Emellett arra is magyardzatot kapunk,
hogy ha a § stabilizdlé paraméter elegendden nagy az SDFEM mdédszernél (azaz teljesiil a (17)
feltétel), akkor p-t6l fiiggetleniil mindig a CGN-modszer konvergél gyorsabban, mint ahogy azt
a 4. abra grafikonjén is lattuk. A p-ra adott alsé- és felsd korldtot kiszamoltam a wo = (1,0)
konstans vektormezd esetében.



A linedris becslések nem kozelitenek jol a grafikonok azon részein, ahol a GCR-mdédszer kon-
vergdl gyorsabban, igy ezeknél mas becsléseket kell haszndlnunk. A 3.4. fejezetben az iterativ
modszerek nevezetes szuperlinedris konvergenciabecslését hasonlitottam Ossze, mely a (8) és
(9)-nél taldlhato becsléseket jelenti, amennyiben a benniik szerepld E matrix antiszimmetrikus.
A 3.19. éllitasban levezettem egy feltételt az E matrix szingularis értékeire, melynek teljesiilése
esetén a GCR-moddszer szuperlinedris becslése a k. iterdciés 1€pésben jobb a CGN-mddszer
becslésénél. A linedris becslésekhez képest itt nehézséget okoz, hogy ismerni kell az E szin-
guldris értékeit, amely fligg az egyenlet paramétereitdl is. Ezért itt azt az egyszer{ibb esetet
vizsgéltam részletesebben, amikor a wy = (1,0) konstans vektormezs szerepel a differencidl-
egyenletben, €s a diffuzids tag € paramétere 0.

A 3.21. allitdsban operatorszinten megoldottam a kapcsolddoé sajatérték-feladatot SDFEM disz-
kretizacio esetén, €s képletet adtam az E operdtor sajatértékeire. A 3.22. megjegyzésben felirtam
a sajatérték-feladatot az € > 0 esetben is. Az E operdtor antiszimmetrikus tulajdonsagat fel-
haszndlva a 3.23. allitdsban képletet adtam az E operator szinguldris értékeire. Ezt felhaszndlva
a 3.24. allitdsban behelyettesitettem a szinguldris értékeket a 3.19. 4llitdsban levezetett feltételbe,
mellyel ebben a speciélis esetben p-ra felsd korlatot adtam, melynek teljesiilése esetén az adott
1épésben a GCR-mddszer szuperlinedris becslése a jobb. A fels6 korlatban szerepld 6sszegekre
az Euler—Maclaurin-képlet segitségével masodrendii kozelitést adtam, melynek hibdjét a 8. abra
szerint vizsgéltam.

Standard FEM diszkretizacio esetén a 3.27. éllitdsban egy egyszer(i szdmoldssal als6 korlatot
vezettem le a p paraméterre, melynek teljesiilése esetén a GCR-mddszer szuperlinearis becs-
1ése jobb a k. iterdcids 1épésben. A 3.25. és 3.28. megjegyzésben megallapitottam, hogy a szu-
perlinedris becslésekkel kapott eredmények megerdsitik azokat a mérési eredményeket, ahol a
GCR-mddszer konvergalt gyorsabban.

A 3.5. fejezetben megvizsgéltam, hogy a szuperlinedris becslések mennyire kozelitik meg az
iterativ mddszerek futdsa sordn tapasztalt rezidudlis normdkat. A numerikus eredmények a 9. és
10. abra grafikonjain lathaté. Ezek alapjan megallapithatd, hogy p azon értékeire, ahol a GCR-
modszer konvergdl gyorsabban, a szuperlinedris becslések (€s a linedris becslések is) nagyon
rosszul kozelitenek, és nem kovetik szorosan a rezidudlis normdkhoz tartoz6é gorbéket. Ezért a
szuperlinedris becsléseknél levezetett 6sszefiiggések onmagukban nem bizonyitjak, hogy ezeken
a részeken a GCR-mdédszernek mindig gyorsabban kell konvergélnia.

Végezetiil kisérletet tettem a szuperlinedris becslések kapcsan felmeriilt probléma javitasara.
A GCR-mddszernek van egy masik nevezetes szuperlinedris becslése, melyet a (10)-ben is-
mertettem. Ez a szinguldris értékek 6sszege helyett azok szorzatit haszndlja, amely egy élesebb
becslést eredményez a rezidudlis normara. Az egységnégyzet egy ritkdbb racsfelosztasat véve
TOL = 1079 toleranciaszint mellett latjuk a konvergencia teljes folyamatat a 11. és 12. dbrn,
ahol lathatdan ez a szuperlinedris becslés jol kozelit. Mivel a szakirodalomban nem taldltam a
CGN-modszerhez olyan szuperlinedris becslést, mely hasonléan a szinguldris értékek szorzatat
haszndln4, ezért nem volt azt mivel 6sszehasonlitani, igy ennél tovdbb nem jutottam, de bizunk
benne, hogy ez az eredmény javithatd, és meg tudja magyarazni a hidnyzé részeket.



