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Kivonat

Munkankban a kovetkezd problémaval foglalkozunk: adott n irracionalis szadm és ezekbdl ké-
pezziik minden lehetséges modon szam-k-asok Osszegeit. Legfeljebb mennyi 6sszeg eshet Q-ba ezek
kozil és mi az az extremélis strukturaja a szamoknak, amikor az ilyen Gsszegek szdma maximélis?
Belatjuk, hogy k = 2 esetén legfeljebb L’Z—QJ (ez az eset a paronkénti Gsszegek racionalis értékérsl
folklornak tekinthets), k = 3 esetén pedig legfeljebb k - (2k2+l) racionalis 0sszeg lehet, amennyiben
n=3k+1, k€ Nésilec{0,1,2}. Emellett bizonyitjuk, hogy k > 5 esetén (Z:i), mig k = 5 esetben
2(2:?) a racionélis Osszegek maximélis szama. Minden esetben megadjuk azt a k6tott extremalis
struktarat, ami ezt a maximumot teljesiti, ezzel kapcsolatban sejtést fogalmazunk meg a tébbi k
esetére. Kapcsolodo kérdésként vizsgalunk olyan eseteket is, amikor az Gsszeadanddk széma nincs
megkotve, hanem egy intervallumba esé szamok Gsszegei koziil szeretnénk lehetd legtobb racionali-
sat. Belatjuk, hogy ekkor legfeljebb L”TZJ racionalis Osszeg érhetd el. Végiil bizonyitjuk azt is, hogy
az Osszes képezhets Osszeg koziil legfeljebb (Lg J) lehet racionélis, ha kezdetben n darab irracionélis
szamunk volt, és ez a korlat is éles.

Bizonyitasi modszereinkben 6tvoziink algebrai technikakat (homomorfizmusok alkalmazasa) klasszi-
kus grafelméleti és halmazrendszeres mddszerekkel.



1. Bevezetés

Az extremalis grafelméleti problémak n-csicsa (hiper)grafokban keresik az élek vagy hiperélek maxi-
malis (vagy minimalis) szamat, amelyek teljesitenek bizonyos elSirasokat /feltételeket. Ilyen lehet példaul
bizonyos tartalmazasra nézve kizart részgraf, mint a Turan tipust kérdéskorben. Vizsgalatunk targya
egy hasonl6é extremalis probléma, melyben a cstcshalmaz algebrai strukturaja adott: mi a maximaélis
szama az olyan k-elemii Gsszegeknek, amelyek racionalis értéket adnak, egy n irracionélis szambol allo
halmazban.

Vizsgaljuk a kévetkezd extremalis grafelméleti problémat.

1.1. Probléma. Adott n valds szam, és képezziik beldlik a szdm-k-asok dsszegeit (k > 2). Legfeljebb
hdany lehet raciondlis, ha az eredeti n valds szdamunk mind irraciondlis volt? Formdlisan: ay,as,...,an €
R\ Q és vegyiik minden {iy,...,ix} C {1,...,n} részhalmazra a 2?21 a;; Osszeget. Legfeljebb mennyi
0sszeq eshet ezek kozil Q-ba?

1.2. Tétel. &k = 2 esetén legfeljebdb L”;j raciondlis dsszeget kaphatunk, k = 3 esetén ha n = 3k + 1
alaki, akkor pedig legfeljebb k - (2k2+l) osszeq lehet raciondlis. Ezek a korldtok élesek Vn-re.

1.3. Tétel. k > 5 uniform esetben legfeljebb (Zj), mig k = 5 esetén legfeljebb Q(Z:f) 0sszeq eshet
Q-ba. Ezek a korldtok is élesek Vn-re.

Kapcsolodod kérdésként vizsgalhatunk olyan esetet is, amikor nem szam-k-asok Osszegeit képezziik,
hanem tetsz&leges Osszeget megkotés nélkiil az osszeadandokra. Ebben a nem uniform esetben n irra-
cionalis szambol képezziik az Gsszes lehetséges Osszeget (2" darabot) és ezek koziil szeretnénk a lehetd
legtobb racionalisat.

1.4. Probléma. Legyen si,...,s, € R\ Q és legyen S = {s1,...,sn}. Vegyiik minden T C S-re ) _ . si
osszeget. Legfeljebb mennyi dsszeg eshet Q-ba ezek kioziil?

1.5. Tétel. Ebben az esetben legfeljebb (LZJ) raciondlis dsszeg lehet, ez a korldt pedig éles Vn-re.
2

A korlatunk hasonlosagot a klasszikus Sperner-tétel allitdsanak szamszert eredményével. A bizonyi-
tasunk a Sperner-tétel bizonyitasaval rokon gondolatokat is fog hasznalni (lasd példaul []]), nevezetesen
lancfelbontasokat és ezek leszamolésat.

Vizsgéljuk tovabba azt a nem uniform esetet is, amikor nem az 6sszes, hanem mindig egy interval-
lumba es6 szamok Osszegeit nézziik. Ekkor lesz 1 darab szam-n-es, 2 darab szam-(n — 1)-es, ..., és n
darab szam-1-es Osszeg.

1.6. Probléma. ry,...,7, € R\ Q. Minden 1 < i < j < n-re vegyiik a i:i r, Osszeget. Legfeljebb
mennyi 0sszeqg esik Q-ba ezek kizil?

1.7. Tétel. Ebben a problémdban legfeljebdb L";j raciondlis dsszeg képezhetd, és ez a korldt éles Vn-re.

Szamos korabban vizsgélt extremaélis probléma rendelkezik ismert eredménnyel, ahol az alaphalmaz
a valos szamok egy részhalmaza, mig a graf (hiper)éleihez bizonyos Gsszegek tartoznak. Itt megemlithet-
jiik a jol ismert Manickam-Miklos-Singhi-tételt [I1) 12] és az ehhez tartozo Gj eredményeket a sejtéssel
kapcsolatban. A sejtés allitasa, hogy pozitiv egész n, k esetén, ahol n > 4k, minden n valés szambol allo
halmaz, melyek 6sszege nemnegativ, tartalmaz legalabb (Zj) darab k elemii részhalmazt melyekben az
Osszeg szintén nemnegativ. Ismert a sejtésrdl, hogy teljesiil, amennyiben n elég nagy k-hoz képest. A
korabbi legjobb ismert eredmény Alon, Huang és Sudakov-tél szarmazott, akik belattak a sejtést abban
az esetben, amikor n > 33k? teljesiil [I]. Ezt a hatart és eredményt tovabb javitotta Alexey Pokrovskiy
2015-ben [13], ahol belatta, hogy létezik olyan C' konstans, hogy a sejtés teljesiil, ha n > Ck. Ezzel az
eredménnyel mar csak egy konstansszoros eltérés van a legjobb ismert korlat és a sejtés kozott. Tovabbi
kapcsoldédo problémakor a 0-0sszegti problémak, v.6. Gao és Geroldinger nagyszert Osszefoglald cikke a



témaban [6]. Ehhez a kapcsolodéashoz a dolgozat végén tériink vissza.

Munkénkban el6szor uniform esetekkel foglalkozunk, az Problémét vizsgaljuk adott k-k esetén. A
feladatot megoldjuk k = 2-re és k = 3-ra és belatjuk az Tétel eredményeit ezekre és megfogalmazunk
allitdsokat a szamok struktirdjara. Megadjuk a problémakér egy masik megkozelitését vektrotérhomo-
morfizmussal, ahol ismét igazoljuk a korabbi eredményeinket. Az uniform esetbdl végiil a k > % esetet
vizsgaljuk, itt is belatjuk az[I-3]tételben megfogalmazott maximumot és megadjuk az extremalis strukta-
rat a targyalt uniform esetekben. Vizsgaljuk tovabba altaldnos uniform esetben a kétosztalya struktiura
optimumat, mellyel az extremalis struktarat szeretnénk jobban megérteni. A dolgozat végén ratériink
a két felvetett nem uniform probléméra. Az Probléméban a Sperner-tétel bizonyitéasaval rokon bi-
zonyitast adunk az [1.5| Tétel értékére és megadjuk az extremalis strukturat. Végil az Probléméval
foglalkozunk, és belatjuk a [[.7] Tétel allitasat, erre konstrukciot adunk. A munkénk legvégén kitériink
egyéb kapcsolodo pontokra, nyitott kérdéseket fogalmazunk meg a témaéaval kapcsolatban.

2. k = 2 uniform eset

Ebben a részben az [I.1] Probléma k = 2 esetében fogjuk belatni a maximumot és erre konstrukeiot
mutatni. Belatjuk, hogy k = 2 esetén legfeljebb L%zj darab racionéalis 6sszeg érhetd el.

Amennyiben két szam kiilonbsége racionalis, egy Osszegbe mindegy melyiket vessziik be, ugyanis
az Osszeg csak racionélissal fog véltozni, igy a racionalitdsin nem fog valtoztatni. Ha az egyik szam
racionéalis Osszeget ad tovabbi szamokkal, akkor azokkal a masik szam is azt fog adni, illetve ugyanez
igaz visszafelé is.

2.1. Definicié. Newvezziik osztalynak a szdmok egy részhalmazdt, amelyben egy szdm €s a vele raciondlis
kilonbséget add szdmok szerepelnek. Vr,s e R:r~s < (r—s) €Q

2.2. Allitas. Két szam felcserélhetd, ha egy osztdlybol vannak.

Bizonyitds. Ha r ~ s, akkor r — s € Q. Igy az Osszeg racionalitasat nem valtoztatja meg, ha s helyett
s+ r — s = r-et vesszik. O

2.3. Kovetkezmény. FElég minden osztdlybol egy reprezentdanst venni megfeleld multiplicitdssal.

2.4. Allitas. Elérhetd [%J raciondlis dsszeq.

Bizonyitds. Vegyiink n = 2m esetén m darab /2 és m darab —/2 szamot, mig n = 2m + 1 esetén az

egyikb6l m + l-et. Ekkor n = 2m esetén elérhets m? = %2 racionalis Gsszeg, mig paratlan n esetén is
n

2 . T
m? +m = | %] racionalis sszeg. O

2.5. Definici6. Definidljunk egy reldciot az ekvivalenciaosztilyokon, melyet egy (elfajuls) G hipergrdf-
ként értelmeziink. V(G) elemei legyenek az elvivalenciaosztdlyok. k nem feltétlendl kiilonbozd osztdly
dlljon reldcioban, ha a k darab osztdlyba tartozo szdmok dsszege raciondlis (az osztdlyokat multiplicitdssal
véve). Ezek a reldciok (elfajuld) hiperélek lesznek a grdfban k csicson dt.

2.6. Definicié. Minden csics silya legyen az adott osztdlyban szerepld szamok darabszdma. Minden él
sulya legyen az adott osztdlyokbol képezhetd dsszegek szama.

Ekkor az Probléma atfogalmazhato a szaimokbol képzett (elfajuld) k-uniform hipergraf maximalis
élsulyosszeg keresésére. Jeloljiik egy V' csucs stulyat xy-vel és egy E hiperél salyat wg-vel.

2.7. Probléma. Adott G hipergrdf, V(G) < n, minden €l k-szor érint csicsot. a; € V(G) esetén
(a1az...a1) € E(G) < a1 +az+ ... + ap € Q. Mennyi ZeeE(G) Wwe mazimuma?



Vegyiik ezt a grafot k = 2-re: 2 csiics kozt akkor fut él, ha az osztalyokba tartozo szamok Osszege
racionalis. Az élek egyértelmiiek, hiszen az Osszeg racionalitdsa szempontjabol az osztalyok elemei
felcserélhetGek.

2.8. Lemma. A k =2 esetén készitett grifban nincs 2 hosszu 1it.

Bizonyitds. Minden osztaly csak egy masik osztallyal adhat racionalis Gsszeget, hiszen egy osztily meg-
hatarozza a masik 6sszeadando osztalyat. Igy nem lehet a grafban legalabb 2 hosszu tt. O

2.9. Kovetkezmény. A grdf eqymdstdl fliggetlen élekbdl dll, az €lek sulya definicio szerint a két csu-
csdnak sulydanak szorzata.

2.10. Allitas. Ha van legaldbb két figgetlen él a grdfban, akkor ezek kézil az egyik silya 0-ba vihetd,
egy mdsik €l silydnak novelésével igy, hogy az dsszélsily kozben nem csékken.

Bizonyitds. Az élek és csucsok sulyai definiciobol nemnegativak. Minden él stulya megegyezik a rajta
l6v6 cstesok sulyainak szorzatéval. Legyen két él (ab), (cd) € E(G), ahol az adott cstcsok silya rendre
Ta, Th, Te, Tq. Ekkor az Osszes szamot c-bdl helyezziik 4t a-ba, mig hasonléan d-bdl b-be, az egyik élt
eltiintetve. Igy a két él 6sszstlya a valtoztatas el6tt x,xp + xexq volt, mig az egyik él nullazasa utan ez
(Tq + o) (Tp + T4) = TaTp + Telg + TaZg + TeXp > ToTp + Ty O

Ezzel belattuk, hogy csak olyan konstrukci6 lehet optimalis, amiben csupéan egy él szerepel.

2.11. Allitas. Ezen grafok kizil az élésszsily mazimuma pontosan L”IZJ , azaz legfeljebb ennyi raciondlis
dsszeq lehet.

Bizonyitds. Ha egy él két cstcsanak silya legalabb 2-vel tér el, akkor egy szamot attéve a nagyobb

osztalybol a kisebbe névelni tudjuk az dsszélstlyt: 22 + e = 24 - (o +€) < (g + 1) - (2o +e—1) =

22 + 246 +e — 1, ahol e > 2. Igy akkor maximalis az 6sszélsily, ha |z, — 2| < 1. Azaz n = 2m esetén
2 n?

ez m?, mig paratlan n esetén m? + m = [ %- | Gsszsily. O

2.12. Eredmény. Ezzel beldttuk a Tétel dallitdsdt, legfeljebb L”;J darab raciondlis dsszeq érhetd el.

3. k = 3 uniform eset konstrukcio és kizart részgrafok

3.1. Definicié. A definidlt hipergrdfban azokat a hiperéleket nevezziik elfajuld éleknek, amelyek egy
csucson tobbszor is dtmennek.

Ebben a fejezetben az Probléma k = 3 esetére fogjuk belatni a maximumot és erre konstrukciot
mutatni. Kovetjiik a 2. fejezet megkozelitését: silyozott hipergrafot vesziink, miutdn minden ekvivalen-
ciaosztalyhoz 1 csticsot rendeltiink. A feladat Gsszetettebb, a szamok alkotta strukturat egy 3-uniform
G hipergraffal tudjuk azonositani.

3.2. Probléma. Adott G hipergrif, V(G) < n, minden €l k-szor érint csicsot. a; € V(G) esetén
(a1az...a1) € E(G) < a1 +az+ ... + ap € Q. Mennyi ZGGE(G) we maximuma?

3.3. Konstrukcié. Han =3k +1 alaki k € N, [ € {0, 1,2}, akkor elérhetd k - (2k2+l) darab raciondlis
0852€g.

Bizonyitds. Vegyiink k darab v/2-t és 2k 4 | darab —g szamot. Ekkor minden olyan 0sszeg racionalis

lesz, amiben 1 darab v/2 szerepel és ketts darab 7@’ amibdl pontosan k - (%;l)

5 darab Osszeg van. [J

3.4. Allitas. Két hiperél metszete legfeljebb egy csics lehet, vagyis a hipergrdf linedris.

Bizonyitds. Két osztaly egyértelmiien meghatarozza az 6sszeg harmadik 6sszeadanddjanak osztalyat, igy
ha két hiperél két csticsa megegyezik, akkor a harmadik csucs is, igy azonosak. A hipergraf linearis. [



Egy tetszGleges cstucsba allva az onnan kifuté éleket vizsgélva a struktura jo strukturat kell, hogy
alkosson k = 2-re, azaz fiiggetlen 2 nagysagu élrészletekbdl kell allnia.

3.5. Allitas. (i) Nem lehet a grafban két csiics, amire illeszkedik néhdny hiperél tigy, hogy a két csics
szomszédhalmaza megegyezik.
(#i) Nem lehet olyan csiics sem, amelynek néhdny rd illeszkedd hiperélen vett szomszédhalmaza megegye-
zik néhdny hiperél unidjdval.

Bizonyitds. Az (i)-es részgraf esetén a két csticsbdl kivalasztott reprezentansok valdjaban egy osztalyban

vannak, mivel 6sszeadva a rajuk illeszkeds, azonos szomszédhalmazi éleket, azonos 6sszeget kapunk. A

két Osszeg csak a két reprezentdnsban tér el, igy ezek valoban egy osztalyba kell, hogy tartozzanak.

A (ii)-es részgraf esetén a csicsbol kivalasztott reprezentéans nem lehetne irracionalis, hiszen ekkor a

reprezentans értéke felirhato racionalis Gsszegek kiilonbségeként, igy ez a racionalis osztalyba tartozna.
O

3.6. Definicio. A 3-uniform hipergrdfunkban lehetnek hiperélek, amelyek egy csicson kétszer is dtmen-
nek. Nevezzik a hiperél fejének azt a cstcsot, amelyet kétszer tartalmaz és a hiperél végének azt a
csucsot, melyet csak egyszer tartalmaz.

Egy hiperél stlya ekkor a stly definiciojabol () - 2y, ahol zp a hiperél fejének stlyat jeldli, mig
xy a végének a silyat. Az hiperélek és cstuicsok silyai definiciobol nemnegativak, minden nem elfajulo
hiperél siillya megegyezik a rajta 1év6 csticsok stulyainak szorzatéval.

3.7. Lemma. Minden csics csak legfeljebb eqy hiperélnek lehet a feje és legfeljebb egy hiperéinek lehet
a vége.

Bizonyitds. Az elfajuld éleken 1évG Osszegek csak két osztalyt érintenek valamilyen multiplicitassal, igy
az egyik csiics meghatérozza egyértelmiien a mésikat, ha tudjuk, hogy az adott csics a feje vagy a vége
az elfajuld élnek. Igy egy cstics nem lehet két elfajulo élnek is a feje vagy kettének is a vége. O

A grafban emiatt legfeljebb n darab elfajulo él lehet, hiszen legfeljebb n fej szerepelhet. Az elfajuld
élek szamat jeloljiik y-nal.

3.8. Definicid. Definidljunk egy 1uj H pdros grdfot, amelyen a struktirdban szerepld 3-uniform éleket
abrdzoljuk. A pdaros grif eqyik cstucsosztalydban legyenek az eredeti G graf csicsai, ezt jeldljiik V -vel,
mig mdsik csucsosztdlyaban szerepeljenek az eredeti G grdf €lei, ezt az osztdlyt jeldljik Fs-mal. Tudjuk,
hogy |V| = n és legyen |E3| = m. A pdros grafban a két csicsosztily kozt akkor fusson él, ha az eredeti
G grdfban az adott csics illeszkedett az Es-beli csics dltal reprezentdlt élre.

Megjegyzés: Elfajulé G-beli hiperélek esetén a paros grafban a megfelels élt multiplicitassal hizzuk
be a cstucs elfajulo élben vald multiplicitdsa alapjan.

3.9. Definicio. Nevezziik a H grdafban cseresznyének az eqy Es-beli csicsbdl kiinduld hdrom €l unidjdt.

3.10. Lemma. H-ban dsszesen 3m él van behizva, mivel |E5| = m és innen minden csics pontosan 3
mdsikkal lesz dsszekotve.

3.11. Allitas. A H grdfban legfeljebb (;L)% + vy darab Es3-beli csics lehet.
(5)

3
) = 3-szor szamolunk meg a V-beli csticsparok mentén és

Bizonyitds. G-ben egy él két csiucsahoz egyértelmd a harmadik cstcs, ezért legfeljebb darab cstcs

lehet F3-ban, hiszen minden cseresznyét (;’

(’;) darab cstucspar van 6sszesen. Az elfajulo élek cseresznyéjét viszont csak pontosan egyszer szamoljuk



meg, hiszen ezek Gsszesen két V-beli cstcsot tartalmaznak. Igy Osszesen legfeljebb (2)3_y + y darab
FEs-beli cstcs lehet, ha mindent pontosan egyszer szamolunk meg, igy ebbdl

(5) -y

g tyzm (1)

O

3.12. Definicio. Az eredeti G grifban nevezziink két csicsot fiiggetlennek, ha nem illeszkedik kozds €l
a két csicsra.

Vizsgaljunk olyan G grafnak a H-beli megfelel§jét, amiben nincsen fliggetlen csiicspér.

3.13. Allitas. llyen G grdf H-beli megfelelGjében legaldbb (g) + 2y darab él van.

Bizonyitds. Mivel semelyik két cstcs se fiiggetlen G-ben, ezért V-ben barmely két cstcsnak van kozos
cseresznyéje (és csak egy lehet az egyértelmiiség miatt). Fzzel szamoljuk meg a paros graf éleit: (g)
csucspar mindegyikéhez egy 2 éli cseresznye tartozik. A nem elfajulo élek esetén a 3 végii cseresznyék
minden élét kétszer szamoltuk meg (Osszesen a 3 élt 6-szor), mig az elfajulod élek esetén a 3 élbsl csak
2-t szdmoltunk meg, hiszen csak egy csiicspar esetén kapjuk meg az adott élt. Ekkor H-ban legalabb

((2)%)'2 + % = (g) + 2y darab él van, ha nincs két fliggetlen cstics G-ben. Ebbdl az élek szama miatt
3

tudjuk, hogy
3m > <Z> +2y (2)
O

3.14. Kévetkezmény. Osszevetve (1)-et és (2)-t: 3m > (;‘) + 2y > 3m, azaz csak egyenldségek esetén
teljestilhet mindkét feltétel. Ha nincsen két fiiggetlen csics G-ben, akkor a struktira telitett, minden
csucsbdl az elfajulo éleken kivil kitnduld nemelfajulo élek a tobbi csicsot pdrokra particiondlja.

4. k = 3 uniform eset maximuma fiiggetlen csticsparok mentén

Ebben a részben belatjuk, hogy két strukturat leszamitva mindig létezik G-ben fiiggetlen csticspar és
ezen esetekben a filiggetlen csticsok mentén optimalizalni tudjuk az élek Osszsulyat. Ennek segitségével
belatjuk a [I[.2] Tételben megadott korlatot.

4.1. Definicié. Nevezzik a G grdfban egy csics elfajulo fokdnak a rd illeszkedd elfajulo élek szdmdt.
Ezt jeloljik d*(v)-vel.

d*(v) < 2 lehet, mivel minden cstcs legfeljebb egy elfajulo él feje és vége.

4.2. Allitas. Ha minden v csicsra d* (v) =0, akkor vagy lesz fiiggetlen csicspdar G-ben vagy a struktira
csak egy €lt tartalmaz.

Bizonyitds. Ha nincsen fliggetlen csicspar a strukturaban, akkor vegytink egy (abc) € E(G) élt! Tudjuk,
hogy a-bol és b-bdl is a tobbi él parositja V(G) \ {a,b, ¢} csicsokat (mivel minden v cstcsra d*(v) = 0,
ezért nincsenek elfajuld élek G-ben). Ez viszont nem lehetséges, mert ez megegyezik az (i)-es kizart
részgraffal. Ha nincsen fliggetlen csicspar, akkor V(G) \ {a,b,c} iires, azaz a struktira egy darab
nemelfajulo élbsl all (I). O

4.3. Allitas. Ha Jv : d*(v) = 1, akkor vagy lesz fiiggetlen csicspdr G-ben vagy a struktira csak egy
elfajulo €lt tartalmaz.



Bizonyitds. Ekkor 6sszesen paros sok cstcsbol all a struktira, hiszen v-n és az elfajulé él mésik csticsan,
w-n kiviil a tobbi cstics parositva van v-bél nézve. Ekkor viszont w se fliggetlen semmitsl, igy a tobbi
élnek innen is parositania kell V(G) \ {v,w} cstucsokat. Ez ismét az (i)-es kizart részstrukttra, ha
V(G) \ {v,w} nemiires. Ha nincsen fiiggetlen cstucspar ebben az esetben, akkor a struktira egy darab

elfajulo {v, w} élbsl all (I1). O
4.4. Allitas. Nem lehet olyan grdf, amiben Vd*(v) € {0,2} és van legaldbb egy elfajuld fok, ami 2.

Bizonyitds. Ebben az esetben az elfajuld élek koroket alkotnak, viszont egy korre az osztalyoknak a
racionélis Osszeghez igy kell kinéznie: [, —2I, 41, ... Amikor korbeériink a koron, akkor azt kapjuk, hogy
(£2% + 1)1 racionalis, ahol +2% 4 1 # 0, azaz ebbdl [ racionalis osztalyba tartozna, ami ellentmondés.
Nincs ilyen graf. O

Ezzel belattuk, hogy az (I)-es és a (II)-es graf kivételével G-ben mindig lesz fliggetlen csticspar.
Megmutatjuk, hogy ahol létezik fliggetlen csticspar (a és b), ott ezek mentén tudunk optimalizalni.

a-ban és b-ben is lehet legfeljebb 1-1 él, ami elfajuld és a feje az adott csiics. Ezen elfajulo élek
végének silyat az a cstcs esetén jeloljik X/ -val, mig b csacsbol X[-vel. A tobbi élen vett szomszéd
csucsparok Osszsulyat jeloljik W)-val az a csics szomszédaira és W]-vel a b cstics szomszédai esetén.
Az a és b osztalyok sulyat innentdl kezdve az egyszertiség kedvéeért jeloljiik A-val és B-vel.

4.5. Lemma. Az a vagy b osztdlyt tartalmazdé dsszegek szama, azaz az itteni élek dsszsulya:
A / / B / / 2 X<Iz / 2 Xl/; / 2 2
5 X +A W, + 5 Xp+B-W, =A 7+AWa+B 7+BWZ, = A*X,+AW,+B*X,+BW, (0)

Itt tudjuk, hogy X, Xy, A, B > 0.

4.6. Allitas. Az élek dsszsilydt novelni tudjuk azzal, hogy az a és b csicsok eqyikét kinulldzzuk, azaz
az 06sszes sulydt dttoljuk a mdsikba.

Bizonyitds. A tolas utdn a megvaltoztatott Osszsily
(A+B?X,+(A+B)W, (1) vagy (A+B)*X,+(A+BW, (2)

lesz. Akkor nem sikeriilt csak optimalizalni, ha mindketts kisebb lenne az eredeti dsszstlynal: (0) > (1)
és (0) > (2). Ez azt jelenti, hogy

A2X, + AW, + B*X}, + BW,, > (A+ B)’X, + (A+ B)W,
és A’2X, + AW, + B*Xy, + BW, > (A+ B)*X, + (A + B)W,
ezt rendezziik at.
B%X, + BW, > B?X, + 2ABX, + BW, és A%X,+ AW, > A%X, + 2ABX,, + AW,
BXy+ Wy, >BX, +2AX,+ W, é AX,+W, > AX, +2BX, + W,
A kapott két egyenlGtlenséget Gsszeadva:
BXy + Wy +AX,+ W, > BX, +2AX, + W, + AX, +2BX, + W,

0> AX, + AXy + BX, + BXy = (A+ B) - (Xa + X3) > 0

Ez viszont ellentmondas, 0 > 0 nem teljesiilhet. Igy valamelyik tolds biztos nem csokkenti az élek
Osszsulyat, azaz a racionélis Osszegek szamat. O



Ekkor két fiiggetlen G-beli cstucs koziil az egyiket minden esetben 0-ba tolhatjuk, minden ezen at-
halado él salyat is 0-ra vihetjiik. A kinulldzott csucs és a rajta athalado élek elhagyhatoak, ezek mar
nem befolyasoljak az osszsulyt. Igy eggyel kisebb cstcsszamu struktaraba jutunk a lépéssel gy, hogy
lokalisan optimalizaltunk. A kisebb strukturara ezt megismételhetjiik, a folyamat csak akkor all meg,
amikor mar nincsen két fiiggetlen cstics G-ben. Igy elég az (I)-es és (II)-es grafra megvizsgalni, hogy
mikor lesz maximalis az Osszélsily.

4.7. Allitas. Az (I)-es grdf esetén nem lesz mazximdlis az dsszélsily, mivel a (II)-es grdf esetén ez
nagyobb.

Bizonyitds. Legyen az (I)-es graf esetén a harom osztaly (amin az egyetlen él athalad) sulya A, B,C > 1.
Ekkor az él sulya (azaz a teljes Gsszélstuly) A- B - C. Vegyiik ehelyett azt a struktarat, amiben csak két
osztaly van, kozte egy elfajuld éllel. Az elfajuld él vége legyen A silyd, mig feje B + C sulyi. Erre a
grafra az Osszélsuly A - (B;rc). Most belatjuk, hogy A - (B;C) > ABC.

(B;C> >BC - (B+C)B+C—1)>2BC

B*+2BC+C*>2BC+B+C — B*+C*>B+C
A kapott egyenl6tlenség teljesiil, hiszen B,C' > 1. Ezzel belattuk az allitast. O

4.8. Kovetkezmény. Csak olyan strukturdt kell vizsgdlnunk, amiben minddssze két osztaly és ezek kizt
egy elfajulo €l fut, ebben az esetben lesz maximdlis az 6sszélsily és ezzel a raciondlis dsszegek szdma.

Legyen az egyik osztéily elemszama A, a mésiké pedig B tgy, hogy a B elemi osztalybol szeretnénk

kettSt valasztani a racionalis Osszegbe. Ekkor A + B = n és a racionélis Osszegek szama A - (g ) =

2A~§~%, aholAJrng%:nf%ésismétlegyenn:3k+l, ahol 0 <[ < 2. HaAZ%,

akkor A-t eggyel csokkentve és B-t eggyel novelve a jo Osszegek szama nem fog csokkenni. Emellett ha
A< #, akkor A-t novelhetjiik eggyel és B-t csokkenthetjiik, az Osszegek szama igy se csokkenhet.

Az optimalis esetben % <AL g, csak egy optimélis A elemszam van. n = 3k + [ esetén A = k
és B = 2k + 1, ekkor teljesiilnek az egyenlStlenségek. A racionalis Osszegek maximalis szama ebben

2k+1\ _ 4k +4kl+1% —2k—1
azesetbenk-( 5 ) = k.

konstrukciot is adtunk.

. Ezzel igazoltuk a n Tetel allitast, az el6z6 részben erre

5. Vektortérhomomorfizmussal val6 atfogalmazas és £ = 2, 3 esete

5.1. Lemma. Jeldlje R az irraciondlis szamaink halmazdt. Vegyiik az R dltal generdlt vektorteret Q
felett, (R) C R. Létezik olyan ésszegtartd homomorfizmus ezen a vektortéren, amely magtere pontosan
a raciondlis szamok halmaza.

Bizonyitds. Ennek a vektortérnek véges bazisa van Q felett, ezért létezik vektortér homomorfizmus
¢ : (R) — R tgy, hogy ker(¢) = Q. O

5.2. Kovetkezmény. Ez a vektortérhomomorfizmus minden raciondlis szdmot a 0-ba visz.

A vektortérhomomorfizmust elvégezve tudjuk, hogy az irracionalis szdmok nem nulla valésakba ke-
riilnek. Minden racionalis Osszeg a 0-ba keriil, ezért most a lehet6 legtobb 0-Gsszeget keressiik az 4j
szamaink kozott.

5.3. Allitas. A 0-6sszegek mazimdlis szima felvétetik olyan konstrukcioban is, ahol a raciondlisok
vektortere csupdn egy irraciondlis szammal van bovitve.



Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy legalabb két kiilonbozd irracionalis szammal bévitettiikk Q-t, legyen két
kiilonbo6z6 baziselem by és by. A feladatban szerepld irracionélis szamaink a béaziselemek linearis kom-
binécidi, ezeknek vizsgaljuk az Osszegeit, amelyek koziil a lehet6 legtobb 0-Gsszeget szeretnénk elérni.
Minden 0-6sszegben az irracionalis szamok egyiitthatéi pontosan 0-ra kell, hogy 6sszeadddjanak. Nézziik
meg minden szamban by és by egyiitthatojat. Megmutatjuk, hogy IX € R, hogy a by — by baziscseré-
vel a nullsszegek szdma nem csokken. Minden 0-Gsszegben a csere el6tt a baziselemek egyiitthatoinak
Osszege kiilon-kiilon 0 volt, ez a csere utan is megmarad, hiszen a A € R-val vald szorzas meghagyja az
egylitthatok Osszegét O-nak. Az lehet csupan probléma, ha valamelyik korabbi irracionalis szambol a
csere utan racionalis lett, azaz a1b1 + asbs — a1b1 + a2 \by = (a1 + Aaz)b; € Q. Mivel csak véges sok
szamunk van, ezért meg tudjuk olyannak valasztani A-t, hogy semelyik szamra se legyen ai + Aas = 0,
igy mindegyik szam valoban irracionalis maradjon. Ez utdn a baziscsere utin az elsé két béaziselemet
(b1, A\b1) egybevonhatjuk. Igy eggyel kevesebb béziselem esetén is talaltunk legalabb annyi 0-Osszeget,
mint korabban. Ezzel eggyel csokkentettiik a vektortér dimenzidjat. O

5.4. Kovetkezmény. A 0-dsszegek maximdlis szdma felvétetik olyan konstrukcioban is, ahol Q csak
eqy irraciondlis szammal van bovitve, azaz a szdmaink kézdtt csak eqy irraciondlis szdm raciondlis t6bb-
szorosei szerepelnek. FEkkor ezzel az irraciondlis szammal mindent leosztva megmaradnak a 0-6sszegek.
A probléma dtfogalmazhato raciondlis szdmokra, amelyek ko6zott a lehetd legtobb 0-dsszeget keressiik.

Egy ilyen Gsszegbe biztosan keriil pozitiv és negativ szam is, igy tudjuk, hogy két részre oszthatok
a szamok agy, hogy minden 6sszeg elemei mindkét csoportbodl valoak.

5.5. Allitas. k = 2 esetén legfeljebb L%QJ nulla 0sszeg lehetséges.

Bizonyitds. Minden Osszeg egyik szama pozitiv, a mésik negativ kell, hogy legyen. Ha p darab pozitiv
szam van, akkor n — p darab negativ. Ekkor a nulla Gsszegii Gsszegek maximalis szama (n — p)p <
n n n

151151 = L;J a szamtani és mértani kozepek kozti egyenl6tlenség miatt. O
5.6. Allitas. k = 3 esetén az optimdlis esetben minden Gsszegben két pozitiv és eqy negativ szdm szerepel
vagy forditva.

Bizonyitds. Minden Gsszeg vagy kett$ pozitiv és egy negativ vagy egy pozitiv és két negativ szambol
all. Legyen a pozitiv szamok szama p, ekkor a negativak szama N — p. Feltehets, hogy p > n — p.
Elérhets (n — p) - (127) darab nulla 6sszeg, ha minden pozitiv szam 1-es és minden negativ szam -2-
es. Akarhogyan valasztunk ki egy pozitiv és egy negativ szamot, Osszegiik alapjan egyértelmt, hogy a
harmadik 6sszeadand6 milyen el6jeld, igy egy ilyen szampér legfeljebb maz(p —1,n—p—1) =p—1
darab nulla 6sszegben lehet. Osszesen (n—p)-p modon tudunk ilyen szampart kivalasztani, mig minden
Osszeget két szamparnal szamolunk. Azaz legfeljebb (n —p) - p- (p—;l) =(n—p)- (12’) darab nulla Osszeg
érhetd el, ennyi pedig csak akkor, ha minden szdmparhoz a harmadik &sszeadandé is pozitiv (most
feltettiik, hogy tobb pozitiv szdm van, mint negativ). Az optimélis esetben tehat csak az egyik fajta
Osszeg szerepel az Osszeadandok kozt, ezek koziil pedig minden. O

5.7. Allitas. k = 3 esetén legfeljebb a - (2a2+l) nulla dsszeg lehetséges, ha n = 3a + 1, ahol a € N és
1e{0,1,2}.

Bizonyitds. Az elzS allitas miatt (n —p) - (5) értékét szeretnénk maximalizalni. A szdmtani és mértani

kozepek kozti egyenl6tlenségbdl ismét kovetkezik, hogy (n — p) - & - (p—;l) <a- Q‘IT'H . %, azaz
(n—p)-(}) <a- (2a2+l). Ezzel belattuk az allitast. O

Ismét belattuk az atfogalmazassal az [I.2] Tétel fels6 korlatait.



6. k> % uniform eset

Ebben a részben igazoljuk a [I.1) Probléméhoz kapcsolodoan az [I.3] Tétel allitasat k > 5 esetén.
Ehhez bevezetiink egy 10j g fliggvényt, amely egy N, k parhoz rendel egy értéket.

6.1. Definicio. g(N, k) értéke annyi, amennyi azonos osztdlyd k-uniform osszeg legfeljebb képezheté N
szdm esetén, ha az N szdm nem tartozik mind ugyanabba az osztdlyba.

Megjegyzés: Ha minden szam egy ekvivalenciaosztalybol keriilne ki, az azt jelentené, hogy az 0sszeg
biztosan nem lehet racionalis, mert a szamok sem lehetnek azok.

6.2. Lemma. g(N,k) =g(N,N — k)

Bizonyitds. Ha van egy konstrukecioé N, k esetén, ami tartalmaz g(N, k) azonos osztalyu Osszeget, akkor
ezeknek vehetjlik a komplementereit. Ezek N — k elemii Gsszegek és szintén mindegyik egy osztalyba
keriil, hiszen a teljes N-es Osszege allando6 és az N — k elemii Gsszegek erre egészitik ki az azonos osztalya
k-as Osszegeket. Ez igaz szimmetria miatt visszafelé is, igy g(V, k) = g(N, N — k). O

6.3. Lemma.
) ha k>
g(N,k) > <2(877) ha k=
oY ha k<

SR

Bizonyitds. Ha k # %, akkor vegylink egy 1 elemi osztalyt és egy N — 1 elemii osztalyt. Ha k < %,
akkor az egy elem kivalasztaséval és az N — 1 elemi osztalybol tetszéleges k — 1 reprezentanst véve
el tudunk érni (1;/:11 ) azonos osztalyu Osszeget. Ha pedig k& > %, akkor az N — 1 elemt osztalybdl
tetszGleges k-t valasztva elérhetd (N n 1) ilyen Osszeg. (A két eset eredménye azért kiilonbozik, hogy
(1,:[__11) és (N 5 1) koziil melyik a nagyobb.) Ha k = %, egy kételemi osztalybol 1 szam valasztaséval és
egy N — 2 elemii osztalybdl vald k — 1 szam valasztasaval elérhetd 2(11\!__12) azonos osztalyu Osszeg. Ezzel
belattuk, a lemma allitasat. O
6.4. Lemma. Vagy g(N,k) < g(N — 1,k) - % vagy g(N, k) = (]z__ll) vagy g(N, k) = (Nk_l).

Bizonyitds. Szamoljuk meg az azonos osztalyn Osszegeket azokbol a szamokbol nézve, amelyek nincsenek
benne az adott k-as 0sszegben. Mivel egy ilyen szadm nincs benne az 0sszegben, ezért a maradék N — 1
szambol kell k-t kivalasztani. Ekkor vagy mind az N — 1 maradék szam egy osztadlyban van vagy g
definicioja miatt legfeljebb g(N — 1, k) ilyen Gsszeg létezhet. Ha nincsen a szamok kozt legalabb N — 1
elemi osztaly, akkor minden szdm esetén legfeljebb g(IN — 1,k) ilyen Osszeget szamolunk meg. Egy

k-ast pontosan N — k-szor szamoltunk meg, igy Osszesen legfeljebb g(N —1,k) - Ni_k azonos racionalitas

osztalyt sszeg lehet ekkor N, k-ra. Ha van N —1 elemii osztaly, akkor [6.3] miatt tudjuk, hogy legfeljebb
(];7:11 ) vagy (N & 1) azonos osztalyu Osszeg lehet attol fiiggéen, hogy az egy elemii osztéalyt belevessziik e
a k-asokba. Ezzel belattuk a lemma allitasat. O

6.5. Lemma. g(N,k) < g(N —1,k—1)+ g(N —1,k) vagy g(N, k) = (2{:11) vagy g(N, k) = (lel).

Bizonyitds. Ha a konstrukcioban létezik N — 1 elemi osztaly, akkor lemma miatt g(N, k) = (1,:[__11)

vagy g(N,k) = (N . 1). Ha nincs ilyen osztaly, akkor valasszunk ki egy tetszéleges szamot. Vannak
k-as Osszegek, amiben nincsen benne, azaz a maradék N — 1 szambdl kell még k darabot venni, mig
vannak k-asok, amiben a kitilintetett szam benne van, azaz a maradék N — 1 szamboél még k — 1-et kell
az Osszegbe bevenni. Nincs mind az N — 1 szam egy osztélyban, ezért ezekbdl legfeljebb g(N — 1,k — 1)
és g(N — 1, k) darab Gsszeg lehet azonos osztalyn. Ekkor g(N, k) < g(N —1,k—1)+g(N — 1, k), hiszen
minden Gsszeget pontosan egyszer szamoltunk meg. Belattuk a lemma &llitasat. O

6.6. Allitas. Hak < ¥,

akkor g(N, k) = (Ngl).
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6.7. Kovetkezmény. Ekkor a lemma és a dllitds miatt k < 5 esetén g(N, N —k) = g(N, k) =

(Nk_l) = (N]X;il) Ekkor N — k > % Igy ha l > %, akkor az dllitds szerint g(N,l) = (127:11)'

Bizonyitds. Bizonyitsunk indukciéval k szerint. k = 1 esetén Osszesen N darab Osszeg van, de mind
nem lehet azonos osztalyu g definicioja miatt, igy legfeljebb IV — 1 azonos osztalyu Osszeg lehet. Ekkor
g(N,1) = (Nl_l) teljesiil. Most tegyiik fel, hogy k-ig belattuk az allitast és nézziik meg k + 1 esetére.
Tudjuk, hogy g(N,k+1) = (Nk_l), ha N <2k +1 a kovetkezmény miatt.

Tovabba a lemma miatt g(2k + 2,k +1) < g(2k+ 1,k +1) - 2,5—:'12 = Q(Qkk) az indukciot hasznélva

vagy g(2k + 2,k + 1) = (2,5111), de ez utobbi kisebb. Igy g(2k + 2,k +1) < 2(2}5), de a H lemma

miatt g(N, k) > 2(],\!__12), ha k = %, azaz g(2k+2,k+1) > 2(2,5). Megkaptuk, hogy egyenlGség teljestil:
92k +2,k+1) =2(%).

Most vizsgdljuk g(2k + 3,k + 1) értekét és tegyiik fel indirekten, hogy g(2k + 3,k + 1) > (317).
Legyen az osszes (2k + 3 darab) szamunk halmaza V' és vegyiink ezekbgl két tetszslegeset, z-et és y-t.
Azon 6sszegekbdl, ami tartalmazza x-et, legfeljebb g(2k+2, k) azonos osztalyt lehet és ez indukcié miatt
(a) (Zk]j 1) vagy (b) van legalabb 2k + 2 elemti osztaly a szamok kozt. Elészor az (a) esetet targyaljuk,
a (b) lehetdségre a bizonyitas végén tériink vissza.

(a) Tehat tegyiik fel, hogy z-et tartalmazd Osszegekbdl legfeljebb g(2k + 2, k) = (2]“]:' 1) azonos 0Sz-
2k+2 241\ _ (2k+1
k+1>_< k )— (k+1

Osszegnek kell lennie, ami nem tartalmazza z-et. Jeloljiik ezen Gsszegek szaméat A > (
metrikusan ugyanez elmondhaté y-rol is.

Nézziik azt az A darab Osszeget, ami nem tartalmazza z-et. Ebb@l a darab menjen at y-on és A — a
darab ezen kiviil. Tudjuk, hogy az y-t tartalmazo6 a darab sszeg V' \ {z}-beli komplementerei is azonos
osztalytak lesznek és ezek se y-t, se z-et nem tartalmazzak, de tovabbra is k + 1 elemi Osszegek. Igy
van egyrészt A — a darab azonos osztalyu k + l-uniform sszeg V' \ {z,y}-ban, valamint még a darab
ilyen. A—a+a=A4> (Qkk:f), azonban V' \ {x,y}-ban Gsszesen (%fjll) darab k 4 l-uniform Osszeg
valaszthato ki. Emiatt van az z-et nem tartalmazo Gsszegek koziil olyan, aminek a komplementere is
V \ {x}-beli egy kivalasztott Osszeg. Mivel a komplementerek is egyméssal azonos osztalytak voltak,
ezért ekkor minden y-t tartalmazd Osszegnek a komplementere is ebbe az azonos osztalyba kell, hogy
keriiljon.

Azaz ezek elemszamaira A —a = a = g > %(2]5;"11), ennyi azonos osztalyu Gsszeg van V \ {z, y}-ban.
Szimmetrikusan elmondhatjuk ezt y-bodl is: ha ehhez B azonos osztalyu Gsszeg tartozik, ami nem tar-

) azonos osztalyt

2k+1
k+1

talyt van. Igy ahhoz hogy a feltevés teljesiiljon, tbb, mint (

)—Val. Szim-

talmazza, amib6l B — b nem tartalmazza x-et se, akkor hasonléan B — b =b = g > %(Qkkjll).
Igy V' \ {z, y}-ban Gsszesen talaltunk k4 1-uniform sszegekbél B —b+ A —a > (Qkkjll) darab azonos

osztalyit, ami t6bb, mint az Gsszes lehetdség, igy van koztiik megegyezs. Ezeknek a V' \ {z}, illetve
V' \ {y}-beli komplementerei is ki lesznek véalasztva, amelyek megegyeznek, kivéve hogy az egyik x-et, a
mésik y-t tartalmazza. Mivel ezek a komplementer halmazbol képzett Gsszegek is egy osztalyba esnek,
ezért x és y is egy osztalyba tartozik.
Belattuk, hogy tetszéleges két szam egy osztalyba kell, hogy tartozzon, ami ellentmondas, mivel nem
lehet minden szam egy osztélybeli. Ebben az esetben valoban g(2k + 3,k + 1) < (2::12).

(b) Ha van 2k + 2 elemt osztaly a 2k + 3 darab szamunk koziil, akkor ugy kapjuk a legtobb azonos
osztalyu Osszeget, ha ezek koziil valazstunk ki tetszéleges k 4+ 1 darabot, ez legfeljebb (%fjf) azonos
osztalyu Osszeg.

Igazoltuk, hogy g(2k + 3,k + 1) < (2k+2). Innentdl pedig ha N > 2k + 3, akkor a H lemma miatt

k41
g(N,k+1) <g(N—-1,k+1) 53— < (]Z;f) e (1:;12) L = (],X_:ll) indukcié miatt vagy
g(N,k+1) = (Ngl) vagy g(N,k+ 1) = (]Z_le) Mivel k + 1 < &, ezért g(N, k+1) < (],X_:ll) tényleg

teljesiil. Igy az indukcios feltétel megmarad, tovabb tudunk lépni k + 1-re.
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Emellett a 3|lemma miatt g(N,k+1) > (k+1) ha k+1 < & Tehat egyenléség all fenn, g(N,k+1) =

(/H-l) ha k+1 < % Indukcioval belattuk a :aulhtast7 azaz minden N-re, ha k < %, akkor

g(N k) = (V1) O
6.8. Allitas. & > 5 uniform esetben legfeljebb (Zj) raciondlis 6sszeg lehet, ez a hatdr pedig éles.
Bizonyitds. A [6.7 kovetkezmény miatt tudjuk, hogy ha & > 2 7 akkor g(n, k) = (Z:}), azaz legfeljebb
ennyi azonos osztalyu Osszeg lehet, specidlisan racionalisbél is. Vegylink egy —(k — 1)« irracionalis
szamot és n — 1 darab « irracionélis szamot. Ekkor pontosan ("_1) racionalis Osszegilink lesz, igy

k—1
tényleg ez az extremadlis struktira. Ezzel igazoltuk az [1.3] Tétel ide vonatkozo korlatjat. O

6.9. Allitas. k = 5 uniform esetben legfeljebb 2(2:?) raciondlis dsszeg lehet, ez a korldt is éles.

Bizonyitds. A as lemma és a os allitas bizonyitasabol tudjuk, hogy g(2k, k) = 2(2::12), azaz
legfeljebb ennyt Gsszeg lehet racionalis. Ennyi racionalis dsszeg elérhetd két darab —(k — 1)« irracionalis
szammal és 2k — 2 darab « irracionalis szam esetén. Belattuk az Tétel ide vonatkozo6 allitasat és
megadtuk az extremélis struktarat. O

Belattuk az|1.3| Tétel allitasait és a korlatra megadtuk az extremalis struktirat is mindkét esetben.

7. Kétosztalyu konstrukcié optimuma

Ebben a fejezetben megfogalmazunk egy altalanos sejtést, hogy rogzitett k esetén legfeljebb mennyi
racionélis Osszeg érhetd el a k-uniform esetben.

7.1. Sejtés. Minden rogzitett k esetén az[1.1] problémdhoz tartozd extremdlis struktira két osztdlyu: o
és —qa valamilyen q € Q" -ra.

Nézziik meg el6szor rogzitett ¢ esetén mi lesz a két osztaly elemszamanak optimalis elosztéasa. Azaz
ha A 4+ B = n, akkor milyen A-ra lesz (’?) . (,f t) maximalis, hiszen ez a szorzat mutatja meg, hogy
hanyféleképpen tudunk a két osztalybol elGallitani Gsszegeket ¢ és k — ¢t aranyban.

7.2. Allitas. Rigzitettt < k —t és k esetén (’?) . (k]ft) akkor lesz maximdlis, ha A = L%J, ekkor
B = [‘(kftk)nft~| ]

Bizonyitds. A bizonyitas két kisebb lemmaéra épiil, melyeket a bizonyitéson beliil mondunk ki és fogunk
belatni. (’?) - (,7,) ugyanakkor maximalis, mint C' = 4 . A=L. . AtEL B Bl o Bohithl
maximaélis.

7.3. Lemma. A C szorzat k darab szorzobdl dll, ezek dsszege régzitett t esetén A-tdl fiiggetleniil dllandd.

Aztdd B—1 Bkttr1 _ta_ () k0B (%) _ () (%)
Bizonyitds. 4+42 4. + + 28ty B A A S L2 22
ami rogmtett t eseten tenyleg allandé.

Innentsl a C szorzatot a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenséggel tudjuk maximalizalni.
A szorzatban szereplo A A1l A- H‘l szorzOk egymastol ; 1 tavolsagra vannak, az els§ és utolsé szorzo

7
kiilonbsége =X Emellett a kB 7> g tl,..., W szorzok egymastol ; tavolsagra vannak, az els6 és
A

t . Igy amikor A-t eggyel csokkentjiik B novelese mellett, akkor az £ és

t
Bkt gy0170k helyett keriilnek be az 47t és 2+ szorzok. Ez akkor nem csokkenti a szorzatot, ha a

két szorzo kiilonbsége legfeljebb annyi, mint korabban (6sszegiik allando, két szamra szamtani-mértani
egyenlétlenség). Mivel az egyik szorzot eggyel csékkentettiik a masikat eggyel noveltiik, ez pontosan

utolsd szorzd kulonbsege

akkor nével, ha eredetileg 4 — B=FHEL 5 1 o 4 — BEL > 0. Amikor pedig A-t eggyel néveljiik B
csokkentése mellett, akkor az 4= tt"'l és % szorzok helyett kerulnek be az M és B = f:‘t szorzok. Ez
pedig pontosan akkor néveli a szorzatot, ha kB A= t'H > 1= = — ﬁ > 0.
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7.4. Lemma. Ha A = L%J, akkor a szorzat nem névelhetd A eggyel valé megudltoztatdsdval, mig

minden mds esetben eggyel megudltoztatva A-t legaldbb akkora szorzatot kapunk.

Bizonyitds. Ha A = || = It — & valamilyen 0 < a < k egészre, akkor B = (%-\ =
W + ¢, hiszen A + B egész.
(D Igy & =22 — g +7 = p+ 554 mig 5 = + (ka:tt)k' Azaz 12 — 4 = (ka:tt)k — At =
ta—t* _((kk:t';z:)(k_t) = (?C’:f:k = ((Z:f))t]; < 0, igy A eggyel valo névelésével nem tudunk optimalizalni.
(II) Emellett ekkor 4 = b — & — 1 4 fa g BEL — 0y ’(lk_fzgf_ Ekkor a szorzat noveléséhez
sziikséges kiilonbség értéke: % — % = t;—k“ — ‘(lkitj)’,z = (k_t)(tac‘ljl:)z,(ga_t+k) = (k:%ﬂtk < 0. Belattuk,

hogy A eggyel valo csokkentésével sem tudjuk a szorzatot névelni.

A eggyel valo megvaltoztatdsa nem néveli a szorzatot, mivel az Gsszes szorzd koziil a legkisebb és
legnagyobb kiilonbsége legfeljebb 1. Minden mas esetben viszont ez a kiilonbség legalabb 1 lesz, igy
azoknal a szorzatoknal talalunk legalabb akkora masik szorzatot. O

Az (’?) . (k}it) szorzat is akkor maximélis rogzitett ¢t < k —t esetén, ha A = [® ], ekkor B =

"(kftk?nft‘l. O

. P . L . . . Ltn+tJ ((Ic—t)n—fW .
7.5. Kovetkezmény. FElég egy adott n esetén meguvizsgdlni a ( 5 ) . ( L ) szorzatokat €és ezek

kézil megtaldlni a mazimdlisat (t < k —t).

8. Probléma Osszes képezhets Gsszeg

Eddig az 6sszegek adott mérettiek voltak, de most vizsgaljunk egy masik kérdést, vegyiik az Gsszes
képezhets Osszeget a szamokbol és ezek koziil szeretnénk minél tobb racionalisat garantalni. A részben
belatjuk az [L.5] Tétel felss korlatjat és megadjuk az ehhez tartozo extremalis struktirat.

Az [5.d}es Lemma és kovetkezménye miatt ismét atfogalmazhatjuk a feladatot racionélis szdmokkal,
amelyek Osszegei koz6tt minél tobb nulla Gsszegiit szeretnénk talalni.

8.1. Konstrukcié. Ha n szdamunk van, akkor elérhetd (LZJ) darab nulla dsszegd dsszeg.
2

Bizonyitds. Vegyiink | 3| darab —1-est és [5] l-est. Ekkor azok az &sszegek lesznek nullak, amikben
ugyanannyi 1-es és -1-es van. Ebbd] 6sszesen

(0) (

darab van. O

—

L)

D=5 () ()= ()

7

=0 N3
|3

8.2. Definicié. Ebben a problémdban legyen egy dsszeg elGjeles elemszama a benne lévd pozitiv dssze-
adandok szdamdnak és a benne lévd negativ dsszeadandok szamdnak a kiilonbsége.

Egy 6sszeg elGjeles elemszama negativ is lehet.

8.3. Allitas. Legfeljebb (LZJ) darab 0-0sszeg lehet.
2

Bizonyitds. Vegyiik az 6sszes lehetséges Osszeget és ezek legyenek egy graf cstcsai. Fusson iranyitott él az
A 6sszegbdl egy B osszegbe (A, B az 6sszeadandok halmazai az adott dsszegben), ha B pontosan eggyel
t6bb elemt, mint A és B\ A egyetlen pozitiv szamot tartalmaz vagy ha B pontosan eggyel kevesebb
elemi, mint A és A\ B egyetlen negativ szamot tartalmaz. Azaz minden Gsszegbdl a nala eggyel
nagyobb elGjeles elemszami halmazokba mutat iranyitott él. A legkisebb elGjeles elemszamu Gsszeg
a csupa negativ szambol allo Gsszeg, mig a legnagyobb ilyen a csupa pozitiv 6sszeadandét tartalmazo
Osszeg.
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8.4. Definicid. Nevezziink most lancnak egy irdnyitott utat a csupa negativ halmazbol a csupa pozitiv
halmazig.

8.5. Lemma. Minden ldnc n+ 1 kiilénbézd dsszeget tartalmaz és dsszesen n! kiilonbézd ldnc van.

Bizonyitds. Minden pozitiv szdm pontosan egyszer keriil bele az Osszeadanddk halmazaba és benne
marad a lanc soran, mig minden negativ szdm pontosan egyszer keriil ki bel6le és nem keriilhet vissza.
Igy n szam esetén ez n lépés, azaz n + 1 Osszeget tartalmaz egy lanc. Minden lépésben eldénthetjiik,
hogy az addig nem véltoztatott szamok koziil melyiket valtoztatjuk meg (negativ esetén vessziik ki,
pozitiv esetén tessziik be a halmazba). Igy Gsszesen n - (n —1)-...-2-1 = n! darab kiilénboz6 lanc
van. O

8.6. Lemma. FEgy ldncban csak eqy nulla 6sszegl Osszeq lehet.

Mivel egy lépésben (vagyis egy élen athaladva) vagy egy pozitiv szam keriil be az dsszegbe vagy egy
negativ keril ki, ezért az 6sszeadandok Gsszege szigortian monoton né a lancban. Emiatt legfeljebb egy
0 6sszeg lehet egy lancban.

8.7. Lemma. Minden dsszeg legalabb |5 ]! - [5]! darab ldncban van benne.

Bizonyitds. A csupa pozitiv Osszeg elGjeles elemszama legyen p, ekkor a csupa negativ Osszeg elGjeles
elemszama —(n — p) = p — n. Ha egy Osszeg elGjeles elemszdma k, akkor ehhez még p — k 1épés
kell, hogy eljusson a csupa pozitiv Osszegbe. Emellett ez el6tt a csupa negativ 6sszegtdl kezdve mar
n — p + k 1épés tortént. Ezek a lépések tetszGleges sorrendben lehettek, igy ez a halmaz legalabb
(p=Fk)!-(n—p+k)!>[5] [5]! killonboz6 lancban szerepel. O

Ekkor a nulla 6sszegek szama legfeljebb it mivel Gsszesen n! lanc van és minden lancban csak

%J (
egy nulla 6sszegl halmaz lehet. =T J'-fﬂW‘ ( o ) azaz tényleg legfeljebb ennyi Gsszeg lehet nulla. [
24 2 2
b

Belattuk az os tétel allitasat, legfeljeb ( o ) racionélis 6sszeg lehet ebben a nem uniform esetben,
2
erre konstrukciot adtunk.

9. Probléma Intervallumokbdl alkotott Gsszegek

Most vizsgéaljunk egy masik nem uniform kérdést, amikor az Osszegeket a szadmok intervallumaibol
képezziik és ezek koziil szeretnénk a lehetd legtébb racionalisat talalni. Igy most csak bizonyos kapcso-
latban &4ll6 szadmok Osszegeit vessziik, azonban tetszéleges elemszamut ezek koziil. Ebben az esetben n
szam mellett n + (n — 1)+ ... +2+1 = %
n + 1 — i kiillénb6z6 lehetdség van 1 < i < n.

Osszeg képezhetd, hiszen i elemid Gsszegbdl pontosan

Ebben a részben belatjuk az Tétel allitasat, miszerint legfeljebb \_%zj racionalis Osszeg érhetd el.
9.1. Allitas. Létezik konstrukcio legaldbb \_%ZJ raciondlis osszeggel.

Bizonyitds. Legyen n = 2m el6szor paros. Ekkor vegyiink m darab v/2 szamot és ugyanennyi —v/2
szamot. Ezeket egészek hozzdadaséaval toljuk el egyméashoz képest, hogy felvaltva helyezkedjenek el a
novekvs sorrendben a kiilonb6z6 egészrészii szdmok. Ekkor barmilyen péros hosszt intervallumban a
szamok Gsszege felithato B + (v/2 — 1/2) alakban, ahol B egész, igy az 6sszeg ezekben tényleg racionalis
lesz. 2m hosszu intervallumbol 1 darab, 2m — 2 hosszabdl 3 darab, ..., 2 hosszibol 2m — 1 darab van.
Igy ez 6sszesen 1 +3 4+ ... +2m — 1 =m? = L%Zj racionalis Gsszeg. Ha pedig n = 2m + 1 alakd, akkor
minden paros hosszi intervallumboél még eggyel tobb van, mint az el6bb, igy ebben az esetben talalunk

m?+m = L%zj darab racionéalis 6sszeget. Ezzel belattuk az allitast, van ennyi racionalis 6sszeg. O

Megjegyezziik, hogy ez koriilbeliil az Gsszes Osszeg szamanak a felét jelenti.
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9.2. Definicid. Legyenek a szdmok névekvd sorrendben a1 < ag < ... < a,. Nevezzik Osszeglancnak
azon 6sszegsorozatokat, amelyek eqy kezddelemtdl a kovetkezd szam hozzdaddsdval vannak generdlva. Le-
gyen az 0sszegldnc kezdGeleme az az eqy szdm, amelytdl kezdve a ldncot generdljuk. Legyen az dsszegldnc
hossza az a szdm, ahdny 0sszeqg van az adott dsszeglancban.

Pbéldaul a1, a1 + as, ...,a1 + ... + a,, egy Osszeglanc, a kezdGeleme a1 és hossza pedig n.

9.3. Lemma. Minden intervallumként képezhetd dsszeg pontosan eqy 6sszegldncban szerepel.

Bizonyitds. Egy intervallumbol képzett Osszeg egymas melletti szamok Gsszegébdl all. Vegyiik az Gssze-
adandok koziil a legkisebbet. Az ezéltal generélt Gsszeglancban szerpelni fog ez az 6sszeg, amikor elériink
az ugyanennyi elemid generalt 6sszeghez. Mas Gsszeglancban nem szerepelhet ez az Gsszeg, mert egy
ilyenben minden 0sszegben a legkisebb Gsszeadand6 megegyezik az Osszeglanc kezdGelemével. Minden
Osszeg pontosan egy 6sszeglancban szerepel. O

9.4. Lemma. Egy dsszegldncban legfeljebb az dsszegek felének also egészrésze lehet raciondlis.

Bizonyitds. Ha egy Osszeglancban szerepel egy raciondlis Osszeg, akkor az &6t megel6z6 Osszeg biztos
irracionélis, hiszen ez a kovetkezd Osszegbdl egy irracionalis szam kivonasaval kaphaté meg. Emellett
minden osszeglanc elsé Gsszege maga a kezdGeleme, ami egy irracionalis szam. Igy minden racionalis
Osszeget megelGz az Osszeglancaban egy hozzatartozo irracionalis Osszeg, azaz legfeljebb az Gsszegek
felének also egészrésze lehet racionalis. O

9.5. Allitas. Legfeljebb L%ZJ raciondlis 0sszeq képezhetd.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy 6sszesen n darab 6sszegldancunk van, kezdGelemeik aq, as, ..., a,,. Ezek hosszai
rendre n, (n — 1), ...,2, 1, hiszen ennyi kiilonboz6 Osszeget generalnak (lathatjuk, hogy a hosszok dssze-
ge megegyezik az Osszes Osszeg szamaval, mivel minden Gsszeg pontosan egy Osszeglancban szere-
pel). Minden Osszeglancban legfeljebb az Osszegek felének also egészrésze darabszamu lehet racioné-
lis, ez [n] + n—1] +...+41+1+0. Han = 2m, akkor [2m|+ |2m — 1]+ ... +1+1+0 =
m+m—-1)+(m—-1)+..+14+1= m(";"’l) + m(ng_l) = m? darab racionélis 6sszeg, mig n = 2m + 1
esetén ez [2m+1]+[2m|+...+1+14+0=m+m+..+1+1= 2-@ = m? +m darab. Legfeljebb

\_%ZJ racionalis Osszeg képezhetd ilyen modon. O

Ezzel belattuk az Tétel allitasat, legfeljebb L%zj darab racionalis Gsszeg érhetd el ebben az
esetben, erre pedig megadtuk a konstrukciot.

10. Osszefoglalas és nyitott kérdések

Megadtuk a racionalis Gsszegili szam-k-asok maximalis szamat egy n irracionalis szamot tartalmazo
halmaz esetén k = 2,3 és k > 3 esetén. Nyitott maradt a racionalis dsszegek maximélis szama (n, k)
n

esetén, ha 4 < k < %. A bizonyitasunkbol természetes sejtés, hogy adott (n,k) esetén a szamok

extremalis strukturaja pontosan két ekvivalenciaosztalybol tartalmaz szamokat modulo Q.

10.1. Konstrukcié. Legyen « egy irraciondlis szdm és legyen 1 < k < n. Vegyiink a halmazba L"T'HJ
reprezentdnst Q — a(k — 1)-bél és (n — [2L]) darab reprezentdnst Q + a-bdl.

Ez a konstrukci6 igazolja a kdvetkezs allitast.

10.2. Allitas. A raciondlis sszegek mazimdlis szama adott (n, k) esetén legaldbb ("}L%J) .

10.3. Sejtés. Tegyiik fel, hogy 1 < k < n. Ekkor azn elemd irraciondlisakbdl dllé halmazba a raciondlis
dsszegl szam-k-asok mazximdlis szamdt a konstrukcicval tudjuk elérni.
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Megjegyezziik, hogy belattuk a[10.3]sejtést k = 2,3 és 2 < k < n esetén.

Ramutattunk a probléménk 6 kérdésének kapcsolatara a 0-Osszegii kérdéskorrel, mégpedig, hogy a
mi probléménk atfogalmazhato 0 6sszegii szam-k-asok darabszamanak maximalizalasara n-elemd soroza-
tokban vagy racionélisok, avagy ekvivalensen ezzel, egészek kozt egy megfelel6 vektortér homomorfizmus
alkalmazéasaval.

Altalanossagban, a problémank alapkérdése értelmezhetd gy, hogy adott egy V vektortér egy hozza
tartozd W altérrel és a célunk minél tobb olyan Gsszeget talalni, amely W-be esik tugy, hogy az Gssze-
adandok mind W-n kiviiliek. Egy olyan vektortérhomomorfizmust elvégezve, amelynek magja pontosan
W (mint példaul amit az [5| fejezetben hasznalunk), atfogalmazza a problémat 0-Gsszegek keresésére,
ahogy emlitettiik.

Természetes gondolat hasonlo kérdéseket feltenni altalanos csoportok esetén is, a jol ismert Davenport
konstans és az Erdés-Ginzburg-Ziv konstans szellemében, melyekhez lasd a [4) 6], [7] hivatkozasokat.

10.4. Probléma. Legyen G egy additiv csoport és k < n egész szamok. Mi a (k-elemd) részsorozatok
maximdalis szama az n-elemd nemnulla szamokbol dllé G-beli sorozatoknak, melyeknek dsszege 07

Ehhez kapcsoloddan, Bialostocki a kovetkezd kérdést tette fel.
10.5. Sejtés (Bialostocki, [2]). Legyen A = {a1,as,...,a,} egészekbdl dllo sorozat. Ekkor A tartalmaz
legaldbb (L”T{LQJ) + (["n/fw) 0-0sszegd m-hosszi részsorozatot (mod m).

Ezt a sejtést Kisin latta be [I0] abban az esetben, amikor m egy primhatvany p”, vagy pedig p” - ¢
alakd, ahol p, ¢ primek, mig Fiiredi és Kleitman igazolta azokban az esetekben, amikor m vagy m = pq
alakban frhato vagy n elég nagy m-hez képest [5]. Késébb Grynkiewicz belatta a sejtést akkor is, amikor
n nem til nagy m-hez képest, egzaktan abban az esetben, amikor n < ?m [9] teljesiil.

Tehat, a [[0.5}0s sejtés ezeknek a minimalis szamara kivancsi, mig a [[0.4}les probléma a 0-dsszegek
lehetséges maximumat keresi, komplementalva a korabbi Erdés-Ginzburg-Ziv tipusi kérdéssel.
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