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Egy D irányított gráfban egy S ⊆ V csúcshalmaz totálisan domináló halmaz, ha min-
den D-beli csúcs felé vezet legalább egy él az S csúcshalmaz valamelyik csúcsából. Egy
irányított gráfban pontosan akkor létezik totálisan domináló halmaz, ha minden csúcs be-
foka legalább egy. A legkisebb totálisan domináló halmaz méretét D-ben a gráf totális
dominálási számának nevezzük, a jele γt(D).

Egy egyszerű, irányítatlan gráf éleinek megirányítását érvényesnek nevezünk, ha seme-
lyik csúcs befoka sem 0. Belátható, hogy egy egyszerű, irányítatlan gráf éleinek pontosan
akkor létezik érvényes irányítása, ha a gráf minden összefüggőségi komponensében van
legalább egy kör. Az ilyen gráfok alkotják a C gráfosztályt, a továbbiakban ilyen gráfokat
vizsgálok.

Egy egyszerű, irányítatlan G gráf éleinek vegyük az összes érvényes irányítását. Az
így kapott irányított gráfok totális dominálási számainak maximuma (vagy minimuma)
a gráf felső (vagy alsó) orientable totális dominálási száma, ennek jele DOMt(G) (illetve
domt(G)). Azaz formálisan DOMt(G) = max{γt(D) : D érvényes irányítása G-nek}, és a
másik fogalom domt(G) = min{γt(D) : D érvényes irányítása G-nek}.

Korábbi cikkekben [8, 9] megmutatták, hogy DOMt(G) = |V (G)| = domt(G) akkor és
csak akkor, ha G körök diszjunkt uniója.

Anderson és munkatársai [1] vizsgálták az orientable totális dominálási számok alsó
és felső korlátjait, és jellemezték azokat a gráfokat, amelyekben a legrövidebb kör hossza
legalább 7 és teljesül, hogy DOMt(G) = domt(G), valamint karakterizálták azokat a grá-
fokat is, amelyekre domt(G) = |V (G)| − 1. Bevezették a F gráfcsaládot, mely azon gráfok
halmaza, amelyek előállíthatók egy k ≥ 3 hosszú Ck körből és egy ℓ ≥ 2 csúcsszámú Pℓ

útból úgy, hogy az út egyik végét azonosítjuk a kör egy tetszőleges csúcsával.

∗ A kutatás az ÚNKP-23-6-I-ELTE-1256 Új Nemzeti Kiválósági Program
keretében valósult meg.
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Tétel 1 (Anderson et al. [1]). Legyen G ∈ C egy összefüggő gráf. Ekkor domt(G) =
|V (G)| − 1 akkor és csak akkor, ha G ∈ F ∪ {K4, K2,3, K4 − e}.

Ugyanebben a cikkben problémaként felvetették, hogy létezik-e olyan gráf G, amelyre
domt(G) < DOMt(G) = |V (G)| − 1 teljesül. Azt ők is észrevették, hogy ha domt(G) =
|V (G)| − 1, akkor DOMt(G) = |V (G)| − 1 is teljesül.

Probléma 2. Karakterizáljuk azokat a gráfokat, amelyekre DOMt(G) = |V (G)| − 1.

Az volt tehát a kutatási kérdés, amit a témavezetőmtől kaptam, hogy találjuk meg
azokat a gráfokat, ha egyáltalán léteznek, amelyekre domt(G) < DOMt(G) = |V (G)| − 1
fennáll. A szerzők a cikkükben kifejezték, hogy azt képzelik, hogy ilyen gráfoknak kellene
létezniük, amit sikerült igazolni, ráadásul pontosan karakterizáltam ezeket a gráfcsaládokat.

Bevezetünk további összefüggő gráfcsaládokat, hogy megfogalmazhassuk a fő ered-
ményünket. Egy G ∈ C összefüggő gráf az F2 gráfcsaládba tartozik, ha δ(G) ≥ 2 (ahol
δ(G) jelöli a G minimális fokszámát), és G tartalmaz ℓ ≥ 1 páronként diszjunkt kört és egy
további s csúcsot. A G további élei s-hez kapcsolódnak úgy, hogy s minden körkomponens
legalább egy csúcsával szomszédos, és d(s) ≥ 2.

Legyen F1 egy olyan család, amely a [1] cikkben definiált F családból konstruálható a
következő módon. Ha egy G ∈ C összefüggő gráf az F1 családba tartozik, akkor δ(G) = 1
teljesül, és G-nek pontosan egy darab egy fokszámú csúcsa van, az s. Ezenkívül G tartalmaz
egy sw1w2 . . . wk, k ≥ 1 hosszúságú utat, és G tartalmazhat ℓ ≥ 0 páronként diszjunkt
körkomponenst. Minden további él wk-hoz kapcsolódik úgy, hogy wk szomszédos minden
körkomponens legalább egy csúcsával, és d(wk) ≥ 2. Megfigyelhető, hogy ha ℓ = 1 és
d(wk) = 2, akkor ezek a gráfok pontosan az F elemei. Továbbá, ha egy G ∈ F2 gráfot
egy úttal bővítünk úgy, hogy az út egyik végpontját s-sel azonosítjuk, és további éleket
adunk az út belső csúcsai és s között, akkor minden olyan gráfot megkaphatunk, amely az
F1-be tartozik és legalább egy körkomponense van, azaz ℓ ≥ 1. Így F ⊆ F1, és K4, K2,3,
valamint K4 − e az F2 elemei.

Legyen F3 egy újabb összefüggő gráfokból álló család, melyek a C elemei és az R ∈ F1

gráfból konstruálhatóak. G vagy egy, vagy kettő további élben különbözik R-től. Vegyük
az R-ben található s csúcsot az F1 definíciója szerint. Ha G és R között csak egy él, e
a különbség, akkor e-nek s-hez kell kapcsolódnia, de e másik végpontja bármelyik csúcs
lehet. Ha G és R pontosan két élben, e1, e2 különbözik, akkor mindkét élnek s-hez kell
kapcsolódnia, de további feltételeknek is teljesülniük kell. A precíz definíció elég technikai,
így az összefoglalóban ezt nem részletezem.

Tétel 3. Legyen G ∈ C egy összefüggő gráf. Ekkor DOMt(G) = |V (G)| − 1 akkor és csak
akkor, ha G ∈ F1 ∪F2 ∪F3. Ha G ∈ C nem összefüggő, de DOMt(G) = |V (G)| − 1, akkor
G néhány kör és egy G0 ∈ F1 ∪ F2 ∪ F3 gráf diszjunkt uniója.

A továbbiakban vázlatosan összefoglalom a bizonyítás főbb lépéseit. Az első fontos
megfigyelésünk az volt, hogy a totális dominálás esetén a gráf különböző komponensei nem
befolyásolják egymást. Így elég ezt a kérdést összefüggő gráfok esetében vizsgálnunk, majd
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a kapott gráfokhoz hozzávéve tetszőlegesen sok diszjunkt kört szintén megfelelő gráfokat
kapunk.

A bizonyítás során a gráf csúcsainak befokaira és kifokaira alsó és felső becslést adva,
esetvizsgálattal és rekurzív megközelítéssel is meghatároztam a feltételnek megfelelő grá-
fokat.

Az egyik, a bizonyítás során használt fontos segédállítás a következőt mondja ki: ha
DOMt(G) = |V |−1, akkor nem létezhet olyan S csúcshalmaz a gráfban, amely egy legalább
|S|+2 méretű csúcshalmazt dominál. Ha létezne ilyen csúcshalmaz, az azt jelentené, hogy
ha az S halmazt bevesszük a totálisan domináló halmazba, akkor a maradék |V |− (|S|+2)
csúcs dominálásához biztosan elég még legfeljebb |V | − (|S| + 2) db csúcsot bevennünk a
totálisan domináló halmazba az összes csúcs totális dominálásához. Ez azt jelenti, hogy
létezik a gráf ezen irányításában egy legfeljebb |V | − 2 méretű totálisan domináló halmaz,
ami ellentmondás.

Ezeknek a megfigyeléseknek a segítségével sikerült meghatároznom azokat a gráfokat,
amikre DOMt(G) = |V (G)| − 1 teljesül. Így kiderült, hogy nemcsak hogy létezik olyan
G gráf, amire domt(G) < |V (G)| − 1 = DOMt(G) teljesül, de olyan is létezik, amire a
DOMt(G) − domt(G) különbség és a DOMt(G)

domt(G)
hányados a lehető legnagyobb. Kiderült,

hogy domt(G) lehet akár 3 is olyan gráfok esetén, ahol DOMt(G) = |V (G)| − 1.
Vegyük észre, hogy domt(G) ≥ 3 mindig teljesül, mivel G egyszerű gráf. Valóban,

egy csúcs nem dominálhatja totálisan saját magát (nincsenek hurokélek), és két csúcs
nem dominálhatja totálisan egymást (nincsenek párhuzamos élek). Ezért ezek a példák a
legjobbak DOMt(G)

domt(G)
és DOMt(G)−domt(G) maximalizálására. Az 1. ábrán egy ilyen példát

mutatok.

sw1w2wk−2wk−1wk
. . .

sw1w2wk−2wk−1wk
. . .

Ábra 1: Egy példa G ∈ F1 gráfra, amelyre 3 = domt(G) < DOMt(G) = |V (G)|−1 teljesül.
A szürke csúcsok jelölik a minimális totális domináló halmazokat G mindkét irányításában.

Ezen a példán a két irányítás jelentősen különbözik a wk-hoz csatlakozó éleknél. Minél
nagyobb wk kifoka, annál kisebb lehet domt(G). Ezért vannak a 1 ábrához hasonló példák,
amelyekre domt(G) = m bármely 3 ≤ m ≤ |V (G)| − 1 esetén.
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