Characterization of graphs with orientable total
domination number equal to |V| — 1

Sajat eredmények

A tudomanyos kérdés bevezetése: Egy D irdnyitott grafban egy S C V' csticshalmaz
totalisan dominalé halmaz, ha minden D-beli cstcs felé vezet legalabb egy él az
S cstcshalmaz valamelyik csticsabdl. Egy iranyitott grafban pontosan akkor létezik
totalisan dominal6 halmaz, ha minden cstics befoka legaldbb egy. A legkisebb totalisan
dominalé halmaz méretét D-ben a graf totalis domindldsi szamdnak nevezziik, a jele

V(D).

Egy egyszerti, irdnyitatlan graf éleinek egy megiranyitasat érvényesnek neveziink,
ha semelyik cstics befoka sem 0. Egy egyszeri, irdanyitatlan graf éleinek pontosan
akkor létezik érvényes iranyitasa, ha a graf minden Osszefiiggoségi komponensében
van legalabb egy kor. Az ilyen grafok alkotjak a C gréfosztélyt, a tovabbiakban ilyen
grafokat vizsgalok.

Egy egyszert, iranyitatlan G graf éleinek vegyiik az Osszes érvényes iranyitasat. Az
igy kapott irdnyitott grafok totdlis domindldsi szdmainak maximuma (vagy mini-
muma) a graf felsé (vagy alsd) orientable totdlis domindldsi szdma, ennek jele DOM,(G)
(illetve domy(G)). Formalisan DOM,(G) = max{~,(D) : D érvényes iranyitdsa G-nek},
és domy(G) = min{y(D) : D érvényes iranyitasa G-nek}.

Kérdés: Karakterizaljuk azokat a grafokat, amelyekre DOM,(G) = |V (G)| — 1.

Sikeriilt meghataroznom ezeket a grafokat. Tovabba megvizsgdltam, hogy létezik
olyan G graf, amire dom;(G) < |V(G)| — 1 = DOM,(G) teljesiil, de olyan is 1étezik,

amire a DOM,(G) — dom,(G) kiilonbség és a ]()ignl\ﬁt((GG)) hanyados a leheté legnagyobb.

dom, (@) lehet akar 3 is olyan grafok esetén, ahol DOM(G) = |V (G)| — 1.

A bizonyitéds soran a graf csicsainak befokaira és kifokaira alsé és felsé becslést adva,
esetvizsgalattal és rekurziv megkozelitéssel is meghataroztam a feltételnek megfelelo
grafokat.

Héarom gréafcsaladot kaptam ami a feltételeknek megfeleld:

— Az els6 grafosztaly az Fo, itt minden cstcs fokszama legalabb 2. Az Osszefiiggd
graf néhany korbdl és egy toliik diszjunkt s csicsbdél all. Minden korbdol legalabb
egy €l vezet az s csicsba és az s csicsnak legalabb 2 a fokszama.

— A masodik grafosztaly az Fi. Az ide tartozé grafoknak legyen pontosan 1 db
els6foku csucsa, az s cstics. Az s csticsbdl vezessen egy Ut a wy csucsba. A
grafnak lehet még néhany korkomponense, amik mind legalabb egy éllel csat-
lakoznak a wj, csicshoz és az swy, it belso csucesaibdl is indulhat él a w;, csucsba.

— A harmadik grafosztaly az F3. Ezeket a grafokat az JFi-beli grafokbdl kapjuk
meg, 1 vagy 2, az s-sel szomszédos él hozzavételével bizonyos extra feltételek
mellett.
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Egy D irdnyitott grafban egy S C V cstucshalmaz totalisan dominalé halmaz, ha min-
den D-beli cstcs felé vezet legalabb egy él az S cstcshalmaz valamelyik csicsdbol. Egy
irdnyitott grafban pontosan akkor létezik totalisan dominal6é halmaz, ha minden cstcs be-
foka legalabb egy. A legkisebb totalisan dominal6 halmaz méretét D-ben a graf totdlis
domindldsi szamdnak nevezziik, a jele v,(D).

Egy egyszert, iranyitatlan graf éleinek megiranyitasat érvényesnek neveziink, ha seme-
lyik cstics befoka sem 0. Belathato, hogy egy egyszert, iranyitatlan graf éleinek pontosan
akkor létezik érvényes iranyitasa, ha a graf minden Osszefliggéségi komponensében van
legaldbb egy kor. Az ilyen grafok alkotjak a C gréafosztélyt, a tovabbiakban ilyen grafokat
vizsgalok.

Egy egyszer, iranyitatlan G graf éleinek vegyiik az Osszes érvényes irdnyitasat. Az
igy kapott iranyitott grafok totalis dominélési szdmainak maximuma (vagy minimuma)
a graf felsd (vagy alsé) orientable totdlis domindldsi szdma, ennek jele DOM,(G) (illetve
domy(@)). Azaz formalisan DOM(G) = max{v(D) : D érvényes irdnyitdsa G-nek}, és a
masik fogalom dom;(G) = min{y(D) : D érvényes iranyitédsa G-nek}.

Koréabbi cikkekben [8, O] megmutattak, hogy DOM;(G) = |V (G)| = domy(G) akkor és
csak akkor, ha G kordk diszjunkt unidja.

Anderson ¢s munkatarsai [I] vizsgaltak az orientable totélis dominélasi szamok alsd
és felsd korlatjait, és jellemezték azokat a grafokat, amelyekben a legrévidebb kor hossza
legalabb 7 és teljesiil, hogy DOM,;(G) = domy(G), valamint karakterizaltak azokat a gra-
fokat is, amelyekre dom(G) = |V (G)| — 1. Bevezették a F grafcsaladot, mely azon grafok
halmaza, amelyek elGallithatok egy k& > 3 hosszii Cy korbdl és egy ¢ > 2 cstcsszamu Py
utbol tgy, hogy az ut egyik végét azonositjuk a kor egy tetszéleges cstucsaval.
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Tétel 1 (Anderson et al. [I]). Legyen G € C egy dsszefiiggd grdf. Ekkor domy(G) =
\V(G)| — 1 akkor és csak akkor, ha G € F U{Ky, Ko3, K4 — €}.

Ugyanebben a cikkben problémaként felvetették, hogy létezik-e olyan graf G, amelyre
dom;(G) < DOM,(G) = |V(G)| — 1 teljesiil. Azt 6k is észrevették, hogy ha dom,(G) =
|[V(G)| — 1, akkor DOM,(G) = |V(G)| — 1 is teljesiil.

Probléma 2. Karakteriziljuk azokat a grifokat, amelyekre DOM(G) = |V(G)| — 1.

Az volt tehat a kutatési kérdés, amit a témavezetémtsl kaptam, hogy talaljuk meg
azokat a grafokat, ha egyaltalan léteznek, amelyekre dom;(G) < DOM,(G) = |[V(G)| — 1
fennall. A szerzsk a cikkiikben kifejezték, hogy azt képzelik, hogy ilyen grafoknak kellene
létezniiik, amit sikeriilt igazolni, raadasul pontosan karakterizaltam ezeket a grafcsaladokat.

Bevezetiink tovabbi Osszefiiggs grafcsalddokat, hogy megfogalmazhassuk a f6 ered-
ménytinket. Egy G € C Osszefiiggs graf az F, grafcsaladba tartozik, ha 6(G) > 2 (ahol
d(G) jeloli a G minimalis fokszamat), és G tartalmaz ¢ > 1 paronként diszjunkt kort és egy
tovabbi s cstuicsot. A GG tovabbi élei s-hez kapcsolodnak gy, hogy s minden kérkomponens
legalabb egy csicséaval szomszédos, és d(s) > 2.

Legyen F; egy olyan csalad, amely a [I] cikkben definialt F csaladbol konstrualhaté a
kovetkez modon. Ha egy G € C osszefiiggs graf az Fi csaladba tartozik, akkor 6(G) = 1
teljesiil, és G-nek pontosan egy darab egy fokszamu csticsa van, az s. Ezenkiviil G tartalmaz
egy Swiws...wy, k > 1 hosszusagu utat, és G tartalmazhat ¢ > 0 paronként diszjunkt
kérkomponenst. Minden tovabbi él wy-hoz kapcsolodik tgy, hogy wy, szomszédos minden
korkomponens legalabb egy csticsaval, és d(wy) > 2. Megfigyelhetd, hogy ha ¢ = 1 és
d(wy) = 2, akkor ezek a grafok pontosan az F elemei. Tovabba, ha egy G € F, grafot
egy uttal bévitiink dgy, hogy az at egyik végpontjat s-sel azonositjuk, és tovabbi éleket
adunk az 0t belsd csicsai és s kozott, akkor minden olyan grafot megkaphatunk, amely az
Fi-be tartozik és legaldbb egy korkomponense van, azaz ¢ > 1. lgy F C Fy, és Ky, Ky,
valamint K, — e az F3 elemei.

Legyen F3 egy tjabb Osszefliggs grafokbol allo csaldd, melyek a C elemei és az R € F;
grafbol konstrualhatoak. G vagy egy, vagy kettd tovabbi élben kiillonbozik R-t6l. Vegyiik
az R-ben talalhatd s cstcsot az F; definicidja szerint. Ha G és R kozott csak egy él, e
a kiilonbség, akkor e-nek s-hez kell kapcsolodnia, de e méasik végpontja barmelyik cstcs
lehet. Ha G és R pontosan két élben, ey, ey kiilonbozik, akkor mindkét élnek s-hez kell
kapcsolddnia, de tovabbi feltételeknek is teljestilniiik kell. A preciz definicio elég technikai,
igy az Osszefoglaloban ezt nem részletezem.

Tétel 3. Legyen G € C eqy dsszefiiggd graf. Ekkor DOM(G) = |V(G)| — 1 akkor és csak
akkor, ha G € Fy UF, U F3. Ha G € C nem dsszefiiggd, de DOMy(G) = |V(G)| — 1, akkor
G néhdny kor és eqy Gg € F1 U Fo U F3 graf diszjunkt unidja.

A tovabbiakban vazlatosan Osszefoglalom a bizonyitas f6bb 1épéseit. Az elsd fontos
megfigyelésiink az volt, hogy a totélis dominalas esetén a graf kiilonb6z6 komponensei nem
befolyasoljak egymast. Igy elég ezt a kérdést Gsszefliges grafok esetében vizsgalnunk, majd
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a kapott grafokhoz hozzavéve tetszélegesen sok diszjunkt kort szintén megfelel§ grafokat
kapunk.

A bizonyitas soran a graf cstucsainak befokaira és kifokaira alsé és felsd becslést adva,
esetvizsgalattal és rekurziv megkozelitéssel is meghataroztam a feltételnek megfelels gra-
fokat.

Az egyik, a bizonyités sordn hasznalt fontos segédallitas a kovetkez6t mondja ki: ha
DOM,(G) = |V|—1, akkor nem létezhet olyan S csticshalmaz a grafban, amely egy legalabb
|S| 4+ 2 méret csticshalmazt dominal. Ha létezne ilyen csticshalmaz, az azt jelentené, hogy
ha az S halmazt bevessziik a totalisan dominalé halmazba, akkor a maradék |V'|—(|.S|+2)
csics dominélasahoz biztosan elég még legfeljebb V| — (|.S| + 2) db cstcsot bevenniink a
totalisan domindal6é halmazba az Osszes csiics totalis dominédlasahoz. Ez azt jelenti, hogy
létezik a graf ezen iranyitasaban egy legfeljebb |V| — 2 méreti totalisan dominél6 halmaz,
ami ellentmondas.

Ezeknek a megfigyeléseknek a segitségével sikeriilt meghataroznom azokat a grafokat,
amikre DOM,(G) = |V(G)| — 1 teljesiil. Igy kideriilt, hogy nemcsak hogy létezik olyan
G graf, amire dom;(G) < |[V(G)| — 1 = DOM(G) teljesiil, de olyan is létezik, amire a
DOM,(G) — domy(G) kiilonbség és a %Sxt(g) hanyados a lehets legnagyobb. Kidertilt,
hogy dom;(G) lehet akar 3 is olyan grafok esetén, ahol DOM,;(G) = |V(G)| — 1.

Vegyiik észre, hogy dom;(G) > 3 mindig teljesiil, mivel G egyszert graf. Valoban,
egy cstucs nem dominalhatja totalisan sajat magat (nincsenek hurokélek), és két csics
nem dominélhatja totalisan egymast (nincsenek parhuzamos élek. Ezért ezek a példak a
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legjobbak %Snl\it(g) és DOM(G) — dom,(G) maximalizalasara. Az|l| abran egy ilyen példat
mutatok.
Wy, Wi—1  Wg—2 Wo W1 s W Wg—1 Wg—2 wWa Wy S
O—0O—0O -+ O——0O—e oO—eo—e - -O——0O—e

Abra 1: Egy példa G € F; grafra, amelyre 3 = dom,(G) < DOM,(G) = |V(G)|—1 teljesiil.
A sziirke cstcsok jelolik a minimalis totalis dominal6é halmazokat G mindkét iranyitasaban.

Ezen a példan a két irdnyitas jelentGsen kiillonbozik a wy-hoz csatlakozo éleknél. Minél
nagyobb wy, kifoka, annél kisebb lehet dom;(G). Ezért vannak a (1| abrahoz hasonlé példék,
amelyekre dom;(G) = m barmely 3 < m < |V(G)| — 1 esetén.
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