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A dolgozatom témaéja a p-adikus affin varietdasokkal kapcsolatos fraktal zéta-fiiggvények. Pélya-
munkamban egy Lapidus és Van Frankenhuijsen édltal a valosokra kidolgozott elméletet, a fraktal
hiarok elméletét altaldanositottam a p-adikus egészekre.

Egy fraktal hir a valésokon egy korlatos nyilt halmaz, tehat megszdamlalhaté sok diszjunkt
nyilt intervallum uniéja. Egy ilyen halmazhoz igy hozzarendelheté az intervallumok hossza:
L = 1ly,ls,13,.... Feltehetjik, hogy ezekbdl végtelen van, és hogy ezeket monoton csokkend
modon soroltuk fel.

Egy ilyen fraktdl hirhoz igy hozzarendelhetjiik a kovetkezo fraktal zéta-fliggvényt:

Ce(s) =15
j=1

A fraktal zéta-fliggvény konvergencia hatdra a kovetkezOképpen definidlhato:

o
or =inf{a e R: le konvergdl, ha Res > a}
j=1

A Minkowski-dimenzié t6bbféleképp megadhatd, itt a fraktal hir belsé e-tubusanak segitségével
definidljuk:
Dy = inf{a > 0:vol(e) = O(e' ™) ahogy ¢ — 07}

ahol
vol(e) = voli{x € Q : d(z,00) < ¢}

az e-tubus mértéke.
Lapidus és Van Frankenhuijsen megfigyelte és bizonyitotta, hogy a fraktal zéta-figgvény
konvergencia hatara és Minkowski-dimenzidja mindig egybeesik:

VL :Dp=op

A kutatas egyik f6 célja ennek az édllitasnak altalanositasa volt a p-adikus egészekre.

Egy p-adikus fraktdl hdr (V) megszamlalhat6 sok diszjunkt gémb uniéja. Zp,-ben minden
gomb nyilt-zért. Mivel Z, korldtos, egy halmaz pontosan akkor fraktdl hur benne, ha korldtos
és megszamlalhaté sok diszjunkt nyilt gémb unidja. Es valésakon is a fraktal hur definiciéja
ekvivalens azzal, hogy a halmaz korldtos és megszdmldlhaté sok diszjunkt nyilt intervallum
unidja.

A p-adikus szamokon érdekesen viselkednek a gombdok, abbdl a szempontbdl, hogy két gémb
egybeeshet akkor is, ha sugaruk és kozéppontjuk sem egyezik, de csak akkor, ha a koézéppontok
és sugarak kell6en kozel vannak egyméshoz:

B.(z) = Bsly) <= Fk((p~ % <rs <p™*) A (dy(z,y) <p7))

A gémbok ezen tulajdonsigai miatt nem egyértelmii egy p-adikus fraktal hur felbontdsa, ezért
azt rendeljiikk hozza, ami csak olyan gémbokbdl all, amely tartamazasra nézve maximalis, és
minden gémb sugara p~* alakd. Ekkor a hozzd tartozé p-adikus fraktal zéta-fiiggvény

Cv(s) =) kjp7®
j=1



ahol k; a p~7 sugart gémbok szama a p-adikus fraktdl hirhoz rendelt maximélis gomb fel-
bontésban.

Legyen I C Z[x1,...,x,] véges sok polinom egy halmaza. Ekkor a hozzéd tartozé affin
varietas:

V(I)={z€Zy: f(xr)=0,Vfel}

Dolgozatomban megmutattam, hogy Z7\V (I) egy p-adikus fraktal hir. A bizonyitdsbdl az

is kijott, hogy a felbontdsiaban a p~ sugart gémbok szdma p™ N (pF~1) — N(p*), ahol N(p*) az

I-t alkot6 véges sok polinom kozos mod p* megolddsainak szdma, azaz
N(p*) = [{z € (Z/p"2)" : f(x) =0 mod p",V[ € I}|
fgy egy affin varietdshoz, hozzarendelhet6 a komplementere p-adikus fraktal zéta-fiiggvénye:
Cvin(s) =Y _("N@) = N@*)p*
k=1

Tovabbiakban ezen fraktdl zéta-fiiggvénnyel foglalkoztam, melynek a kutatds sordn harom
tulajdonsagat vizsgaltuk:

L. Cy(n)(s) raciondlis T' = p~*-ben

2. nem szinguldris varietasra oroklédott az a tulajdonsdg, hogy a (y(r)(s) konvergencia hatéra
és a varietas Minkowski-dimenzidja egybeesik

3. Cy(r)(s) megadhaté zart képlettel

A racionalitdsra csak nem szingularis esetre adtam bizonyitast a dolgozatban, ennek alapja
egy lemma volt, ami egy rekurziv formulat ad a mod p* megoldasok szémara a mod p megoldédsok
szamanak fliggvényében:

N(p*) = p" ™ EDN (p)

ahol n — m a varietds algebrai dimenzidja. A lemmaét hasznositva behelyettesitettem a zéta-
fliggvénybe igy egy mértani sort kaptam, ami megadhatd egy racionalis fliggvényként:

Cvn(s) (P"N@E") - N@*))p
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Az 6rokolt tulajdonsag bizonyitasahoz, a korabbi rekurziv képletet hasznéalva mind a konver-
gencia hatarrdl, mind a Minkowski-dimenziérdl lathatd, hogy egybeesik az algebrai dimenzidval
nem szingularis esetben:

A konvergencia hatdra a Cy(p)(s) = 372, kjp~7% p-adikus fraktal zéta-fiiggvénynek a kovetkez
érték:

oy = infla e R: Z k:jp*js konvergal, ha Res > a}
j=1



A rekurziv képletet behelyettesitve:

o0

Cvin(s) = N(p)(p~"72m) — p=(n=m)) Z(pn_m_s)k < oo
k=1

<= n—m < Res

A Minkowski-dimenzi6 ismét definidlhaté az e-tubus segitségével:
Az affin varietds e-tubusanak mértéke:

vol(e) = A({z € Z,\V(I)|3y e V(I) : |z — ylp < €}).
Ebbdl a varietds Minkowski-dimenzidja:

Dy (1) = inf{a > 0 : vol(e) = O(¢"~*) ahogy ¢ — 07}

Ha ¢ = p~!, akkor azt vizsgéaljuk, hogy mekkora a mértéke annak a halmaznak, amely p~‘-nél
kisebb tévolsigra van a varietds mod p' pontjaitél a komplementerben:
o
VOl(p_l) _ N(p) Z (p(n—m)(k:—Q)-i-n _p(n—m)(k—l))p—nk: _
k=1+1
oo
_ N(p)(p—(n—Qm) _p—(n—m)) Z p—mk _
k=l+1
— N(p)(pf(anm) _pf(nfm)) . p—ml — N(p) —ml

pm —1 p(n—m)p

Ennek véve az € szerinti logaritmusat megkapjuk, hogy az igy definidlt Minkowski-dimenzi
egybeesik az algebrai dimenziéval:

| 1) _ 108V (@)) — (I £ 1 —m) log(p)
o _
ll_l)rgo log,~1(vol(p™)) = lliglo —llog(p) -

De a szokasos dobozdimenzidként is definidlhaté a Minkowski-dimenzio:

dimp(V (1)) = lim logNE(();/gf),s))

k

Mivel a mod p* megolddsok p—* sugari kornyezetei megadnak egy optimalis fedést:

) ~ log(p(n—m)(k=1) \r
dimp(V (1)) = klgr;o &(p Floa(0) () =n—m

Ezzel bizonyitva, hogy egy Z/pZ felett nem szingularis varietds Minkowski-dimenzidja meg-
egyezik a p-adikus zéta-fliggvény konvergencia hataraval.

A zért képlet megadéasahoz elég azokat a varietdsokat vizsgalni, amiket féidedlok definidlnak,
mert minden varietas egy polinom nullhelyeiként is leirhaté. Ekkor a zart formula harom zéta-
fliggvény kapcsolatan mulik:

Az affin varietashoz kapcsolédo p-adikus zéta-fliggvény:

o0

Cin(s) = 2o NG = Nt
k=1



A varietas generator fiiggvénye, a Poincaré-sor:
oo
Py(p)(T) =Y N(p")p " T*
k=0

Igusa lokalis zéta-fiiggvénye:

Ty s) = / @) z)

Ly

Ezek egymas linedris fiiggvényei:
Cvip(s) = @"T = 1)Pyp("T) +1
Igusa megmutatta (1975):

(p~° = 1) Pyp(p~°) +1
p—S

Zy()(s) =

A korabbiakbdl kévetkezik, hogy

Cvin(8) =" Zy () (=(n — ) =p~"7*) /Z [f(@)], " dA (@)
p
igy kifejezve a p-adikus fraktdl zéta-fliggvényt egy p-adikus integralként.
Mivel Igusa belatta, hogy az Igusa lokalis zéta-fliggvény raciondlis, ez altalanos, szingularis
esetre is mutatja a p-adikus fraktal zéta-fliggvény racionalitasat p~*-ben.



