Polinomialis mozg6 pontok és egyenesek a sikon és egy
olimpiai geomteria feladatmegoldé médszer

A Method of moving points vagy magyarul Fokozds egy olyan olimpiai geometriai problémamegoldasi
modszer, amely tapasztalataim szerint a geometriai probléméak to6bb mint felére alkalmazhato, és gyakran
gyorsabban megoldast nytjt, mint az eredeti elemi megoldas. Ezt a modszert tobb versenyen (beleértve
az IMO-t) is hasznaltam masokkal egyetemben, annak ellenére, hogy az ezen a teriileten talalhato tételek
még nincsenek precizen bizonyitva. A dolgozatom célja egy preciz fogalomrendszer megalkotéisa, az
eredeti- és a sajat tételek bizonyitasa, valamint a ,,gyokos” tipust modszer kiépitése, amely az eredeti
mobdszernél tobb probléma megoldasara képes.

Ez egy viszonylag friss modszer, 2019-ben mutattak be, ahol csak a tételek gyengébb valtozatait bizonyi-
tottak R felett (C helyett). Csak a fokok felss korlatjat adtak meg.[?][?]

A dolgozatban bizonyitottam, hogy a fokok fels korlatjai élesek, igy foglalkoztam multiplicitasokkal és
végtelen tavoli pontokkal. A végtelen tavoli pontok lokalis koordinatainak definidlasdhoz CP™ standard
térképeit hasznaltam. A polinomialis mozgd pontokat kétvaltozos homogén polinomokkal definidltam,
igy minden szebb és szimmetrikusabb lett. Ezzel a definiciéval vilagos és rovid bizonyitasokat adtam az
eredeti tételekre.

Ha egy geometria probléma egy egyenes és egy kupszelet metszéspontjait tartalmazza, a két metszéspont
koordinatai nem polinomialisak, hanem egy polinom négyzetgyoke jelenik meg benniik. Mivel szamos
ilyen problémaval taladlkoztam, létrehoztam a modszer "gyokos" kiterjesztését, amelyet a dolgozat méasodik
felében targyalok. Egy altalanosabb fogalomrendszert épitettem fel az ilyen pontok kezelésére, és a legtobb
tételt az els6 fejezetbdl altalanositottam ebben a keretben.

Ez a moédszer nem nagyon ismert, és tgy tudom, ezek az azota sziiletett 4j eredmények. Felvettem
a kapcsolatot az egyik szerzével, aki megalkotta a moédszert, és § is gondolkodott még a témakoron,
alapvet6en ugyanabban az irdnyban, mint én.

Szamos Otlet Frenkel Péter témavezetémnek koszonhetd.

1 Polinomialis mozg6 pontok és egyenesek

C[t, s]q a d-edfokt homogén kétvaltozos polinomokat jeldli.
Egy polinomidlis mozgd pont egy P : CP' — CP?

P(t:s) = (pi(t,s) : pa(t, s) : ps(t,s))
leképezés, ahol py, pa, ps € C[s,t]4, és p1, pa, ps-nak nincs kozos gyoke.

Ekkor P foka d.

Egyeneseknek pont ugyanigy definidlunk fokot, az egyenes homogén koordinétai segitségével.
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2 Multiplicitas

Sokféle multiplicitast definidlunk, altalaban van egy algebrai alakjuk a benne szereplé pontok/egyenesek
polinomialis alakjaval, illetve egy geometriai alakjuk, amiben egy geometria mennyiségrél nézziik meg,
hogy hanyadrendben nulla.

Példaul a pont-pont multiplicitdsa az A, B mozgb pontoknak azt méri, hogy hanyadrendben esik egybe
A és B. A és B pont-pont multiplicitdsa a tavolsaguk nullrendje.

3 Allitasok foka

Szinte minden geometriai allitas egy bizonyos szamszor igaz (multiplicitassal egyiitt), vagy pedig mindig
igaz. Ezt a szamot az allitas fokanak nevezziik. Ha meg tudjuk mutatni, hogy az allitas fok+1 alkalommal
teljesiil, az azt jelenti, hogy az allitds mindig igaz!

3.1. Theorem. (Pont-egyenes tétel) Legyen P egy polinomialis mozgd pont, és legyen [ egy
polinomialis mozg6 egyenes. Ekkor a , P rajta van l-en” allitds (multiplicitassal) foka pontosan
deg P + degl.

3.2. Theorem. Legyen A, B, C' harom polinomialis mozg6 pont. Ekkor az ,A, B, C egy
egyenesre esik” allitas (multiplicitassal) foka pontosan deg A + deg B + deg C.

4 Fokok kiszamolasa

A kovetkezs két tétel két leggyakrabban hasznalt tétel feladatmegoldéasnal:

4.1. Theorem. (L-pp tétel) Legyen P és @ két polinomialis mozgo pont. Ekkor az PQ egyenes
polinomialis, és fokat a kovetkezd kifejezés adja meg:

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) — #(P = Q)

ahol #(P = Q) annak szamat jeloli, amikor P = Q (¢t € CP!) (pont-pont multiplicitassal).

4.2. Theorem. (P-ll tétel) Legyen e és f két polinomialis mozgd egyenes. Ekkor az e N f
metszéspont polinomialis, és fokat a kovetkezs képlet adja meg:

deg(e N f) = deg(e) + deg(f) — #(e = f)

ahol #(e = f) azt jeloli, hogy hany alkalommal esik egybe e és f (multiplicitassal).

5 Feladatmegoldas

Eljutottunk ahhoz a ponthoz, ahol rendelkeziink a sziikséges eszkozokkel a moédszer alkalmazasahoz. Egy
geometriai probléma altalaban igy néz ki: Van néhény kezdd objektum, amelyekbdl tovabbi objektumokat
szerkesztiink, majd egy allitast kell bizonyitanunk ezekrsl az objektumokrol. ElGszor véalasztunk egy
tetszoleges konfiguraciot a kezds objektumokbdl, és azt szeretnénk bizonyitani, hogy az allitas igaz erre
a konfiguraciora. Rogzitiink néhény kezdS objektumot, és a maradék koziil egyet mozgatunk, amely
a "kezdeti pont" lesz. Valasztunk egy mértani helyet (egyeneset vagy kupszeletet) a kezdeti ponthoz,
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és mozgassuk ugy, hogy egy els6foki polinomialis pontként mozogjon, ha a mértani hely egy egyenes,
vagy egy masodfoku polinomialis pontként, ha a mértani hely egy kupszelet. Ekkor a tobbi objektum
helyzete egyértelmi a kezd6 objektumok alapjan, tehat azok is mozognak a kezdeti ponttal egyiitt, és
majdnem minden esetben polinomialisak lesznek. Néhany szabély segitségével kiszamolhatjuk a tobbi
objektum fokat. Ezutan kiszamoljuk az allitas fokat az elézéleg ismert fokok alapjan, és talalunk fok+1
specialis esetet, amikor az allitds igaz. Specidlis esetekhez egyszertibb vagy degeneralt konfiguraciokat
valaszthatunk. Ezzel belattuk, hogy az allitas a kezd6 pont minden egyes helyzetére igaz, specialisan
azon a helyen, ahonnan a mozgast elinditottuk.

6 Polinomialis pontok mértani helye

6.1. Theorem. (Mértani hely-tétel) H egy n-edfoka polinomiélis mozgo pont. Ekkor H mértani
helye egy k-edfoku algebrai gérbe, ahol k | n. A gérbe minden sima A pontjan H 7 alkalommal
halad &t (pont-pont multiplicitassal). Minden d rendd szingularis B ponton H % - d alkalommal
halad &t (pont-pont multiplicitassal).

7 Maszo-tétel

7.1. Theorem. (Maszo-tétel) Legyen C egy fix kupszelet, amin két pont A és B mozog pontosan
a és b fokkal. Ekkor az AB egyenesnek pontosan %“’ a foka.

7.2. Theorem. (Maszo-tétel inverze) Legyen C egy fix kipszelet, és mozogjon rajta az A pont
pontosan a fokkal. Egy rajta mindig &tmend e egyenesnek pontosan “7“’ a foka. Ekkor e és C A-n
kiviili méasodik metszéspontja pontosan b foka.

8 Gyokos pontok

Amikor egy polynomiélis [ egyenes egy fix C kupszeletet metsz, akkor a két metszéspont nem lesz poli-
nomialis, mert a koordinataiban megjelenik egy v H tag, ahol H csak [-t6] és C-t6l fiigg. Innentsl minden
tovabbi ezekbdl szerkesztett pont is ugyanilyen "gyokos" lesz.

Ezeknek is lehet fokot definialni, analég modon a polinomialis fokhoz, amik félegészek lesznek. Szinte
minden tétel a polinomialis részbdl analég moédon atjon gyckos pontokra is, csak meg kell alkotni a fogalmi
rendszert hozzé.
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