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1 Bevezetés

Ahogy a derivaléds egy pontban a pillanatnyi kiilénbséget definialja, agy probalom
meg a produktum derivaldssal definidlni a pillanatnyi aranyt.

2 Produktum derivalt definicigja

Definicié: 1 Az f figgvény f(x) # 0-hoz tartozé x pontban vett produk-
tumderivdltja a

1 —T

1
e
lim [f(xl)]
f(x)
valds hatdrérték, ha ez létezik, ahol x,x1 € Dy belsé pontjai.
Definicié: 2 Ha ez a produktum derivdlt létezik az f fligguény minden x pontjaban

akkor f-et produktum derivdlhaténak nevezem és f produktum deriviltja az x

pontban a fenti hatdrérték.
Jelolés: fP.

Definicié: 3 Egy fiiggvény n. produktum derivdltja rekurzivan az f n — 1.
produktum derivdltjanak a produktum derivdltja.

Jelolés: fr]
3 Ekvivalens definicidok

Vizsgalom az ekvivalens definicidkat. Ezek természetesen csak akkor ekvivalensek
ha fP(x) létezik, {gy ezt a tovédbbiakban felteszem.

3.1 Definicié atfogalmazasa

1
Tétel: 1 limg g {fggr(j)d)] ‘ eqy ekvivalens definicid.
Bizonyitas:

x1 := x3 + d behelyettesitése a definicioba.
Megjegyzés: Innentol gyakran ezt fogom hasznalni.

3.2 Figgvény viselkedése egy produktum derivalhaté pontjaban

Tétel: 2 f(x+d) = f(z)* g(x)? * R(d),limg_o [{i/R(d)} Ahol g(z) = f(z)P

produktum derivdltja.
Bizonyitas:

J(@+d) = f(@) «g(a)" + R(d), lim [ {/R(d)] =1



= g(x)% *
£ gy« Ria)
tin [ Z559 ) = o)« rea)
. df(x+d)7 d
ti {1 P50 — i g(0) « /RG]
JieTd)
9@ =\ Fw)

Visszafelé, itt csak algebrai triikkozések kovetkeznek, f(z) sehol sem nulla
kiilonben nem lenne értelmezve a produktum derivalt.

d
f@+@=f%;®*ﬂ@=fun[dﬂ;;® _
df(fr(Jr)d)
= f(z)* fP(x)% % | 112
= fla) @) | S

Ahol az utolsé zardjelre teljesiil, hogy

d f(;?(-‘r)d)
PN 7o 1

Megjegyzés: Tehat egy f figgvény produktum derivaltja = pontban az x
pontban a fliggvényt érinté exponencialis gorbe alapja.

3.3 Produktum derivalt kapcsolata a derivalassal
Tétel: 3 f7(x) = el 767 = (0]

Bizonyitas:
A maésodik egyenl8ség elég egyértelmii, csupan in(f)-et kell derivalni. Vis-
zont a masikat is le lehet vezetni:

“ist)

Derivélas definicidjat felhasznélva és beleirva:

oy = |

(glir(l)f(x +d) = f(z)+ lim f'(z) - d

d—0



Behelyettesitve a produktumderivalt definiciéjaba:

fP(z) = lim [W]ézgiﬂ) [WV

Felhasznalva a kovetkez6 exponencidlis hatarétéket:

-

k n
lim <1 + > =eF = lim (1 + dn)
n—00 n d—0

Ez behelyettesitve az eredeti egyenloségbe:

d—0

st g
f@) |

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy fP(x) megegyezik az f(x) logaritmikus de-
rivéltjdnak [1] exponencidlis értékével! Ezenkiviil vegyiik észre ha egy fiiggvény
derivalhat6 és nemnulla akkor produktum derivalhaté, és ha egy fiiggvény pro-
duktum derivalhatd, akkor

#7(z) = lim [1 +

[ = f(@) « In(f*(x))

és mivel fP pozitiv ezért In(fP) értelmezett, tehat f’ 1létezik. Tehdt egy nem-
nulla fliggvénynél ekvivalens a produktum derivalhatésag. Tovabba egy pro-
duktum derivdlhaté fliggvény szigorian pozitiv vagy szigorian negativ, mert
derivalhato, tehat folytonos, és nemnulla.

4 Derivalasi szabalyok
Tétel: 4 [a®)’ =a:a€cR

Bizonyitas:
Produktum derivalt definiciéja miatt:

) a% xln(a)
[al]p =ealz) =~ o = eln(a) =a
, c P E
Tétel: 5 [cef] = ¢ Ahol ¢ € R.
Bizonyitas:
x1/
2P [<"] @ xin(e)xe® e’ -
|:ce } —e o —e¢ e _ [eln(c):| — ¢©

Tétel: 6 [k- f(z)]P = fP(x), keR,k#0

Bizonyitas:



Hasznélva az fP(x) dltaldnos exponencialis felirdsat, valamint az [f(z)-k] =

k- f'(x) osszefiggést

k-f/ () (=)

o f@)P = 7T = 75 = pr(a)

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ez negativ szamokkal vald szorzésra is
miikddik, tehat ha f mindenhol negativ akkor is lehet produktum derivalni
de ugyanaz lesz a produktum derivéaltja mintha megszoroznank —1-el tehat a
tovabbiakban minden fiiggvényt az egyszertiség kedvéért pozitivnak tekintek.

Tétel: 7 [f(z)-g(x)]P = fP(x) - gP(x) Ha létezik fP(x),gP(x)

Bizonyitas:
fP(x) definicija miatt:

-

= fP(x)-g"(x)

= lim
d—0

-g(x)]P = lim fl+d)-g(@+d) ‘ M %oim M
[f(2)-9(2)]" = lim F(2) - g(a) ] { @) } }HO{ @) }

A limeszt szétszedhetem, mert a feltétel miatt léteznek a hatdrértékek.
Tétel: 8 [f(x)*]P = [fP(x)]* keR

Bizonyitas:
fP(z) definiciéja miatt:

S N

Mert a limesz és a hatvanyozas felcserélhetd, ha a sorozatnak a felcserélés utan
is van hatarértéke.

[F(@)"? = lim

d—0

Tétel: 9 [f(x)g(””)}p = fP(x)9@) . f(2)9®)" Ha f(z) mindenhol produktum
derivdlhatd, és g(x) derivdlhatd.

Bizonyitas:

fP(z) definiciéjabol adéddan:
flz+ dpetd ]
)

Alkalmazva a derivalt definiciéjabol fakadé Osszefiiggést:

1)’ =

=1i
d—0

lim f(z +d) = f(x)+cllii>r%)f’(9:)~d

d—0
Behelyettesitve:
1 1
g(z+d)1d g(z) . g'(x)-d |
o gy [N e a0 st i)
d=0 f(z)9@) d—0 f(z)9s=)




g9(z) a
~ lim HW} ~f<z+d)9’<x>'d] = @) lim fla o d)Y

A limeszt szorzatokra bonthatom, mert a szorzatok léteznek a feltételbdl kovetkezden.
Mivel d — 0-hoz, ezért f(z +d) = f(z):

[f(ac)g(w)}ﬁ” _ fp(m)g(w) ,f(x)g’(z)

5 Felhasznalasa széls6érték szamitasra

Tétel: 10 Ha egy [ produktum derivdlhatd fiigguény produntum derivdltja egy
¢ helyen 1, akkor a derivdltja 0.

Bizonyitas:
A produktum derivélas definiciéja miatt:

Megjegyzés: Az Osszes szélséértéket tehat innentol kereshetjiik derivalds
helyett produktum derivalassal is, ha az konnyebb. Ilyenre példa fliggvények
szorzata, és a faktoridlisfiiggvény produktum derivéltja is jol becsiilhetd [2].

6 Kozépérték tételek produktum derivaltra

6.1 Rolle tétele produktum derivaltakra

Tétel: 11 Ha egy f(x) figgvény folytonosan produktum derivdlhatd egy (a,b)
intervallum belsd pontjaiban, folytonos az a,b pontjaiban, és f(a) = f(b). Ekkor
dc € (a,b): fP(c) =1

Bizonyitas:
Rolle tétele ismert, és a feltételei teljesiilnek, tehat tudjuk Je € (a,bd) :
f'(¢) = 0. Ekkor

()
fp(c):em :ef(oz) :eO:]_

mert f(z) pozitiv (a,b) intervallum belsejében, mert f produktum derivalhatd.
Innentél minden normaélis derivaltakra mar 1étez6 tétel produktum derivaltas
valtozatat egy + jellel fogom jelolni.



6.2 Lagrange kozépértéktétel produktum derivaltra

Tétel: 12 Ha egy f(x) fugguény folytonosan prduktum derivdlhatd egy (a,b)

intervallum belsd pontjaiban, és folytonos az a,b pontjaiban akkor Ic € (a,b) :

fP(c) : az a-n és b-n dtmend exponencidlis gorbe alapja. Ez ugyanigy g(x) :=
_—=b_ _1 7z

fla)oor {f(“)} Lt g(x) az a-n és b-n dtmend exponencidlis gérbe.

smye=s [T

Ennek alapja

fla)as
O

Bizonyitas:

Ilyenkor f(a) és f(b) eljele azonos, kiilonben f(z) vagy nem lenne folytonos,
vagy metszené a nullat, és ilyenkor nem lehet f(z) produktum derivalhaté. Ezt
sejthettiik is, mert ilyenkor nincs f(a)-n és f(b)-n dtmend exponencidlis gorbe.
h(z) = ;jgg.h(m)—re teljesiilnek a Rolle+ tétel feltételei. Tehdt Jc € (a,b) :
hP(c) = 1.

g(c) gP(c

)
Ple) = dP(c) = f(a)a;jb * f(a) = p:
f ( ) g ( ) [f(b) % |:f(b):| ‘|

[T - 61T -
_ {[f(a)“’]p} =
[FO)T

Ez pedig pont a kivant eredmény.

WP (c) = [f(c)r _ (o)

I
| —
~
—~
S
=

6.3 Cauchy kozépértéktétel produktum derivaltra
Tétel: 13 Ha f,g folytonos [a,b]-n, produktum derivdlhatd (a,b)-n, gP(x) # 0

: In(f7(e) _ In[F]
mindenhol, és f(a),g(a), f(b),g(b) # 0 akkor Je: 75y = [zﬁ‘;;]
gty
Bizonyitas:
Eloszor is latjuk, hogy In [%} # 0, mert ha g(b) = g(a), akkor Rolle+

miatt 3d € (a,b) : gP(d) = 0 ami tudjuk, hogy nem teljesiil. Mdsrészt latjuk,
hogy ugyanemiatt In(gP(c)) # 0. ezenkiviil mivel f, g produktum derivalhatoéak,
ezért f(a), f(b) elbjele azonos, ugyanigy g-re is.




Ez a fiiggvény j6ldefinidlt, mert f(a), g(a), f(b), g(b), f(z), g(x) # 0 Hatdrozzuk
meg hP(z)-et. Latjuk, hogy habér csinya, nagy része konstans, és a derivéldsi
szabalyok alkalmazasaval kijon:

P
. /() _ f@) _
() = YN HOTREZ2
n[fEZ))] ln[f(<(;)>]
g(z) | in ga g(z) ] n ga
f(a)*[g(a)} (@ f(a) [g(a)} [t]
P
7]
gp(q;) l“[g(a)]
Tehat ha ez a ! I:(x;(b) létezik akkor g produktum derivalhaté, és ez a pro-
In {72';))
gP(z) Lala)

tn[ F25 ]
ln[g(b)]

duktum derivaltja. fP(x), gP(x) létezik, és egy konstans tehdt ez létezik.

Vegyiik észre, hogy

h(a) = f(a) T - f(«?zw »
f(z) J;(‘;)
f(a) * {%} l"[géa))] f(a) % 11”[9((”))}
TOVébbé,, hogy
F(b £

hb) — e = g(bf — -

flay« [20] Pl S Ealie

N (ORI
I £

Tehat teljestilnek h(x)-re a Cauchy+ feltételei. Tehét e € (a,b) : hP(¢) =1 De
ekkor tudjuk:

el f((b)}

In(f?()) =In |g"(2) "li@] | = L9 g (gr(a)
In —g(b”
L9(a

Ne



7 Taylor-sora

7.1 Definicié

Definicié: 4 Egy fiiggvény Taylor sordnak célja, hogy egy figgvényt felirjuk
exponencidlis figguények szorzataként. Egy a pontban n-szer produktum de-
rivalhatd fiigguény n. produktum Taylor-sora az a pontban sorba fejtve a kovetkezd:

(z—a)"

Toalw) = fla)* (@) 5 s f7(a) <

7.2 produktum Taylor-sor hibaja

(@—a)nt1

Tétel: 14 f(z) = Tp.a(2) * Rna(r), Rna(x) = (fPIH (s00))

Bizonyitas:
Legyen
f(x)
Rn a =
a(®) Toa(®)
Vegytik észre, hogy
R,.(0)=1

Rn,aw
n(Roa(@) ()

—_g)n+1 - (z—a)n+1
In(elz—a)""T) Z”(Z(:,ﬁ)

Igazédbdl nem csindltam semmit, mert amivel osztottam az 1. Ezekutan alka-
Imazom a Cauchy-+-t:

Ry o(x
In( anaﬁoi) In[Ry.q(s1)?]

z—a)yntly T n Tx—a)m
() I e ]

s1 € (a,x)

Ry a(s1)?
n(Rua(s)r] BT

In [e(rtD@=—a)] = Temrh@—or

Ismét a masodik egyenléségnél csak mindkét szamot elosztottam egyel. Erre
ismét lehet alkalmazni a Caughy+-t, ezt iterdlva n-szer a kovetkezot kapjuk:

= RZEZH](STLH) — Rﬁ[ZH](SnH)
In(e™) n!

10



Sn+1 € (a,z) Ennek az egyenldségnek az elejét és végét nézve kapjuk a kovetkezd
egyenléséget:
In(Roa) (B (5,01))
In(e@=a)" ) n!

Nézzitk RE")t. Ebbe R, definiciéjét visszafrva azt kapjuk:

[ f(z) }P["'H] B fp[n+1](z)
Tp.a() el g

Namérmost T£7[3+1] (x) = 1. Ebbdl latszik, hogy: R£E2+1] = Pt (). Tehét

In(Rpa(x))  In(RA M (5041))

In(elz=a)™+ty n!
ln(Rn,a(x)) - fp[n+l](svl+1)
(x —a)+tl n!

<17Q)71+1

Rn,a(x) = (fp[n+1] (Sng1)) ™

8 Tobb dimenzios altalanositas

Egy derivalttal kapcsolatban alapvet6 gondolat, hogy terjessziik ki tobb di-
menzidra. Ezt egy a normalis derivalds tobb dimenziéra valé kiterjesztéséhez
hasonlé mddszerrel fogjuk megcsinalni.

8.1 Egy tobbdimenziébdl egy dimenzidba képzo6 fiiggvény
derivaltja

Definicié: 5 exponencidlis siknak hivom az olyan f : R™ — R fuggvények
értékkészletét amire teljesil, hogy Vz,v € R" A € R : f(z + A xv) egy expo-
nencidlis fliggvény.

Tétel: 15 Léteznek exponencidlis sikok, és egyértelmiien paraméterezhetdek
eqy f(0) koordindtdval, és f(\ *e;) exponencidlis figgvényekkel.

Bizonyitas:

Teljes indukci6é: n = 1 trividlis, az az exponencidlis gorbe. Tegyiik fel, hogy
n—1-re mar létezik, és adott egy g(e,) exponencidlis fiiggvény. Ekkor vegyiik az
en béazisvektort. Ementén hatdrozzuk meg az értékeket, és ezen értékek alapjan
minden (ay, ..., a,) pontban az érték legyen az (ay, ..., a, — 1)-en egyértelmiien
létez8 exponencidlis sik, q(a,) legyen a (0,..,0) n — 1 dimenzids exponenciélis
sik f(0)-ja. Ez egy n dimenziés exponencialis sik lesz, mert Va,v € R", A € R:
v = v* 4wy, : ahol v,: v e, irdnyd komponense. f (z+A*xv) = f(z+Axv* +A*xv,),
és mivel f(z + Axv*) és f(x + A xvg) is exponencidlis, és linedrisan fiiggetlen
vo, v*ezért f(x + A *v) is exponencidlis.

11



Definicié: 6 Egy f : R™ — R flggvényt produktum derivdltja az x pontban
az érintd exponencidalis sik e;-hez tartozo exponencialis gorbék alapjaibol képzett
vektor.

Definicié: 7 Egy f : R™ — R filiggvény k. vdltozo szerinti parcidlis produktum
derivdltja annak az exponencidlis gorbének az alapja amelyik érinti f(x+ A xey)
mint \ fiigguényét.

Tétel: 16 Ha egy f : R™ — R fiiggvény derivdlhato, akkor parcidlisan is de-
rivalhatd, és a k. parcidlis derivdlja a dervidltjanak k-adik koordindtdja.

Bizonyitas:

f derivéalhatd, akkor nézem az érinté exponencidlis sikot. Ennek a eg-ra
nézett vetiilete a fP k. koordinatdja a definicid szerint. Es ez egy érinté expo-
nencidlis gorbe lesz mert az exponencialis sik az volt.

8.2 Egy egydimenziébdl tobbdimenzidba képzo fiiggvény
produktum derivaltja
Definicié: 8 FEgy f : R — R"™ fiuggvény produktum derivdltja v € R™, ha

Vi €1l,..,n:3Ri(d): R = R" : limgo{/Ri(d) =1 f(z+d) = >, f(x);
vf*Ri(d).

Megjegyzés: Ez pont azt irja le, hogy melyik koordinatdban melyik expo-
nencidlis gérbe az érintdje.

8.3 Altaldnos tobb dimenziébél tobb dimenzidba képz6
fuggvény produktum derivaltja

Definicié: 9 Egy f : R™ — RF fiiggvény produktum derivdlhatd, és a produk-

tum derivdltja az A € R™* mdtriz, ha f(x+ dl’;““) miant d fiigguénye produktum

derivdlhaté minden d € R™-re, és a derivdltja A x I%I'

9 Irodalomjegyzék
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