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1. Bevezetés

A dolgozat kozponti témaja a reflexiv irdnyitott grafok, mint relacios struktirak
vizsgalata a kompatibilis miiveletek és elérendezések (kvazirendezések) szempontja-
bol.

A célunk egyrészt, hogy tetszdleges reflexiv iranyitott graf esetén altalanositsuk a

grafok Osszefiiggdségi tulajdonsagait. Erre példaként tekintsiik a kovetkezs grafokat:
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gyengén Osszefiigg6  erGsen Osszefiiggd extrém Osszefliggd
graf graf graf

Az els6 graf gyengén Osszefiiggs, amely legalabb egy iranyitatlan ut meglétét jelenti
az iranyitott graf barmely két cstcsa kozott. A masodik graf az erds osszefiiggdségre
mutat egy példat, ekkor a graf éleinek irdnyitasat is figyelembe kell venniink a cst-
csok kozti utak keresése soran. A harmadik, extrém Osszefiiggs esetben tetszéleges
két csics kozt halad csak oda-vissza éleket hasznéld ut. Ezen fogalmak a dolgo-
zat késébbi részében pontositasra keriilnek és més Osszefiiggdségi tulajdonsagokat is

bevezetink.

Szemléletesen lathato, hogy az erGsen Gsszefiiggdségbdl kovetkezik a gyenge is,
valamint az extrém oOsszefiiggd iranyitott grafok mind erésen Gsszefiiggéek. A dol-
gozatban valaszt kereslink arra a kérdésre, milyen kapcsolat van a kiilonb6z6 6ssze-
fliggGségi tulajdonsagok kozt, milyen moédon rendezhetSek az Gsszefiiggdségi kom-
ponensek tartalmazas szerint, azonban a komponensek helyett az altalanosabb eld-

rendezésekkel foglalkozunk.

Masrészt, az el6rendezéseket a reflexiv iranyitott graffal valo kompatibilitas szem-
pontjabdl is vizsgaljuk. Az is célunk, hogy barmely ilyen graf esetén megéllapithas-
suk annak kompatibilis elérendezéseit, valamint ezekrdl kiilonbozé allitasok megfo-

galmazésa a graf osszes kompatibilis miiveletének (polimorfizmus) ellendrzése nélkiil.

A késsbbiek soran, az st-grafok fogalmét bevezetve, az azokbol valamely G graf-
ba mend relacibhomomorfizmusok segitségével definialunk egy olyan el6rendezés-
osztalyt, mely minden esetben kompatibilis lesz a G graffal. Bevezetésre keriil a
klon fogalma, és belatjuk, hogy a kompatibilis miiveletek klont alkotnak. A retrakt
és a mag fogalmanak segitségével minimalizaljuk a vizsgélando st-grafok szamét.
Egyszertisit6 allitasok bizonyitéasaval, valamint a koztiik bevezetett relacio segitsé-
gével vizsgaljuk a korabban bevezetett relacidosztalyon beliili kapcsolatokat 1-, 2-
és 3-pontu st-grafok esetén. Tovabba meghatarozzuk egyes st-grafok altal meghata-

rozott elérendezések és a G graf osszefliggségének kapcsolatat.



Grafok Osszefiiggdségi tulajdonsagait mas, egyedi modon is be lehet vezeti illetve
tanulmanyozni [I], de a jelen dolgozatban alkalmazott modszer univerzalis abbol
a szempontbol, hogy ilyen tulajdonsagok egy végtelen csaladjat definidlja illetve
vizsgalja a kozottiik levé kapcsolatokat. Tudjuk viszont hogy a médszer nem teljes,
mert kompatibilis kvazirendezések tetszéleges metszete is kompatibilis [4], de nem

feltétlen fejezhetd ki a bevezetett modszer segitségével.

2. Introduction

The central topic of the thesis is the study of reflexive directed graphs as re-
lational structures from the point of view of compatible operations and preorders

(quasiorders).

Our first goal is to generalize the connectivity properties of graphs for reflexive

directed graphs. Consider the following graphs as examples:
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weakly connected  strongly connected extremely connected
graph graph graph

The first graph is weakly connected, which means the existence of at least one
undirected path between any two of its vertices. The second graph is an example of
a strongly connected directed graph, in which case the direction of the edges of the
graph must also be taken into account when searching for paths between vertices.
In the third, extremely connected case, a path using only back-and-forth edges runs
between any two of its vertices. These concepts will be clarified in later sections of

the thesis and other notions of connectedness will also be introduced.

It is easy to see that strongly connectedness leads to weak connectedness and
extremely connected directed graphs are all strongly connected. In this thesis, we
are looking for an answer to the question of what kind of relationship is there
between the different connectivity properties, and how they can be arranged with
respect to the containment of their connectivity components. However, instead of

the components, we will deal with the more general concept of preorders.

We will also examine the preorders from the point of view of compatibility with
the reflexive directed graph. Our second goal is to be able to determine the compa-
tible preorders of any such graph, as well as to formulate different statements about

them without checking all compatible operations (polymorphism) of the graph.



In the next sections, we introduce the concept of st-graphs, we define a preorder-
ing that will be compatible with the graph G with the help of relational homomor-
phisms that go from them to G. The concept of a clone will be introduced and we
will see that the set of compatible operations form a clone. Using the concepts of the
retract and the core, we minimize the number of st-graphs that we need to examine.
By proving simplifying statements and with the help of the relation introduced bet-
ween them, we examine the relationships within the previously introduced relation
classes in the case of 1-, 2- and 3-element st-graphs. Furthermore, we determine the
relationship between the preorders defined by some st-graphs and the connectivity

properties of the graph G.

It is also possible to study the connectivity properties of directed graphs in an
ad-hoch way [I], but the approach in this thesis is more universal in the sense that
we introduce an infinite family of connectivity properties and study their relation-
ships. We know however that this approach is not complete, as the intersection of
compatibe preorders is also a compatible preorder [4], but not necessarily expressible

with our method.

3. Relaci6s struktarak

Ez a fejezet az [9]. forras része, de megjeldlve szerepelnek az eredeti hivatkozasok
is.
3.1. Definicié. ([2], 3. oldal, [3] 181-182. oldal) Az A nemiires halmazon értelmezett

n-vdltozos reldacionak nevezzik az A X ---x A = A™ halmaz barmely p részhalmazéat.

3.2. Definici6. (]3], 181-182. oldal) Az A halmazon értelmezett kétvaltozos p rela-

ciot kvdzirendezésnek vagy eldrendezésnek nevezziik, ha
(1) o reflexiv, azaz (r,z) € p minden = € A elemre, és

(2) o tranzitiv, azaz ha (x,y),(y,z) € o, akkor (x,z) € p minden z,y,z € A

elemre.

3.3. Definicid. ([7], 38-42. oldal) Legyen R reldcids szimbolumok egy halmaza, ahol
minden p € R szimboélumhoz hozzarendeliink egy n > 1 egész szamot, amelyet a o

aritasinak vagy a vdltozoi szaimdnak neveziink.

Az A = (A; R) R-tipusu reldcids struktira, ha az A alaphalmaz nemiires, és

minden o € R n-valtozos relacios szimbolumra adott egy o* C A™ n-valtozos relacio.

Megjegyzés. Ha R véges sok relacios szimbolumot tartalmaz, akkor (A; R) helyett
irhatunk (A4; g1, ..., ok)-t, felsorolva R elemeit.
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3.4. Példa. Az iranyitott grdfok reldcios strukturdk. Legyen A egy alaphalmaz, va-
lamint R = {—}, ahol — kétvdltozos reldcio az A halmazon. Ekkor (A; R) reldcids
struktira, és eqy A halmaz feletti (t6bbszoros €l nélkili) iranyitott grafot ad meg.

3.5. Definicid. ([7], 44-47. oldal) Legyenek A = (A; R) és B = (B; R) azonos tipusi
relacios strukturdk. A B az A részstruktirdja, ha B C A és minden p € R esetén
0% C o*. Jelolés: B C A.

3.6. Definicid. ([7], 44-47. oldal) Legyenek A = (A; R) és B = (B; R) azonos tipusi
relacios struktiarak. A B az A feszitett részstruktirdja , ha B C A és minden p € R
esetén of = B" N o*. Jelolés: B = Alp.

3.7. Definici6. ([7], 59-61. oldal) Legyen A = (A;R) és B = (B;R) azonos
tipusi relacios strukturdk. A ¢ : A — B leképezés reldcichomomorfizmus, ha
minden ¢ € R n-valtozos relaciészimbolumra és (ay,as,...,a,) € o* elem n-esre
(90(611), SD(CL2)7 s 7(10(an>> € QB tel.]esu1

3.8. Definicio. ([7], 59-61. oldal) A ¢ : A — A relacichomomorfizmusokat reldcic-

endomorfizmusnak, a bijektiv relaciendomorfizmusokat pedig reldcidautomorfizmu-

soknak nevezzik.

3.9. Definicid. Legyen A = (A; R) és B = (B; R) azonos tipusi relacios struktirak.
A B az A struktara retraktja, ha B = Al|p, valamint létezik olyan ¢ : A — B
sziirjektiv relacichomomorfizmus, melyre p? = ¢. Ekkor a ¢ leképezést retrakcionak

nevezzuk.

3.10. Definicié. Az A relacios struktira mag, ha minden endomorfizmusa auto-

morfizmus. Egy A relaciéstruktira magja olyan B retrakt, ami mag.

3.11. Példa. Tekintsiink példdat magra, illetve reldaciostruktira magjdra.

-%
1,2} —)

({0,1}; =) {O , 3,4} —)

3 ee——9 2

Nagyon fontos, hogy M iranyitott graf irreflexiv, ugyanis, ha a hurokéleket be-
huznank, akkor méar nem lenne mag, mert létezne olyan endomorfizmusa, amely a
harom cstcsot egy csicsba képzi. Igy, irreflexiven, harom endomorfizmusa van, és
ezek mindegyike automorfizmus: id, 0 +— 1,1+ 2,2+ 0,és0— 2,1+ 0,2 — 1.

Az M irdnyitott grafban bekarikézott részgraf mag, egyetlen endomorfizmusa

az id, és a 0 — 0,1 — 0 relacibhomomorfizmus altal retrakt is. Ezért ez az My graf
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magja. Ha a 0 cstcsban nem lenne hurokél, akkor az egész graf mag lenne, mert az

1 pontot nem képezhetnénk a mésik csucsba.

Az M iranyitott grafnak is a benne koriilkeritett részgraf a magja. Létezik ugyan-
isal0— 0,1 1,2 0,3 — 1 relacibhomomorfizmus, mely retrakci6. Valamint
mag, endomorfizmusai a id és a 0 — 1,1 +— 0 leképezések. Ha a 0 vagy az 1 csi-
csot reflexivvé tennénk egy hurokéllel, akkor minden elem ebbe a pontba képezhetd

lenne, igy egy egyponti, reflexiv magot kapnank.

3.12. Lemma. Ha A véges halmaz, és p : A — A tetszdleges leképezés, akkor létezik
n €N, hogy (¢")?* = o".

Bizonyitds. Legyen A egy véges halmaz, valamint ¢ : A — A egy tetszéleges leké-
pezése. Az, hogy a ¢ leképezés ' = popo---o0p hatvanyai 1,2, ..., kitevs esetén

hova képzik az A struktura egy tetszéleges a € A elemét, sorozatot alkot:
ag = a, a1 = ¢(a), ay = ¢*(a), ..., a; = ¢'(a).

Mivel véges sok elem van, valamely m,, kitevére a képek sorozata visszatér egy ko-

rabbi tagjahoz, innentdl pedig a sorozat ciklikussa valik valamilyen ¢, ciklushosszal:

A(m+j+ke) = A(m4j)» m, J, ke NO) ceN.

Legyen
n = lkkt <max me, 1kkt ca) )
a€A acA
Ekkor as,, = a,, biztosan teljesiil minden a € A-ra. O

3.13. Lemma. Az A reldcids struktira B = A|p feszitett részstruktirdja akkor és

csak akkor mag, ha minimdlis méretd retraktja A-nak.

Bizonyitds. Legyen A véges relacios struktura, ennek B egy minimélis méretd ret-
raktja. Ekkor az A relacios strukturanak B a legkisebb méretii olyan feszitett rész-
strukturaja, hogy létezik ¢ : A — B sziirjektiv relacibhomomorfizmus, amelyre

©? = ¢. Azt kell belatnunk, hogy B minden endomorfizmusa automorfizmus.

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan endomorfizmusa, amely nem automorfizmus,

azaz nem bijektiv. Legyen ez v. Igy ¢(B) C B. Vegyiik a
po: A—Y(B)C B
relacichomomorfizmust. A [3.12] lemma miatt 1étezik n € N, hogy

(po)? = (pot))™,
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tehat (o o1h)"(A) az A relacios struktira retraktja. Am mivel (B) C B, igy

(potp)"(A) Cpoy(A) =v(B) C B,

azaz (@ o)"(A) az A relacios struktura B részstrukturanal kisebb retraktja, ami

ellentmondas B minimalitdsa miatt.

Most legyen az A véges relacios struktura B feszitett részstruktiraja mag. Indi-
rekt tegytik fel, hogy B nem minimalis méretii retrakt. Ekkor létezik egy olyan B’
retrakt, amely minimalis, és amelyrsl mér lattuk, hogy mag. Vegyikk a ¢ : A — B

retrakciot, pontosabban annak megszoritasat:
QD‘ B - B — B.

Mivel a |B| > |B'|, ezért ¢|p/(B') C B. Vegyiik most a ¢ : A — B’ retrakciot, és
ezt is szoritsuk meg:

Ylp:B—B.

Végiil vegyiik a kovetkezd relaciohomomorfizmust:
Q/J’B OSO|B/ B — ()0|B/(B/) g B.

Ez a leképezés a B endomorfizmusa, de nem bijektiv. Viszont B mag volt, igy ellent-

mondasra jutottunk. 0

3.14. Tétel. Ha A wvéges relaciostruktira, akkor létezik magja, valamint minden

magja izomorf.

Bizonyitds. Legyen A egy tetszéleges véges relacios struktira. Retraktja biztosan
létezik, hisz az identikus leképezésre id® = id, igy 6nmaga retraktja. Mivel véges,
igy ezek koziil 1étezik minimalis méretd retrakt, ami a lemma szerint mag. Igy

minden véges relacios strukturanak létezik magja.

Az egyértelmiiséghez legyen B és B’ feszitett részstrukturak az A relacios struk-
tara magjai. A [3.13] lemma miatt csak a minimalis méretd retraktok magok, ezért

|B| = |B’|. Vegyiik a ¢ : A — B’ retrakciot, pontosabban annak megszoritasat:
Q0|B B —B.

Mivel |B| = | B[, valamint a ¢ relacibhomomorfizmus sziirjektiv, igy ¢|p injektiv és
sziirjektiv, tehat bijektiv leképezés B és B’ részstruktiarak kozt.

Masrészt vegyiik a 1 : A — B retrakciot, illetve annak megszoritasat B'-re:

1/J|B/ :]B,—>]B.
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Az el6z6 bekezdésben leirtak alapjan hasonloan lathatod, hogy ez is egy bijektiv
relacihomomorfizmus. Bar ¢|p és 1|p nem feltétlentil egyméas inverzei, de létezik

n € N, hogy
id = (¢lp o ¢|5)"

id = ¢|p o | o (| o|p)"
(¢lg) " =¥|p o (plpoth|p) "

Tehéat a ¢|p relacichomomorfizmusnak létezik inverze. Ez szintén bijektiv, mert elGall

bijektiv leképezések kompoziciojaként. Tehat a B és B’ magok izomorfak. 0

4. Iranyitott grafok relacioi

Ez a fejezet az [5]. forras része, de megjelolve szerepelnek az eredeti hivatkozasok
is.
4.1. Definicié. Legyenek G; = (G1; —) és Gy = (Gg; —) irdnyitott grafok. Egy ¢ :

G1 — Gy leképezést grafhomomorfizmusnak neveziink, ha relacibhomomorfizmus.

4.2. Definicio. A H = (H;—, s, t) relacios struktarat st-grdfnak nevezziik, ha —
kétvaltozos reflexiv relaci6 H-n, valamint s,t € H két kitintetett elem, azaz olyan

1-valtozos relaciok, amelyekre s = {s}, illetve t* = {t}.
4.3. Definicio. Legyen G = (G;—) egy reflexiv iranyitott graf, valamint H =
(H;—,s,t) egy st-graf. Ekkor a

ou(G) = { (p(s),¢(t)) € G* | ¢ : H — G grafhomomorfizmus }
relaciot a G wrdnyitott graf H st-graf dltal definidlt reldacidjanak nevezziik. Ennek
tranzitiv lezartjat jelolje ofy(G).

4.4. Allitas. A 0i3(G) reldcio elérendezés.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy a relacio reflexiv és tranzitiv. ElGbbi abbol
kovetkezik, hogy a G iranyitott graf reflexiv, igy a rajta definialt og(G) és igy 05 (G)
is reflexiv relacio. Utobbi egyértelmi, hisz oy (G) tranzitiv lezartjaként definialtuk.

O

4.5. Példa. Vegyiik a G irdnyitott grdf Ty st-grdf dltal definidlt reldcidjdt és annak

tranzitiv lezdrtjdt!



A kovetkezd relaciokat kapjuk:

or (G) = {(0,0), (1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,2), (1,3),(2,3), (3,1), (3,2)},

valamint
or, (G) = {0y U {4} U {1,2,3}"
Bar csak tranzitiv lezartat vettiink, most oy (G) ekvivalenciarelacio.

4.6. Definicid. Legyenek H; és H, tetszéleges st-grafok. Azt mondjuk, hogy H; <
Hy, ha tetsz6leges G reflexiv iranyitott graf esetén of (G) C of, (G).

4.7. Allitas. Az elébb definidlt <-reldcié az st-grafok halmazdn reflexiv, tranzitiv,

de nem antiszimmetrikus.

Bizonyitds. A =<-relacio reflexivitasa és tranzitivitasa a halmazok kozotti C-relacio

ugyanezen tulajdonsagaibol kovetkezik.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy az antiszimmetria nem teljestiil, elegendé egy ellen-

példat mutatni.

s e sG¥ e
NS
C_, C,

A C,; és C_; st-grafok ugyanazt a relaciot generaljak barmely G iranyitott graf
esetén. Ez lathato, ha mindkét graf esetén osszeillesztiink belglitk kett6t (H;y és H_y),

és ezekbdl nézziik, van-e a masikba mend grathomomorfizmus.

sa\b/s/:?\é/@ _S;sCX\b/Q

Létezik ¢ : Hy — C_; grathomomorfizmus, és ¢(s) = s és ¢(t) = t.



sa\{) /Q\{) /Q _1/}) sa\b / [0}

Létezik ¢ : H_; — C; grathomomorfizmus, és ¢(s) = s és ¢(t) = t.

Mivel léteznek a megfelels grafhomomorfizmusok, igy o¢, (G) C of_, (G) valamint
0c_,(G) C ot (G) is teljesiil, azaz C; < C_; és C_; X Cy, de mégsem izomorfak. [

Megjegyzés. Mivel az antiszimmetria nem teljesiil, a <-relacié nem részbenrendezés,

csak el6rendezés. Ezt a kovetkezd ekvivalencia bevezetésével orvosoljuk.

4.8. Definicié. A H és H, st-grafok ekvivalensek, ha Hy < Hy és Hy < H;. Jel6lés:
H, = H,.

Megjeqyzés. 1gy az st-grafok ekvivalencia osztalyainak halmazan a < relacié rész-

benrendezés.

4.9. Tétel. Legyenek H; és Hy tetszdleges st-grafok. A H; < Hy pontosan akkor
teljesiil, ha (s,t) € of, (Hy).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy H; < Hy. Eszerint o5 (G) C 0f,(G) barmely G reflexiv
grafra, vagyis a of (H)) C of, (H,) tartalmazas is fennall. Mivel az id : H; —
H; identikus leképezés grathomomorfizmus a H; grafbol énmagaba, ezért (s,t) €
o, (H1), és igy (s,t) € ofy, (Hy).

Most tegyiik fel, hogy (s,t) € of, (Hi). Ez pontosan azt jelenti, hogy (s,t) eleme

a om, (H;) halmaz tranzitiv lezartjanak. Ekkor léteznek olyan
p;tHy = Hy,e=1,2,...,n
grathomomorfizmusok, amelyekre
s =1(s), p1(t) = @2(s), wa(t) = @3(s), ..., enlt) =t.

Vegylink egy tetszbleges G (reflexiv) grafot, és tegyiik fel, hogy v : H; — G

grafthomomorfizmus.

Vegyiik a ¢ o p; : Hy — G leképezéseket, melyek szintén grathomomorfizmusok.
A Y op; kompozicio, valamint a ¢; leképezések fentebb definialt tulajdonsédgai miatt,
amennyiben valamely g1, g2 € G elemekre (g1, g2) € om, (G), akkor (g1, g2) € 0j, (G)
is teljesiil. Ekkor ugyanis a v grafhomomorfizmus a ¢; grathomomorfizmusok képeit
képezi a G irdnyitott graf egy iranyitott utjaba. A tranzitiv lezart tulajdonsagai
miatt pedig of (G) C 05, (G), tehat Hy < Hy. O
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4.10. Példa. Tekintsiink példdt st-grdaf magjdra.

@1
SQ/ \Qt %0
\60/4 sgpe—11

My = ({s,t};s,t,—) Lo = ({s,t};s,t,—) M= ({0,s,t};s,t,—)

Az My st-graf mag, egyetlen endomorfizmusa az identikus leképezés. Viszont ha
az s és t relaciokat elhagynank, 1étezne olyan endomorfizmusa, ami a most t-vel jelolt
elemet az s-sel jeloltbe képezné, és forditva. Igy mar nem lenne mag.

Az L, st-graf is mag, egyetlen endomorfizmusa az identikus leképezés. Ez az
st-graf sem lenne méar mag a két cimke elhagyasa esetén.

Az M relaciés struktura is st-graf. Konnyen lathaté, hogy ez énmagéban nem
mag, hiszen van olyan endomorfizmusa, mely a 0 elemet az s kitiintetett elembe

képezi. Az M st-graf magja M, hiszen mag, illetve retrakt, a
o:M—M,, s 5,0—s,t—1

grafendomorfizmus 1évén. Ha nem lenne st-graf, akkor létezne hdrom olyan endomor-
zmusa, amely a harom cstcsot egy csucsba képzi, azaz magja az e ontu reflexiv
fi , | h t ba k , t il

irdnyitott graf lenne.
4.11. Kovetkezmény. Ha o H; st-grafnak a Hy st-grif a magja, akkor ekvivalensek.

Bizonyitas. Minden mag retrakt, igy létezik olyan ¢ : Hy — Hy sziirjektiv relaci-
6homomorfizmus, amire ¢? = ¢. A ¢ az s és t kitiintetett elemeket megérzi, azaz
o(s) = s és p(t) = t. Igy biztosan (s,t) € of, (Hs), tehét a . tétel értelmében
H, < H.
A H; =< H, relacié belatasdhoz azt hasznaljuk, hogy Hsy a H; részgrafja, rész-
strukturaja. Vegyiik a
Y:Hy = Hy, g g

injektiv grafhomomorfizmust (bedgyazas). Emiatt (s,t) € of, (H.) biztosan teljesiil,
igy megint a 4.9 tételt alkalmazva H; < Hy. Tehat H; = Hp. d

5. Kompatibilis mitiveletek és relaciok

Ez a fejezet az [5]. forras része, de megjeldlve szerepelnek az eredeti hivatkozasok

1S.
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5.1. Definicio. (]3], 497. oldal) Egy nemiires A halmaz n-vdltozds miveletének egy

A-n értelmezett, A-ba képzs, n-valtozos fiiggvényt neveziink, vagyis egy tetszdleges
fiA"—= A

leképezést (ahol n > 1 egész). Az n szam az f mivelet aritdsa.

5.2. Definicio. ([2], 3. oldal, [7], 301-302. oldal) Az f : A™ — A mdvelet megdrzi a
0 C A™ reldcidt, jelolésben f i o, ha tetszéleges (a1, ..., @1m), -, (Ants -y Aum) €
o esetén

(flart, ... an)yo oy f(@im, -y Qnm)) € 0.

5.3. Definicié. Az f: A" — A mivelet kompatibilis az A = (A; R) reldcids struk-

c s

5.4. Definicié. (2], 3. oldal, 7], 301-302. oldal) Legyen A = (A; R) relaci6s struk-
tara. Az Osszes A-val kompatibilis mivelet halmazat az A polimorfizmusainak ne-

vezzik.

Pol(A) ={ f: A" — A | f kompatibilis A-val }.
Megjegyzés. A id mivelet mindig kompatibilis, mivel minden relaciét megériz.

5.5. Definicié. (|2], 3. oldal, [7] 300-306. oldal) Az A = (A; R) relacios strukturaval

a1 € A" relacid kompatibilis, ha A minden polimorfizmusa megd&rzi 7-t. Azaz minden

s s

5.6. Allitas. Egy adott reldcids struktirdval kompatibilis reldcick metszete is kom-

patibilis.

Bizonyitds. Legyen A = (A; R) relacios struktura, valamint «, 5 € A™ kompatibilis
relaciok. Legyen v = a N . Ekkor tetszéleges n € N esetén

(an,...,alm),...,(anl,...,anm)67

elem m-esek elemei az a és (§ relacioknak is. Az a és [ relaciok kompatibilisek, igy

tetszbleges f € Pol(A) n-valtozos miivelet esetén

(f(an, e ,an1)7 ey f(alm, R ,anm))

elem m-es is eleme az a és B relacioknak, azaz a metszetiiknek is. Igy f > 7. U

5.7. Allitas. Minden H st-grdffal definidlt on(G) reldcic kompatibilis a G irdnyitott
gradffal.
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Bizonyitds. Legyen G reflexiv iranyitott graf, H st-graf. Vegyiik a og(G) relaciot.
Vegytink egy tetsz6leges f € Pol(G) n-valtozos miiveletet és valamely

(s1,t1), (S2,t2), -, (S, tn) € 0u(G)

elempéarokat. A og(G) relaciot H — G grafhomomorfizmusok segitségével definial-

tuk, azaz minden (s;,t;) elemparra létezik
i H—G, s+ s;,t—t;

grafhomomorfizmus.

Definialjuk a kévetkezd leképezést:

o H—G, 2 f(ei(x),...,pn()).

Mivel a ; leképezések grathomomorfizmusok, valamint f a G egy kompatibilis mi-

velete, ezért a ¢ is grafhomomorfizmus. Igy

(f(slv 525 7871)7 f(tht?’ s 7tn)) = (S0(8)7 gp(t)) € QH(G>
Azaz og(G) kompatibilis. O

5.8. Tétel. Ha G reflexiv irdnyitott grdaf, valamint T elérendezés, akkor a T reldcio
G-vel valo kompatibilitasanak megdllapitisihoz elegendd az egyvdltozos f : G — G

mdveletek leellendrzése.

Bizonyitds. Legyen G = (G; —) reflexiv irdnyitott graf, 7 el6rendezés, tovabba te-
gyiik fel, hogy G minden egyvaltozos polimorfizmusa megérzi 7-t. Legyen f : G™ —
G miivelet a G graf tetsz6leges n-valtozos polimorfizmusa. Meg kell mutatnunk, hogy

f megdrzi T-t. Legyenek (aq,by1), (ag, ba), ..., (an,b,) a T tetszéleges elemei.

Definialjuk a kdvetkezd egyvaltozos miiveletet:
firx e f(x,ag,...,a,).
Ekkor az f; szintén a G kompatibilis miivelete, mert ha vessziik az
T =Y, Ay = Aoy ..., Qp —> Gy,

éleket, akkor

f1<x) = f(xaa?v"'van> — f(y7a2>"'7an) = fl(y),
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mert f kompatibilis mivelete G-nek, és G reflexiv.

Vegyiik Gjra az (ay,by), (ag, ba), ..., (an,b,) € 7 elemeket. Ekkor
flay,ag, ... a,) 7 f(bi,a9,a3,...,a,) 7 f(b1,bo,a3,...,a,) T ... T f(b1,b2,b3,...,0,)
a 7 tranzitivitdsa miatt. Ha az fi-hez hasonléan definialjuk az
firx = f(by, .., i1, ai11,...,a,)

miiveleteket, akkor ezek is kompatibilisek lesznek, és f(by, as,as,...,a,) = fa(as)
illetve f(bl, bg, as, . .. ,G,n) = fg(bg) igy

f((ll, ag, . .. ,an) = fl(al) T fl(bl) T fz(bg) T...T fn(bn) = f(bl, N ,bn)

modon atirhato. Mivel 7 tranzitiv, ezért f(a1,...,a,) 7 f(b1,...,b,). Ezzel megmu-
tattuk, hogy f megérzi 7-t. 0

5.9. Allitas. G reflexiv irdnyitott grdffal kompatibilis reflexiv reldcid tranzitiv le-

zartja is kompatibilis.

Bizonyitds. Legyen G = (G; —) relacios struktira, 7 € G? egy kompatibilis reflexiv
relacioja, valamint 7 ennek tranzitiv lezartja.

Az tétel szerint elegend6 megmutatni, hogy G minden egyvaltozos polimor-

fizmusa a 7*-ot is megérzi. Legyen f egy ilyen egyvaltozos polimorfizmus.

Ekkor 1éteznek g1, g2, ..., gx € G elemek tgy, hogy

a=q1TGgaT...Tgp =20

egy T relacidbeli k hosszi lanc.

Tudjuk, hogy f megérzi 7-t, azaz

fla)=f(g)) 7 f(g2) .. 7 flgr) = F(b).

Igy f(a) 7* f(b). Ez azt jelenti, hogy f megérzi 7*-ot. O

5.10. Kovetkezmény. A of(G) eldrendezés barmely H st-graf esetén kompatibilis
a G irdnyitott graffal.
6. Klon és kapcsolata a polimorfizmusokkal

6.1. Definicio. (3], 497. oldal) Algebrai struktirdnak (roéviden algebrdnak) egy

nemiires A halmazt neveziink, amelyen értelmezve van néhény (akar végtelen sok)
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miivelet. Jelolésben A = (A, F'), ahol f a miveletek halmaza.

6.2. Definicio. Legyen A = (A; R) relacios struktira. Az A = (A; Pol(A)) algebrai

struktarat az A reldcios struktira algebrajanak nevezziik.

6.3. Definicié. (2], 3. oldal, [7] 300.-306. oldal) Legyen A egy nemiires alaphalmaz,
F az A halmazon értelmezett miiveletek halmaza. A 7 € A™ relacio kompatibilis az

A = (A; F) algebrai strukturaval, ha F' minden mtvelete megdrzi 7 relaciot.

6.4. Definicio. ([3] 509. oldal) Az A halmazon értelmezett n-valtozos

T (1, Ty X))

miiveletet (az n-valtozos, i-edik) projekcionak nevezziik.
Megjegyzés. Az identikus leképezés felfoghato tigy, mint a 7 projekcio.

6.5. Definicio. (3] 510. oldal, [7] 300.-306. oldal) Legyen A egy alaphalmaz. Az
A (véges valtozos) miiveleteinek valamely F' nemiires halmaza (mdvelet) klon vagy
(fiigguény) klon, ha tartalmazza az 6sszes 7! projekciot, valamint zart a kompoziciora

nézve.

6.6. Definicid. (|[7] 300.-303. oldal) A kompozicion kiviil van néhany tovabbi egy-

szerd eljaras adott miiveletekbdl tovabbiak létrehozéaséra.

(1) A wvdltozok dtrendezése. Ha f n-valtozos miivelet (n € N) és 7 az {1,2,...,n}

halmaz permutaci6ja. Ekkor legyen
e, o, o xn) = f(Zr), Tr(2)s - - -5 Ta(n))-
(2) A wdltozok azonositasa. Ha f n-valtozos mivelet (n € N), akkor legyen
(Af)(x1, 20, ..., xn) = f(x2, 0, T3,. .., Tp).

(3) Kiegészités fiktiv viltozoval. Ha f n- valtozos miivelet, akkor legyen

(Vf)(.ﬁl?l,xz, Ce ,$n+1> = f(a:l, T, ... ,an).
Ekkor x,41 a (Vf) fiktiv vdltozoja.

(4) Behelyettesités. Ha g egy m-valtozos, f pedig egy n-véaltozds miivelet, akkor
legyen

(fxg)(x1, .. Tman-1) = fg(x1, .., Tm), Tt -+, Tt -
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6.7. Tétel. ([7] 300.-303. oldal) Legyen A egy alaphalmaz. Az A halmazon értelme-
zett véges valtozos miveletek eqy halmaza akkor és csak akkor klon, ha tartalmazza
az identikus leképezést, zdrt a vdltozok dtrendezésére és azonositdsdra, a fiktiv vdl-

tozoval valo kiegészitésre, valamint a behelyettesitésre nézve.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F egy A alaphalmaz feletti klon. Az identikus leképezés

eleme, mert id = 7} projekcio. Az (1)-(4) tulajdonsidgok mind visszavezethetsk adott

c st

(Vf)=fortlo..  or"

A t6bbi tulajdonsag hasonloan lathato.

Legyen F' egy A alaphalmaz feletti miivelethalmaz, amire id € F' és zart a fenti
(1)-(4) tulajdonsagokra. Ekkor az 6sszes projekcié megkaphato az identikus leképe-
zésbdl fiktiv valtozokkal vald kiegészités és valtozok atrendezése segitségével. Emel-
lett a fliggvények kompozicidéja mindig elérhets valtozok atrendezése és azonositasa,

valamint behelyettesités néhanyszori alkalmazéasaval. Igy F' egy klon. 0J

6.8. Tétel. Barmely A = (A; R) reldcids struktira esetén Pol(A) mdvelethalmaz
klon.

Bizonyitds. A klon definicija alapjan igazoljuk az éllitast. ElGszor a projekciokat
nézzikk meg. A id = 7} € Pol(A), mert minden relaciét megériz. Legyen 7" tetszo-

leges A" — A projekcio, és vegyiink valamilyen
(@11, Q1m), - (Ans .. Gom) € 0, 0 € R
elem m-eseket. Ekkor
(T™M(ar1, s 1)y T (s - - s Q) = (@it - -+, Qi) € 0™,

vagyis m' > o*, igy 7" € Pol(A).
Legyenek f, g € Pol(A) 1-, valamint m-valtozos miiveletek. Vegyiink ismét vala-
milyen

(allv--'uaflm)w";(anl)'"7anm) € (QAu ,QER

elem m-eseket. Ezekre vizsgaljuk az f o g miivelet kompatibilitésat:

(fog) (ar1y- - yan1),-..,(fog) (aimy.--\Qum) =
= f(g9(arr,. .. an)) s F(g(@imy -y Qnm)) -
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Ekkor, mivel g polimorfizmus, igy

(a1, -y an1)s -y g(Q1ms - - - Anm)) € QA

teljesiil. Erre az f polimorfizmust végrehajtva

(f (g(a11>'"7an1>>7”'7f(g<a1m7"'7a’nm))) € QA

is teljesiil. Tehat f o g > o*, és igy fog € Pol(A). A Pol(A) miivelethalmaz tartal-

mazza az Osszes projekciot, és zart a kompoziciora, azaz klon. 0

7. St-grafok Altal definialt relacidk

Ez a fejezet az [9]. forras része, de megjeldlve szerepelnek az eredeti hivatkozasok

is.
7.1. Allitas. Izomorfia erejéig egyetlen egyponti st-grdf van, mely mag, €s 05(G)
az egyenldségreldacio barmely G reflexiv iranyitott grdf esetén.

s

S,
E

Bizonyitds. Egyetlen egyelemt st-graf van, amely mag, és egyetlen endomorfizmusa
az identitas.

Az, hogy 05(G) az egyenléségrelacio tetszbleges G reflexiv iranyitott graf esetén,
onnan lathato, hogy barmely ¢ : E — G grathomomorfizmusra ¢(s) = (), mivel
s = t. Ekkor minden g € G elemre csakis (g, 9) € 05(G). O

7.2. Allitas. Izomorfia erejéig 4 darab kétponti st-grdaf van, ezek mindegyike mag.

sa Qt sQ—»Qt 3Q<—Qt
K L, L_y
SQ(—)Qt
Lo

Bizonyitds. Az, hogy izomorfia erejéig nincsen tobb kétpontt mag, konnyen lathato,
és az is, hogy mindegyiknek egyetlen endomorfizmusa van, az identikus leképezés,
tehat magok. 0

7.3. Allitas. A 03 (G) mindig a teljes reldcio.
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Bizonyitds. Legyen G egy tetszéleges reflexiv irdnyitott graf. A K st-graf kétponti,
valamint s és t kozott nincs él. Igy tetszéleges g € G elemre egy K — G, s —
g grafhomomorfizmust véve a t kitiintetett elem képe barmely ¢ € G lehet. Igy
0x(G) = 05 (G) = G?, azaz a teljes relacio. O

7.4. Definicio. (6], 33-35. oldal, 65-69. oldal) A G iranyitott graf gyengén dsszefiig-
¢d, ha barmely két pontja 6sszekothets gy tttal, hogy az élek iranyitasat elhagyjuk.
A G iranyitott graf erdsen dsszefiiggd, ha barmely két pontja 6sszekdthetd iranyi-
tott uttal. A G irdanyitott graf extrém dsszefiiggd, ha barmely két pontja 6sszekdthetd

iranyitott uttal tgy, hogy csak oda-vissza éleket hasznélhatunk.

7.5. Tétel. A G reflexiv irdnyitott grdaf akkor és csak akkor erdsen dsszefliggd, ha

ot ,(G) = G? tovdbbd akkor és csak akkor extrém dsszefiiggd, ha of ,(G) = G°.

Bizonyitds. ElGszor az erGs Osszefiiggdségre vonatkozo allitast igazoljuk. Legyen G
egy reflexiv iranyitott graf. Tegytik fel, hogy G erdsen Osszefiiggs, és legyen ¢, ¢’ € G
tetsz6leges. Ekkor léteznie kell g-bsl ¢/ elembe mend iranyitott utnak. Igy léteznek
megfelels ¢ = g, 91,...,9, = ¢ € G elemek, melyre g =g9 > 1 = ... > go = ¢
iranyitott ut. Ekkor (go, g1), (91,92)s- -5 (gn-1, 9n) € o1, (G), mivel léteznek

i Ly =G, s—g_1,t—g,i=1....n

leképezések, melyek grafhomomorfizmusok, hiszen a G graf reflexivitdsa miatt élt
élbe képez. A tranzitivitds miatt (g, ') € of,(G). Mivel g,¢" € G tetszbleges volt,
ezért of (G) =G>
Most tegyiik fel, hogy of (G) = G*. Vegyiink egy tetszbleges (g,9') € G* part.
Ekkor (g,¢') € of,(G), azaz léteznek valamilyen g = go, g1,...,9n = ¢’ € G elemek,
hogy
(90,91), (91, 92); - - -5 (Gn—1, 9n) € 01, (G).

Ez azt jelenti, hogy léteznek a kovetkezs o1, ..., ¢, : L; — G grathomomorfizmusok
is:
s> g1, t—=g,i=1,...,n.

Tehat létezik g = go — g1 — ... — g, = ¢’ a ¢’-b6l g pontba mend iranyitott tt.

Az extrém Osszefiigg@ségre vonatkozo allitds hasonléan bizonyithato. O

Megjegyzés. Teljesen hasonldéan beldthato, hogy egy G reflexiv iranyitott graf akkor

és csak akkor erésen Gsszefiliggd, ha of  (G) = G*.

7.6. Tétel. Izomorfia erejéig 17 darab haromponti st-grdaf létezik, amely mag.
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0 0 0
SQ/ oy sCX/ oy sCX/ oy
G C, Cy
0 0 0
sa/ oy sQ/ oy scx/ oy
Wy W_, ¥y
0 0 0
SCX/ oM sCX/ oM SQ/ oM
F_, ¥y F_,

0 0 0
sQ/ o sCX/ (o sCX/ o
T, T, T,

0 0 0
SQ/ ot SQ/ on scx/ o]
T_, Ts T_;

0 0
SQ‘/—\;Qt sCh/;*Qt
T, T_4

Tovdbba
Ci=C,, LigW,2F=F, L i=2W_ =2F_ =,
T, =T, L=2C=2T, =T, T3=T3 Ty=T.,.

Bizonyitds. Legyen H = {s,t,0} és definidljuk a kovetkezs @1, o : H — H leképe-
zéseket:

pr:5—= 50— st—=téspy:s—s 0111

Négy esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy az s és t csticsok kozott milyen

élek vannak.

‘20 0 20
SQ Qt Sq/ Qt sq \Qt
1. 2. 2.
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Az 1. esetben, ha az s <> t, akkor a graf nem mag, mert a ¢, leképezés biztosan

endomorfizmus lesz.

A 2a. esetben s — t. Ekkor, ha 0 - s, akkor a ¢, leképezés biztosan endomor-
fizmus lesz, igy a graf nem lesz mag. A 2b. eset ehhez hasonlo, ha t - 0, akkor a ¢
leképezés biztosan endomorfizmus lesz. Igy ha a graf mag, valamint s — ¢, de t = s,
akkor csak a Ty, Ty, T3 és T, grafokat kaphatjuk. Ezek mindegyike mag, mert se ¢,
se o nem lesz grafhomomorfizmus. A harmadik esetben, amikor t — s, de s - t,

hasonl6 modszerrel kapjuk a T 1, T 5, T_3 és T_4 grafokat.

A negyedik eset az, amikor nincs él s és t kozott. Ekkor a masik két lehetsé-
ges él irdnya és elhelyezkedése alapjan 9 olyan harompontu st-graf van, amely mag:
Cy,C_1,Co, W, W_4,IF,F_;,Fy valamint F_,. Most, hogy ezeket az eseteket felir-
tuk, mar konnyen lathato, hogy a fenti grafok mindegyike mag, és izomorfia erejéig

egyértelmiek.

Azt, hogy a C; és C_; st-grafok ekvivalensek, a[d.7 tétel antiszimmetria eseténél
belattuk.

Most lassuk be, hogy L; = W;. A tétel alapjan Ly < Wy, ugyanis a
w: Wy =Ly, s—=50—st—1
grafhomomorfizmus miatt (s,t) € ofy, (IL1). Az is igaz, hogy W, < L, mert

oL, (Wl) = {(Sv S)a (t’ t)? (07 O)’ (Sv O)’ (Oa t)}a

és igy (s,t) € o, (Wy1). AL_; 2 W_; és a Ly = C, ekvivalenciat hasonléan igazol-
hatjuk.

Ezutan L, < [y, mert létezik
Vv F =1Ly, s—s,0—tt—t
grathomomorfizmus. Az F; < 1Ly relaci6 is igaz, mert
oL, (F1) = {(s, ), (£,1),(0,0), (s,0), (0, 2), (£,0)},

és igy (s,t) € of ,(F1). Az L_; = F_; relaci6 is hasonl6 modon teljesiil.

Ezutan L; <X F_; relaciot igazoljuk. Ez teljesiil, mert létezik

p:F o —=14, s—s0— sttt
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grafhomomorfizmus. Valamint F_y < IL; is teljesiil, mert

oL, (F—Q) = {(57 S)? (t7 t)? (07 0)7 (57 0)7 (07 S)v (07 t)}a

és gy (s,t) € of ,(F_3). Az L_; =T, relaci6 szintén hasonlé médon igazolhato.

Nézziik most T, és T_; st-grafok kapcsolatat. A Ty < T_; teljesiil, mert

o1, (T1) = {(s,9), (£,1), (0,0), (5,0), (£, 0), (0, 1)},

tehat (s,t) € o3 (T1). A forditott eset, T_; < T is teljesiil, mert

oty (T—l) = {(57 S)? (t7 t)’ (07 0)7 (87 0)7 (t’ O)’ (07 t)}:

vagyis megint csak (s,t) € o5 (T_1), azaz T; = T_,.
Valamint Ly, & Ty, mert Ty < Lo, hiszen

QLQ(TQ) = {(57 S)a (t>t)a (Oa 0)7 (Sa 0)7 (07 3)7 (ta O)a (Oa t)}7
vagyis megint csak (s,t) € of,(T2). A Ly <X T, irdnyhoz vegyiik a
t: Ty = 1oy, s—s5,0—tt—1t

Y

grafhomomorfizmust. Igy (s,t) € o}, (L), vagyis a két st-graf ekvivalens. Az Ly =

T_5 ekvivalencia igazolasa is hasonl6 moédon torténik.

Végiil, a T3 = T_3 ekvivalenciat igazoljuk. A T3 < T_3 iranyhoz

QT_3(T3) = {(S’ 3)7 <t7 t)v (O’ O)’ (Sa O)’ (07 S)’ (07 t)}v

tehat (s,t) € of_,(Ts). A forditott eset, T_3 = T3 ugyancsak teljesiil, mert

QTs(T—3) - {(Sv 3)7 (t’ t)> (07 0)7 (Sv 0)7 (O’ 8)7 (O’ t)}>

vagyis (s,t) € op,(T_3), tehat a két graf ekvivalens. A T, = T_, ekvivalencia igazo-

lasa is hasonlé modon torténik. O

7.7. Tétel. Az el6z0 tételekben szerepld st-grifokra:
E=XLy, Ly=xT3=xTy, Ly=xT 3Ty

Lo =Ty =Ty Loe=xXT_4,=XT,.

Tovdbbd
T, <L, =xC, T, =xL;=xC, C =K
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Bizonyitds. Ismét a[1.9) tétel alapjan bizonyitunk. Az E < L, relaci6 konnyen lat-
hato, létezik s és t elemeket egy pontba vivé grafhomomorfizmus.

Az Ly <X T3 Osszefiiggés is teljesiil, mert létezik
p: T3 =1Ly, s—s,0—tt—1
grafhomomorfizmus, és igy (s,t) € o7, (Lo). Valamint T3 < Ty, mert a
v:Ty — T3, s+—5,0—0,t—1

grathomomorfizmus lévén (s,t) € o3 (T3). Az Ly X T_3 X Ty, Ly X Ty X T, és
Lo X T_4 X Ty relaciok teljesiilését nagyon hasonléan lathatjuk be.

Tovabba T < Ly, mert létezik olyan IL; — T grafhomomorfizmus, amire s — s
és t > t, igy teljesiil (s,t) € of (T:) is. Ugyanezen modon az is belathato, hogy
T_; < L_y. Mivel korabban méar belattuk, hogy T; = T_4, ebbdl mar T; < IL_; is
kovetkezik.

Az L; < C relacio is fennall. Vegyiik a
t:Ci—Li: s—t,0—s,t—t

grafhomomorfizmust, amelybdl (s,t) € of, (IL1) kovetkezik. Hasonléan, az L_; < C,
relacidhoz a

/:Cp = L_y: s—=50r sttt
grafhomomorfizmust kell venniink.

Legveégiil C; < K is kénnyen lathato, ha egy K — Cy, s+ s és ¢ +— ¢ grathomo-

morfizmust veszink. O

7.8. Tétel. A G reflexiv irdnyitott graf akkor és csak akkor gyengén dsszefiiggd, ha
Q(El (G) = GQ'

Bizonyitds. A [5]. forrasban szerepld bizonyitashoz képest javitas tortént, ¢; és ¢l
leképezést megeseréltiik.

Legyen G egy reflexiv irdnyitott graf. Tegytik fel, hogy G gyengén Gsszefiiggs és
legyen g,q" € G tetszbleges. Ekkor léteznie kell g-bdl ¢’ elembe mend iranyitatlan

utnak. Legyenek g = go, g1,...,9,» = ¢ € G elemei ennek az iranyitatlan ttnak.

Az élek iranyitasa szempontjabol két esetet kiilonboztetiink meg:

G=90,--10i = Git1,-- - Gn =0
G=90s--10i < Git1,---Gn =0
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Ha g; — g;11, akkor tekintsiik a
0; :CL =G, s g;,0 g1, t— i1
grathomomorfizmust, ha g; < ¢;.1, akkor meg tekintsiik a
;1 CL =G, s 9,0 g, t = gin

grafhomomorfizmust. Mind a két esetben ezen grafhomomorfizmusok mutatjak, hogy
(95, gi+1) € 0c,(G). A tranzitivitas miatt (g, 9") € o, (G). Mivel g, ¢' € G tetszbleges
volt, ezért o (G) = G*.

Most tegyiik fel, hogy of (G) = G*. Vegyiink egy tetsz6leges (9,¢') € of, (G) =
G? part. Ekkor (g,¢') € ot (G), azaz léteznek olyan g = go,¢1,---,9n = ¢ € G

elemek, amelyekre

(907 gl)a (gh 92)7 ceey (gn—17 gn> S oc, (G)

teljestil. Vagyis léteznek olyan ¢; : C; — G,7 = 1,2, ..., n grathomomorfizmusok, és

TGos - -+ 9n—1 € G elemek,hogy
w85 gi—1,0 =7, 1,t — g;.
Ebbdl a kovetkezs éleket kapjuk:
Go—> 0o g1 —~> g1 < 92— ... Gn—1 —> Gp_1 < On-

Ezen élek mentén haladva, az iranyitast nem figyelembe véve megfelels utat kapunk

g-bdl ¢g'-be. O

7.9. Kovetkezmény. A legfeljebb 3-ponti st-grafok ekvivalenciaosztdlyain a < re-

ldcio a kovetkezd:
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DN
Ve
N
N

Bizonyitds. A [T.1] [7.2] és [7.6] allitdsokban megmutattuk, hogy minden legfeljebb
3-pontu st-graf az abran lathato st-grafok valamelyikével ekvivalens. A[7.7] tételben
az ezen osztalyok kozotti rendezést bizonyitottuk. Azt kell megmutatni, hogy mas
=< relacié nem all fenn. Ehhez nézziik meg az IL; ﬁ L_q, Ts ﬁ T, relacidkat. Ismét
a[d.9 tétel alapjan bizonyitunk.

El6szor, 1Ly ﬁ L_q, mert

OL_, (Ll) = {(37 5)7 <t7 t)? (tv 8)}7

és igy (s,t) ¢ of_ (L1). Az Ly £ Ly irany hasonlé6 modon lathato be. Ez kizarja
a C; =< L; esetet is, mert ekkor C; = IL; lenne, és emiatt L_; <X LL; teljesiilne.
Emellett Iy < Ty sem teljesiilhet, mert akkor IL; = T ekvivalencia miatt Ly < L_;
relacionak teljesiilnie kellene. Hasonl6an lathato, hogy C, ﬁ L_;ésL_, ﬁ T;.

Most nézziik a Tj ﬁ T, esetet. Ekkor

ors(T3) = {(s, ), (¢,1),(0,0), (s,0), (¢, 0), (0, 5)},

ésigy (s,t) ¢ 0%, (Ts). A Ty £ Ty irdny hasonlé modon lathato be. Ebb6l kévetkezik,
hOgy Tl ﬁ T3, Tl ﬁ T4, valamint Tg ﬁ LQ, és T4 ﬁ LQ is fennall. A K ﬁ Cl és az
L, A E esetek trivialisan teljesiilnek. O

Megjegyzés. Az el6z6 kovetkezménybdl tudjuk, hogy barmely legfeljebb 3-elemt H;
st-grafra létezik Hy st-graf a fenti abraban, hogy om, (G) = om,(G) minden G reflexiv

24



irdnyitott grafra. Ez azonban nem jelenti azt, hogy minden kompatibilis relacié igy
definidlhat6. Példaul a of (G) N of  (G) relaci6 (erSsen Osszefiiggé komponensek
relaci6ja) mindig kompatibilis, de ez nem minden esetben egyezik meg a o7 (G)

relacioval, példaul egy 4-hosszusagu kor esetében sem.
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