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1. Bevezetés: logisztikus egyenletek késleltetés-
sel

A populaciédinamika a biolégiai rendszerekben a populaciok novekedé-
sének, csokkenésének és valtozasanak tanulményozéasa. A populdciok no-
vekedését szamos tényezd befolydsolja, példaul a kapacitds, a szaporodds
titeme, a verseny, a ragadozok, az élettartalom és a betegségek. A Mal-
thus 4ltal tekintett ‘é—f = rP egyenletben a novekedés ardnyos a populacioé
méretével, ami exponencidlis, minden hatédron tdli névekedéshez vezet.

A valésdgban azonban hosszabb idén at nem tud exponencidlis nove-
kedés fennmaradni. A populacidk korlatos novekedésének modellezésére
tobb matematikai modell is 1étezik, koziiliik az egyik legegyszertibb a lo-
gisztikus egyenlet. Ez a modell tartalmazza az él6hely kapacitasat (eltarto
képesség), azaz a bioldgiai novekedést korlatozza az er6forrdsok mennyi-
sége.

A logisztikus egyenlet a kovetkez6:

dP P
E—TP(l—E>,

ahol P a populéci6é mérete, r a szaporodas iiteme, és K az eltarté képes-
ség. Az egyenlet alapjan egy kezdetben kicsi populacié gyors novekedést
mutat, mivel az er6forrasok béségesek. Ahogy a populécié nd, a rendel-
kezésre all6 er6forrdsok csokkennek, igy a novekedés lelassul, és végiil
stabilizal6dik a populéci6é mérete, amikor kozel kertil az eltart6 képesség-
hez. A logisztikus egyenlet tehat nemcsak a novekedés kezdeti fazisat,
hanem a hosszutava populaciédinamikét is képes modellezni.

A logisztikus egyenlet, amelyet el8szor Verhulst fogalmazott meg az
1830-as években, jol modellezte a populédcidk korlatozott er6forrasokkal
rendelkez kornyezetekben torténd novekedését, ahol a novekedés kez-
detben gyors volt, majd lassult, amikor a populaci6 elérte a kornyezet el-
tarto képességét. Azonban a logisztikus egyenlet sem tudta mindig lefrni
a populaciok viselkedését, amelyek néha bonyolultabb dinamikat kovet-
tek. Megtigyelték, hogy bizonyos populdciok nem mindig stabilizalédtak,
hanem még alland6 kornyezetben is oszcillalo, ciklikus viselkedést mutat-
tak. A korai modellek ilyen viselkedést nem tudtak el6rejelezni.

A Hutchinson-féle egyenlet 1948-ban [5] a kovetkez6 formaban jelent
meg:

o'(t) =av(t) [1—o(t —1)],

ahol a valtozok és paraméterek jelentése a kovetkezé:
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N(f)

e v(t) = =, a populdcio stirtisége a t id6pillanatban (N(t) és a kor-
nyezeti eltartoképesség (K) hanyadosa).

* «: a populdcié ndvekedési ratéja,

* T: azido6beli késleltetés, amely a populdcié ndvekedésére hat6 vissza-
csatolas késleltetését modellezi,

e o(t — T): a populdci6 mérete egy kordbbi idépillanatban, t — 7-ndl,
amely visszacsatolasként hat a névekedésre.

Ez a modell a logisztikus egyenlet tovabbfejlesztett valtozata, amely
a kdrnyezetre és a populacié novekedésére gyakorolt kiilonb6z6 hataso-
kat probdlja figyelembe venni. A madsodik faktorban taldlhat6 v(t — 7)
késleltetett tag okozza a megoldasok oszcilldlé viselkedését, amennyiben
at > 1w/2. A késleltetés kovetkeztében a populdcié novekedése meg-
haladhatja az eltartoképességet, ami a populacié periodikus ingadozasat
eredményezi.

Bar a Hutchinson-féle egyenlet jelent8s elérelépést jelentett a logiszti-
kus egyenlet utan, bioldgiai szempontbdl tobb problémat is felvetett. Az
egyenlet, bar képes volt oszcilldcidkat modellezni, til egyszerfisitett meg-
kozelitést adott a bioldgiai rendszerek dinamikajdhoz. A f6 probléma az
volt, hogy a modell nem vette figyelembe az dkolégiai rendszerek komp-
lexitasat és azokat a tényezbket, amelyek befolyésoljak a populacidk vi-
selkedését. Sajnos a Hutchinson-féle egyenlet nem tartalmazott elegend6
bioldgiai részletet ahhoz, hogy hiien tiikrozze a valésdgot. A 6 kifogds
az volt, hogy nem épiil tisztdn meghatédrozott sziiletési és haldlozasi kife-
jezésekre, és a késleltetés pusztan fenomenoldgiai alapon lett behelyezve,
a késleltetés nélkiili és a késleltetett tagok szorzata biol6giailag nem ér-
telmezhet6. Az egyenlet Lord Robert May érdekl6dését is felkeltette, aki
munkdjaban a matematikai modellt a Nicholson-féle oszcilall6 légypopu-
laciés adatsorra illesztette, &m paraméterei nem feleltek meg kozvetleniil
semmilyen valés biol6giai paraméternek.



A model of Nicholson’s blowfly cycles applied to predation theory

r Adult food —- 500 mg
(a) Larval food —ad /ib
9000 F Egg to adult— 15 days

6000 +

Number of adulits

50 100 150 200

1. dbra. Itt 1athat6 a Nicholson légyldrva-ciklusainak egy empirikus
modellje szaggatott vonallal és a Hutchinson-féle modell a fekete graffal.
Elmondhat6, hogy ez a modell nem irja le kell6 pontossaggal a légylarvak
ciklusait.

Erdekes médon, fiiggetleniil Hutchinsontél, Wright (1955) egy korab-
bi, Lord Cherwell 4ltal irt, kéziratban maradt jegyzet nyoman kezdte el
részletesen vizsgdlni az aldbbi késleltetett differencidlegyenletet, amelyet
a primszamok stirtiségének heurisztikus megkozelitése inspiralt:

u'(t) = —au(t — 7)[1+ u(t)].

Ez az egyenlet Wright egyenleteként ismert, és ekvivalens formaban
allithato a késleltetett logisztikus egyenlettel, amely a valtozok megfelel
atalakitasaval érhetd el:

u(t) =o(t) — 1.
Késébb Gurney (1980) [6] javasolta az alabbi egyenletet:

N(t) = aN(t — 1) PNE=T) N (1),

amely, ma Nicholson légyegyenleteként ismert. Struktardjaban eltér a kés-
leltetett logisztikai egyenlettdl, és a kifejezések vilagos bioldgiai értelme-
zéssel birnak, mig a késleltetés az a tojasrakas és a kikelés kozotti, agy-
nevezett maturdciés idészakot jelenti. Tovabb4, ellentétben a késleltetett



logisztikus egyenlettel, Nicholson egyenlete nemcsak a ciklikus populéci-
6k megjelenését magyardzza, hanem azt is, hogy a felnétt populécié két
szaporodasi aktivitds csticsot mutat az egyes ciklusok alatt, ahogyan ez
Nicholson adataiban is megtfigyelhet6 volt.

Késtbb szamos kutaté probalt bioldgiailag relevans késleltetett logisz-
tikus tipustt modellt konstrudlni. A novekedési kifejezésbe beépitett kés-
leltetés révén Arino (2006) [7] és tarsai egy alternativ késleltetett logisztikai
egyenletet dolgoztak ki, az aldbb lathaté médon:

: YuN(t —7) 2
N(t) = peh™ + x (el —1)N(t — 1) iN(t) = =N (2)7,
mely modellt kés6bb elosztott késleltetésekkel is kiterjesztettek (Lin 2018).
Ez a modell hasonl6an viselkedik mint a klasszikus logisztikus egyenlet,
mivel mindig egyenstlyhoz konvergél és nem képes fenntartani periodi-
kus oszcillaciokat, azonban nagy késleltetések esetén a populdcié kihala-
sat okozza.

Baker és Rost egy sejtbiologiai folyamatbol vezetett le késleltetett lo-
gisztikus egyenletet [1]. Az eredeti modell 4gens alapti, amely egy K ka-
pacitdst racson modellezi a rdkos sejtek terjedését. A sejtpopulaciot két
alpopuldciora osztjuk: mozgé és proliferal6 sejtekre, ez az tgynevezett
go-or-grow hipotézis. Minden egyes sejt egy racsponthoz van rendelve,
ahonnan elmozdulhat egy szomszédos pontra, vagy osztédadsba kezdhet.
Ha egy mozg06 sejt megprobdl egy mar elfoglalt pontra mozogni, a mozga-
si esemény megszakad. Hasonloképpen, ha egy proliferdl6 sejt megprobal
egy mar elfoglalt pontra utédot 1étrehozni, a proliferdciés esemény meg-
szakad. A sejtek egy konstans r > 0 ratdval valtanak mozgé éllapotbdl
proliferalé allapotba egységnyi id6 alatt. A valtas utan a sejtek mozdulat-
lanok maradnak egy rogzitett T > 0 ideig (ami azt az id6t jelenti, amely
alatt a sejtek végigmennek a sejtcikluson, hogy osztédjanak), majd meg-
prébalnak proliferdlni, azzal, hogy egy lednysejtet helyeznek el a legkoze-
lebbi szomszédos racspontok egyikére.

Az agens alapt modell atlagtér-egyenletei a kovetkezéképpen irhatok
tel:

K—mw—mw)l

m'(t) = —rm(t) +rm(t — 1) +rm(t —T) - ( =
p(t) =rm(t) —rm(t — 7). (1)

ahol m a mozgo sejtek stirtisége, p a proliferdl6 sejtek stirtisége, K > 0
a racspontok szdma, és a " a t szerinti differencidlast jeloli. A p-egyenlet
integraldsa és m-egyenletbe helyettesitése, majd egy dimenziétlanit6 id6
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és tér atskalazas utdn megkapjuk az itt lathaté Baker-Rost egyenletet:

t

x'(t) = —px(t) + px(t — 1) (2 -0 x(s)ds — x(t)) ,

ami egy biologiailag értelmes késleltett logisztikus egyenlet diszkrét és el-
osztott késleltetésekkel. A [1] cikk {6 tanulsdga, hogy ebben az egyenlet-
ben minden nemtrividlis megoldas egy pozitiv egyenstlyhoz konvergl,
azonban ez a konvergencia rendkiviil lasst, és révidebb id6skdlan perio-
dikus(nak tind) viselkedés, tigynevezett metastabil oszcillaciok jellemz6-
ek.



2. A Baker-Rost egyenlet kiterjesztése

Célunk a Baker-Rost modellt kiterjeszteni azzal, hogy a sejtek mind a mo-
bilis, mind a proliferél$ dllapotukban meg is halhatnak. Ez a természetes
sejthalal (atopt6zis) mellett a rakos megbetegedés ellen hasznal kemote-
rapids gyogyszer, illetve az immunrendszer reakcidja miatt is bekdvetkez-
het.

A modellben szintén m a mozg6 dgensek stirtiségét jeloli, p a prolifera-
tiv dgensek stirtiségét, és K > 0 a sejttér mérete, vagyis a racson taldlhato
helyek szdma, amely a rendszer eltarté képességének felel meg.

Vezessiik be a kovetkezd pozitiv paramétereket: legyen p, a prolifera-
16d6 sejtek és u,, pedig a mozgo sejtek haldlozési ratéja.

A Kkiterjesztett modelliink igy a kovetkezé:

m'(t) = —rm(t) +rm(t —7) - e T +rm(t —7) e M7 (K - P(?(— m(t)>
— HUm - m(t), (2)

pi(t) =rm(t) —rm(t—7)-e """ —p, - p(t). 3)

Az egyenletek azt tiikrozik, hogy a mozg6 dgensek egy egyedi sebes-
séggel (r) proliferativvd alakulnak, és ezt az 4llapotot egy meghatarozott
ideig (7) fenntartjdk, amit a (4) egyenlet ir le. Amikor a sejtciklus befejez6-
dik, a proliferativ sejtek ismét mozgékonnyd vélnak, ezt az (3) egyenletben
arm(t —1)e *r'" kozéps6 tag képviseli, ahol e #7'" fejezi ki annak a valo-
szintliségét, hogy egy osztddo sejt talélte a proliferdcids fazist.

Az (1) egyenlet utols6 tagja annak a valdszinfiségét fejezi ki, hogy a
proliferaci6 soran egy lednysejt egy tires racshelyre kertilhet. A sejtoszto-
dashoz sziikséges id6 elteltével a ledny agens egy rdcshelyre prébal kertil-
ni, de ez csak akkor sikertil, ha az adott hely iires. Az iires hely val6szinfi-
sége t id6ben a kovetkez8képpen adhat6é meg:

K—p(t) —m(t)
K ,
ahol K a sejttér teljes mérete, mig K — p(t) — m(t) az tires helyek szama.
A proliferdci6 sebessége rm(t — T)-vel ardnyos, mivel az osztéddast ép-
pen befejez6 sejtek T id6vel korabban véltak proliferativva. Ezért a sikeres
sejtosztodéasok sebessége

N . =0

ami hozzéjarul a m populécié novekedéséhez, mivel feltételeztiik, hogy a
sejtek az osztédds végén a mozgo dllapotba ketilnek.
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3. Atalakitas skalaris funkcional-differencidlegyenletté

Alakitsuk az egyenletrendszert egyenletté. Ezt gy tessziik, hogy a (2)
egyenletet integralegyenletté alakitjuk és behelyettesitjiik az (1) egyenlet-
be. Ezutdn normalizaljuk a kapott kifejezést és megkapjuk az 1j késlelte-
tett logisztikus egyenletet. A (2) egyenlet:

p(t) =rm(t) —rm(t — T)e ™ MT — pu,p(t).
Az egyenlet mindkét oldaldbdl vonjunk le (pp,p(t))-t:

dl;—gt) +upp(t) = rm(t) —rm(t —7)e Fr".
Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg e#r'-vel.
eﬂpfdp(t) + upetrtp(t) = ' (rm(t) — rm(t — T)e Hr7)

dt

Ekkor, a lancszabély szerint

& d;:j—(tt) + ]/tpeVPt p(t) = e (rm(t) —rm(t — ) - e 1T

J/

-~

% (et'p(t)) = e (rm(t) —rm(t — ) - e 7),

mivel Zelr! = p,elv!'p(t). Integralds utdn megkapjuk az
etrip(t) = /e”l’t (rm(t) —rm(t — T)e #7) dt
egyenletet. Vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalat, ami legyen I:
I= /e””t (rm(t) —rm(t — T)e "r7) dt

= / (etrt - rm(t)) dt — / (rm(t — T)elrt - e71T) dt =

=7 (/ (etr'm(t)) dt — / (m(t —7T) -e”?’(tfr)) dt)

t
= r/ m(s)etr®ds.
t

—T
gy megkapjuk az emlitett integralegyenletet, ami
t

p(t) = re‘”ﬂt/ m(s)etr®ds.

t—1
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Most helyettesitsiik ezt a p(t) kifejezést az m-egyenletbe:

m'(t) = —rm(t) +re” "'m(t — 1) +re ¥'m(t — 1)
K—-L [ m(s)etrsds — m(t
( it Ji—t I(<) ()>]/lmm(t)
Legyen M(t) = @ Ekkor

M (t) = —rM(t) +re P! M(t — ) +re PP M(t — 1)
rooqt
. - Hrsds — — .
(1 - /t_TM(s)e ¥ ds M(t)) i - M(2).
Vonjunk 0ssze:

1/‘ t

M'(t) = — (r + pm) M(t) +re "P"M(t — T) <2 — M(t) — M(s)e”r’sds>

e”Pt t—T

Most pedig egyre normélunk, azaz legyenek:

M(it—1)=MET—1)=M(t(T—-1)) =x(T—-1)
fgy azt kapjuk, hogy:

%x’(T) = — (r+ pm) x(T) +re”"r"x(T - 1) (2 —x(T) — C;—ZT /TTl x(S)eVPTSdS)

Mindkét oldalt szorozzuk meg t—-val:

X(T) = =t (r+ pim) x(T) +re " 1x(T —1) (2 —x(T) — e:r’% /TTl x(s)e”PTSds> .

gy megkaptuk a kivant egyenletet.

10



4. Alapvet6 matematikai tulajdonsagok

Aza = T(r+pum), b = re "7t jelolésekkel elemezziik a skalaris diffe-
rencidlegyenletet, diszkrét, és elosztott késleltetésekkel. Az egyenletiink
tehat az alabbi:

x'(t) = —ax(t) + bx(t —1) (2 —x(t) — % /tt x(s)eVpTSds) .4

-1

Jelolje C = C([—1,0],R) a [—1,0] intervallumon 1év6 folytonos valos
értékii fliggvények szupremum normaéval elldtott Banach terét. Ekkor a
(4) egyenleta x'(t) = f (x;) alaku, ahol a C-ben 1év6 x; megoldédsszegmens
a kovetkezd médon van definidlva:

x¢(s) =x(t+s), se[-1,0]. )

Ekkor az f : C — R a kovetkez6vel adodik:

0
£(9) = ~a9(0) +b9(-1) (277 [ pls)etrds—p(0)),  ©
és a kezdeti adatokat a kovetkez6vel hatdrozzuk meg;:

XO:¢EC. )

4.1. J61 definialtsag

A (4), (7) egyenletek megoldasa alatt egy olyan x(t) folytonos fliggvényt
értiink, amely valamely [—1, A) intervallumon értelmezett, ahol 0 < A <
0o, és amely differencidlhaté a (0, A) intervallumon, kielégiti a (4) egyen-
letet a (0, A) intervallumon, valamint a (7) kezdeti feltételt a [—1, 0] inter-
vallumon.

4.1. Lemma. Minden ¢ € C-ben létezik a (4), (7) kezdeti érték-problémdnak
eqy [—1, A) intervallumon definidlt eqyedi megolddsa bizonyos 0 < A < oo-ra,
amely folytonosan fiigg a kezdeti adatoktol.

Bizonyitds. Emlékezziink vissza a funkciondlis differencidlegyenletek 1é-
tezésének és egyediségének standard tételére (Smith 2011). Ellendrizziik,
hogy az f-re érvényes-e a lokalis Lipschitz-tulajdonsag, azaz barmely M >
0 esetén van olyan L > 0, hogy

[f(@) = F(P)] < LIl ¢ — ¢l amikor [[¢]| < M, [[p[| < M.
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Adott a kovetkezd f fliggvény:

0

f(¢) = —ag(0) + bp(—1) (2 - rT/ 1

$(5)e™ ds = 910)).
El6szor irjuk fel f(¢)-t és f(¢)-t:

0

f(¢) = —a¢p(0) + bp(—1) (Z—rT/

-1

p(s)el™ ds — 4><o>) ,

0
) = ~ap(0) + by(~1) (21 [ p(s)et™ ds - p(0)).
Most tekintsiik a kiilonbséget:

0

1f(9) = fW)l =

~a(9(0) — p(0) + b (9(-1) (217 [ g(s)er™ ds —9(0) )

91 (27 [y s - p0) )|

Alkalmazzuk a hdromszog-egyenl6tlenséget:

1f(9) = fF($)] < —alp(0) —¢(0)| +b

o(-1) (217 [ gl ds - 9(0))

-1
—(-1) (2 —rT /_01 (s)et™ ds — IP(O)) ‘

Egy M > 0 konstans esetén legyen ||¢|| < M és ||y|| < M, ekkor a
kovetkez6 becslésekkel rendelkeziink

£9) = £ < = allg = vl +20lp— vl + blo(~1) (17 [ pls)eras + p(0))
0
—p(-1) (rr | pls)ermias + 1/;(0)) B
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Alkalmazzuk a teve-szabalyt és a hdromszog - egyenl6tlenséget:
(@) = f@)l < —allg — ¢ +2b]¢ — 9]
0
+ b‘(p(—l) (r’r/ ) $(s)el™ ds + 4)(0))

—y(-1) (rr/olcp(s)eﬂfs ds+4>(0)> |

+ b‘l[](—l) (rT /01 $(s)et ™ ds + ¢(0))
90 (re [y ds - p(0) |

Ezeket a becsléseket 6sszevonva azt kapjuk, hogy:
f(¢) = fF()] <(2b— +a)llg — |
0
+0le (1) —p(=1)[[rr [ ¢(s)e"™ ds+9(0)]

e [ @06~ vo)erds + (60) - )|

Alkalmazzuk az integralok kozépérték tételét az adott kifejezésre. Legyen
¢ € [-1,0] olyan, hogy:

<l

0
/ $(s)et™ ds

-1

Ez alapjan a becslés kifejezése moddosul:

f(¢) = f()| <(2b—a)[¢ — 9]
+b|p(=1) = p(=1)| |re"™ || ]| + ¢(0)
+ |9 (=) [rre™lip — gl + (#(0) - $(0)) |
fgy azt kaptuk, hogy:
(@)= F)] < ((2b—a) +b(ree!™ M+ M) +bM(rre™ +1) ) ¢ — 9
- ((2b —a)+2b (rTeVTCM + M)) [
fgy L = ((219 —a)+2b (rTeVTCM + M)) lesz a Lipschitz konstans.
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A megoldasok 1étezése, egyértelmiisége és folytonos fliggése a kez-
deti adatoktol az altalanos elméletbdl kovetkezik, igy a problémank jol-
definidlt.

O

A biolégiai korlatok miatt csak a nem-negativ megolddsok érdekelnek
minket, azaz xo(s) > 0,s € [—1,0]. Pontosabban, olyan megoldasokat
vizsgalunk, amelyeknél xp € (), ahol

0

Q= {quC:(p(s) >0has e [-1,0] ésq)(O)—H'T/1

¢(s)etr™Hds < 1} :

Ez a halmaz valdjdban megfelel a bioldgiailag értelmezhet6 fazistér-
nek, mivel egy olyan megoldas esetén, amelyre x; € (),

t
0(t) := x(t) + rr/t : x(s)etrT =t ds

a teljes sejtstirtiséget jelenti (figyelembe véve az 6sszes mobil és proliferdlé

sejtet), amelynek a nemdimenziés modellben nulla és egység kozott kell

lennie. A fazistérkénta () C C részhalmazt, a biol6giailag megvaldsithat6

allapotok halmazat fogjuk haszndlni, tehat megjegyezziik, hogy a () fiigg

a paraméterektol.
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5. Pozitivitas és feliilrol korlatossag

5.1. Tétel. A Q) halmaz pozitivan invaridns.

Bizonyitds. Az 4llitas ekvivalens azzal, hogy x(t) nemnegativ, 6(t) pedig
0 és 1 kozott marad. Legyen w(t) = 1 — 6(t), ami az iires helyek szamat
fejezi ki. Az x egyenlete igy a kovetkez6:

x'(t) = —1(r + pm)x(t) +rre " x(t — 1) (1 +w(t)).
Derivaljuk 6(t)-t id6 szerint:

/

6 (6) = —t(r-+ po)r(t) 4 ree et = 1) (220 = [ x(o)es )

t
+rTx(t) — rex(t — 1)e M7 — pprt? / x(s)e PrT5=H s,
-1

Most derivaljuk w(t)-t t-szerint. Igy a 6'(t)-re kapott kifejezést és w'(t) =
—6'(t)-t felhasznélva egyszerisités utan a kovetkezd kifejezést kapjuk

t
w/(t) = = ree BTx(t = D(t) + Taa(t) + Py [ x(b)erTC s,
t—1

Az (x, w) rendszerre teljesiil a pozitivitast garantélo, dltalénos invariancia-
elv (14sd Smith 2011, 3.4-es tétel), mivel x; > 0, w(t) > 0 esetén amennyiben
x(t) = 0, akkor x(t) > 0, illetve amennyiben w(t) = 0, akkor w’(¢) > 0.
Tehét x(t) és w(t) is nem-negativ marad. Ha x(t) nem-negativ akkor vi-
szont 0(t) is nem-negativ, ha pedig w(t) nem-negativ akkor 6(¢) < 1. Ezzel
() invarianciajat belattuk.

]

Ennek kovetkeztében, ha a megoldds ¢ € () kezdeti értékbdl indul,
akkor az globdlisan létezik, azaz az [—1,00) intervallumon, és xf e 0

teljestil minden t > 0 esetén. Az x‘t’b jelolés itt azt hangstlyozza, hogy a
megoldas a kezdeti adatként megadott ¢-hez tartozik, vagyis xg = ¢.
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6. Az egyenstlyi helyzetek és stabilitasuk

6.1. Az egyensilyi helyzetek

Hatarozzuk meg a rendszer egyenstlyi helyzetét. Legyen x* egyenstlyi
helyzet. Ekkor

T
0= —7(r+pum)x" +Tre ¥t - x* |2 —x" — T / e!'r™ds
el JT 1

teljestil. Igy

. * —UyT * Trx* (T T
0=—1x ((r+]/tm) —re M (2—x ~ T /T_le“f’ Sds)).

Ekkor az egyik egyenstlyi helyzet x* = 0. Vizsgéljuk tovébb, ha x* # 0,
igy az egyenletet osszuk el a —7x*-el. Igy kapjuk, hogy

trx* (T
O=r+ppy—re T (2 —x"— T / etrds ) .
etr™ Jr-1

Integralas utdn az aldbbi adodik:

x  LupTT _ Lupt(T—1)
0:r+ym—re_?‘ﬂ<2—x*—wx ¢ ¢ :

Ekkor a zarojelben 1év6 kifejezés:

upTT 1 — e HpT 1 — e T
(-2 () ) - (17 5 4
err P P

Ennek eredményeképpen

1—e Hr?
0=7r+py+re 't (—2—|— (1—|—r- —) x*>
Hp
Zardjelfelbontés utan
1—e M7
0=7r+pm —2re T Hre 17T (1 +r- —) x*
Hp
kifejezést kapjuk. Rendezés utdn megkapjuk a nemnulla, pozitiv
et =2y
B ppre 0T 4 r2eTHPT — r2e 2T

X

egyensulyi helyzetet. Hatarozzuk meg, hogy mikor létezik a pozitiv egyen-
suly.
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6.1. Tétel. Az
o (= 2reTT)

X e
ppre T 4 r2eT T — r2e=2HpT

pozitiv egyensiilyi helyzet pontosan akkor létezik, ha teljesiil az

T+ Um a
= — < 1.
2re Mt 2b <

egyenlotlenséq.

Bizonyitds. Azt szeretnénk kiszamolni, hogy mely paraméterekre lesz az

* * —(r—i—ym—Zre_VPT) “I/lp

Xt =x = > 0.
ppre FeT 4 p2eTHpT — p2em 2T

A nevezd mindig pozitiv, tehét elég a szdmlalot vizsgdlni. Azaz pontosan
akkor létezik a pozitiv egyenstlyi helyzet, ha

P < 2re”HrT

6.2. Az egyensilyi helyzetek stabilitasa

6.2. Lemma. Az egyenletnek az x* = 0 mindig eqyensiilyi helyzete, amely
instabil, ha

2re T 2b
=—>1
r+ Um a
és stabil, ha
2re HrT  2b
=— <1
T+ Um a

Bizonyitds. Az egyenlet linearizéltja az x = 0 koriil:
x'(t) = —ax(t) + 2bx(t — 1),

ahol a viselkedést a karakterisztikus egyenlet gyokei hatdrozzdk meg. Ke-
ressiik a megoldast x(t) = e alakban. Behelyettesitve az egyenletbe a
kovetkez6t kapjuk meg:

AeM = —geM 4 2pe ),
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Az eM-t egyszertisitve:
A= —a+2be

Ez a karakterisztikus egyenlet, amely meghatdrozza a az egyensuly stabi-
litasat. A Hal Smith konyv 4.5 fejezete alapjan, ha 2b > a akkor létezik egy
pozitiv karakterisztikus gyok, tehat 0 instabil, mig 2b < a esetén minden
komplex gyok a negativ valdsrészii félsikon van, és a 0 egyenstlyi helyzet
stabil. O

Most vizsgaljuk meg a pozitiv egyenstlyi helyzetet:

1. Sejtés. Az egyenletnek az

P - (r =+ pm — 2re™1r7) 1y

* re T 4 p2e T — p2 2T
Hp +

egyensiilyi helyzet létezik és stabil, ha

2re " HrT 2D
=—>1.
r+ WUm a

Legyen ¢(t) = x(t) — x+. Az x(t) = x4 + ¢(t) behelyettesitése az ere-
deti egyenletbe a kovetkezd kifejezést adja:

0

f ot @) =—a(x” +¢(0)) +b(x" +¢(~1))(2 —x*—gb(O)—rT/l(x*+<p(s))eWTSds)
—a(x" +¢(0)) +b(x" +¢(-1))
(2—x"—¢(0)—rT (/01 e“PTSder/ eVPTSds)
= L(¢) +

ahol a lineéris rész:

L(¢) = —(a+bx")¢p(0) +bgp(—1) <2 —x* = rT/

-1

0

0
x*e"f’”ds) —br’tx*/ $(s)etrds
-1

és
0
8(¢) = —bp(=1)¢(0) —brt /_1 ¢(s)etdsp(—1).
Viszont tudjuk, hogy lim | 0 % = 0, ezért a linedris varidcios egyenlet
az

t t
y(t) = —(a+bx")y(t)+by(t—1) <2 —x* - rT/ e”PT(St)ds) —brtx* / ™5ty (s)ds.
t—1 t—1
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A karakterisztikus egyenletet az y(t) = e alakti megolddsokon keresztiil
keressiik, ezért alkalmazva ezt a helyettesitést azt kapjuk, hogy
/ * btx*
t) = —(a+bx*)eM 4+ beMe ™ (2 = (1) M T (1 et >
Y (£) = —(a+bx")eM 4 beMe Y ) - I (1 - et

A karakterisztikus egyenletet y(t) = ¢! alakban keressiik, ezért alkalmaz-
va a helyettesitést azt kapjuk, hogy

rx*

Y () = —(a+bx*)eM + beMe™ (2 ot (1- eupr)) Atrbi (1 _ ey,,re—)\>

Hp HpT+A

Egyszerfisitve e*-vel azt kapjuk, hogy

X blx*
A= — bx* +b A _ _7’_ 1— ypr>_ r 1 — ol T A
= QP+ X" 4+ ve ( x ] ( e ) ; A,( e e )

Szorozzuk meg mindkét oldalt (y,T + A)-val, igy azt kapjuk, hogy
0=P(A)+e*Q(1),
ahol
P(A) = =A% — (upT +a+ bx*)A — (a + bx*u,T + rbrx’*)

rx*

Q(A) = 2bppT — by Tx* —brax*t(1—e M7) +rbxe Mt + A (2 —x* = o (1- e_"”)) :
p
A tovabbiakban a Kuang konyv 4.1. tételét kellene alkalmazni, amely sze-

rint

6.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus eqyenletben P(A) és Q(A) anali-
tikus fiiggvények Re A > 0-ban, és teljesitik az aldbbi feltételeket:

~

P(A) és Q(A)-nak nincs kozos képzetes gyoke;

N

P(—iy) = P(iy), Q(—iy) = Q(iy) valés y esetén;
P(0) +Q(0) # 0;
hmsup{‘((—’ |A| = co,Re A > O} <1

&9

AR

G

F(y) = |P(iy)|* — |Q(iy)|* valds y esetén legfeljebb véges szdmii valds
zérussal rendelkezik.
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7. Globalis dinamika: kihalas vagy perzisztencia

7.1. Kihalas
7.1. Tétel. Ha 22 < 1, akkor a populdci kihal, vagyis x(t) — 0 amint t — co.
Bizonyitds.

rt

x'(t) = —ax(t) + bx(t — 1) (2 —x(t) — - /tf x(S)eAuPTSdS) (8)

-1

egyenlet esetén, mivel a megoldas nem-negativ,
x'(t) < —ax(t) + 2bx(t —1).

Mivel ebben az egyenl6tlenségben a jobboldal x(t — 1)-ben nem csok-
ken, teljesiil a standard 0sszehasonlitasi elv feltétele (14sd Hal Smith kényv,
3.6. tétel). Emiatt a nemlinedris egyenlet megoldasait dominaljdk a line&-
ris egyenlet megolddsai, amelyek viszont nulldba tartanak, hiszen za_b <1
miatt a nulla linedrisan stabil. A nemlinedris egyenlet tetsz6leges nem-
negativ megoldasa kozrefoghat6 a nulldval és a linedris egyenlet azonos
kezdeti értékbdl indul6é megoldasaval, ami viszont nullaba konvergal. Te-
hat minden nem-negativ megoldés nulldba konvergal.

O

7.2. Perzisztencia
7.2. Tétel. Ha Za—b > 1, akkor a (4) egyenlet erfsen egyenletesen perzisztens,
azaz létezik ey olyan, a kezdeti adatoktdl fiiggetlen § > 0, hogy barmely x?(t),
$(0) > 0 megoldds esetén

liminf x(f) > 6.

t—o0

Bizonyitds. Legyen

0
$(9) = b0(-1) (2-9(0) e [ p(o)ehmas).
-1
akkor a (4) egyenlet a kovetkezdképpen irhato fel

x'(t) = —ax(t) + g (xt).

A konstans varidcios formuldbol barmely o > w > 0 esetén a kovetke-
z8ket kapjuk

w

e) = e (x(@) + [er g () )
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mivel ha megvizsgaljuk a homogén egyenletet, akkor azt kapjuk, hogy

X (t) = —ax(t)
amib6l
x(t) =ce ™

kapjuk. Ekkor

d

pT (ce™™) = —ax(t) + g(x:)

Alkalmazzuk a fent kapott kifejezést, igy

r _ _
ce ™ —ace™™ = —ace™™ + g(xy).

Igy azt kapjuk, hogy
¢'(t) = g(xr)e”,
ahol .,
c= / e"g(x;)ds + c(w).

Visszahelyetesitve:

x(t) = e ?0=) (/U "W g (x;)ds + x(w)) .

w

A Xoo = liminf;_,o x(t) jellést hasznéljuk, az x? pedig egy adott megol-
dést jeloli a ¢ kezdeti fiiggvénnyel. Tegyiik fel a tétel allitdsanak ellenke-
z8jét indirekten. igy van egy ¢, sorozat, hogy lim; e xfo” = 0. Legyen
g € (0,1) ugy, hogy g* > 1/2 (barmely g > 0.841 megfelels). Ezutan léte-
zik egy T, — o0, hogy x¥(t) € [qxfc’f, 1] minden t > T,, — 1-hez. Tovdbba

van egy t, > T, + n, igy x (t,) € [qxfg’,qflegl]. Az x = xPn,0 =t, és

w = T, értékekkel a konstans varidciés formula adja, hogy

tn
fon (tn) — e—ll(tn—Tn) (x¢n (Tn) + . ea(s—Tn)g (xgpn) dS) .

Az integral kozépérték tételt alkalmazva van egy olyan 1, € [Ty, t4],
hogy

e n /tn e”g (xf"> ds =e g (x%f) /Ttn e ds =g (x%‘) a? (1 - e“(T"_t”)> .

n n

21



Ezutan a kovetkez6 0sszefliggés all fenn
X‘Pn (tn) = e*ﬂ(tnan)xqbn (Tn> +g (X?Z) a*l (1 . eu(T,,ftn)) .

Feltételeztiik, hogy x? (t,) — 0, ezérte *tn—Tn)x®n (T,) — 0és (1 — el =tn) —

1han — oo, sziikségszerfien g (x%’) — 0han — co. Mivel x;; € ), ak-

kor g (x,ﬁ) > bx%’Z(—l), és igy, x" (7, — 1) — 0 ha n — oo. Ezt kévetben
azt allitjuk, hogy

0
<2 —x% () — ;:Tt / x? (1, +5) e”PTSds> — 2 amint n — oo,
e -1

Az X'(t) > —ax(t) egyenlStlenségbdl, megéllapitjuk, hogy x? (17, +s) <
e"x% (1, — 1) has € [-1,0]. Azaz,

rt

rT
eyprt )’

e,uPTt

0
o () e [ O+ 5) s < T (i, — 1) (14
~1

és a jobb oldal mar megmutattuk, hogy nulldhoz tart.
Elég nagy n esetén érvényesa g (x#j) > quzxfg becslés, és (1 — e“(Tn—fn)> >
q, ezért azt kapjuk, hogy

g xlr > xP (t,) > 2ba ' Px Ly

Azt talaljuk, hogy 1 > 24*, ami ellentmond a véalasztott g értéknek. [
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8. Numerikus szimuldcidk és a paraméterek sze-
repe

A fentiek alapjin elmondhato, hogy a kiiszobparamétertdl fiiggben a populdcié
sorsa kétféleképpen alakulhat: vagy kihal a populdicid vagy perzisztens lesz, utéb-
bi esetben azt sejtjiik hogy a pozitiv egyensiilyhoz konvergdlnak a nemtrividlis
megolddsok. A kimenetet valdban a kiiszobérték hatdrozza meg, hiszen az (4)
egyenletnek az x* = 0 mindig egyensiilyi helyzete, amely instabil, ha

2re T 2b
== >1
r+ Um a
és stabil, ha
2re T 2b
= — <1
T4 U a

Emellett pontosan akkor létezik a pozitiv egyensiilyi helyzet, amikor

2re Mt _2b
r+]/lm N a

> 1.

A rakos sejtek létszamanak valtozasa

1500

— m(t): Sejtek szama
1000
— p(t): Termék mennyisége

m(t) + p(t): Osszmennyiség

500

2. dbra. A rakos sejtek populacidjanak valtozasdnak szimuldcidjat lathat-

juk r = 10.5,K = 5000, T = 3.26, p = 0.12, s, = 0.608 paraméterekkel.
Azt figyelhetjiik meg, hogy a rakos sejtek kihalnak.
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A rakos sejtek létszamanak valtozasa
Mennyiség

3500
3000

2500

— m(t): Sejtek szama
2000 X .
— p(t): Termék mennyisége

m(t) + p(t): Osszmennyiség
1500

1000

500

e i

50 100 150 200

3. dbra. A rédkos sejtek populdcidjdnak véltozasdnak szimulacidjat lathat-
juk r = 10,K = 5000, = 4,u, = 0.1,y = 0.1 paraméterekkel. Azt
figyelhetjiik meg, hogy a rakos sejtek populdciéjanak szdma oszcillal, de
magyon lassan tart a pozitiv egyenstlyi helyethez..

A rakos sejtek |étszamanak valtozasa
Mennyiség

800

600 . .
— m(t): Sejtek szama

— p(t): Termék mennyisége

m(t) + p(t): Osszmennyiség
400

200

1d6 (t)
50 100 150 200

4. dbra. A rakos sejtek populacidjanak valtozasdnak szimuldcidjat lathat-
jukr = 10.5,K = 5000, T = 4,4, = 0.1, s, = 0.7 paraméterekkel. Megfi-
gyelhetjiik, hogy a populdci6 tart a pozitiv egyenstlyi helyzethez.

Elmondhato, hogy a kiiszobparamétert tobbféleképpen is vdltoztathatjuk, akdr
a késleltetés novelése, akdr a két haldlozdsi rdta barmelyikének novelése dltal 1 ald
vihet0 a kiiszobparameéter.
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A kiiszobparaméter értéke tobbféleképpen is modosithaté 1igy, hogy az 1 ald
csokkenjen. Ehhez a tort értékét kell csokkenteni, amely elérhetd az aldbbiak vala-
melyikével: csokkentjiik az r novekedési sebességet, noveljiik az p els6 haldlozdsi
rdtdt, noveljiik az p,, mdsodik haldlozdsi ritdt, vagy noveljiik a T idokésleltetés
mértékét. Ezek a tényezok kiilon-kiilon vagy kombindlva is befolydsolhatjdk a kii-
szobparameéter értékét.

Ezek a vdltoztatdsok hatdrozzdk meg, hogy az egyenlet bal oldala 1-nél na-
gyobb vagy kisebb lesz-e.

A rdkos sejtek osztoddsdanak és haldlozdsdnak dinamikdjdt leiré eqyenletben az
egyes paraméterek megudltoztatdsdval lehetdség nyilik a tumorndvekedés szabd-
lyozdsdra. Ha az egyenlet bal oldaldt 1-nél nagyobbd kivdnjuk tenni, novelni kell
a novekedési sebességet (r), vagy csokkenteni az elso haldlozdsi rdtdt (p,), a mdso-
dik haldlozdsi rdtdt (), és az idOkésleltetést (t). Ezzel szemben, ha az egqyenlet
bal oldaldt 1-nél kisebbé szeretnénk tenni, csokkenteni kell r-t, vagy ndvelni y,-t,
Um-t és T-L.

A rikos sejtek vizsgdlatakor a cél gyakran az, hogy a tumorndvekedést kont-
rolldljuk, és megakaddlyozzuk a sejtosztédds tilzott gyorsuldsdt. Ehhez fontos
megérteni az egyes paraméterek bioldgiai jelent8ségét és azok befolydsoldsdnak le-
hetséges modjait.

A novekedési sebesség (v) a rikos sejtek osztdoddsi iitemét hatdrozza meg. En-
nek csokkentése kulcsfontossigii a tumorndvekedés lassitdsdban. Ez elérheto pél-
ddul sejtosztoddsgdtlo gyogyszerek alkalmazdsdval, amelyek célzottan beavatkoz-
nak a sejtciklusba, igy akaddlyozva a sejtek szaporoddsit.

Az els6 haldlozdsi rdta (up) a rdkos sejtek programozott sejthaldldt, vagyis
apoptozisdt jellemzi. Az apoptézis fokozdsa a rdkkezelések egyik hatékony straté-
gidja, amelyet példdul immunterdpidk vagy apoptézist indukdld molekuldk segit-
ségével érhetiink el. Ezzel szemben az apoptozis csokkentése kedvezbtlen lenne,
mivel ez ndvelné a tiiléld rdkos sejtek szdmdt, hozzdjdrulva a tumornovekedéshez.

A mdsodik haldlozdsi rdta (y,,) a sejtpusztulds mdsodlagos mechanizmusait,
példdul az oxigénhidnyt vagy az immunovdlaszt irja le. Ennek ndvelése szintén
fontos cél lehet, mivel el0segitheti a tumormikrokdrnyezet romldsdt, igy gdtolva a
daganat fejlodését.

Az idGkésleltetés (T) a sejtosztdoddsi ciklus idObeni eltoloddsdt jelenti. A sejt-
ciklus lassitdsdval, példdul a DNS-replikdcié blokkoldsdval vagy sejtciklus sza-
bdlyozo molekuldk gdtldsdval, novelhetd az id6késleltetés, ami a tumorniovekedés
lassuldsdhoz vezethet. Ezzel szemben az idokésleltetés csokkentése a sejtek gyor-
sabb osztdddsdt eredményezheti, amely a tumorndvekedést tovdbb gyorsitja.

Ezen paraméterek tudatos szabdlyozdsa alapvetd szerepet jdtszik a rdkos meg-
betegedések kezelésében, mivel lehetGséget nyiijt a sejtosztdddsi és sejthaldlozdsi
folyamatok befolydsoldsdra.
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9. Osszegzés, sajat eredmények

A dolgozat célja Ruth E. Baker és Rost Gergely késleltetett logisztikus
egyenletének kiterjesztése volt a sejthalal lehet8ségével, azaz kiegészive
a modellt a szaporodo6 és a mozgo6 sejtek haldlozasi ratdival.

Kiterjesztettem a modellt a megfelel haldlozési ratdkkal gy, hogy ez
bioldgiailag is értelmezhetd legyen.

Atalakitottam a rendszert egy skalaris nemlinedrs funkcional-differencial-
egyenletté, amely diszkrét és elosztott késleltetéseket is tartalmaz, majd
megmutattam hogy a kezdeti érték probléma jol definidlt.

Meghataroztam a biol6giailag értelmes megoldasok fazisterét, és meg-
mutattam hogy ez pozitiv invaridns, igy a megoldasok globdlis 1étezése is
adodik.

Meghataroztam a rendszer egyenstlyi helyzeteit és egy kiiszobpara-
métert, amellyel meghatdrozhatjuk, hogy létezik-e a pozitiv egyenstlyi
helyzet, illetve az x* = 0 egyensulyi helyzet stabilitdsa is ugyanettél a
kiiszobparamétertdl fiigg.

Ezutédn igazoltam, hogy a rendszer globalis dinamikdja szintén a kii-
szobparamétertdl fiigg, amely eldonti hogy kihal-e a populéci6 vagy pe-
dig perzisztens marad.

Megvizsgaltam az egyes biologiai paraméterek szerepét a globdlis di-
namikdaban, és az eredményeket numerikus szimuldciékkal illusztraltam.
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10. Koszonetnyilvanitas

Els6sorban hélds koszonetemet szeretném kifejezni témavezetémnek, Dr.
Rost Gergelynek, aki szakértelmével, értékes tandcsaival segitett végig a
dolgozatom elkészitése soran.

Sziileimnek is kdszonettel tartozom, akik mindig hittek bennem és bé-
toritottak a tanulmdnyaim sordn. Koszénom, hogy mindig a leger&sebb
tdmaszaim voltatok az életemben.

Végezetiil, de nem utolsésorban szeretnék koszonetet mondani Maté-

nak, hogy mindig mellettem alltal, és hogy batoritottdl a nehéz pillanatok-
ban.
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