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Kivonat

7 z

Bemutatjuk egy uj, a szerz0 dltal fejlesztett Rubik-kocka varidns, a Floppy Comet Plus
miikodési elvét és mechanikdjat. Matematikai eszkozokkel vizsgaljuk a kockat leird cso-
portot, és a jaték grafjat. Ismertetiink egy megolddsi médszer alapvetd gondolatmenetét.
Néhdny tovéabbi lehetséges varidcidé geometridjat is tanulmanyozzuk.



1. Bevezetés

1.1. A Rubik-kocka elso variansai

Rubik Ern6 1974-es taldlmanya kérdés nélkiil a vilag legnépszertibb logikai jatéka. Azt viszont
kevesen tudjak, hany hasonlé elven miikodé varidnsat alkottdk meg az elmult 5 évtizedben.
Annak érdekében, hogy lehessen tartani veliik a 1épést, a kozosség 2002-ben inditott egy on-
line adatbazist [[10], ami tartalmaz jészerével minden un. twisty puzzle-t. (Helyet kapott még
néhdny tdvolabbi rokon is, mint példdul a Blivos gytirtik, Bébel torony és a 15-0s jaték. Ami ko-
z0s benniik, hogy mindegyik mozgé alkatrészekkel rendelkezik, de jaték kozben mégis egyben
maradnak az elemek, a megoldds nem igényel szétszedést.)

1. dbra. Két példa a korszakbol: Skewb Ultimate (2000) és Hexaminx (2008)

A korai 1d8szakbdl csak a tomeggyartott varidciok vannak dokumentélva, jobbdra hatarte-
riiletekrdl, ezek egy részét szintén Rubik Ernd talalta ki, de példdul Uwe Meffert termékei is
nagy népszertiségnek orvendtek. Jegyezziik viszont meg, hogy egészen 2009-ig szinte minden
4j twisty puzzle csak egy kereskedelmi forgalomban kaphaténak volt a formai médositasa.

Vajon mi torténhetett a vildgban 2009-ben, ami ezt megvéltoztatta? A vélasz a 3D nyomta-
tas. Egy Shapeways nevl cégen keresztiil barki , kinyomtattathatott” magénak szinte barmilyen
formdju alkatrészt j6 mindségben. Ez az ) technoldgia meglehetdsen koltséges volt, de a terve-
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z6nek kevesebb munkaval jart, és lehetdvé tette bonyolultabb mechanizmusok hasznalatat.

2. dbra. Rex Rhombic Dodecahedron (2011) és Ultra-X (2010)

Sok bonyolult kocka, amit eddig csak szdmitégépes szimuldtorban lehetett kiprobélni, hir-
telen a megvalosithatdsdg hatdrara keriilt. A robbandsszert lelkesedés eredménye az lett, hogy
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par év alatt rengeteg ,,alacsonyan csiing6 gyiimolcsot leszedtek™; a tervezOknek alig kellett gon-
dolkodniuk, és taldltak egy olyan otletet, amit nem alkotott még meg senki.

A kovetkezd technoldgiai ugrds 2015 koriil tortént, amikor az otthoni haszndlatra drusitott
3D nyomtatok ara és nyomtatdsi mindsége elért egy versenyképes kombindciét. A vallalkozo
szellemd tervezok felismerték, hogy nekik célszeriibb lehet venni egy ilyen gépet, s igy utdna
mar csak a nyers méianyagért kell fizetni. Ennek kezdetben az volt a hatranya, hogy az olcs6bb
arkategorids nyomtatdk sok kalibréldsi és karbantartdsi id6t igényeltek. Ez a tendencia a mai
napig érvényes, de szerencsére mar nem ekkora léptékben.

Y.

3. dbra. 2x2x16 (2017) és Asymmetrical Rex 2x2x2 (2015)

1.2. Korabbi irodalom

A téma irant mélyebben érdekl6dd Olvasénak mindenképp figyelmébe ajanljuk az aldbbi, tor-
téneti jelentdségli miiveket. Az elsé Alexander Frey és David Singmaster Handbook of cubik
math [1]] cim{ konyve, ami a kocka els6 matematikai szemléletd leirdsa, emellett egy kirakdsi
metédust is megad. Ot évvel késébb maga az alkotd, Rubik Erné és térsai irtak egy konyvet [3]]
hasonl6 elemekkel, kiegészitve a kocka koriil addigra kialakult ,,kultusz” bemutatisaval. Szin-
tén a csoportelméleti hatteret mutatja be Huhn Andrés Polygon cikke [2] egyszer{ibb példdkon
keresztiil. Egy fontos, sokdig nyitott probléma megolddsaban ért el 2013-ban sikereket Rokicki
csapata a The Diameter of the Rubik’s Cube Group Is Twenty [9]] cim( cikkiikben.

1.3. A twisty puzzle-6k mechanikija

A Rubik-kocka masik rejtélye — a kirakds mellett —, hogy hogyan miikodik. Minden kocka me-
chanizmusa azon alapszik, hogy egy adott tomor testet feldarabolunk vdgdsi feliiletekkel. Ezek
a vagasi feliiletek tetsz6legesen bonyolultak lehetnek, az egyetlen megkotés, hogy forgasfeliile-
teknek kell lennitik.

Ahogy a[] dbrén latszik, barmilyen bonyolultak is az alkatrészek, ha egy adott forgatds men-
tén kettévilasztjuk a kockdt, beliil mindig egy forgasfeliiletet taldlunk. Epp ezért minden vagasi
feliilethez 1étezik pontosan egy olyan sikgorbe, ami a forgastengelye mentén korbeforgatva a
vagasi feliiletet sdrolja ki. A tervezd dolga ezt a sikgorbét alkalmasan megvalasztani.

Mivel egy vdagasi feliilet egyértelmiien két térrészre osztja a befoglald format, definidlhat-
juk az alkatrészeket aszerint, hogy a sziikséges vagasi feliiletek melyik oldalan taldlhatSk. Igy
kozvetlen logikai kapcsolat 1étesiil az elemek alakja és kombinatorikai szerepe kozott.



4. dbra. Szétszedett Moyu AoChuang V6 5x5x5-0s kocka

Minden kocka alkatrészeinek nagy része szabadon mozoghat, de azok, amiken keresztiil ha-
lad valamelyik forgdstengely, nem tudjdk elhagyni a helyiiket. Ezeket az tigynevezett kozepeket
lehet&ségiink van rogziteni egy legbelsé maghoz, tipikusan egy forgastengellyel parhuzamos
csavarral.

A maradék szabadon mozgé alkatrész ezutdn tud kozvetlen, vagy kozvetett médon a koze-
pekhez kapaszkodni. A végasi sikok meghatdrozasakor azt kell ellendrizni, hogy a megfelel
logikai struktira a kozepekhez vezet-e vissza.

2. A Floppy Comet Plus bemutatasa

5. abra. Floppy Comet Plus

A dolgozat {6 témdja egy sajat fejlesztésti Rubik-kocka varidns részletes bemutatdsa ill.
matematikai tulajdonsdgainak vizsgdlata. A Floppy Comet Plus a kocka-varidnsok szokdsos
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nevezéktandba illeszkedd elnevezés. A nevezéktan meglehetdsen kiilonos lehet elsére, de kelle-
mes egyensulyt ad a tisztdn matematikai €s tisztan ,.kreativ’ leirds kozott. A név els6 két tagja
hasonl6, mar 1étez6 kockdkra/tulajdonsidgokra hivatkozik, a végén szerepld Plus pedig extra al-
katrészek jelenlétére utal. A kozosség altal fejlesztett ingyenesen letolthetd, telepitést igényld
virtudlis szimuldtorban ki is tudja probélni az Olvaso a jatékot.

Logikai felmendje a Floppy Cube, mds néven 1x3x3-as kocka (6] dbra). Katsuhiko Oka-
moto mutatta be az elsé miikodd példanyat 2004-ben, tomeggyartasa 2009 6ta zajlik.

A kiilsé megjelenésbeli hasonlésdgok miatt keriilt a névbe a Crazy Comet-re (6] dbra) valé
hivatkozds, ugyanis ennek is rombusz alakuiak a kozepei, de mégsem egészen rumbusz alaktak
az oldalai. Megalkotdja, Oskar van Deventer, 2009-ben készitette el az els6 prototipust.

6. dbra. Floppy Cube (balra) és Crazy Comet (jobbra)

A Floppy Comet Plus (roviden FCP) fejlesztését 2021 juliusaban kezdtem. Az alapétlet az
volt, hogy mi torténne, ha egy Floppy Cube-ot az egyik lapatlgja mentén megnyujtanank.

7. ébra. Nytjtott Floppy

A nyujtas utdn mind a 4 forgatési opci6 lehetséges marad a kirakott dllapotban, de ettSl még

8



nem lehet 6sszekeverni a kockadt, (14sd[§] dbra), ugyanis egy forgatds utdn a szomszédos oldalak
mozgatédsa lehetetlenné vélik. Emiatt van sziikség a Plus alkatrészekre. A (8| dbra jobb oldaldn
lathat6 két 4j vagas hozzdaddsa utdn ismét minden oldal forgathatéva valik.

>

8. abra. A nyujtott Floppy Cube egy forgatds utdn.

Ezt a miiveletet (azaz egy forditds utdn minden sziikséges 4j vagast ,.,hozzdadunk™) addig
kell iterdlnunk, amig mar nincs sziikség tovabbi vagasra. Tovabbi természetes cél, hogy minél
kevesebb darab keletkezzen. Ehhez a k6z€ps6 rombusz belsd szogeit I€ényegében mi valaszthat-
juk meg (a fizikai megvaldsithatosagot is szem el6tt tartva). Ha azt akarjuk, hogy mar kevés
extra vagassal miikod6képes legyen a kocka, akkor a rombusz hegyes belsd szogét célszerd
példaul 72 foknak vélasztani, s igy a[9] dbra bal oldaldn lathaté struktirat kapjuk.

e &

0. dbra. A sziikséges vagasok

Hat végs6 formai korrekciéval az élek hegyeit, ahol voltak, levagtam. fgy a kocka alakja
a forgatasok kézben nem valtozik, a 1étrejovo ,,sarki” alkatrészek pedig egybevagdak lesznek,
igy az FCP tobb szimmetridval rendelkezik, és esztétikus megjelenésii.

2.1. Bels6 mechanikai sajatossagok

A klasszikus gombhéjas mechanizmust potencidlisan instabilnak taldltam, Ggyhogy egy altal-
nosabb megkozelitést alkalmaztam. Inspirdcidként az asztalosok korében kozkedvelt fecskefa-
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10. abra. Fecskefarok illesztés

rok illesztés szolgélt (10} dbra). A jobb helykihasznélds kedvéért én még meg is dupldztam a
mintdt egy kozéppontos titkrozéssel, igy jutottam el a[l1] dbran lathatohoz.

i
=

%

11. abra. Vizszintes keresztmetszet

A mechanika hatuliit6je, hogy nem lehet rugalmassagot vinni a rendszerbe, nem enged moz-
gésteret az illesztés. Ennek taldn az a legnagyobb hétrdnya, hogy 0sszeszereléskor nincs lehetd-
ség az utolso elemet ,,bepattintani” a helyére.

Erre azt a megoldast taldltam ki, hogy minden alkatrészt félbe vagtam a vizszintes tiikorsik
mentén, igy egymdstol fliggetleniil 6ssze lehet rakni a két felet.



12. dbra. Alkatrészek kinyomtatva

Az elfelezett” elemek rogzitését fogpiszkalokkal segitem. Ez két okbdl is praktikus meg-
oldds: egyrészt segiti a preciz illesztést, masrészt noveli a ragasztas feliiletét.

13. abra. A két fél osszerakva

A kocka biztosabb miikodéséhez kis mdgnes-korongokat is hasznalok. Ezek nélkiil is funk-
ciondlna, de sokat segit a stabilitdsban és a jatékélményen.

Az FCP-t 2021 oktéberében fejeztem be a gimndziumi tanulmanyaim mellett/ellenére, majd
kozzétettem a kordbban emlitett kozosség korében.
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3. Az FCP leirasa

Az elkésziilt kockanak 19 (valddi) alkatrésze van, ezek koziil egy rombusz alapd haséb a kocka
,magja”’. Ezt négy, szimmetrikus trapéz alapu hasdb veszi koriil, melyekre lapkozepekként,
vagy szimplan kozepekként hivatkozunk, jeliik ¢, co, c3 és ¢4 a[T4] dbra szerint. A helyiiket nem
tudjak elhagyni, de 180 fokkal elfordulva ,,fejre dllhatnak™ — ezt a tovdbbiakban tigy mondjuk,
hogy megvéltoztatjak az orienticidjukat.

Végiil van 14 darab sarki elem, mindegyik haromszog alapt hasib, amelyekre a Rubik-
kockdval val6 analégia miatt élként hivatkozunk. Az FCP-vel val¢6 jaték kdzben hamar megfi-
gyelhetjiik, hogy a 14 ¢él két palydba rendezddik. A [T4] dbrén leirt médon az A pélya elemei:
ai,as,...,ar, miga B palya elemei: by, bs, . . ., b;. Meg kell kiilonboztessiik az egyes elemek-
hez tartozo pozicidkat is: a kirakott dllapotban a p; elem pozicidja P;. Az A és B palyén beliil az
élek tetszdlegesen permutalodhatnak, de a két palya egymadstol idegen. Az élekre is igaz, hogy
egy forgatds altal megvéltoztatjdk az orientacidjukat.

Jelolje tovabba [,b,r és f a megfeleld lapokat az dbra szerint. (Azaz példaul f =
= {by; ayq; bs; cq; b7; a5; b3 }. Az ezeken végrehajthaté forgatdsokra mindig a megfelel6 nagy-
betiikkel hivatkozunk, azaz pl. R az r lap 180 fokos elforgatésat jeldli.

14. abra. Rogzitsiik a kocka térbeli helyzetét a kirakott dllapotban, és vezessiik be az itt 1athat6
jeloléseket.
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3.1. Csoportelméleti hattér

Ha az egyik él-pélya elemeinek lehetséges pozicidit vizsgaljuk, azt figyelhetjiik meg, hogy egy
hét hosszu utat jarnak be. Ennek az az oka, hogy minden él pozicidjara maximum két oldal lehet
hatdssal, példaul a B,-bdl F' és R tudja elmozgatni az adott alkatrészt. Specidlisan a palydnak
van két ,,zsdkutcdja” is, ezekbdl a pozicidkbol csak egy forgatds vezet ki, példaul B;-re csak
R van hatassal. Mivel a pdlydk csupdn utak, nem szerepel benniik kor, ami lehetséget adna az
orientacié megvdltoztatdsara, igy kapjuk a kovetkezd allitast.

1. Allitas. Az A és B pdlydk elemei tetszbleges pozicioban csak egyféle orientdciot vehetnek
fel. (Tehdt pl. az ay elem az A pozicioban csak egyféle orientdcioban lehet.)

Forgatdsok sorozatét egyszerd egymads utdn irdssal jeloljiik, pl. w = FF'BRF (a forgatdsokat
balrdl jobbra hajtjuk végre), és dltaldban szonak nevezziik. Emellett jelentse 7, az w sz6 hatdsat
a kockan. Az[l] allitds miatt egy w sz6 az A és B palydkon egy-egy permutacioként hat, jelolje
ezeket a permutdciokat w4, € Sa és mp, € Sp, ahol S4 és Sp a szokdsos szimmetrikus-
csoportok. Mivel Sy és Sp izomorf S;-tel, az egyszerilibb {rasmdd kedvéért azonositsuk S 4-t és
S B-t S 7-tel.

Tovabba w hat minden ¢; kozépen, ezt megfeleltethetjiik egy S,-hatdsnak (tehat vagy at-
forditja, vagy nem). Ha w dtforditja ¢;-t, legyen m;,, = (2 1), és (1 2) = id, ha nem forditja
at.

Igy 7,,-t komponensekre bonthatjuk, tehat 7, = (7 A TB s T ws T2.0, Taws Taw). A kOvet-
kez0 tétel 1ényegében leirja az FCP csoportjét.

1. Tétel. Egy m € S7° x Sy* elemhez akkor és csak akkor létezik w forgatdssorozat, amelyre

=Ty = (WA,w; TBw> T1w, 2w T3,w, 7T4,w)

teljesiil, ha g, ™1, és Ta,, kOzOtt nulla vagy kettd, illetve my ,, T3 ,, T4, kOzOtt is nulla vagy
kettd pdratlan permutdcio van.

ElsS 1épésben a ,,csak akkor” irdnyt igazoljuk, azaz megmutatjuk, hogy tetszdleges w sz6
esetén a megfelel6 permuticidcsalddok egyiittes paritdsa paros.

A kovetkezd tdbldzat — a permutdacidkndl szokdsos jeloléssel — Osszefoglalja az L, B, R, F
forgatdsok hatdsat az élekre és a kozepekre.

A B 4 Cy Cs Cy
L|@12)@6) (34) 201
B 2367 “45) 201
R 34 (12)(56) 21)
F “45) (23)(67) 201

1. tdblazat. Forgatdsok definicidja

Az [1] tablazatbdl leolvashatd, hogy L és B az A palyan paros, a B palyan paratlan per-
mutaciét végez. Viszont R és F' az A pélyan pératlan, a B palydn paros permuticiot végez.
Eszerint 7, paritdsa megegyezik az w-ban 1év0 6sszes L és B betlik szdmdnak paritdsaval.
Tovabba vildgos, hogy ; ,, paritdsdt éppen az w-ban szerepld L betlik szdmdnak paritdsa adja,
T, paritdsa éppen az w-ban szerepld B betlik szdmanak paritdsa, és igy tovdbb. Ebbdl azonnal
kovetkezik, hogy mp ., 71 . €S T2, k6zOtt nulla vagy kettd paratlan permutdcié van. Ugyanezen

logika mentén beldthatd, hogy 74 ,, T3, €s T4, kOz06tt is nulla vagy kettd pdratlan van.
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4. Az FCP kirakasa

Ebben a szakaszban igazoljuk az[I] tétel hidnyz6 irdnyat. Ebbol szdrmaztathaté egy — nem til
hatékony — megoldé algoritmus is.

Kiindulasként tegyiik fel, hogy a kézepek helyes orientdcidban vannak, ellenkezd esetben
at tudjuk Sket forditani tetsz6leges sorrendben. A tovabbiakban egy olyan eljarast adunk, amely
egyes fazisai kozott a kozepek helyes orientdcioban maradnak. Az[1] tételben szerepld paritdsi
feltétel miatt feltehetjiik, hogy m4 ., és mp , parosak.

Felhasznéljuk a kovetkezd kozismert tételt [[12]:

2. Tétel. A 3-ciklusok generdljdk az alterndlo csoportot.

Eszerint elegendé megmutatnunk, hogy az A palyan (és logikai szimmetria miatt igy a B-
n is) minden olyan 3-ciklust el tudunk forgatasokkal allitani, ami minden tovédbbi elemet (a
palyan kiviil is) fixen hagy.

Az egyszeriiség kedvéért a P pozicidbeli elem w forgatdssorozat melletti képét jelolje Pw.
Jegyezziik meg, hogy egy forgatdssorozat inverze a forgatdsok forditott sorrendli végrehajtasat
jelenti.

Tegyiik fel, hogy forgatdsok egy x sorozata az x oldal egyetlen élét felcseréli egy nem x-
beli €llel, és az x tobbi elemét fixen hagyja. Vegyiik észre, hogy ekkor a v = y Xy 'X !
kommutator egy 3-ciklus lesz az éleken. Ennek indoklasa a kovetkez6: Legyen D; az egyetlen
x lapon fekvd, x altal mozgatott él, D, = D1 X és D3 = Dyx (s igy Dy = Dsy). Ekkor ha
végigvezetjiik v hatdsat a kitiintetett elemeken, azt kapjuk, hogy D1y = Ds, Dyy = D3 és
D3y = D;. A tobbi alkatrészt azért nem mozgatja v, mert ha D # Dy, D €l illeszkedik x-re,
akkor y és Y ! nem hat r4, ezért Dy = DX X = D; valamint ha D # D; nem illeszkedik z-re,
akkor Dy sem illeszkedik z-re, ezért Dy = Dyx ! = D.

Vegyiik észre, hogy példaul a A = FBLF' B forgassorozat az [ lapnak csak egy élét, A;-et
mozgatja, s ezt felcseréli As3-mal. Ez azért teljesiil, mert F'B forgatdssorozat az [ minden ele-
mét elmozgatja onnan, kivéve A;-et. Az ezt kovetd L forgatas (tobbek kozott) kicseréli A;-et
As-ra, F'B pedig visszahozza [ kordbban elmozgatott elemeit. Az eldzetes megjegyz€s szerint
a~y = ALA"'L~! kommutdtor éppen az (A; A, A3z) permutdciét adja, és semmilyen més ele-
met nem mozgat (I5] dbra). Ez azonban csak egy darab 3-ciklus, ami mindig a fent megadott
pozicidbeli elemeket permutdlja. Ennek az éltaldnositasaért felel a kovetkezd 4llitas.

2. Allitas. Tegyiik fel, hogy valamely o széra és {i,j,k} C {1,2,3,4,5,6,7} indexekre A;oc =
= Ay, Ajo = Ay és Ao = As. Ekkor a fentebb definidlt v-val teljesiil, hogy oyo ™' éppen az
(A; A; Ay) permutdciot adja, és semmilyen mds elemet nem mozgat.

Bizonyitds. A feltételek szerint
AZ'U"}/O'_l = Al")/U_l = AQO'_l = A]
Hasonl6an lathat6, hogy Ajovo ™t = A, és Apoyo™t = A,.

Vizsgéljuk meg a ciklus , kiilsé elemeit” is, ehhez valasszunk egy tetszleges P # A;, A;,

Ay, elemet. Ekkor Po nem lehet A;, A, és As egyike sem, ezért Poy = Po, amib8l Poyo~! =

= Poo~! = P adédik. [l
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15. dbra. A vélasztott v permutdcié hatdsa

3. Allitas. Tegyiik fel, hogy {i,j,k} C {1,2,3,4,5,6,7} indexek. Ekkor létezik o sz, amelyre
AiU = Al) AjO' = AQ és AkU = Ag.

o e 2

L B R F L B

<

16. abra. A forgatasok sematikus abraja

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az A;, A; és A, elemek sorban a helyiikre rakhatok gy, hogy a
kordbban helyre keriilt elemeket mar nem rontjuk el. A[16] dbra szerint A, BLFRBL = Ay, és
kozben minden lehetséges A;-t bejartunk, ezért biztosan taldlunk olyan oy szét, amire A;0; =
= Ay. Az A; és Ay, helyrerakdsdhoz sziikséges szavakat a konnyebb atldthat6sdg kedvéért a[2]
tdblazatban foglaltuk Ossze.

A, Ay As A, | Ay [ A, [ fix
A, | BLFRBL | LFRBL | FRBL | RBL | BL | L -
Ay | BLFLRB | LFLRB| FRB | RB | B | id | A
Ay | BLFLBR | LFLR | FR R |id | - | A,A

2. tdblazat. Az oszlopban a mozgatni kivant elem van feltiintetve, a sorban a célpozicid. A sor
végén feltiintettiik, hogy mik azok a pozicidk, amiket fixen kell hagyjunk.

]

Az algebrai szdmoldsokhoz hasznélt eszkoztar és sziikséges bizonyitdsok megtaldlhatok a
(4] jegyzetben.
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5. Az FCP grifja

A twisty puzzle-0k mindegyikéhez természetes modon rendelhetd egy graf: a graf csucsait a
jaték kiillonbozé éllapotai adjdk, és két allapotot éllel kotiink Ossze, ha egy (elemi) 1épéssel
egymadsba vihet6k. Az ilyen grafokat hivjak Cayley grafnak [7]].

El6szor megszamoljuk az FCP lehetséges allapotait. Az[1] tétel egyszerii kovetkezménye a

kovetkezd.
1. Kovetkezmény. Az élek tetszdleges dtrendezése elérhetd.

Adott €l-elrendezés esetén azonban nem dallhat el a kozepek Osszes konfigurdcidja. Egy
darab biztosan létezik az (1| tablazat definicidja szerint. Ezt felhaszndlva L és B kozepek at-
forditasa szintén eldéllhat, mert nem véltoztatja meg a palydk paritdsat. Hasonléan R és F'
atforditasa is elérhetd, valamint kombindlva a kett6t, minden kozép atforditasa. A tobbi opcid
legalabb az egyik palya paritdsanak nem felel meg. A kovetkez6 allitast kaptuk.

4. Allitas. Minden él-elrendezéshez a kozepek pontosan 4 konfigurdcioja tartozik.

Ahhoz, hogy megkapjuk az FCP 6sszes allapotainak (permutdcidinak) szamat, szorozzuk
Ossze az élek Osszes lehetséges allapotat a kozepek konfigurdcidinak szamdval egy konkrét €l-
elrendezés esetén, ami

(T2 -4 = (7'-2)* = 101 606 400 ~ 10°.

Hogy kontextusba helyezziik, az 1 x 3 x 3-as 192, a 3 x 3 x 3-as kocka ~ 4 - 10'Y lehetséges
allapottal rendelkezik.
Mivel minden csucs fokszama 4 (azaz a graf 4-reguldris), az élek szdma a csticsok szamanak
kétszerese, tehat
(71)? - 8 = 203 212 800.

A C; kozepeknek 16-féle konfiguracidja lehetséges. Mivel minden forgatds pontosan egy
kozepet fordit at, ezért az FCP gréifja természetes médon egy 16-részes graf. Specidlisan az
atfordult kozepek szdmanak paritdsat figyelve az édllapotok két halmazba oszthatok, igy a graf
paros is.

Az eddigieket Osszefoglalja a kovetkezd éllitas.

3. Tétel. Az FCP grdfja egy pdros, 4-reguldris, Osszefiiggd egyszerii grdf, aminek (7')?-4 csiicsa,
és (7)% - 8 éle van.

A kovetkezd grafelméleti fogalom, amit vizsgéltunk, az 4tmérd. Két csucs tdvolsdgan az
Oket 6sszekotd (egyik) legrovidebb tt hosszat értjiik. (Példdinkban ez mindig véges lesz, mert
csak osszefiiggd grafokkal dolgozunk.) Egy graf atmér6je pedig a 6sszes lehetséges csticsparok
tdvolsdgainak maximuma. (Véges, 0sszefiiggd grafokra ez jol definiélt.) Ez a fogalom a twisty
puzzle-0k gréfjai esetén kiillonosen fontos, hiszen szemléletesen ez azt jelenti, legkevesebb hany
1épésbdl lehet biztosan kirakni a jatékot. (Néhany twisty puzzle-ndl el6fordulhat, hogy a kirakott
allapot nem végpontja egy dtmérdnek sem (azaz maximalis hosszisagu utnak), de a legtobb
kocka varidnsndl konnyen lathatd, hogy az allapotok ,,egyenrangiak™.)

A Floppy Cube grifja 192 csicsot tartalmaz, atmérdje mindossze 8. Egy ilyen éllapot taldl-
hat6 ,,legmesszebb” a kirakottdl, ez az, amikor minden k6z€p 4t van fordulva [7].

Torténetileg a Rubik-kocka grafjanak vizsgalata kapta a legnagyobb publicitast. Az 4tmér6-
jét a nemzetkozi szakirodalom ,,Isten szamaként” (God’s number) emlegeti. Nagyjabol 30 évnyi
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intenziv, szamitégéppel tdmogatott kutatds eredményeként 2010-ben Tomas Rokicki, Herbert
Kociemba, Morley Davidson, and John Dethridge igazolta, hogy a hagyomanyos Rubik-kocka
grafjanak atmérgje 20. Egy jol ismert példa az un. ,,superflip” pozicid, ami a kirakott allapot-
t6] pontosan 20 tdvolsdgra van. Itt mind a 12 €l orientdciét valt, ldsd [I7] dbra. A Rubik-kocka
grafjardl ajanljuk az Olvasonak a [9]]. hivatkozasban feltiintetett oldalt.

17. dbra. 3x3x3 Superflip: minden €l orient4cidt valt

Az FCP gréfjanak 1ényegesen kevesebb csticsa van, mint a Rubik-kockénak, ezért atmérdje
,,er6bdl” kiszdmolhat6. Egy mai csticsteljesitményi asztali szamitégépen egy jol optimalizalt
program néhany perc alatt lefut. A graf bejarasa torténhet példdul egy 2-bites szélességi mod-
szerrel. A konkrét algoritmus [8]] cikke alapjin késziilt, az implementaciét a Rubik-kockds in-
ternetes kozosség egy anonimitdst kérd tagja végezte, a kod megtalalhat6 és ellendrizhetd [6]]
cimen. A program részletes futdsi eredményeit foglalja ossze a[3] tdblazat.

4. Tétel. Az FCP grdfjdnak dtmérdje 30.

A konnyebb éttekinthetdség kedvéért megkiséreltem a SageMath szoftverrel is ellendrizni
a helyes futast, de a graf mérete és a program hatékonytalansiga miatt nem jartam sikerrel. A
szlk keresztmetszet minden prébalkozasndl a memoriaigény volt. Valamelyest hatékonyabbnak
bizonyult a GAP komputeralgebrai szoftver grape csomagja, ami kicsit tobb, mint négy 6ra
futds utdn megerGsitette a[d] tétel allitasat.

Al4bb taldlhatéak az ehhez sziikséges kddsorok. A csomag betdltése utan meghatarozzunk a
kiilonboz6 alkatrészeket adott indexek szerint, majd definidljuk a forgatdsokhoz tartoz6 generé-
torokat. A szoftver ezutdn létrehozza a Cayley grafot, és egy beépitett fiiggvénnyel kiszdmolja
a graf atmérgjét.
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LoadPackage("grape");
Al:=1; A2:=Al1+1; A3:=A2+1; Ad4:=A3+1; A5:=A4+1; A6:=A5+1; A7:=A6+1;

B1:=8; B2:=Bl1+1; B3:=B2+1; B4:=B3+1; B5:=B4+1; B6:=B5+1; B7:=B6+1;

Cl1:=15;C2:=C1+1; C3:=C2+1; C4:=C3+1;
D1:=19; D2:=D1+1; D3:=D2+1; D4:=D3+1;
L:=(A1,A2)(A5,A6)(B3,B4)(C1,D1);
B:=(A2,A3)(A6,A7)(B4,B5)(C2,D2);
R:=(A3,A4)(B1,B2)(B5,B6)(C3,D3);
F:=(A4,A5)(B2,B3)(B6,B7)(C4,D4);
gens:=[L,B,R,F];
group :=Group(gens);

Size(group);

graph :=CayleyGraph(group);;

Diameter(graph);

| tévolsdg | j pozicidk szdma | bejdrt poziciék szama

1 4 5
2 10 15
3 24 39
4 58 97
5 140 237
6 322 559
7 716 1275
8 1574 2849
9 3408 6257
10 7238 13495
11 15152 28647
12 31358 60005
13 64364 124369
14 130446 254815
15 261356 516171
16 515399 1031570
17 996312 2027882
18 1877502 3905384
19 3433084 7338468
20 6004694 13343162
21 9898008 23241170
22 14946631 38187801
23 19611824 57799625
24 20490304 78289929
25 15064492 93354421
26 6685369 100039790
27 1451712 101491502
28 112226 101603728
29 2604 101606332
30 68 101606400

3. tablazat. A szélességi keresés eredménye




5.1. Megjegyzések a grafrol

Fel lehet fedezni rész-struktirdkat a grafban, példaul ,tele van” 4-hosszu korokkel. Ez abbdl
adddik, hogy barmelyik permutdciobdl kiindulva FFBFB = LRLR = id. Ezen ,négyze-
tek” szdma az élek szdmdnak negyede, tehét (7!)% - 2 = 50 803 200. A dbra bal oldala a
(FBFBLRLR)" = id azonossdgot, a jobb oldala a (FR)® = id 6sszefiiggést reprezentlja.
Az utdbbi észrevétel mutatja, hogy a grafban vannak 12 hosszi korok. Mivel a graf paros, igy
minden kor hossza is paros. Viszonylag rovid esetvizsgalat mutatja, hogy 6-hosszi kor nincs,
ennek részleteit az Olvasodra bizzuk. Természetesen meriil fel az aldbbi kérdés.

1. Kérdés. Van-e az FCP grdfjdban 8, illetve 10 hosszisdgu kor ?

18. dbra. Mintak a grafban

6. Lehetséges altalanositasok

Vizsgéljuk meg, lehetséges-e olyan éltaldnositas, ahol az FCP rombusz alakd magjat (alapjat)
kicseréljiik egy alkalmas konvex sokszog alapti hasdbra. Vegyiik észre, hogy a forgastenge-
lyek sziikségképpen mind egy sikba esnek, €s a forgatdsok szdge tovabbra is 180°. Ennek az
a kovetkezménye, hogy a probléma atirhat6 2 dimenzidba, ahol minden tengely menti forgatas
tengelyes tiikrozésnek felel meg.

Egy konkrét K sokszog esetén, a[9] dbrahoz hasonléan, kiegészithetjiik a sziikséges vaga-
sokkal a sokszoget. E16szor is hosszabbitsuk meg A minden oldalét, hogy megkapjuk a kiindu-
14si vagdsokat. Az iterdcids eljards kovetkezd 1épésében mindig a mér 1étez6 vagdsok megfeleld
oldalfelez6-merdleges mentén torténd tengelyes tiikrozésével kapjuk az j vagasokat. Ahhoz,
hogy a kapott kocka (legaldbb elméletben) milikoddképes lehessen, a kovetkez6 kérdésre kell
eldszor védlaszolnunk.

2. Kérdés. Milyen feltételek mellett termindl a fenti eljdrds véges sok vdgds utdn ?
A kovetkezd alszakaszokban néhdny elégséges feltételt mutatunk arra, amikor véges sok

vagas elegendd.
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6.1. Haromszog alap

Tekintsiink el6szor azt az esetet, amikor K alap egy tetszdleges haromszog. A haromszog olda-
lainak szakaszfelez6 merSlegeseire valo tiikrozéseket jelolje 71, 7o €s 735 az dramutatd jardsdaval
ellentétes koriiljards szerint szamozva.

5. Allitas. Tetszoleges K hdromszog esetén T To T3 Ty To T3 szorzat, és minden ciklikus permu-
tdcioja az identikus transzformdcio.

Bizonyitds. A forgatdsok szorzéstétele szerint egy o és egy 1) szogl forgatds szorzata egy ¢+
sz0gl forgatds, ahol az eltoldsokat is 0°-os forgatdsnak tekintjiik. Ezt felhaszndlvaam o, a73 7y
és a 7o 73 forgatdsokra, azt kapjuk, hogy a 7y 75 T3 71 T2 T3 szorzat egy 720°-os forgatds. Vegyiik
észre, hogy 1 T3 73 Ty T2 T3 szorzatnak fixpontja a haromszog koriilirt korének kozéppontja, azaz
a szorzat az identitds. Logikai szimmetria miatt a ciklikus permutacidk szorzata is hasonléan
levezethetd. [

19. 4bra. Haromszog alap

Az[2] kérdés megvilaszoldsihoz tekintsiik a[T9] dbrét. Az[5] 4llitds szerint az dbra mindig
helyes, a kék, a piros és zold vagdssorozatok is hat 1épésben biztosan zarédnak. Tetszbleges
haromszog alappal mindig készithetd egy konstrukcid, aminek harom kozepe, és legfeljebb
13 éle van. Specidlis alapok esetén kevesebb €l is elGfordulhat, a [20] dbrdn osszefoglaltuk a
lehetséges varidciokat.
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1:1:1 2:2:3 1:1:2 1:1:3
1:2:2 2:3:4 1:2:3 1:2:4

20. abra. Lehetséges palydk haromszog alap esetén a belsd szogek ardnya szerint

6.2. Harnégyszog alap

Megmutatjuk, hogy hirnégyszogek esetén trividlis zarddas teljesiil. Legyen tehdt K hdrnégy-
sz0g, az oldalfelez6-merSlegesekre vett tiikrozések pozitiv koriiljards szerint 7y, 7o, 73 és 74.

21. abra. Hurnégyszog esete
6. Allitas. Tetszoleges K hiirnégyszog esetén T, To T3 T4 szorzat, és minden ciklikus permutdci-

Oja az identikus transzformdcio.

Bizonyitds. Hasonl6an indokolhatunk, mint az |§} allitdsndl. A 7, 75 és 73 74 szorzatok forgata-
sok, szogeik legyenek 2« és 23. Ekkor 11 és 15 tengelyei altal bezart szog «; 73 és 74 tengelyei
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dltal bezart szog (5. Innen a[21] dbra szerint a hirnégyszog szemkoztes szogei 180° — « és 180°
o — (. A hurnégyszog-tétel szerint ezek 0sszege 180°, amibdl o + 8 = 180° adddik, és ismét
a forgatdsok szorzastételébdl kapjuk az allitast, hiszen a hirnégyszog koré irt kor kozéppontja
T1 To T3 T4 transzformaécio fixpontja. O

|

22. abra. Hirnégyszog alap

Hasonléan a hdromszog esetéhez, a 22 dbra mutatja a sziikséges vagdsokat. A 1étrejove
konstrukcioban négy centrum €s legfeljebb 12 €1 keletkezik.

6.3. (2k+1)-szog alap

Végezetiil megmutatjuk, hogy a hdromszog esete kiterjeszthetd tetszéleges paratlan oldalszamu
konvex hursokszogre. Legyenek az oldalfelez6-merSlegesekre vett tiikrozések pozitiv koriilja-
rds szerint 7q, To, T3, . . . , Tok+1-

7. Allitas. Tetszoleges K pdratlan oldalszdmii konvex hiirsokszog esetén

TH T2 oo T2k+1 71 T2 -+ T2k+1
szorzat, és minden ciklikus permutdcidja az identikus transzformdcio.

Bizonyitds. Hasonldan indokolhatunk, mint a haromszog esetén. Kettesével pérositva a tenge-
lyeket, a forgatdsok szorzastételébdl kapjuk, hogy a szorzat egy 720°-os (fixpontos, tehat nem
eltolés) forgatds, azaz identit4s. OJ

Ot, vagy anndl tobb csticst alap esetén - néhdny specidlis esettdl eltekintve - a fizikai meg-
valdsitds mar nem tlinik plauzibilisnek, mivel nagyon sok, kis szog(i élet kapnéank.

A felhaszndlt geometriai tételek bizonyitdsukkal egyiitt megtaldlhatdak a [5] hivatkozas
alatt.
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Sajat eredmények

A. F6 témak
A bevezetGben ismertetett Rubik-kocka varians (tovabbiakban FCP)
— matematikai nyelvezetii leirdsa
— csoportelméleti hatterének megismerése
— egy megold6 metdédusanak bemutatdsa
— Cayley-gréafjanak elemzése

— altalanositasainak rovid ismertetése

B. Megvalaszolt kérdések

— Hogyan adhat6 meg, és mi az FCP elemeibdl és forgatdsaibol generalt csoport ?

Leirhat6-e egy matematikailag korrekt megoldé algoritmus ?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a generalt Cayley-graf?

Miként altalanosithat6 az FCP konstrukcidja egy sikba esd forgdstengelyek esetén ?

C. Moédszerek
— Gréf szélességi bejarasa

— Gréf atmérdjének meghatarozasa szamitégépes szoftverrel

D. Eredmények

— A csoport meghatdrozva egy direkt szorzat €s definidl6 relaciok altal

— Egy preciz megoldasi mddszer az FCP kirakdsahoz

Mekkora a generdlt graf csicsszdma és dtmérdje

Néhany altaldnositdsa az FCP-nek
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