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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a kdvetkezs, modositott szorzasnak nevezett miiveletet
fogjuk vizsgélni.

1.1. Definicié. Moadositott szorzdasnak fogjuk nevezni a racionalis szémokon ér-
telmezett o miveletet: tetszéleges a,b € Q racionalis szamokra a és b modositott
szorzata a o b = a - [b].

A kés6bbiekben a (Q,0) grupoid részalgebrait fogjuk vizsgélni, kiilonésen az
egyetlen ¢ € Q racionalis szambol generalt (¢), halmazt. Egyik legfontosabb tulaj-
donsaga ennek a halmaznak, hogy minden eleme ¢ egész szamszorosa.

1.2. Definicid. Legyen ¢ = 7 racionalis szam. Ekkor a tovabbiakban ¢Z vagy
7 jeloli az {%} és 7 halmazok komplexusszorzatat, azaz azon racionalis szamok

halmazat, melyek elGallnak 7 és egy egész szam szorzataként.

1.3. Allitas. Legyen q = %, aholm és [ relativ prim egész szdmok, ekkor (q). C qZ.

Bizonyitds. Mivel q € qZ és a generdtum minden eleme megkaphaté tigy, hogy véges
sokszor alkalmazzuk a o mtveletet a g szdmon, ezért elegendé beldtnunk, hogy a ¢Z
halmaz zart a o mitveletre. Valoban, legyen x,q,r2q € qZ. Ekkor a o miiveletet
elvégezve rajtuk, ezt kapjuk: z1q o xoq = x1q[22q|. Az eredmény benne van ¢Z-ben,
hiszen 1 [zaq] € Z. |

Az allitas ekvivalens azzal, hogy amennyiben (q), elemeit felirjuk relativ prim
egész szamok héanyadosaként, a nevez$ osztja ¢ nevezd$jét. A generatum ezen tu-
lajdonsaga motivalja, hogy az elemeit ¢-val egyszerisitve vizsgaljuk, amelyben a
kovetkezd allitas segit.

1.4. Allitas. Tekintsiik a fenti jelolésekkel a kivetkezd leképezést:

x
L qle — Lyx — —.
q
Tekintsiik tovdbbd az egész szamok halmazdn az x oy = x [yq| miveletet. Ekkor .
eqy izomorfizmus a (qZ, o) struktirdrol a (Z,o) struktirdra.

Bizonyitds. A . leképezés joldefinidltsaga kovetkezik a komplexusszorzas fogalmabol,
emellett bijektiv is, hiszen inverze a +™': Z — ¢Z, x — xq leképezés, amely szintén
a komplexusszorzas fogalma miatt joldefinialt. A miveletekkel valé kompatibilitas
is teljesiil, hiszen egyrészt tetszéleges xq,yq € qZ-re (xq)L o (yq)t = z oy = x [yq],
mésrészt (xq 0 yq)e = (xqlyql)e = xyq]. u
1.5. Megjegyzés. A ¢ miivelet fiigg a hozza tartozéd g racionélis szamtol. Csak akkor

van értelme ekvivalens problémakat megfogalmazni a segitségével, ha olyan halmaz-
ban vizsgalodunk, amelyben minden elem ¢ egész szamszorosa, mint amilyen (g)s.



Az . Allitas alapjan egyszertsithetjiik a generalt halmazban valé szamitésain-
kat, amennyiben konjugilunk az imént bevezetett ¢ leképezéssel, vagyis a ¢g-val valod
osztéassal. Nyilvan ¢ pontosan a (q), halmaz elemeihez rendeli az (1),, generatum ele-
meit. Egyik kézponti kérdésiink, hogy van-e (¢).-ban egész szam, ami akkor és csak
akkor teljesiil, ha van az 1 szambol a ¢ miivelettel generalt halmazban [-lel oszthato
szam.

Lagarias 2004-ben megfogalmazta az [I.0] és az [[.§ Sejtéseket, és ¢ = 3 esetén
be is bizonyitotta mindkettst.
1.6. Sejtés (|LS04]). Az s(z) = zox = x - [z]| figgvényt egy 1-nél nagyobb q
raciondlis szdmon iterdalva mindig kapunk egész szamot véges sok lépésben.

Az el6bbi sejtést a miveletek kifrdasaval ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a

¢,q0q,(qog)o(qoq),((goq)o(goq))o((¢goq)o(goq)),...

szamok kozott van egész.

Lagarias 2 nevezGji tortekre bebizonyitotta a sejtést, és ebben az esetben a
sorozat els6 egész tagjanak indexét is meghatérozta.

1.7. Tétel (|LS04]). Legyen g = 2L tovdbbd definidljuk a {q,} sorozatot gy, hogy
o =G, €S qni1 = @nOGn = Qn * [qn|. Ekkor q,11 egész, ahol v a 2-es tényezdk szima
k primtényezds felbontdsdban.

Lagarias egy masik sejtése ugyanezen cikkbdl szorosabban kapcsolodik az ered-
ményeinkhez.

1.8. Sejtés (|LS04]). Minden q¢ € Q raciondlis szamhoz, amelyre |q| > 1, létezik
olyan E C Z véges halmaz, hogy ha xy € Z \ E, akkor az f,(x) = qox = q- [z]
fiigguényt iterdlva xo-on mindig kapunk egész szamot.

A két bevezetett struktira kozotti kapcsolat miatt ez ekvivalens a kovetkezd
sejtéssel.

1.9. Sejtés ([LS04]). Legyen q = 5 raciondlis szdm, amelyre |q| > 1 és m,l € Z
relativ primek. Ekkor létezik olyan E C Z véges halmaz, hogy ha xo € Z \ E, akkor

a §o(z) = lox = [qx] figguényt iterdlva xo-on mindig kapunk l-lel oszthato szdmot.

Kiilonféle speciélis alaki g szamokra egy szamitogépes esetvizsgalat soran mindig
talaltunk a g, leképezést l-en iteralva egész szamot, igy azt sejtjik, hogy 1 ¢ E
tetszéleges ¢ > 1 vagy ¢ < —1 esetén.

1.10. Sejtés. Legyen |q| > 1. Az el6zd két sejtés jeloléseivel az f, leképezést q-n
iterdlva kapunk egész szdmot, vagyis a

¢,4°¢,q0(qoq),qo(qo(qoq)),qo(qo(go(qoq))), ...



szdmok kézott van egész. Ezzel a sejtéssel ekvivalens, hogy a g, leképezést az 1 szdmon
iterdlva kapunk [-lel oszthato szamot, vagyis az

Llol,lo(lol),lo(lo(lol)),lo(lo(lo(lol))),... (1)

szamok kozott van l-lel oszthato.

Az el6z6 és az Sejtés is nehéznek tiinik, amennyiben barmelyik igaz, a ko-
vetkezG gyengébb sejtés is igaz lenne.

1.11. Sejtés. Tetszdleges q > 1 raciondlis szamra a {(q), halmaz tartalmaz egész

o relativ primek hdnyadosaként van felirva,

T
akkor az (1), halmaz tartalmaz l-lel oszthatd szamot.

szdmot. Ezzel ekvivalens modon ha q =

1.12. Definici6. Nevezziik (a g-hoz tartozo) kivételes halmaznak azon egész szamok
halmazat, amelyeken a szokasos jelolésekkel a g, leképezést iteralva nem kapunk [/-lel
oszthat6 szamot.

A ] fejezetben bevezetjiik leképezések egy altalanosabb H halmazat, amelybe g,
is beletartozik, majd Lagarias nyoméan belatjuk, hogy minden ilyen leképezés fenti
modon definialt kivételes halmaza 0 stirtiségt, specidlisan 2 nevezsji g esetén véges
is. Ezutén észrevételeket teszlink a g, leképezés kivételes halmazéara, megéllapitva,
hogy |g| < 1 esetén lehet végtelen, valamint |g| > 1 esetén lehet tetszdlegesen nagy
véges szamossagu (azt nem tudjuk, |g| > 1-re lehet-e végtelen). A [3] fejezetben be-
vezetjiik a kés6bb sokat hasznalt 1éptetett szorzas miiveletét, valamint adunk egy
modszert arra, hogyan irhatjuk fel egyszertien kézzel (1), legkisebb elemeit. Ebbdl a
modszerbdl kidertil, hogy az 1-bél kiindulva a ¢ miivelettel generalt halmaz megegye-
zik a szorzassal és a g, leképezéssel generalt halmazzal. A [ fejezetben bemutatunk
egy szoveges feladatot, amely az 1-bdl 1éptetett szorzokra vezet, amelyek nem mé-
sok, mint az képletben szerepld szamok. A segitségiikkel belatjuk az . Sejtést
olyan racionélis szamokra, melyeket relativ primek hanyadosaként felirva a szamlalo
és nevezd kiilonbsége legfeljebb 34.

1.13. Sejtés. Tetszdleges q raciondlis szamra, melyre |q| > 1, az (1), halmaz nem
nulla stiriségd.

A késébbi eredményeink alapjan ebbdl a sejtéshbdl is kovetkezik az [1.11] Sejtés,
ugyanis ekkor a generatum nem lehet a (nulla stirtiségti) kivételes halmaz részhalma-
za, igy van benne olyan elem, amelyen iteralva a g, leképezést, kapunk [-lel oszthato
szamot.

2. A g,-val rokon leképezések vizsgalata

2.1. Motivacid

A bevezet6ben mar megfigyeltiik, hogy mivel a generdatumban 1é6v§ szamok ne-
vezGje mindig osztja a kiindulasi szam nevez§jét, ezért kényelmesebb (q), helyett
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az (1), halmazban szamolni, ehhez pedig az f, leképezést konjugaljuk a ¢-val valo
osztéssal, amelyet (-val jeloltiink. Legyen

. N l mx [ tmx mx

3u(@) = vo f@) o (@) = — £, (T) = —a | 7| = | 57| = Taa).
igy kapjuk meg a g, leképezést. A g, és a |[LS04| cikkben t&bbszor hasznalt g,(z) =
m|[ %] leképezések egy kézos altalanositasaként kapott leképezéscsaladot fogjuk vizs-
galni a tovabbiakban.

Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik g,(x) az [ szerint vett maradékosztalyok te-

kintetében. Legyen x = r (mod [); amennyiben r = 0, akkor [%*] = %%, mivel
ML ¢ 7, ezért go(x) = B = ™L=0 Masrészt, ha r # 0, akkor a fels6 egészrész defini-
cidja szerint [12] = L foy g (1) = w Tehat r-t6l fliggden a szamlaloban
a kivonand6 a D; = {1 —[,2 —1,...,—2,—1,0} modulo [ teljes maradékrendszer

egy eleme. Ha itt D; helyett egy tetszéleges D modulo [ teljes maradékrendszert
vesziink, akkor hasonl6 fliggvényeket definialhatunk. A tovabbiakban az ennek meg-
felels fiiggvényeket h-val, a fiiggvénycsaladot mint halmazt H-val fogjunk jeldlni,
tehét H elemei azon h: Z — 7 fiiggvények, melyekre teljesiil a kovetkezs tulajdon-
sag:

h(x):maz—d

,ahold € D ésmz=d (modl), (2)

ahol D egy tetszéleges teljes maradékrendszer modulo [. Ez utobbi feltétel miatt
barmely x egész szamhoz pontosan egy olyan d € D elem létezik, amelyre mx = d
(mod 1), tehat a h fiiggvényiink joldefinialt. A h fiiggvény fiigg az m és [ értékektdl,
valamint a D maradékrendszertsl, a tovabbiakban ezeket az egyszertiség kedvéért
adottnak tekintjiik és magat a fliggvényt csak h-val fogjuk jelolni.

A fliggvénycsaladnak eleme g,(x) = m ’—ﬂ is, amennyiben a maradékrendszeriink
D ={0,m(1—=1),m(2—-1),...,—2m,—m}. Ezt a leképezést ugy kapjuk, hogy ¢-val
osztas helyett [-lel szorzassal konjugaljuk az f, leképezést, tehat csak azt hasznaljuk

ki, hogy (¢). elemeinek nevezgGje osztja l-et.

A Q% (x) leképezés szerepel Mahler, altala Z-szamoknak nevezett szamokrol szolo

sejtésében. A definicié alapjan f]% (z) értéke %x, ha x péros, és %x+ %, ha x paratlan.

2.1. Definici6 (|[Mah68|). Nevezziink Z-szdmnak olyan pozitiv valés o szamokat,
melyekre teljesiil, hogy tetszéleges n > 1 pozitiv egész szam esetén {a (%)n} < %,
ahol a kapcsos zardjel a benne 16v6 szam tortrészét jelenti.

2.2. Allitas (|Mah68|). Ha « egy Z-szim, akkor la (%)nJ = gy ().

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy o egy Z-szam. Irjuk fel az o, = o (%)n szamot g, + 7,
alakban, ahol g, € Z és 0 < r, < 1, vagyis g, és 7, nem més, mint «, (also)
egészrésze és tortrésze. Ekkor a vizsgalt sorozatok definicija miatt o, 11 = gni1 +
Togl = %(gn +7,). Mivel feltettiik, hogy « egy Z-szam, ezért r,, 1,11 < % Az allitas
a g, sorozatra vonatkozik, de az r,, sorozat viselkedésére is tesziink a bizonyitasban

észrevételeket.



1
2
Ty, ami azt

El6szor tegytik fel, hogy g, paros szam, vagyis % gn egész szam. Mivel 0 < r,, <
igy 0 < %rn < %, ezért a1 < %gn + 1, tehat g, = %gn €S Tyl = %
jelenti, hogy 0 < r, < % is teljesiil.

Most tegyiik fel, hogy g, paratlan szam, ekkor o, = %gn + %rn also egészrésze
29, £ 5 lehet, mivel 0 < 7, < 1. Ha gy41 = 3¢, — 5 lenne, akkor 4y = 21, 4+35 > £

volna ellentmondva annak, hogy «a egy Z-szam. Ezért ¢, = ggn + % és rpi1 =

3

5Tn — % Ennek rendezésével és a 0 < 7, < % feltételbdl kapjuk, hogy % <r,< %

Osszegezve tehat

Gni1 = %gn = ’Vggn—‘ , ha g, paros,
n+1 —
39, + 1 =[2g,]. ha g, paratlan.

Mindkét esetben g, = [3g,] = 93 (gn), ebbdl indukcioval adodik az allitas. [

Mabhler sejtése, hogy Z-szdmok nem léteznek, toviabba bebizonyitotta, hogy leg-
feljebb megszamlalhatéan végtelen sok Z-szam létezhet, valamint igazolta, hogy az
alabbi sejtésbdl kovetkezik, hogy nem léteznek Z-szamok.

2.3. Sejtés (|Mah68|). Minden n > 1 pozitiv egész szamra létezik olyan n-tél fiiggd
J =1, hogy
§é (n) =3 (mod 4).
A kérdéskor nehézségét mutatja, hogy a Waring-problémaban szerepld g(k) ér-
tékre vonatkozo g(k) = 28 + [(2)*] — 2 sejtés igazsaga a 28 {(3)F} + |(3)F| < 2%
egyenl6tlenségen milik. Maig nyitott kérdés, hogy minden k-ra teljesiil-e ez az egyen-

16tlenség; Mahler [Mah57] megmutatta, hogy legfeljebb véges sok ellenpélda van.

2.2. A h leképezések tulajdonsagai

A tovabbiakban h az el6z6 alfejezetben definialt H fliggvénycsalad egy tetszsleges

i+ racionalis szamot és D maradékrendszert rogzitett-

eleme, amelyhez tartoz6 ¢ =
nek tekintjiik.

2.4. Allitas. Bdrmely h € H figgvényre, valamint © € Z és i € N szimokra
h(z +il) = h(z) + im.

Bizonyitds. A h fiiggvény definicioja alapjan

1) —d —d
h(z+1il) = mz +ll ) = mxl +im = h(z) + im,

ahol az utolso 1épésben ismét hasznaltuk a definiciot. [ |

2.5. Kovetkezmény. Barmely h € H figgvényre, valamint v € 7Z és 1,5 € N
szdmokra W (x + il7) = I (z) + im?.



Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk j szerint, a j = 1 eset éppen az el6z6
allitas. Tegyiik fel, hogy h?(z +il?) = h?(z) + im?. Ekkor

R (x4 il = h(W (2 + ilPTY)) = h(W (z + il - I7)).

Az indukcios hipotézist hasznalva ez nem mas, mint h(h?(z)+im’-1), amely az el6z6
allitast alkalmazva éppen h(h?(z)) +im? - m = T (z) + im? ™!, Ezzel az indukcios
lépést és igy az allitast belattuk. [

Térjlink vissza arra a problémakorre, hogy adott x szambol kiindulva A mely
iteraltjai lesznek [-lel oszthatok (lasd az[1.8 Sejtést).

2.6. Definicio (|LS04]). Egy adott h € H leképezés j-edik iteralt szerinti kivételes
halmazdnak nevezzik és E;-vel jeloljiik az

E;={x € Z| h(x),h*(x),..., K (x) Z0 (mod I)}

halmazt, mig egyszertien kivételes halmaznak nevezziik és E-vel jeloljiik ezen halma-
zok metszetét, vagyis F elemei azon egész szamok, amelyeken iteralva a h leképezést
soha nem kapunk [-lel oszthaté szamot.

2.7. Allitas ([LS04)). Legyen j > 1 egész szdm, ekkor E; elddll I(1 — 1) darab
modulo "' maradékosztdly eqyesitéseként.

Bizonyitds. Teljes indukciot alkalmazunk j-re. A kezdélépéshez j = 1-re bizonyi-
tunk, vagyis azt kell belatnunk, hogy azon x egész szamok halmaza, melyre [ 1 h(x),
eléall (I — 1) modulo I maradékosztaly unidjaként. Definicio szerint a vizsgalt eset-
ben h(z) = 22=4 £ (0 (mod [), azaz mz # d (mod [?). Mivel m és [ relativ primek,
igy atrendezhetjiik az 6sszefiiggést tgy, hogy * Z m~'d (mod [?), ahol m™1! jeloli
m multiplikativ inverzét modulo {2, amelynek maradékosztalya természetesen mo-
dulo [ is inverze m-nek. Ugyanakkor a tulajdonsagban foglalt mx = d (mod ()
kongruencia miatt hasonlo atrendezéssel x = m~'d (mod [). Ez azt jelenti, hogy
amennyiben x-nek [-lel, és igy ma-nek [-lel vett maradéka rogzitett, akkor egy mo-
dulo /* maradékosztalyba nem tartozhat x, hogy [ 1 h(z) teljesiiljon. Mivel x-nek
és igy ma-nek I-lel vett maradéka I-féle, egy I-lel vett maradékon beliil az [?-es ma-
radék az egy tiltott maradékosztaly miatt (I — 1)-féle lehet, ezért Gsszesen [(I — 1)
maradékosztalyba tartozhat  modulo 2.

Tegyiik fel, hogy a j egész szamra teljesiil, hogy E; el6all I(I — 1)’ darab modulo
[’+! maradékosztaly egyesitéseként, legyenek ezeknek a 0 és 7! — 1 kozé es6 elemei
51,82, ..., Si(1—1)7, halmazukat jeloljik S-sel. Tehat xz € Ej; ekvivalens azzal, hogy
r =s; (mod I’t') valamely i-re. Pontosan akkor eleme egy z egész szam az E;,q
halmaznak, ha eleme Fj-nek, és emellett A/t (z) # 0 (mod [), vagyis sem az elsG
J, sem a (j + 1)-edik iteralt nem oszthato I-lel. Tegyiik fel, hogy x = s; (mod I/*1),
azaz x = s; + tl*!, ahol t egész szam. Ekkor a [2.5] Kovetkezmény alapjan

Rt (@) = W (s + t7T) = BT (s;) + tm? Tt £ 0 (mod 1).



Kihasznalva, hogy [ és m relativ primek, az utolsé inkongruenciat atrendezhetjiik
t £ —m 777t (s;) (mod [) alakra, ez a feltétel meghatarozza, hogy = nem lehet
egy bizonyos 1’*? szerinti maradékosztalyban. Tetszoleges s; € S-hez egy darab
modulo /7!, azaz [ darab modulo [7*2 vett maradékosztaly tartozik, amelyek koziil a
R (z) £ 0 (mod 1) feltétel egyet zar ki. Ez azt jelenti, hogy x € E; teljesiiléséhez
az sziikséges, hogy z azon [(I—1)7 modulo I#*! maradékosztalyhoz tartozzon, amelyek
E;-t alkotjék, ezen feliil ha adott egy ilyen modulo /! maradékosztaly, akkor ezen
beliil (I — 1)-féle modulo +? maradékosztélyhoz tartozhat. Osszesen tehat az E; 4
halmaz (I—1)I(I—1)? = [(I—1)’"! darab modulo "2 maradé¢kosztaly egyesitéseként
all els. [ |

2.8. Kovetkezmény (|LS04]). Legyen j > 2 egész szdm, és jeldlje E; azon T egész
szamok halmazdt, melyre

h(z), h*(x),...,h(z) Z0 (mod l), és K" (x) =0 (mod I),

vagyis azon egészeket, amelyekre h(z)-nek pontosan a (j+1)-edik iterdltja lesz eldszor
[-lel oszthato. Ekkor E; elédll 1(1 — 1) darab modulo "2 maradékosztdly egyesitése-
ként.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas jeloléseivel E; = E;\ Ej1, emellett E; definicioja miatt
FE;1 C E;. Eszerint gy kaphatjuk meg E; elemszaméat a megfelel6 modulus szerint,
hogy E;i1 és E; elemszamét egy kozos modulus szerint felirjuk és kivonjuk el6bbit
az utobbibdl. Alkalmazva az el6z6 allitast, az F; halmaz [(I — 1)’ maradékosztaly
egyesitése modulo I#T! azaz [*(I — 1)7 maradékosztalyé modulo 1/*2. Alkalmazva
Eji1-re is az allitast, E; szamossaga modulo [/*2 nem maés, mint

Pl—17 — 11— 1) =10 =171 —1+1) =11 —1). u

2.9. Lemma (|LS04]). Legyen T' C Z egy olyan halmaz, amely elddll t darab modulo
s maradékosztaly eqyesitéseként. Ekkor tetszdleges x pozitiv valds szamra

t ng <|TN(—z,2) <t F—ﬂ .

S

Bizonyitds. Az allitas kozvetlentil kdvetkezik abbol, hogy s szomszédos szamboél pon-
tosan ¢ eleme T-nek, ¢s 5|22 | < 2z < s[2%] |

2.10. Tétel (|[LS04|). Tetszdleges x pozitiv valds szimra és h € H leképezésre az E
kivételes halmaz metszete a (—x, x) intervallummal feliilrdl becsiilhetd, pontosabban

In(l -1
|E N (—z,2)| <1(22)%, ahol B = %

Bizonyitds. Nyilvan tetsz6leges j > 1 egész szamra |E N (z,z)| < |E; N (—z,x)]. Az
el6z6 lemma fels6 becslését és a 2.7 Allitast hasznalva

B ool < t0- 17| 5 )

li+1



ahol a lemma jeloléseivel [(I — 1)7 t6lti be ¢ szerepét, mig s-nek 17+ felel meg.
Legyen j a legkisebb természetes szam, amelyre [ 25| = 1. Ekkor I/ < 2z < 7,
azaz j + 1 = [log, 2x|. Tehat a fenti egyenlStlenség tigy alakul, hogy

n2x In(l—1)

11—[( )mz

IEN (—2,2)| < |E; 0 (=2, 2)| <11 — 1) = 1?01 < [en@-D5F

Az utolso alak mar j-tdl fiiggetlen, igy alkalmas |E N (—x,z)| fels6 becslésére, és
éppen a tételben szerepld becslést szolgéltatja. [ |

Mivel a Tételben §; < 1, ezért a kovetkez6t kimondhatjuk.

2.11. Kovetkezmény. Az E halmaz strisége nulla:

L 1B (=a,)

T—00 T

=0.

2.12. Kovetkezmény. Az eddigi jeloléseinkkel, amennyiben | = 2, akkor a kivételes
halmaz szdmossaga legfeljebb 2.

Bizonyitds. A [2.10, Tételben [ = 2 esetén 5, = 0, ezért |E'N (—z,z)| < 2 minden x
pozitiv valés szamra. [ |

Erdemes megvizsgalnunk, hogy am. Tétel bizonyitasaban jol valasztottuk-e j-
t, ehhez a fiiggelék abrain lathato [ = 2 és [ = 3 esetén x fiiggvényében j azon értéke,
amelyre az [(1—1)7 [ 2| becslés a lehetd legkisebb. Az abrakat készits Google Colab
munkafiizet megtalalhato az aldbbi linken:
https://colab.research.google.com/drive/14FqLj3NBhLUPVAF_qgkb5juzrkE_KrZl7c

2.3. A kivételes halmaz szamossaganak szélsGséges esetei

A 2.10 Tétel felveti a kérdést, hogy vajon lehet-e a teljes kivételes halmaz végte-
len. Erre a ¢ = % esetben adunk példat. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a g, és
Jq leképezés ugyanaz. Az alabbi allitas a g, leképezés definicidja alapjan nyilvanvalo.

2.13. Lemma. Legyen k = ko + kil + --- + k,I™ a k pozitiv egész szam felirdsa [
alapi szamrendszerben, tehdt k; € {0,1...,1 — 1} minden 0 < i < n esetén. Legyen
tovabbd q = %

1) Ha ko =0, akkor g (k) = ki + kol + -+ + k"1,
)Hakoséo és k1 = ko =k =1—1 és kiyr #1— 1, akkor g,(k) =
0400+ -+ 01" + (kipa +1)l + kol 4 Rl

3) Specidlisan, ha ko # 0 és ky # 1—1, akkor g,(k) = (k1 +1) + kol +- - -+ K, [" L.

2.14. Lemma. Legyen q = 7, ahol | > 1 egész szdam, és legyen B azon szimok
halmaza, melyek nem oszthatokl lel, és az 1 alapi szamrendszerbeli felirdsukban leg-
feljebb egy (I—1)-es szdmjegy van, és amennyiben van eqy, az is az 1-es helyiértéken.
Ekkor a B halmaz zdrt a g, leképezésre.


https://colab.research.google.com/drive/14FqLj3NBhLUPV4F_qk5juzrkE_KrZl7c

Bizonyitds. Legyen k € B és k = ko + kil + - - - + k,l" a felirasa [ alapi szamrend-
szerben. Mivel B elemei nem oszthatok I-lel, ezért ky # 0, tovabba csak az utolso
szamjegy lehet [ — 1, ezért ky # [ — 1, vagyis B elemeire az el6z8 lemma harmadik
pontja hasznalhato. Tehat g, (k) jegyel l-es szamrendszerben ki +1, ks, . . ., ky,, kovet-
kezésképpen legfeljebb az 1-es helyiértéken szerepelhet [ — 1 és g,(k) nem oszthato
[-lel. [

2.15. Lemma. Legyen k pozitiv egész szam, €és irjuk fel | alapi szamrendszerben:
legyen k = ko+kil+- - -+k,1", emellett legyen s pozitiv egész szam. Ha ky, ks, . .. ks #
I —1 és ko #0, akkor gi(k) = (ks + 1) + kspal + -+ + k1"

Bizonyitds. Indukciot alkalmazunk s-re. Ha s = 1, akkor a Lemma harmadik
pontja szerint igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy g5 (k) = (ks +1) +hgprl+- -+ k"%,
ha kg # 0 és ki, ko, ..., ks #1 — 1. Ha ks 1 sem [ — 1, akkor

g;+1(l{7) = gq((ks + 1) + ks-i-ll + -+ knln_s) = (kS-i-l + 1) + k?5+2l + -+ knln_s_17

mivel ks + 1 # 0, valamint k,y1 # | — 1, igy hasznéalhato a [2.13] Lemma harmadik
pontja. [

2.16. Tétel. Legyen q = % €s k =ko+ kil +---+ kI pozitiv egész szam, tovdbbd
legyen E a g, € H leképezéshez tartozo kivételes halmaz. Ekkor k € E pontosan
akkor, ha a kovetkezok valamelyike teljesiil:

(A].) ko#o éS/{Il,kfg,,kn%l—l,
(AZ) ]{30:0,]{317&0 6’81{?2,]{33,...,]{3”7&[—1.

Bizonyitds. Az feltételnek megfelels k& szamok a . Lemmaban definialt B
halmaz elemei, akircsak az feltételnek megfelel szdmok g, melletti képei.
Amennyiben iteraljuk rajtuk a g, leképezést, a 2.14, Lemma alapjan az iteraltak
a B halmazban lesznek, és igy k valéban a kivételes halmazhoz tartozik, hiszen
B-ben nincsenek [-lel oszthatd szamok.

A masik iranyhoz azt kell belatnunk, hogy amennyiben egyik feltétel sem igaz

egy k egész szamra, akkor a g, leképezést k-n iterdlva kapunk [-lel oszthat6 szamot.
El6szor belatjuk, hogy az |[(Al)| és feltételek pontosan akkor nem teljesiilnek,
ha az alabbiak valamelyike igen:

(B1) k oszthato [*-tel;

(B2) k-nak van olyan (I —1)-es jegye l-es szamrendszerben, amelyet nem csak nullak
kovetnek.

Egyrészt amennyiben |(B1)| fennall, akkor az (Al)| feltétel kg = 0, az |(A2)| feltétel
k1 = 0 miatt nem teljesiil. Ha |(B2)all fenn, akkor vagy ky = [ — 1 tgy, hogy ko # 0,

vagy k; = | — 1 valamilyen 1-nél nagyobb j-re, és egyik esetben sem teljesiil sem
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Az ekvivalencia masik irdnyahoz tegyiik fel, hogy sem |(A1)} sem [(A2)| nem tel-

jesiil. El6bbi tagadésa miatt ha ky # 0, akkor ki, ke, ..., k, koziil valamelyik jegy
[ — 1, vagyis van olyan (I — 1)-es jegy, amelyet nem csak nulldk kovetnek, igy
igaz. Ha kg = 0, akkor az feltétel tagadasa miatt k; = 0 (ekkor k oszthatod
[2-lel, azaz érvényes), vagy ki # 0 és ko, ks, .. . , k,, koziil valamelyik [ — 1, ekkor
megint csak van olyan (I — 1)-es jegy, amelyet nem csak nullak kovetnek, vagyis
teljestil.

Ratériink arra, hogy a vagy feltételt teljesité szamok nem elemei F-
nek. Amennyiben teljesiil és igy [ | k, abban az esetben mar az elsé iteralt
oszthato [-lel. A feltételt teljesité szdmok koziil elegendd azokat vizsgélnunk,
melyek nem oszthatok [-lel, hisz az [-lel oszthatok vagy egy iteracios 1épéssel ilye-
nek lesznek, vagy megfelelnek a feltételnek is. Elegendd tehat azon szamokat
vizsgalni, amelyeknek van (I — 1)-es jegye, és utolso jegye nem 0 (ez mar garantalja,
hogy az (I — 1)-es jegyet koveti nem 0 jegy).

Jeloljiik (s + 1)-gyel a legkisebb olyan indexet, melyen (I — 1)-es szamjegy van.
Mivel ko # 0, ezért az (s + 1)-edik helyiértéken 16v6 (I — 1)-es szamjegyet nem csak
nullak kovetik. Ha s = 0, azaz ko # 0 és ky = [ — 1, akkor g,(k) akkor a[2.13] Lemma
masodik pontja alapjan oszthaté I-lel. Amennyiben s > 1, a[2.14] Lemma szerint
go(k) = (ks +1) + kepal+- -+ k0772, Mivel b, +1 # 0, ezért k iteraltjai kozott van

I-lel oszthato, hiszen gt (k) = ko +1=1 (mod 1), |

Megmutatjuk, hogy a [2.10, Tétel felsé becslése nagysigrendileg éles, ugyanis
q= % esetén ugyanilyen nagysagrendd als6 becslés adhato a g, leképezéshez tartozo
kivételes halmazra.

%, akkor a g, € H leképezéshez tartozo E kivételes

halmaz végtelen szamossdgu, tovabba minden x > | valds szdmra

log(l —1)
/Bl = ———
- 1)293 , ahol logl

2.17. Kovetkezmény. Ha q =

|EN(—z,2)| >

1

Bizonyitds. A kovetkezmény a g, leképezésre is kimondhat6, mivel ¢ = 7 esetén a

kett6 megegyezik.

Legyen X, C Z azon k egész szamok halmaza, amelyekre 1 < k < ", tovabba k-t
[ alapt szamrendszerben felirva az 1-es helyiértéket kivéve nincsen (I — 1)-es szam-
jegye, emellett nem oszthato [>-tel. Az el6z6 tétel alapjan ¥, C E. Kombinatorikai
tton lathato, hogy |3, =1 —-1)""1 =@ —-1)"2> (1 —-1)""L Hal" <z <" ¢s
n > 1, akkor

[EN(=z,2)] > |EN(0,1")] > [Sa] = (1= 1)"F >

Lattuk, hogy |¢| < 1 esetén nem feltétlentil véges a kivételes halmaz. Lagarias
sejtése szerint minden ¢ racionélis szamra, melyre |q| > 1, legfeljebb véges sok olyan
szém létezik, melyen iteralva az f, leképezést soha nem kapunk egész szamot. Ez a
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sejtés a g, leképezésre atfogalmazva éppen az . Sejtés, amelyet az atlathatosag
kedvéért megismétliink.

2.18. Sejtés. Minden q raciondlis szamra, melyre |q| > 1, legfeljebb véges sok olyan
szdm létezik, melyen iterdlva a g, leképezést soha nem kapunk l-lel oszthato szdmot.

2.19. Allitas. A . Sejtés ekvivalens a kovetkezbvel. Legyen q = 73, ahol m és |
relativ prim egész szdmok. Ha q < —1, akkor a g, leképezéshez tartozo E kivételes
halmaz dres, valamint ha ¢ > 1, akkor

E=(Z\1Z)N (—q_%,o).

Bizonyitds. A masodik alakboél nyilvanvaléan kovetkezik az elss, belatjuk, hogy az
eredeti alakbol kovetkezik az itt megfogalmazott.

Tegyiik fel tehat, hogy igaz a [2.18 Sejtés, vagyis az E kivételes halmaz véges.
Amennyiben x € E, akkor minden n > 0 egész szémra §]g(x) € E, mivel ha z-
en iteralva g,-t nem kapunk [-lel oszthat6 szamot, akkor valamely iteraltjan iteralva
sem. Ezért csak akkor lehet z € E, ha valamilyen n, # ny pozitiv egészekre g;' () =
gy2 (), kiilénben végtelen sok kiilonbéz6 szdmot kapnank g, iteraldsaval, amelyek
mind elemei lennének a kivételes halmaznak.

Mivel |g| > 1, ezért barmely x egész szam esetén |x| < |g,(z)|, ugyanis |z| < |qz],
tovabba
[qz], ha gz > 0,
| —qz], ha gz <0,

194(2)| = [Tgz ]| = {

tehat |z| < |g,(x)|. Ezért, ha ciklusba futunk g, iteralasa soran, akkor a ciklus
mentén az abszolut érték allando. Vagyis a ciklus csak 1 hossziisdgu lehet ugy, hogy
gq fixen hagy egy szamot, vagy 2 hosszisagi ugy, hogy egy szamot és ellentettjét
egymasba viszi.

Amennyiben ¢ < —1, akkor kénnyen lathato, hogy tetszéleges nem 0 szamon
iterélva a g, leképezést felvaltva pozitivak és negativak az iteraltak. Minden 1épésben,
amelyben negativ iterdltrol lépiink pozitivra, az abszolat érték nd, hisz barmely
r € Z* esetén |g,(—x)| = |[—xq]|| > x. Ezért negativ ¢ esetén soha nem futhatunk
az iteralas soran ciklusba, igy amennyiben feltessziik, hogy a kivételes halmaz iires,
akkor véges.

Amennyiben ¢ > 1, akkor ha x pozitiv egész szam, a [3.7, Lemma alapjan nincs
fixpont, és 2 hosszi ciklus sem lehet, mivel minden iteralt pozitiv. A 0 sem lehet
kivételes, mert minden iteraltja 0, és igy oszthato I-lel. Igy a kivételes halmazban
csak negativ egészek lehetnek. Pontosabban, akkor teljesill —x € E valamilyen x
pozitiv egész szamra, ha r < qfll, ekkor ugyanis ekvivalens atalakitasokat végezve
rqg <z +1,igy —v — 1 < —xq < —=x, ezért §,(—z) = [—zq] = —=x, vagyis —x
fix g, mellett. Amennyiben kisebb negativ szamokon iteraljuk a g, leképezést, akkor
hasonlé atalakitasokkal lathato, hogy az abszolut érték minden iterélassal néni fog,
igy nem alakulhat ki ciklus. Mivel g, iteralasakor az abszolut érték nem csokken, és
minden fixpontnal a kisebb abszolut értéki negativ szamok is fixpontok, ezért ha
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nem fixpontrol inditjuk az iteraciot, nem futhatunk fixpontba. Végiil, a fixpontok
koziil pontosan azok vannak benne a kivételes halmazban, amelyek maguk nem

oszthatok [-lel, ezért az (—qfll, 0) intervallumbol le kell vonnunk (Z elemeit, hogy

megkapjuk FE-t. [ |

2.20. Kovetkezmeény. A |q| > 1 feltétel mellett a §, leképezés E kivételes halmaza
tetszdlegesen nagy véges szamossagi lehet.

Bizonyitds. Legyen K tetsz6leges pozitiv egész kiiszobszam. Legyen 1 < ¢ < 1 + %
olyan, hogy ¢-t az m és [ relativ primek hanyadosaként felirva [ > K. Ekkor a g,
leképezésre az el6z6 allitas alapjan —1,—2,..., —K € E, tehéat |F| > K. |

3. A generatum leirasa

3.1. Definici6. Legyen a ¢ racionalis szam rogzitett és legyen k egész szam. Nevez-
ziik k-bol léptetett szorzoknak a kovetkezd {k,} sorozat elemeit:

. k, han =0,
! Gq(kn) = [qky,], han > 0.

Az 1-b6l léptetett szorzoknak kiilonleges jelentGségiik lesz, roluk szol az[1.10] Sej-
tés, és fel fogjuk Sket hasznalni az|1.11] Sejtés egy specidlis esetének bizonyitasdhoz.

3.2. Definicid. Nevezziik bdzisszorzoknak az 1-bél 1éptetett szorzokat.

3.3. Példa. Nézziik meg, hogyan kapjuk meg a bazisszorzokat g = %—re.

o ap =1,
o ar=[g = [2] =2

o ay=[qai] = [F] =3,
o a3 = [qax] = [F] =4,
o 00 = [gas) = [%] =6

3.4. Lemma. Legyen az A C 7Z halmaz zdrt a ¢ miveletre, és teqyiik fel, hogy
1 € A. Barmely k € A egész szamra a k-bdl léptetett szorzok is benne vannak az A
halmazban. Specidlisan, a bdzisszorzok benne vannak (1),-ban.

Bizonyitds. Elegend6 belatnunk, hogy minden k-t tartalmazo részalgebraja (Z,)-
nak tartalmazza a k-bol léptetett szorzokat, vagyis (k). tartalmazza Sket. Az allitast
teljes indukcidval bizonyitjuk, kezddlépéséhez mar feltettiik, hogy ky = k € A. Ha
feltessziik, hogy k,—1 € (k),, akkor k,, = 1ok,_; € (k). is benne van a generatumban,
igy indukcioval adodik az allitds. A bazisszorzok az 1-bdl léptetett szorzok és 1
nyilvan eleme (1),-nak. |
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3.5. Lemma. Legyen A részalgebrdja (Z,©)-nak. Tegyik fel, hogy b,c € A és leg-
aldbb egyikik elddll [kq| alakban, ahol k € A. Ekkor be € A. Specidlisan, ha ¢ € (1),

és a,, bdzisszorzd, aholn > 1, akkor ca, € (1),.

Bizonyitds. Az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy b &ll el6 a meg-
adott alakban. Ekkor bc = c ¢k, ahol a jobb oldali mtvelet tényezéi a feltevés miatt
benne vannak A-ban. Specialisan, ha a,, bazisszorzo6 és n > 1, akkor a,, el6all [a,_1q]|
alakban, ahol a,_1 az el6z6 lemma miatt van benne (1),-ban. |

Az el6z6 két lemmabol indukcioval kozvetleniil adodik a kovetkezd:

3.6. Kovetkezmény. Legyen A részalgebrdja (Z,¢)-nak. Ha A eqy tetszdleges ele-
mét tetszdleges szamii olyan b szorzoval szorozzuk, amely elddall [kq]| alakban, ahol
k € A, akkor olyan szdmot kapunk, amely benne van A-ban. Specidlisan, a bdzis-
szorzok szorzatai benne vannak (1)s-ban.

3.7. Lemma. Ha g > 1, akkor a g, leképezés szigorian monoton novd, igy injektiv
a pozitiv eqész szamokon.

Bizonyitas. Nyilvin g, mellett pozitiv szamok képe pozitiv, negativ szdmok képe
nempozitiv, valamint g, monoton névé. Mivel ¢ > 1, ezért két szomszédos pozitiv
egész szamot ¢-val szorozva az eredmények kozti kiilonbség legalabb 1, ezért fels6
egészrészeik, vagyis a két szomszédos egész szam g, melletti képei nem egyezhetnek
meg. Ebbdl kovetkezéen g, szigortan monoton noveé. [ |

3.8. Allitas. Legyen q pozitiv raciondlis szam. A kovetkezd végtelen lépéses konstruk-
cioval az (1), halmaz minden elemét megkaphatjuk eqy végtelen tdibldzatba foglalva.
Elbszor felirjuk az elsé sorba a bdzisszorzokat az 1-gyel kezdddden. Ezt koévetden az
alabbu lépést ismételjiik, ameddig lehet:

Vessziik a legkisebb olyan szdmot, amely nincs a tabldazatban, de eldall a tabld-
zatban mdr szerepld szamok szorzataként. Ezt a szamot beirjuk egy 1j sorba az elsd
oszlopba, majd kiszamoljuk a léptetett szorzoit, és sorban kitoltjik vele az 1ij sort.

Amennyiben q > 1, akkor a tdbldzatban bdrmely egész szdm legfeljebb egyszer
szerepel.

Bizonyitdas. ElGbb teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy a tdblazat els6é oszlopanak
i-edik eleme felirhaté i-nél kisebb indext sorok 1-nél nagyobb indexti oszlopaibol
vett elemek szorzataként (az indexelést itt 1-t6l inditjuk). A kezddlépéshez az 1-et
iires szorzatnak tekintjiik, tovabba tegyiik fel, hogy minden ¢ < n esetén teljesiil az
allitas. Az n-edik sor els6 eleme a tablazat definicioja miatt feljebb 1év6 sorokban
talalhato szamok szorzata. Amennyiben ezek kozott van az elsG oszlopbdl is elem,
akkor azokat az indukcios feltevés alapjan irjuk fel az elsé oszlopon kiviil 4ll6 elemek
szorzataként, és ezt a szorzatot irjuk be a helyére. Ezt a lépést mindegyik kezdeti
szorzotényezdre alkalmazva, a kivant alakban tudjuk felirni az n-edik sor elsé elemét.

Teljes indukcidval belatjuk, hogy tetszdleges n-re a tablazat elsé n soranak ele-
mei benne vannak a generatumban. Az elsG sor elemei a bézisszorzok, roluk mér
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lattuk, hogy a generatum tartalmazza Gket. Tegyiik fel, hogy egy adott n termé-
szetes szamra a tablazat elsG n soranak elemei benne vannak a generatumban. Az
(n 4 1)-edik sor elsé eleme felirhat6 az elsé oszlopon kiviilrél vett elemek szorzata-
ként, igy a [3.6] Kovetkezmény szerint benne van a generatumban. Az (n + 1)-edik
sor emellett az els elem 1éptetett szorzoéit is tartalmazza, amelyek igy szintén benne
vannak (1),-ban. Ezzel belattuk, hogy a tablazat elemei valoban mind (1), elemei
is.

Most lassuk be, hogy a tablazat tartalmaz minden szamot a generatumbol. Teljes
indukcioval bizonyitunk aszerint, hogy mi az az n szdm, ahanyszor alkalmazni kell a
o miiveletet, ha meg szeretnénk kapni a generatum egy elemét az 1-bél. Amennyiben
n = 0, azt ugy tekintjiik, hogy a mtvelet elvégzése nélkiil vessziik az egyetlen kezdeti
szamunkat, az 1-et, éppen a tablazat els¢ soranak els6 elemét. Amennyiben n = 1,
akkor csak egyféle eredményt kaphatunk, mégpedig az 1¢1 = [¢] szamot, azaz a;-et,
amely a tablazat els¢ soranak méasodik eleme.

Az indukcios 1épés bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy ha legfeljebb n-szer kell vég-
rehajtani az 1 szamon a ¢ miiveletet, akkor a kapott szam benne van a tablazatban.
Legyen x olyan szam, amelyre (n + 1)-szer kell elvégezni a ¢ miveletet az 1 szdmon,
hogy megkapjuk z-et. Ekkor x = z1 0x9 = x1[qx2 ], ahol az indukcios feltevés szerint
x1 és o mar szerepel a tablazatban. Vegyiik észre, hogy [xaq]| az x5 elemtdl jobbra
1évs elem a tablazatban, igy a szintén a tablazatban 1év§ xi-gyel vett szorzata is
benne van a tablazatban, elvégre a konstrukcio folytan a tablazat zart a szorzésra.

Ha ¢ > 1, akkor a téblazat els6 oszlopaban lefelé haladva szigortian nének a
szamok, ugyanis ha létezne olyan i pozitiv egész szam, hogy az (i + 1)-edik sor els6
eleme kisebb (egyenls a képzési szabaly miatt nem lehet), mint az i-ediké, akkor a
képzési szabaly miatt fel tudnank irni az (i+1)-edik sor elsé elemét feljebbi sorokban
1évs elemek szorzataként. Mivel az i-edik sorban minden elem nagyobb volna, ezért
csak i-nél kisebb indext sorok elemeit hasznalnank fel, ez azonban ellentmondana
az i-edik sor elsé elemének kivalasztasakor a minimalitési feltételnek.

Most lassuk be, hogy ¢ > 1 esetén a tabldzatban minden elem pontosan egyszer
szerepel. Az els§ sorban minden elem kiilonb6z8, mivel a ¢ > 1 feltétel és a[3.7} Lem-
ma folytan jobbra haladva szigortian nének a szdmok. Tegyiik fel, hogy az els6 n
sorban nincs ismétlédés. Az (n + 1)-edik sor (ha egyéltalan létezik) els6 elemét a
tablazat leirdsa szerint tgy valasztjuk, hogy nem szerepel a felette 1évé sorokban.
Az (n + 1)-edik sor els§ eleme igy nem egyezik meg a tablazat egy korabbi elemé-
vel sem. Ha feltessziik, hogy a k-adik eleme nem szerepelt korabban, akkor abbol
a . Lemma alapjan kévetkezik, hogy a (k + 1)-edik eleme csak az els6 oszlopban
szerepelhetett, kiillonben a k-adiknak is kellett volna korabban szerepelnie. Azonban
az els6 oszlopban sem szerepelhetett, mivel az elsé oszlopban lefelé, valamint bar-
mely sorban jobbra haladva szigortian nének a szamok. Igy az (n + 1)-edik sorban
sincsen ismétlédés az addigiakhoz képest. [ |

Erdemes megfigyelni, hogy szemléletesen bebizonyitottuk az alabbi tényt.

3.9. Kovetkezmény. Legyen q pozitiv raciondlis szam. Az (1), halmaz megegyezik
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az 1-b6l szorzdssal €s a G, leképezéssel generdlt halmazzal, és mint ilyen, zdrt a
szorzdsra €s a g, leképezésre.

3.10. Lemma. Legyen q = 7 gy, hogy m > [ relativ prim pozitiv egész szamok.

Ekkor azon szamok, amelyek nem dllnak eld 1ox alakban gy, hogy x egész szam, azok
[ darab maradékosztalyt alkotnak modulo m, emellett az m-mel osztva 1 maradékot
ado szdmok mindig ilyenek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy n nem all el 1 ¢ x alakban. Ekkor nem létezik olyan
xrz egész szam, hogy n = [x%-‘, azaz
xm
n—1< T <n.

Keressiik a megfelel6 n szamokat az m-mel vett maradékuk szerint, tehat irjuk
fel n-et mt + r alakban, ahol t egész szam, mig 0 < r < m. A fenti képletbe
helyettesitve, majd rendezéssel azt kapjuk, hogy nem allhatnak fenn a (z — tl)m <
rl < (z — tl)m + | egyenlStlenségek, vagyis rl maradéka m-mel osztva nem lehet
0,1,2,...,1 — 1. Mivel m és [ relativ primek, ezért adodik a lemma elsd allitasa. A
masodik onnan kévetkezik, hogy n = 1 (mod m) esetén rl = nl =1 (mod m) és

1¢{0,1,2,...,1—1}. u

3.11. Allitas. Legyen q = B, ahol m és | egész szamok, relativ primek és m > 1.
Amennyiben [q| és m relativ primek, akkor a . Allitasban szerepld tdblazat elsé
n sora mem zdrt a szorzasra tetszdleges n egész szam esetén.

Bizonyitds. Az allitas ekvivalens azzal, hogy a tablazatnak végtelen sok sora van.
Az el6z6 lemma szerint m-mel osztva 1 maradékot add szdmok nem szerepelnek
a tablazat els6 oszlopan kiviil. Ugyanakkor ha [q] és m relativ primek, akkor [¢]
hatvanyai kozott végtelen sok kongruens 1-gyel modulo m. Mivel [¢] € (1), és a
generdtum zart a szorzasra, ezért ezek a szamok mind elemei a generdtumnak, és
igy a tablazatnak is. Mivel nem lehetnek a tablazat els6 oszlopéan kiviil, ezért az els6
oszlopban vannak, tehat a tabldzatnak végtelen sok sora kell legyen. |

3.12. Sejtés. Tetszileges ¢ > 1 raciondlis szam és n pozitiv egész szam esetén a
tablazat elsd n sora nem zdrt a szorzdsra.

A sejtés ekvivalens azzal, hogy ¢ > 1 esetén a téablazatnak végtelen sok sora van.

3.13. Allitas. Amennyiben teljesiil az . Sejtés, akkor teljestil a. Sejtés is.

Bizonyitds. Kontrapozicioval bizonyitunk, tehat megmutatjuk, hogy a [3.12] Sejtés
tagadasabol kovetkezik az [I.13] Sejtés tagadasa. Ha feltessziik, hogy a tablazatnak
az elsG n sora zart a szorzasra, akkor csak n sora van, legyenek az elsé oszlop elemei
D1, P2s - - - Pn. Az i-edik sor j-edik elemét alulrol becsiilhetjiik p;q7~!-nel, igy az i-edik
sor elemeinek reciprokosszegét feliilrsl becsiilhetjiik a kdvetkezs képlettel:

ipqu 1:1%20( ) grl_%)
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Lathatjuk, hogy a sorok elemeinek reciprokosszege véges, igy amennyiben véges sok
sor van, a tablazat 0sszes elemének reciprokosszege véges, a . Allitéas szerint tehat

(1), elemeinek is véges a reciprokosszege, ebbdl kovetkezden a generatum 0 striiség.
|

4. Bazisszorzok

Ebben a fejezetben az . Sejtést bizonyitjuk be olyan ¢ = 7 tortekre, ahol
m < [+ 34. Most kényelmesebb lesz a ¢ mivelet helyett az eredeti o miveletet
hasznalni. A [3.6] Kovetkezmény szerint a bazisszorzok szorzatai benne vannak az
(1), halmazban, ez pedig a (g), generatumra nézve a kévetkezot jelenti.

4.1. Allitas. Ha by, ..., b, bdzisszorzok, akkor qby - ...-b, € (q)e.
Bizonyitds. A 3.6, Kovetkezmény alapjan by - ... - b, € (1),, ebbdl pedig az ¢
izomorfizmust hasznalva azt kapjuk, hogy by - ... b, € (q)o. [

Mivel fontosabb szerepet fog jatszani ¢ szamlalojanak és nevezéjének kiillonbsége,
mint a szamlélo, igy # alakban fogjuk felirni.

4.2. Allitas. Ha 1 < ¢ = 5 < 2, ahol k,1 € N, akkor 2 és {

; W kozott minden

I
k
természetes szam bdzisszorzao.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy a, =n + 1, han < % Ebbél valo-
ban kovetkezik az allitas, hiszen a; = 2 (ez egyben a kezdgdlépése az indukcionak),
mésrészt ha n = (H — 1, akkor a, = (H

Az indukcids 1épéshez azt kell megmutatnunk, hogy ha a,,_1 =n ésn < é, akkor
a, = n + 1. Ehhez azt az altalanosabb allitast mutatjuk meg, hogy az indukcios
feltevésbdl kiindulva a,, = n + 1 pontosan akkor teljesiil, ha n < é Az elébbi
feltételbsl fogunk kiindulni, majd ekvivalens atalakitdsokkal belatjuk az utobbit.
Az a, = n + 1 Osszefiiggés a bazisszorzok definicidja szerint pontosan akkor &ll
fenn, ha [ga,—1] = n + 1, ami az indukcios feltevés miatt ekvivalens azzal, hogy
[qn] = n + 1, vagyis n < ng < n + 1. Mivel ¢-r6l mindvégig feltételezziik, hogy
nagyobb 1-nél, ezért a bal oldali egyenlStlenség mindig teljesiil, a lényeges a jobb
oldali. Kiirva ¢-t azt kapjuk, hogy n% < n + 1, vagyis n (1 + %) < n-+1 Itt
kivonhatunk mindkét oldalbol n-et, ezzel kapjuk, hogy "Tk < 1. Ennek atrendezése

arra vezet, hogy n kisebb, mint é [ |

ktl
l

amelynek legkisebb primtényezdje nagyobb, mint k, akkor a modositott szorzdssal

4.3. Kovetkezmény. Ha q = valamilyen k,l € N-re és | olyan dsszetett szam,

generdlt halmazban van egész szam.

Bizonyitds. Valéban, ha [ legkisebb primtényezGje nagyobb, mint k, akkor a legna-
gyobb primtényezGje kisebb, mint %, igy a Allités szerint [ minden primtényezdje
bazisszorzo, azokkal szorozva ¢-t pedig a |4.1L Allitas szerint egész szamot kapunk a

(q)o generatumban. =
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A k = 1 speciélis esetre a Allitas azt jelenti, hogy 2 és [ kozott minden termé-
szetes szam bazisszorzo, tehéat esetiikben nincs sziikség a primtényezkre vonatkozo
feltételre:

L1

4.4. Kovetkezmény. Ha q = =

valamilyen | € N-re, akkor (q).-ban van egész
szdm.

4.5. Lemma. Legyen q = %, ahol p primszam és p 4 m. Ekkor barmely ¢ természetes
szdmra [qc| oszthatdsdga p-vel kizdrdlag cm-nek p?-tel vett maradékdtdl fiigg.

Bizonyitds. Kibontva q felirasat, [qc] = [%1, ebbdl [gc]| oszthatésaga p-vel, vagyis
P (%} az oszthatosag definicioja alapjan ekvivalens azzal, hogy valamilyen s ter-

mészetes szamra (%1 = ps, azaz ps — 1 < < < ps, vagyis p’s —p < em < p?s.
Ez akkor teljesiil, ha cm = ¢ (mod p?) valamilyen r € {—p+1,—p+2,...,—1,0}
egész szamra. |

4.6. Allitas. Legyen q = %k, ahol k € N, p primszdm, p > k és tegyiik fel, hogy
a legkisebb primitiv gyok modulo p* legfeljebb P, Ekkor a mddositott szorzdssal q-bol
generdlt halmazban van egész szam.

Bizonyitds. A célunk olyan ¢ természetes szamot talalni, amelyre egyrészt gc € (q)o,
masrészt [ge] oszthato p-vel, igy ¢ - [qc] = q o (qc) € (q)o egész szam. Mivel k < p,
ezért p + k nem oszthato p-vel, igy az el6z6 lemma alapjan [gc| oszthatosaga p-vel
kizarolag c(p + k)-nak p*-tel vett maradékatol fiigg.

Ugy fogunk megfelels c-t talalni, hogy elgbb keresiink modulo p? primitiv gyokot,
amely a bazisszorzok kozott van, igy hatvanyaival tudjuk szorozni ¢-t tigy, hogy ben-
ne maradunk a (), részalgebraban (1asd af4.1} Allitast). Feltevéseink és al4.2l Allitas
miatt van ilyen r primitiv gyok, ennek hatvanyozéaséval redukalt maradékrendszert
kaphatunk modulo p?. Ha p > k, akkor p és p+ k relativ primek, igy a primitiv gyok
hatvanyainak (p + k)-val vett szorzataibol is valaszthatunk redukélt maradékrend-
szert. Feltehetjiik tehét, hogy valamilyen ¢ egész kitevére ri(p+k) = —1 (mod p?).
Ekkor 7! alkalmas valasztas c szerepére, hiszen a. Lemma szerint p | [gc], tovabba
ha r bazisszorzo, akkor a . Allitas szerint gc = grt € (q)o. [

Hasznalni fogjuk a modulo p? legkisebb primitiv gyokre az alabbi becslést.

4.7. Tétel (|Che22|). Minden p primszimra a modulo p? legkisebb primitiv gyok
kisebb, mint p®™.

4.8. Kovetkezmény. Ha q = ’%k, ahol p primszdam €s k pozitiv egész, valamint

p < 0”6/%, akkor (q).-ban van egész szdm.
01 < L ekkor pedig a . Tétel alapjan van

olyan primitiv gyok modulo p?, amelynek segitségével a . Allitas szerint tudunk

Bizonyitds. A feltételiink szerint p

egész szamot generalni. [ |

Ahhoz, hogy olyan % alaki szamokrol is ki tudjunk mondani egy hasonl6 alli-

tast, amelyekre [ Gsszetett, sziikség van a kovetkezére.
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4.9. Allitas. Legyen ¢ = Bt ahol | > k € N*. Ekkor ha | > k?, akkor % € (Q)o,
ahol p az | legnagyobb primosztoja.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy legfeljebb egy olyan primosztoja lehet (az azonos
primosztokat kiilon szdmolva) I-nek, amely nem béazisszorzo. Ugyanis ha tobb volna,

az a . Allitast hasznalva azt jelentené, hogy van legalabb két %—nél nagyobb
l2
k2
feltevésiinknek. Tehét legfeljebb egy kivétellel a nevezd minden primosztojaval be

primosztoja [-nek, ekkor azonban < [, vagyis | < k? adédna, ellentmondva a
tudjuk szorozni ¢-t ugy, hogy az nem vezet ki a generatumbol (mivel bazisszorzokkal
szorzunk, lasd a . Allitast), igy az eredmény éppen az allitasban szereplé alakot
fogja Olteni. [ |

4.10. Kovetkezmény. Legyen q = %, és legyen p a legnagyobb primtényezdje (-
nek. Tegyiik fel, hogy | > k* és a modulo p? legkisebb primitiv gyok legfeljebb +. Ekkor
(q)o-ban van egész szdm.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas alapjan ¢ = % € (q)o. A feltételiink és a H Allitas

szerint van a bazisszorzok kozott egy r primitiv gyok modulo p?, amelynek valami-

ktl
p

lyen ¢ hatvanyara a . Lemmét hasznélva [
p relativ primek. Igy hasznalhatjuk a . Allitas bizonyitasanak gondolatmenetét.

C—‘ oszthato p-vel, hiszen k + [ és

Mivel ¢'c ugy allt el, hogy ¢-t bazisszorzokkal, pontosabban el6bb p-n kiviil a tob-
bi primosztojaval, majd (t6bb lépésben) r-rel szoroztuk, ezért ¢'c € (¢),. Tekintve,
— ki

hogy ¢, ¢'c € (q)., a generatumnak eleme ¢’ o (¢'c) = ¢' - [¢'c] = > [¢'c|, amely

egy egész szam, mert p | [¢'c]. [ |

4.11. Tétel. Ha q = #, ahol k és 1 egész szdamok, tovdbbd | > "¥V'k, akkor (q).-ban

van egész szdm.

Bizonyitds. Legyen p az [ legnagyobb primosztoja. A . Tétel szerint a modulo p?
legkisebb 7 primitiv gydkre r < p*™ < 1% tovébba 1™ < L pontosan akkor, ha
k < 19% ami ekvivalens azzal, hogy “¥/k < I. Felhasznalva, hogy | > ¥k > k2,
a . Kovetkezmény alapjan kovetkezik, hogy (g).-ban van egész szam. [ |

A tételben szerepls becslés alapjan példaul olyan # alakt szamokra, ahol k
egyenl§ 2-vel, 3-mal, 4-gyel, elég rendre [ = 14-ig, 68-ig és 206-ig megvizsgalni, hogy
tudunk-e egész szamot generdlni. Program segitségével megnéztiik a kis eseteket
k < 34-re, és minden esetben talaltunk [-lel oszthaté bazisszorzot. A szamitogépes

esetvizsgélat bizonyitotta a kovetkezGt:

4.12. Tétel. Ha q = #, ahol 1l € Ny k € {1,2,...,34}, akkor (q).-ban van egész
szdm.

A fiiggelékben talalhato tablazat azt mutatja meg, hogy melyik k esetén a prog-
ramnak milyen [-ig kellett vizsgalodni, illetve mennyi id6t vett igénybe a szamolas.
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5. Fuggelék
A kovetkez6 oldalon talalhato tablazat megmutatja, hogy a [4.12] Tétel bizo-

nyitasdban hasznélt program futtatasa milyen k£ esetén melyik [ értékig tortént
(max(l) = *¥k), és mennyi ideig tartott.
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k | max(l) | perc | masodperc | ezredmésodperc
1 12 0 0 1.62
2 |15 0 0 2.45
3 |69 0 0 6.27
4 | 207 0 0 0.404
D | 488 0 0 3

6 | 984 0 0 13
7 | 1780 0 0 41

8 2975 0 0 120
9 |4680 0 0 422
10 | 7018 0 0 888
11]10125 |0 1 877
12114149 |0 3 641
13119249 |0 6 971
14 125597 |0 12 810
15133376 |0 23 1

16 | 42780 |0 39 998
171 54013 |1 31 621
18167294 | 2 29 235
19182849 |5 10 921
20 | 100917 | 8 35 716
21121748 | 13 31 656
22| 145601 | 20 |48 771
23| 172749 | 29 | 42 172
241203473 |43 | 34 735
251238064 | 55 |55 390
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1. abra. Az abran narancs szin mutatja [ = 2 esetén a m Tétel bizonyitasaban
hasznalt j = [log;(2x)] — 1 értéket, a kék szin pedig azt a j szamot, amelyre a
becslés a lehets legjobb

20.0 4 [

17.5 1

15.0

12.5

10.0 +

7.5 1

5.0 1

2.5+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
le6

2. abra. Az abran narancs szin mutatja [ = 3 esetén a [2.10] Tétel bizonyitasaban
hasznalt j = [log;(2z)] — 1 értéket, a kék szin pedig azt a j értéket, amelyre a
becslés a lehets legjobb

12

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
leé
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