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TARTALOMJEGYZEK

Bevezetés

A gépészeti szerkezetek teriiletén sokszor megjelend probléma a testek egyma-
son valo gordiilése. Gondolhatunk akar a kiilonféle kerekekre, de példaul a csap-
agyak gordiilg elemei és szamos mozgastovabbito elem is ide tartozik. Ha gordiilésre
gondolunk, valosziniileg sikbeli mozgés jut esziinkbe. Bar a térbeli gordiilés valo-
ban ritkdbban keriil el6 a gyakorlatban, leirasa nagysagrendekkel nehezebb a sikbeli
esetnél.

A gordiilés fogalma a hétkoznapi tapasztalatainkbol szarmaszik, olyasféle moz-
gasokra hasznaljuk, amikor két test feliilete folyamatos érintkezésben van, és az
érintkezd részek csuszas helyett egyméshoz tapadnak. A mechanikdban is hasonlo
értelemben hasznéljuk a fogalmat, a gordiilések leirdsahoz szamtalan matematikai
modell hasznalatos. A kovetkezékben a talan legegyszeriibbel foglalkozunk, melyet
altalaban egypontos érintkezés modellnek neveznek.

A modell egyik feltevése, hogy a két gordiils test merev, vagyis semmilyen alak-
véaltozas nem johet létre, ezen feltételezést az érintkezési tartomanyban is fenntart-
juk. A maésik feltevés, hogy a testek a gordiilés kozben érintik egymaést, és az érint-
kezési pont vagy pontok relativ sebessége nulla, vagyis nem jon létre megcsuszas.
Azért nevezhetjiik egypontosnak, mert bar példaul egy henger egy kupon érintke-
zési egyenes mentén gordiil, altaldnos geometriaju testek esetén egyetlen pontban
jon létre érintkezés.

A merev testek dinamikai leirasanal gyakran kevés szerepe jut a geometrianak,
a tomeg- és erdviszonyok szamitasa kozben a geometriat sokszor nagyban leegysze-
risitjiik. A gordiilés vizsgalatakor viszont a testek alakja alapvetGen meghatarozza
lehetséges mozgéasukat. Olyannyira, hogy a gordiilés kinematikai leirasakor a testeket
érdemes hatéaraikat alkotd gorbéknek vagy feliileteknek tekinteni.

Az els6 harom fejezetekben a gordiilés kinematikajaval fogunk foglalkozni, meg-
vizsgaljuk a gorbével vagy feliilettel modellezett testek gordiilésének geometriai és
topologiai viszonyait. Igyeksziink olyan targyalasmodot kovetni, mely minél altalé-
nosabban képes megragadni a gordiilések kozos tulajdonsagait is. Bar a levezetések
jelentGs része hasznalhatod gyakorlati szamitasokhoz is, vizsgdlodasunk lényege elsG-
sorban arra iranyul, hogy biztos alapokra helyezve megismerjiik a térbeli gordiilés
jelenségének szerkezetét.

A negyedik fejezetben a korabbi fejezetek modszereit alkalmazzuk egy példan,
melyet igyekeztiink annyira egyszertinek valasztani, hogy minél tisztabban kiemelje
a gordiilés sajatsagait. A példat a kinematika mellett kinetikai szempontbol is vizs-
galjuk, és megfigyeljiik, hogy a gordiil6 mozgas milyen médon befolyasolja a kinetikai
modszerek alkalmazhatosdgat. Eredményeinket numerikus szimulacioval tamasztjuk
ala.




1 KET SIKGORBE GORDULESE

1. Két sikgorbe gordiilése

Célunk végss soron a térbeli gordiilések vizsgalata, el6bb azonban érdemes fog-
lalkoznunk a sikbeli gordiiléssel, mert a térbeli gordiilés leirasat igy egy egyszertibb
jelenségre alapozva épithetjiik fel. A gorbék és feliiletek differencidlgeometriajahoz
a [5] és [4] miiveket hasznaltuk.

A sikbeli gordiilés végss soron nem idegen a kiterjedt merev testektdl. Ha a testek
egymason legordiils feliiletei dltalanos egyenes hengerfeliiletek, akkor parhuzamos
elhelyezkedés esetén az alkotok mentén eltolva ugyanaz a mozgas figyelheté meg. E
gyakran el6fordulé esetben érdemes az alkotokra merdleges metszetet vizsgalni, igy
sikgorbék gordiilésére vezethetjitk vissza a problémat. Ehhez a kévetkezd definiciot
hasznaljuk.

1. Definici6. Sikgorbe (sikbeli elemi gérbeiv) alatt értjik a g : |a,b] — R%p —
g(p); C®-osztalyi (analitikus) fligguényt. Az dsszes sikgdrbe halmazdat Gy-vel jeloljiik.

A gorbét megfeleltetjiik a merev test hatarvonalanak (metszetben), és mivel nincs
deformacié, masra nincs is sziikségiink. Bar egyes modellekben sziikség lehet ennél
bévebb definiciora is, megengedve a toréseket, fraktalszerd elemeket, a valésagban
el6fordulo testek hatarvonala altalaban teljesiti a definicié feltételeit.

1.1. Merev test mozgasanak leirasa sikban

Ebben az alpontban sikgdrbék mozgasarol fogunk beszélni, de természetesen bar-
mely sikbeli alakzatra ugyanigy alkalmazhato a leiras.

Keressiik azokat a R? — R? transzformaciokat, melyek a gorbét gy képezik le,
hogy az megfeleljen egy merev test elmozdulasanak. A merevtest-szert mozgast alta-
laban tgy definialjuk, hogy a mozgas soran barmely két pont tavolsaga megegyezik.
Folytonos mozgasnal ez elegendd is, azonban transzformacié esetén meg kell még
kovetelniink az iranytartast, vagyis kizarni a tiikrozéseket. A tavolsag- és orientéacio-
tartd leképezések két elemi tipusba sorolhatok, az eltolasnak az affin leképezések,
az elforgatasnak az ortonormaélt, egységnyi determinansu linearis transzforméaciok

Sikban az eltolast egy sikvektorral azonosithatjuk, a transzformaciét r — r + b
alakban frhatjuk fel. Az eltoldsok két dimenzios tere igy R2, ezért legcélszeriibb a
kanonikus bazisban egy (z,y) szamparral paraméterezniink. Igy:

Az elforgatasokat sikban S!'-szerkezetiik miatt egy egységkor pontjaival szem-
léltethetjiik. A transzformaciot r — Ar alakban ifrhatjuk fel, ahol A=! = AT és
det A = 1. A legegyszeritibb paraméterezés egy ¢ szogkoordinata segitségével adhato




1.1 Merev test mozgasanak leirdsa sikban

1. abra. A sikgdrbe merevtest-szeri transzformacioja

meg. Igy a [0;27) intervallumot hasznalva standard bazisban egyszertien felirhaté a
linearis transzformécié matrixa:

cosp —sing
[A] = {sin }
©  CoS
Belathato, hogy a fenti tulajdonsédgokkal mind az eltoldsok, mind az elforgatésok

csoportot alkotnak a kompoziciéra nézve. Egymés utan alkalmazva egy elforgatast
és egy eltolast, megkapjuk a sikbeli merevtest-szerd transzforméciok halmazat:

My :={f:R2 > R%r— Ar+b; A~ = AT;det A = 1}

A kapott leképezésekrdl szintén belathato, hogy csoportot alkotnak a kompozi-
ciora nézve. Létrehozasdnak modja miatt kijelenthetjiik, hogy My = R? x St Ezt
a struktirat a topologiaban &altalanosan specidlis euklideszi csoportnak nevezik és
SE€(2) szimbolummal jelolik.

A fenti modszert hasznalva harom valtozoval paraméterezhetjiik Mo-t, vagyis
VM € M, esetén létezik olyan (z,y, p) szamhéarmas, hogy

= [ o] [

mikozben z,y € R és ¢ € [0;27). A megfeleltetés indokolja a tovabbiakban a
M (z,y, ) jelolés hasznalatat.

Most mar adott egy harom dimenziés sokasag, melyen egy adott merev test geo-
metriai elhelyezkedését egy pont jelképezi. Térjiink vissza most a gorbékre. Mivel a
gorbe skalar-vektor fliggvény, alkalmazhato ra a fenti transzformacio, igy értelmezve
annak elmozdulasét.
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2. Definicié. A g* = M o g gorbét a g € Gy girbe helyzetének nevezziik, ha M €
M. Adott g girbe esetén g* és M azonosithato, M-t a g gorbe elmozduldsdnak
nevezzik.

Megkaptuk, hogy a sikban mozgd merev test elmozdulasa megadhaté egy elmoz-
dulasvektor két komponensével és az elforgatés szogével. Mindez szornyen egyértel-
miinek tinik, azért célszerd mégis ez a targyalasmod, hogy megfigyeljiik, mennyire
egyszertien tehetd meg a sikbeli gordiilés kezelése, mig a térbeli gordiilés leirdsa mér
a geometriai fazistér felirasakor akadéalyokba {itkozik.

A test elmozdulasa tehat egy R? x S! harom dimenziés térben irhaté le. Most
modellezziik a test mozgasat az idGben.

3. Definicio. A g € Gy girbe mozgdstorvényén a vy : [to,t1] — My fligguényt
nevezziik, mely legaldbb C*-osztdlyi.

Vagyis a mozgastorvény minden idépillanatban megadja a gérbe elmozdulasat,
v(t) o g pedig a gorbe helyzetét, mely tetsz6leges p paraméterre megadja az adott
pont poziciojat. Mivel v(t) € My, megadhatd a (x,y,¢) szamharmassal, vagyis a
mozgastorvényt a x(t), y(t) és ¢(t) skalarfiiggvények meghatarozzék:

hionl = [ ? e+ [ &

sing  cosp Y
Mozgas kozben az M (z,y, ) transzformécio folyamatosan valtozik. Mivel a moz-

gastorvény derivalhato, sebességként értelmezhetjiik a transzformécié megvaltoza-
sat:

4. Definicié. Adott a g € Gy gorbe a ~y(t) mozgdstorvényével egyitt. A g gorbe

sebességdllapotdinak a (t) := C:TZ mennyiséget nevezzik.

Mivel My harom dimenziés sokasag, érintGtere, vagyis a lehetséges sebességal-
lapotok tere a Thy My = R3 kozonséges harom dimenzids tér. A sebességallapot
lefrasahoz ezért mindenképpen sziikségiink lesz harom 1j valos valtozora. Derivaljuk
a mozgastorvény (1) alakjat az id6 szerint:

. 0 —¢| [cosp —sinp T
SOS g e diid I TR M e

A bal oldal a vizsgalt pont sebessége az adott pillanatban. A valtozok feletti
pont az id6 szerinti derivalast jelenti. A definiciok alapjan megmutathato, hogy
ezen derivaltak léteznek, és (2) szerint a merev test barmely r pontjanak sebességét
megadjak. Igy célszerti a sebességteret a @, 7 és ¢ valtozokkal leirni. Azonban mivel
S' nemeuklideszi, az érint6tér nem konstans, hanem fiigg a forgatasnak megfelels
¢ koordinatatol is, igy a sebességallapot megadasahoz ezen paraméterezésnél négy
valos valtozo sziikséges.

Sziikségilink lesz a masodik derivaltra is:




1.1 Merev test mozgasanak leirdsa sikban

5. Definicio. Adott a g € Gy giorbe a v(t) mozgdstérvényével egyitt. A g géorbe
gyorsuldsdllapotinak a 7(t) := ‘2127;7 mennyiséget nevezzik.

Mivel a Ty M sebességtér euklideszi, érintGtere onmaga, igy a gyorsulaséallapot
leirdsdhoz sziikséges harom 1j valtozonak valaszthatjuk #, y és ¢ mennyiségeket.
Valoban, ha derivaljuk (2)-t az id6 szerint, kapjuk:

s = 3 ] [ e - ®)

.9 . .
B el
0 7| [siny cosp U

A gyorsulastér tehat kifejezheté a harom valtozo derivéltjaival, a teljes gyorsu-
lasallapot megadasdhoz azonban sziikségiink van ¢ és ¢ mennyiségekre is. Vagyis a
forgatas kiilonleges strukturaja a magasabb érintSterekben is jelentkezik. A (2) és
(3) képletek valojaban a merev testre alkalmazhato jol ismert sebesség- és gyorsulas-
atszamitésos formulak felirasai keresztszorzas helyett métrixos alakban.

A mechanika gyakori megszoritasa, hogy az erék csak az elmozdulas- és sebesség-
tértsl fiigghetnek, ilyenkor magasabb rendi derivaltakra nincs is sziikségiink. Ekkor
a rendszert az elmozdulést leiré koordinatak masodrendi differencidlegyenletei ir-
jék le. Newton II. axiéméaja végss soron egy kényszert jelent a My, a T,y My és a
Ty Ty 1) Mo terek kozott, mely determinalja az aktualis gyorsulasallapotot. Ezért a
rendszer allapotterének a T My = My x T, My érintényalabot hasznalhatjuk.

Mivel mind az elmozdulastér, mind a sebességtér harom dimenziés, azt mond-
hatjuk, hogy a szabadon mozg6 sikbeli testnek harom szabadséagfoka van. A rendszer
allapottere az M, tér érintényalébja, vagyis a hat dimenzios T My = RS x S! tér.

Ha a rendszerben kényszereket vezetiink be, akir idéfiiggéen is leszikitjiik az
allapotteret, vagyis megtiltunk bizonyos fajta mozgésokat. A kényszert altalano-
san egy F : TMy x R — R fiiggvénnyel fogalmazhatjuk meg tgy, hogy el6irjuk
a mozgas soran F' = 0 értékét. Sok esetben a kényszer a skalaris valtozokkal és
skalaregyenletekkel is megadhat6. A kényszereket klasszikusan szkleronom-reonom,
illetve holonom-anholonom moédon csoportositjuk attol fiiggden, hogy az id6t vagy
a koordinata-sebességeket tartalmazzak-e vagy sem.

A kovetkezdkben a gorbék gordiilését szeretnénk lefrni. A gordiilés feltétele azon-
ban tobb egymasra épiilé elembdl épithetd fel:

1. A két gordiils gorbének van kozos pontja
2. A két gorbe a kozos pontban érinti egymast.

3. Az érintési pontban a két gérbe sebessége megegyezik.

Ezeket fogjuk most sorra venni.
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1.2. Sikgorbék kozospont-kényszere

A gordiilés sziikséges feltétele, hogy a két gérbének minden pillanatban legyen
k6z0s pontja. Legyen két gorbénk, g, h € G, p illetve g paraméterezéssel. Rogzitsiik
a koordinata-rendszert a h gorbéhez, igy csak a g gérbe mozgéasat kell leirnunk,
melyhez a fenti z, y és ¢ koordinatakat hasznaljuk.

A koz0s pont feltétele szkleronom kényszer, hiszen a gérbe geometriai helyzetében
hoz létre megkotést. Ezért a kényszer nyilvanvaléan megfogalmazhato f(x,y,¢) =0
alakban. A zart alakban torténd felirds azonban &ltalanos gérbéknél reménytelen
feladatnak ttinik. Erdemes ezért a kényszerezett teret uj valtozokkal leirni, és abbol
visszaszamolni az eredeti valtozokra.

Legcélszertibb, ha megadjuk, hogy a g gorbe melyik pontja esik egybe a h gorbe
melyik pontjéaval. Ezt megtehetjiik, ha megadjuk a p és ¢ paramétereket, melyek
kijelolik a pontok helyét a gorbéken. Attél még, hogy a két pont kozos, a g gorbe
szabadon elfordulhat e koriil a pont koriil, melyet célszert a ¢ koordinataval meg-
adnunk. Igy egy (p, ¢, p) szamharmast kapunk az elmozduldstér megadasara.

2. abra. A sikgérbék kozospont-kényszere

Ez azért érdekes, mert tgy tiinik, hogy a szabadon mozgd és a kényszerezett
gorbe elmozdulastere is harom dimenzios, vagyis a kényszer nem csokkenti a szabad-
sagi fokok szamdt. Felmeriil a kérdés, hogy valoban sziikség van-e harom valtozora,
nem redundans-e ez a lefras. Konnyen talalhatunk példékat arra, hogy a paraméte-
rezés valoban nem kolcsonosen egyértelmi. Azonban a tobbszoros lefedettség csak
bizonyos pontokban jelentkezik, és megmutathatdéan nem olyan moédon, hogy egy tel-
jes dimenziotol megszabadulhatnank. Ez amiatt van, hogy altalanos mozgés soran
a két gorbének csak megszamlalhatoan sok metszéspontja lehet, mig egy valos val-

10



1.2 Sikgdrbék kozospont-kényszere

tozd kontinuum szamossagot képvisel. A kozospont-kényszer az elmozdulastér nagy
részében lokdlisan nem jelent kényszert, hasonléan ahhoz, ahogy a biliardgolyonak
is szabad mozgasa van az asztal teriiletén belil.

Az Osszefiiggést a (p,p, @) és (z,y,p) valtozok kozott a kévetkezs Osszefliggés
definiélja:

] = [ ] o)+ 7] )

siny  cosp Y

Ebbdl a gérbék ismeretében egyértelmiien kifejezhetSk az x(p, q, p) és az y(p, q, »)
Osszefiiggések. Az is lathatoé azonban, hogy ez forditva nem biztos, hogy igy van,
adott (x,y, @) helyzetet tobbféle (p, ¢, ¢) harmas is leirhat. Azonban mindenképpen
csak megszamlalhatoan sok, hiszen egy kétismeretlenes egyenletrendszernek altala-
ban nincs kontinuum szémossagi megoldésa.

Az elmozdulasok tere igy harom dimenzios R? x S! feliiletnek tekinthets. A
feliilet jellege a gorbék paraméterezésétdl is fiigg. Ha a paramétertartomany egy
véges intervallum, akkor az elmozduléstér is véges, ha viszont az egyik vagy mindkét
gorbe zart, akkor az elmozdulastér torusz jelleget 6lthet. Az olyan éallapotokban,
ahol a két gorbének tobb metszéspontja is van, a paraméterezés szingularis hellyel
bir.

3. abra. A gorbeparaméterek redundanciaja

A sebességtérben eltiinnek ezek a problémak. A kényszerezett és szabad gorbe
érintGtere homeomorf, a (p, ¢, ) valtozokkal egyértelmiien kifejezhets a sebességal-
lapot adott elmozdulas esetén. Ekkor (4) id6 szerinti derivalasaval kapjuk:

dh .| [cosp —sing| [dg.
{d_qq} N {singp COS()O} {d_pp + (5)

HL ] e e o+ |

o 0 singp  cosp Y

11
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Ez linearis egyenletrendszer, igy a helykoordinatak ismeretében mind (p, ¢, ¢)
és 9(p, q,¢), mind ezek inverzei kifejezhetGek. Ad pp és —qq mennyiségek a kozos
pont g('jrbek menti vandorlasi sebességét fejezik ki. Ha p és ¢ ivhosszparaméterek,
akkor 2 és dg egysegvektorok

1.3. Sikgorbék érintékényszere

Vizsgaljuk most azt a kényszert, ami eldirja, hogy a két gorbének egy pontban
érintenie kell egymast. Ezt leirhatjuk tgy, hogy el6szor alkalmazzuk az el6z6 pontban
felirt kozospont-kényszert, majd elGirjuk az érintévektorok egyiranyusagat. Ez ugy
is megfogalmazhatjuk, hogy az érinté egységvektoroknak meg kell egyezniiik.

Ha nem ivhosszparamétert hasznalunk, az érintévektor nem feltétleniil egység-
nyi hosszt. Ezért ha érinté egységvektorhoz kivanunk jutni, az érintévektorokat nor-
malni kell. Az érintékényszer akkor all fent, ha a két érinté egységvektor megegyezik:

dn] [dn|™! _|cosp —sing| [dg]| |dg -
dg| |dg| — |sing cosy | |dp||dp
Az egységvektorokat irjuk fel iranyszogek segitségével:

dh @71_ cos oy,
dq dq o sin oy,

@ @_1_ oS oy
dp||dp| — |sing,

Ha a4, ap ¢ {0, 7/2,7,3m/2}, akkor ezeket visszairva kapjuk:

(6)

cos ¢ = cos(ay — ay)
sin ¢ = sin(ay, — o),

vagyis az aldbbi eredményt kapjuk, mely a négy specialis pontra is belathato.

Y =ap — Qg (7)

igy ha ismerjiik az érintési pont helyzetét a két gérbén az meghatarozza a mozgd
ebbdl a kozospont- kenyszernel leirt (4) formula alapjan meghatarozhato x és y.
Azonban az ott emlitett nehézség tovabbra is fennall, hidba ismert x és y, ebbdl
nem biztos hogy egyértelmtien meghatarozhato p és q. Rdadasul a transzformaciohoz
ismerni kell ¢ értékét is, ami szintén nem egyértelmten fiigg az x és y mennyiségektdl.

Ez a gyakorlati szamitasoknal nehézséget okoz. Az érintés kinematikajat a (p, q)
szamparral lehet egyszertien kezelni, viszont a mechanika torvényei a sulypont vagy
més pont (x,y) koordinatéira irhatok fel egyszertien. Ezért ha a gorbék bonyolultak,
az atszamitasi képletek hidnya nagyban megneheziti a mozgasok kezelését.
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1.4 Sikgorbék gordils kényszere

4. abra. Sikgdrbék érintd kényszere

A sebességek leirasahoz szintén alkalmazhatok az el6z6 pont eredményei. Azon-
ban az (5) formulaban ki kell kiiszobolniink ¢ értékét. Ezt megtehetjiik, ha ismertek
a gorbék adott pontbeli gorbiiletei. Kénnyen belathato (7) derivalasaval:
dg' :

dh| .

Qb:/‘fh d_q q — Ry

ahol kj, és k4 a gorbék gorbiiletei, melyek a gorbék egyenletébdl zart formulaval
adodnak. Most mar ¢ ismeretében (5) segitségével meghatarozhato & (p, ¢) és y(p, §).
Az érintStér tehat két dimenzids, a fenti 6t sebesség jellegi valtozo koziil az elfajuld
eseteket nem szamitva barmelyik kett6 meghatarozza a masik harmat az (5) és (8)
Osszefiiggéseken keresztiil, feltéve, hogy az elmozdulas ismert.

Megéllapithatjuk tehéat, hogy a kozospont és az érinté kényszer fenti formai
egyiitt egy megszokott viselkedésti szkleronom-holonom kényszert alkotnak, mely az
elmozdulastér és a sebességtér dimenzidjat is eggyel csokkenti, igy a kényszerezett
rendszer két szabadsagfokinak tekinthetd.

1.4. Sikgorbék gordiil6 kényszere

Most mar kozel jarunk a gordiilés megfogalmazasihoz, csupan azt kell még ki-
kotniink az el6z6 ponthoz képest, hogy a gorbék érintési pontjaban a relativ sebesség
zérus legyen. Mivel most az egyik gorbét nyugvonak tekintjiik, a méasik gérbe sebes-
ségének zérusnak kell lennie.

Vagyis (2) alapjan:

e A

%) siny  cosp U
Ekkor (5) utolso két tagja eltiinik:
dh . cosp —sin dg .
)= 7 = ) R
q Sinp  Cosy dp

13



1 KET SIKGORBE GORDULESE

(6) miatt:
cosp —sing| (dg| _ [dh %71 dg
sinp cose | |dp| |dq||dg| |dp
Visszairva (10)-be kapjuk:
dh dg
=227 11
‘dq ! ‘dp P (1)

A két oldalon az a sebesség all, amellyel az érintési pont vandorol a gérbék men-
tén. A kényszer kimondja, hogy ezen sebességeknek meg kell egyeznitlik, ami egybe-
vag azon szemléletiinkkel, hogy gordiilés soran a két gorbén azonos ivhosszt jarunk
be. Ha ivhosszparamétert hasznalunk mindkét gorbén, akkor az érintévektorok eleve
egységvektorok, igy p = ¢ modon egyszeriisddik a kényszer.

A (11) gordilskényszer nem a valtozok, hanem azok derivaltjai kozott teremt
kapcsolatot. Azonban a kényszert integralhatjuk az idG szerint:

dh dg
y — -7 12
/‘dqdq /‘dpderC (12)

Ez mér nem tartalmazza a p és ¢ valtozok derivaltjait, megjelenik viszont a C
integralasi konstans, amit még meg kell hataroznunk. Ezt csak agy tehetjiik meg, ha
egy idGpillanatban ismerjiik p és q értékeket. Tegyiik fel, hogy a paraméterezések nem
elfajuloak, és mindkét primitiv fliggvény 1étezik. Jeldljiik ezeket az ivhossz jelentési
primitiv fiiggvényeket H(q)-val és G(p)-vel. Adottak tovabba py = p(to) és qo = q(to)
értékek. Ekkor C' értéke:

C = H(q) — G(po) (13)

Ekkor (12) méar valoban megkotést jelent az elmozdulast leird koordinatak kozott,
igy abbol p vagy ¢ ismeretében a mésik meghatérozhato. Ezutéan az érintékényszernél
adott formulak segitségével szamithatok x, y és ¢ valtozok. Ha ivhosszparamétert
hasznalunk, (12) egyszertisodik ¢ = p + C alakra, igy C' = gy — po a kezdeti fel-
tételben 1év§ eltolast jelzi a két paraméter kozott. Hasonloan egyszert eredményre
jutunk, mikor az ivhosszparaméterrel linearis paraméterezést hasznalunk (példaul
egy korvonal szoggel valo paraméterezése), mas esetekben a (12) kényszer haszné-
lata bonyolultta valik.

A szakirodalmi miivek megoszlanak annak tekintetében, hogy a (12) kényszert
holonom vagy anholonom kényszernek tarthatjuk-e. Lathatjuk, hogy ahhoz, hogy
igazi holonom kényszer legyen, sziikséglink van a C' konstansra, mely a kezdeti fel-
tételbdl adodik.

Ha a kezdeti feltételt is hozzavessziik a kényszerhez, jogosan tarthatjuk (12)-t
holonom kényszernek. Ekkor p vagy ¢ onmagaban meghatarozza az elmozdulasok
terét, amely igy egy dimenzios lesz.
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1.4 Sikgorbék gordils kényszere

Ha azonban csupan a (12) feltételt tekintjiik, az 6nmagaban nem szikiti le az
elmozduléasok, csupan a sebességek terét, igy valojaban anholonom kényszer. Azon-
ban ez kevéssé latvanyos, mert a kevés dimenzié miatt a megmaradt szabadsagi fok
csupan egy konstansban jelentkezik, mely végig allandé a mozgas soran. Az igy meg-
maradt "fél" szabadsagi fokot hozzavehetjiik a fazistérhez, és C' = 0 semmitmondoé
differencidlegyenlettel irhatjuk le, melynek kezdeti értéket kell adnunk. A térbeli
gordiilésnél a jelenség sokkal latvanyosabban ki fog {itkézni. Ebben a szemléletben
a sikbeli gordiilés elmozdulastere két dimenzids, mig sebességtere egy dimenzios.

(11) kényszer alapjan (8) egyszertibb alakba irhato:

dh| .

)i = (o — 1y |29
dqq_ "{h K’g

p p (14)

® = (kn — Ky)

Ezutan (9) alapjan meghatarozhato & és y.

Bar a fenti levezetésekben kapott formulédk sok esetben gyakorlati szamitésok-
hoz is hasznalhatoak, a cél az volt, hogy megfigyeljiik a sikgérbék gordiilését leird
kényszerfeltétel szerkezetét és hatasat az elmozdulasok és sebességek terére. A sza-
bad sikgorbe R? x St elmozdulasterét a kezdeti feltétellel megadott gordiilskényszer
egyszertien a R térre szikiti, le mely sok esetben analitikusan is, de egyszerti nume-
rikus modszerekkel szinte mindig kényelmesen kezelhetd.

Ne feledjiik el azonban, hogy amikor gordiil6kényszerrsl beszéliink, egyszerre
koveteljiik meg, hogy

1. a két gorbének legyen kozos pontja (kézospont-kényszer)
2. a kozos pontban az érint6 egységvektorok megegyezzenek (érintékényszer)
3. a kozos pontban a relativ sebesség nulla legyen (gordiil6kényszer)

4. adott legyen a gorbe egy indulési pozicioja (kezdeti feltétel).

Vagyis a két szabadsagfok elvesztését jelent kényszer bonyolultabb szerkezet,
mint els6re gondolnank.

Most ugrunk egy dimenziot és attériink a feliiletek egymason vald gordiilésére.
Ez két fronton is elbonyolitja a kérdést. Egyrészt mér a szabad merev test elmozdu-
lasi tere is bonyolult struktiréval bir, mésrészt a kényszerek megfogalmazasakor is
nehézségek meriilnek fel, ezért lesz a térbeli gordiilés a sikbelinél nagysagrendekkel
nehezebben kezelhetd probléma.
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2. Keét feliilet gordiilése

Ratérlink vizsgalodasunk valodi targyara, a feliiletek térbeli gordiilésére. Tér-
beli alatt most azt értjiik, hogy nem lehet visszavezetni az el6z6 pontban targyalt
stkmozgasra. Gondolatmenetiinket a gérbék gordiiléséhez hasonlé moédon épitjiik fel.

El6szor definidlnunk kell, milyen feliiletekkel kivanunk foglalkozni:

6. Definicio. Feliilet (elemi feliilet) alatt értjiik az f : [a,b] x [c,d] — R?* f —
f(u,v); C®-osztdlyi (analitikus) figguényt. Az dsszes felilet halmazdt Fs-mal jelol-
jiik.

2.1. Merev test helyzete a térben

Keressiik azokat a R® — R3 transzforméaciokat, melyek a merevtest-szerd moz-
gast megvalositjak. Megmutathatd, hogy a sitkmozgashoz teljesen hasonlé moédon
forgatasok és eltolasok, valamint ezek kompoziciéi jelennek meg.

Az eltolast egy térbeli vektorral adjuk meg, és igy a transzforméacié r — r + b
alakot 6lt. Az elforgatdsok pedig r — Ar alakban frhatok fel, ahol A= = AT é&s
det A = 1. A vektorok és tenzorok természetesen most a harom dimenziés térben
értenddk.

A merevtest-szertd transzforméciok halmaza térben tehat latszolag nagyon ha-
sonlit a sikbeli esetre:

My :={f:R* = R%r— Ar+b; A" = AT;det A = 1}

Azonban a kiilonbség rogton kititkozik, ha megvizsgaljuk ezen tér szerkezetét
és parametrizalni akarjuk azt. Az eltolasok tere természetesen egyszertien R3, igy
kanonikus béazisban egy (z,vy, z) szimharmassal megadhatjuk:

A forgatéasokkal viszont nehéz a helyzet. Lattuk, hogy a fenti tulajdonségi, or-
togonalis, egységnyi determinansi tenzorok sikban egy egy dimenzios S! strukttrat
alkotnak. Altalanosan megmutathatoé, hogy egy n dimenzios euklideszi térben a for-
gatasok tere 3n(n — 1) dimenzi6s, melyek struktiraosztalyat SO(n) szimbélummal
jeloljiik. A képlet kiadja a kozismert tényt, hogy harom dimenzios tér esetén a for-
gatasok tere is harom dimenzios, vagyis az SO(3) csoport.

A sikbeli forgatasokat egyszertien abrazolhattuk egy kor pontjaival. A térbeli
forgatasokat harom dimenzios alakzattal tudnénk szemléltetni. Kénnyen megmutat-
hato, hogy példaul egy gomb pontjai alkalmasak erre, egy kis topologiai kiigazitéassal.
Ha a gomb felszinének “atellenes”; vagyis kozos atmérdre esG pontjait azonositjuk,
olyan strukturat kapunk, mely mar azonosithato az SO(3) forgatd csoporttal. Ezen
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2.2 A térbeli forgatasok leirasa

hipertér zart alakzat, hiszen a szemkozti pontok azonositasaval megsziintettiik a
peremét. Ez egybevag azzal a szemléletiinkkel, hogy egy merev test térbeli orienta-
cidinak sincsen szélsé helyzete.

Barmilyen egyszertinek tiinik is a térbeli forgatés, nagy nehézségekbe iitkoziink,
ha megprobaljuk skalaris paraméterekkel egyértelmien leirni a térbeli orientaciot.
Nagyon elterjedt hiba az a feltételezés, hogy egy vektorral, méasképp harom egy-
méstol fiiggetlen, harom tengely koriili forgatassal megoldhaté a probléma. Ez a
szemléleti hiba nyilvan a harom dimenzios tér azon sajatsagan alapul, hogy a for-
gatd csoport is éppen harom dimenzids, ezért kézre allo lenne vektornak tekinteni
a térbeli orientacidt. Ez azonban nem lehetséges, a forgatd csoport erésen nem-
euklideszi volta miatt a vektoros eliras legfeljebb nagyon kis szogkitérések esetén
alkalmazhato.

Tekintsiik 4t réviden, milyen lehetGségek vannak az SO(3) csoport paramétere-
zésére.

2.2. A térbeli forgatasok leirasa

A miiszaki mechanikdban nagy szerepet kap a forgé merev testek viselkedésé-
nek leirasa. Azonban az esetek tobbségében ezek a forgasok sikbeliek, vagy sikbeli
forgasokra visszavezethetGek. Meglepd azonban, hogy mind a fizikusok, mind a gé-
pészmérnokok csak nagyon kis része talalkozik tanulmanyai kdzben a térbeli forga-
tasokkal. Ebben a szakaszban a forgatdsok néhany lehetséges matematikai leirdsat
mutatjuk be.

Mar emlitettiik, hogy a harom dimenziés SO(3) objektumot szeretnénk leirni,
és az is hamar kideriil, hogy erre a célra a hdrom dimenziés vektorok &altalaban
alkalmatlanok.

2.2.1. Leiras forgaté matrixokkal

Az els6 oOtlet lehet, hogy mivel a forgaté csoport elemei ortogonalis, egységnyi
determinansi tenzornak tekintheték, ezen tenzorok kanonikus bézisban vett mat-
rixaival dolgozzunk. Egy 3 x 3-as matrixnak eredend&en kilenc eleme van. Az or-
togonalitas feltétele [A]~! = [A]T, ami kilenc skalaregyenletet jelent. Az egyenletek
természetesen nem fliggetlenek, mivel harom skalaris ismeretlennek kell maradnia.
A matrixelemek egymasboél valo kifejezése azonban nehézségekbe titkozik. Egyik
elem sem valaszthatd meg tetszélegesen, példaul mindegyik elemnek egynél kisebb
abszolut értékiinek kell lennie. Ezért a forgatdé matrix elemeivel vald kozvetlen pa-
raméterezés nem célravezetd.

2.2.2. Leiras forgastengellyel és forgatasi szoggel

Egy masik ut, ha a forgatas geometriai jelentéséhez tériink vissza. Belathato,

c stz
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egy szoget Ugy, hogy az a. Vagyis példaul megadunk egy egységvektort és egy valos
szamot, igy a forgatas egy (n, ¢) parként adhato meg, ahol [n| =1 és ¢ € [—27, 7).
Az egységvektorok tere a két dimenzios S? tér, igy az egységvektorok megadésa
visszavezethetd a gombhéj paraméterezésére. Azonban nem vettiik figyelembe, hogy
a n tengely koriili ¢ szoggel valo forgatds ugyanazt az eredményt adja, mint a
—n tengely koriili 2m — ¢ szoggel valo forgatas, melyet figyelembe kell venni a pa-
raméterezésnél. Ha S2-t térbeli polarkoordinatakkal adjuk meg, a késébb targyalt
Euler-szogek egy specialis esetét kapjuk.

5. abra. Térbeli forgatas iranyvektorral és szoggel

Ezen modszerek kapcsolatanal érdemes megjegyezni, hogy ha a forgatas szoge ¢,
akkor a fenti [A] matrix sajatértékei 1 és cos p+isin ¢, igy a forgatas szogét ismerve
felirhato a matrix Jordan-féle kanonikus alakja:

1 0 0
[A]; = |0 cosep —sing (15)
0 sing cosyp

2.2.3. Leiras Euler-szogekkel

Egy nagyon elterjedt megoldas az Euler-szogek hasznalata, melyet Euler ere-
detileg a porgettydi mozgasanak vizsgalatara dolgozott ki. Az alapoétlet az, hogy
hérom specialisabb forgatassal probaljuk leirni a forgato tenzort, azonban nem ezen
forgatasok linearis kombinaciojaval, hanem egymasba agyazasaval:

A =Ty (¥) o Ty(¥) 0 T5(¢) (16)

A T; tenzorokat egy-egy valtozoval akarjuk leirni. Ezt megtehetjiik ugy, ha az
el6z6 modszerhez hasonloan valasztunk egy tengelyt, és csak a forgatas szogét hagy-
juk szabad paraméternek. Vagyis a harom tenzor harom, bizonyos értelemben lerég-
zitett tengely koriili forgatast valosit meg egymaés utdn. Azt akarjuk, hogy a teljes
forgato csoportot lefedje az a konstrukeid, ehhez biztositanunk kell, hogy Ty és T,
valamint T és T3 tengelyei ne egyezzek meg. Ellenkez6 esetben ugyanis a tenzorok
osszevonhatoak lennének, és nem kapnank harom fiiggetlen paramétert.
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A tengelyeket sokféle modon megadhatjuk. Mivel azonban megéllapitottuk, hogy
kanonikus alakban a forgatasok matrixa (15) alakd, érdemes a tengelyeket ugy fel-
venni, hogy valamelyik béazisvektor iranyaba mutassanak. Ekkor a kanonikus bazis-
ban felirt x, y illetve z tengely koriili a sz6ggel valo forgatas matrixai a kovetkezSképp
néznek ki:

(1 0 0
T.(a):== |0 cosa —sina
0 sina cosa

cosae 0 sinw
T,(a) == 0 1 0

—sina 0 cosa

[cosa —sina 0]
T.(a):= |sina cosa O
0 0 1

Két konvencio6 elterjedt, a klasszikus Euler-szogek esetén a z, x, z, a harom tenge-
lyt vagy Tait-Bryan szogek esetén pedig a z, x, y tengelyeket hasznaljuk. Klasszikus
Euler-szogek esetén a forgatd tenzor métrixa:

[Alp, = TP, 9, ¢) = T.()T(9)Tu(p) = (17)
cos p cosyY —sinpsiny costy — cospsiny cosy —sincosy  sinyYsind
sin p cos Y cosd 4 cos psiny  cosgcosyPcosy —singsiny  — cosyYsind
sin ¢ sin ¢ cos psin v cos v
[A]TB = TTB(¢7 ,197 QO) = TZ(’I/})T1<’Z9)Ty(Q0> = (18)

cos pcosy —sinpsiny sind  —siny cosd cos psin ) sin ¥ + sin ¢ cos Y
sin p cos Y sind + cos psiny  cosycosty  sin@siny — cos p cos P sin Y
—sin p cos ¥ sin ¥ Ccos  cos ¥

Lényegesen bonyolultabb alakt matrixok keletkeznek, mint a két dimenzios eset-
ben. A két felirdsi mod hasonlé szerkezett, lényegében csak a véltozok és a sorok-
oszlopok sorrendje kiilénbozik. Kénnyen megmutathato, hogy a (17) és (18) ten-
zorok, de altalaban az Euler-szogekkel paraméterezett A tenzorok csaladja lefedi a
teljes SO(3) teret. A problémat az egyértelmii lefedettség jelenti. Olyan megadasra
érdemes ugyanis torekedni, ami ezt a leképezést kolcsonosen egyértelmtien adja meg,
azaz minden SO(3)-beli tenzorhoz egyértelmien talalhato egy (v, 9, ¢) szamharmas.

Megmutathato, hogy az Euler-szogekkel nem adhaté meg SO(3) egyértelmi lefe-
dése. A fenti két specialis esetnél a problémét a konvoliciét nézve kozépsé Euler-szog
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okozza. Ekkor ugyanis megadhato egy-egy olyan v szog, melyre T5 tenzor a Ty és T
tengelyeit egymasba viszi at, igy a két masik forgatas nem lesz fiiggetlen egymastol.

Ha a klasszikus Euler-szogeknél a ¢ = 0 szoget rogzitjiik, (17) a kovetkezs alakot
olti:

cos(p +¢) —sin(p+1) 0
sin(p +¢)  cos(p+¢) 0
0 0 1

Lathato, hogy lényegében egy forgatds maradt, a matrix megadasa 1 és ¢ sz0-
gekkel nem egyértelmd. Hasonlé szingularis hely 1ép fel ¥ = 7 esetben.

A Tait-Bryan szogek esetén a 1) = +m/2 helyeken 1ép fel szingularitas a paramé-
terezésben. El6bbi esetben a forgatd matrix alakja:

cos(p+1v) 0  sin(p+ )
sin(p+1) 0 —cos(p+ 1)
0 1 0

A szingularitas hasonlo okbol fakad, mint a jol ismert tény, hogy az Eszaki- és
a Déli-sarkon nincs értelme a hosszuséagi fokoknak. A szingularitas nem SO(3) szer-
kezetébdl hanem a paraméterezésbdl fakad. A (16) alaka altalanos Euler-szogeknél
mindenképpen megjelenik a két szingularis pont, csak kifejezésiik bonyolultabb,

Ha a szingularis pontot el akarjuk keriilni, érdemes lesztikiteniink ¢ értékét,
klasszikus Euler-szogeknél példaul a (0,7) intervallumra. Ekkor a v és ¢ szogek-
nek egyarant le kell fedniiik egy teljes koriilfordulast, vagyis megadhatok példaul
a ¥, € [0,27) intervallumban. Nagyon hasonl6 modon kezelhetk a Tait-Bryan
szogek, ekkor ¥ € (—m/2,7/2) és 1, € [0, 27).

Az igy keletkezd S' x R x S! szerkezeti tér azonban nem fedi le a teljes for-
gatocsoportot. Viszont ha hozzévessziik a kihagyott pontokat, akkor megjelenik a
szingularitas. Vagyis valasztanunk kell az egyértelmi és a teljes lefedettség kozott,
mindketté nem érheté el. Az Euler-szogek ezen hianyossdguk ellenére a gyakorlati
szamitasokban jol alkalmazhatoak, f6leg, ha a szogtavozasok kisebbek, mint derék-
SZ0g.

A fenti szingularitasi probléma azonban sajnos nem keriilhets el semmilyen hé-
rom skalarbol allo paraméterezés esetén. Ez az SO(3) kiilonleges, tébbszordsen Gssze-
fliged szerkezetébdl adodik. Ha a paraméterezés fenti hibajat ki akarjuk kiiszobolni,
hérom helyett négy valtozot kell hasznalnunk, egy alkalmas kényszerrel egyiitt. Erre
tobb modszer létezik, most az egyik gyakorlatban is alkalmazottat mutatjuk be.

2.2.4. Leiras kvaternidokkal

A forgatocsoport paraméterezése torténhet egységnyi hossziisagi kvater-
nidkkal is. A kvaterniok a komplex szadmokhoz hasonl6 nemkommutativ algebrai
struktirat alkotnak, azonban négy dimenzioban. Egy kvaternié algebrai alakban
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2.2 A térbeli forgatasok leirasa

g=a+bi+cj+dk alakban irhatok fel, ahol a, b, ¢, d valosak, 12 = j2 = k? = —1,
valamint fennéllnak az ij = k, jk = 1, ki = 7 azonossagok. Ezek segitségével a szor-
zés és Osszeadés definidlhatok, és a testaxiomakkal kibGvitve a szokésos miiveletek
a komplex szamok felépitéséhez hasonlé6 moédon kaphatok.

Két miiveletet sziikséges még definialnunk. A fenti ¢ kvaternié abszolat értékén
értjiik a |g| = a?+b*+c*+d? valos szamot, konjugaltjan pedig a ¢* = a—bi—cj—dk
kvaterniot.

A kvaterniok els6 (valos) komponensét érdemes a skalarokkal, a tovabbi harom
komponenst pedig a térbeli vektorokkal azonositani, igy mind a vektorok, mind a
skalarok specialis kvaternioknak tekinthetk. A kvaterniokat ezért a fizikiban szamos
teriileten alkalmazni lehet. Meglepd, hogy a forgatas is milyen egyszertien kezelhetd
segitségiikkel.

A kvaterniok négy valos paraméterrel adhatok meg, ezért biztosan bGvebb teret
jelentenek, mint a forgatdcsoport. Azonban ha megkdtjiik, hogy a kvaterniok egység-
nyi hossziak legyenek, akkor mar hdrom dimenzios teret kapunk. Az ilyen egységnyi
hosszi kvaterniokat verzoroknak nevezziik. A verzorok tere valamilyen értelemben
azonosithato lesz az SO(3) forgatd csoporttal.

Az azonositas a kovetkezGképpen torténik. Vegyiink egy vektort, mely legyen
qg=at+bj+ ck. Adott egy kvaternid, ami legyen v = vy + v1 7 + v2 J + v3 k, ahol
|v| = 1, vagyis v verzor. Vegyiik az alabbi leképezést, ahol - a kvaterniok kozotti
szorzast jelenti:

G=vq-v (19)

Rovid szamolassal megmutathato, hogy ha v verzor, a keletkez6 ¢ kvaternio g¢-
hoz hasonléan kézonséges vektor, valamint ¢ és ¢ abszolut értéke megegyezik. Mivel
a kvaterniok abszolut értéke vektorok esetén a vektor hosszat adja vissza, a fenti
leképezés sordn a ¢ vektornak csak az iranya valtozik, vagyis elfordul a térben.
Tetsz6leges két ¢ és ¢ vektorokhoz (|g| = |g|) talalhato olyan v verzor, ami a (19)
leképezéssel g-t ¢-ba viszi at. Vagyis a verzorok lefedik a forgatdcsoportot.

Felmeriil a kérdés, hogy egyértelmi-e a lefedés. Nem, mivel fennall az v - q-v* =
(—v) - q - (—v)* azonossag, minden forgatashoz pontosan két verzor talalhato. Te-
hat a verzorok tere kétszeresen fedi le az SO(3) csoportot. Ez kénnyen egyszeressé
alakithato, de maga a kétszeres lefedés is sima, szingularitasoktol mentes, megsziin-
nek az Euler-szogeknél tapasztalt nehézségek. Megjelennek viszont mésok, hiszen
kvaterniokkal sok mitivelet sokkal nehézkesebben végezhetd el, mint a szokvanyos
struktirakkal. Mégis sok esetben célszertibb a kvaterniok hasznélata, mint az Euler-
szogekeé.

A verzorok nagyon szemléletesen OsszevethetSk a fentebb targyalt iranyvektor
szO0g megadéssal. Adjunk meg egy egységnyi iranyvektort, legyen

[61 €2 63] ’ )

és adjunk meg egy « szoget. Képezziik a kovetkezd kvaterniot:
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2 KET FELULET GORDULESE

v=sina+cosae i+ cosaeyj—+ cosaesk

Ez a kvaterni6 a (19) leképezésbe irva egy [61 € 63:|T tengely koriili o szoggel
valo forgatast valosit meg.

Ha elvégezziik a (19) leképezés miiveletét koordinatanként, felirhatjuk az A for-
gato tenzorokat a kvaternié v; komponensei segitségével. Ha A forgaté tenzor, akkor
kanonikus bazisban méatrixa:

Vg + v? — v3 — 02 2 vy Uy 20, Vs
[A] = 201 vy vg — v} +v3 — v3 2 vy U3 (20)
20 v3 2903 vg — v — vi + 03

Egyszertibb alakba irva

(%1
[A] =2 |va| [o1 w2 w3] + (vf — 0] — 03 —03) 0, (21)
U3

ahol § az egységmaétrixot jeloli.

Lathatjuk, hogy a térbeli forgatas matematikai kezelése nem egyszeri. A gyakor-
lati szamitasokhoz tobbféle modszer lehet praktikus, mindegyik a maga elényével és
hatranyaval egyiitt. A kovetkezSkben az Euler-szogeket fogjuk hasznalni a levezeté-
sekhez.

2.3. Merev test mozgasa a térben

Azt kaptuk, hogy a térbeli merevtest-szert transzformaciok egy Mz = R3 x
SO(3) hat dimenzios teret alkotnak. A kovetkezkben a forgatocsoport paraméte-
rezéséhez a Tait-Bryan szogeket hasznéljuk, 775 jeloli a (18) matrixot. Ekkor egy
tetszbleges Ms-beli leképezés:

M) =T [ + |y

Ezen a médon M(x,y, 2,1, 1, p) alakban megadhaté tetszéleges merevtest-transzformécio.
Alkalmazzuk ezt egy feliiletre:

7. Definicié. Az f* = M o f feliiletet az f € F3 felillet helyzetének nevezzik, ha
M € Ms. Adott f feliilet esetén f* és M azonosithato, M-t az f felilet elmozdu-
ldsdnak nevezziik.

Az elmozdulést egy vektorral és harom Euler-szoggel adjuk meg, a megadas
sajnos egyes pontokban nem egyértelmt, amint fentebb is lattuk.
Ha a feliilet mozog a térben, definialhatjuk a mozgastorvényét:
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2.3 Merev test mozgasa a térben

8. Definicio. Az f € F3 gorbe mozgdstorvényén a vy : [to, t1] — Ms figguényt
nevezziik, mely legaldbb C*-osztdlyi.

Ha ismerjiik a fenti hat paraméter id6fiiggését, tetszéleges idGpillanatban meg-
adhatjuk a merev test helyzetét. Vagyis a szabad merev testnek hat szabadségfoka
van.

(O] =T"7 - [x] + |y| . (22)

A mozgastorvény derivalasaval a sebességet mintegy a transzformécioban beko-
vetkez$ valtozasként értelmezziik.

9. Definicio. Adott az f € F3 felilet a v(t) mozgdstorvényével egyiitt. Az f feliilet

sebességdllapotanak a ~(t) := C:TZ mennyiséget nevezzik.

Az M tér érintStere a hat dimenzios RS tér, ennek egy pontjat értjiik sebesség-
allapot alatt. A sebességallapotot megkapjuk paraméteres alakban, ha az idé szerint
derivaljuk (22)-t:

T
A0 = (2] 771 + [ (23)
Z

A megjelens Q drvénytenzor az A(t) forgatésbol 2 = (£ A) AT médon szamol-
hat6é. Az 6rvénytenzor antiszimmetrikus, az aldbbi alakban irhaté fel a matrixa:

0 —w, wy
Q=|w, 0 -—w, (24)
—Wy Wy 0

A tenzornak harom fiiggetlen skalaris komponense van, igy egy vektorral azono-
sithat6. A komponensek jelolése mér utal erre a hasznélati modra, vagyis amikor a
. T . ,
merev test orvénytenzora helyett az w = [wx Wy wz] szogsebességvektort helyet-
tesitjiik, mikozben a matrix-szorzas helyett vektorialis szorzatot alkalmazunk:

] = |, | x (T7PR]) + |3

Mindez kifejezi azt a tényt, hogy a merev test sebességéllapota leirhato két vek-
torral, a sebességvektorral és a szogsebességvektorral, hiszen szerkezete euklideszi.
Azonban ha 6ssze akarjuk kapcsolni az elmozdulas- és a sebességteret, nem keriilhet-
jiik el, hogy a helyzetet meghatarozo koordinatakkal és derivaltjaikkal is kifejezziik a
sebességallapotot. Ha képezziik az 6rvénytenzort Tait-Bryan paraméterezés esetén,
a kovetkezs eredményt kapjuk:
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Q] = T"5(17)T = (25)
0 —gbsinﬁ—@/} @coswcosﬁ+ﬁsin@/)
psind + 19 ‘ 0 psiny cost — Y cosp |,
—pcostpcostd) —Vsiny Y cosy — psiny cosd 0

Vagyis a szogsebesség-komponensek (24) és (25) Osszevetésébdl:

wy =V cosy — psin cos v
Wy = ¢ cos 1 cos ¥ 4 9 sin ¢
W, = @sinf&‘—i—z/}

A sikbeli esethez hasonl6 jelenséget tapasztalunk, a nemeuklideszi altérhez tar-
tozo koordinatak megjelennek a sebességéllapot leirasaban. A hat koordinéta-derivalt
mellett meg kell adnunk a harom Euler-szoget is, ha ismerni akarjuk a sebességalla-
potot.

A gyorsulasallapotot is a gérbékhez hasonl6an definialjuk:

10. Definicié. Adott az f € F3 feliilet a y(t) mozgdstorvényével egyiitt. Az f feliilet

gyorsuldsdllapotdnak a 7(t) := (31273 mennyiséget nevezzik.

A gyorsulastér mint érintétér szintén hat dimenzios euklideszi tér. Derivaljuk
(23) Osszefiiggést az id6 szerint:

x
(t)r] = [Q] T[] + [@°] T"Pr] + |9 (26)
z
Az orvénytenzor derivalasa komponensenként torténik, a kdvetkezd alakt matri-
xot kapunk:

0 —e. g
Q=1|e 0 —e
—&y &g 0
Mivel antiszimmetrikus, a szogsebességhez hasonloan vektort rendelhetiink hozzé,

igy kapjuk az € = [535 Ey ez} szoggyorsulast. Az dérvénytenzor négyzete pedig egy-
szertien felirhatd a szdgsebesség vektorral, szimmetrikus matrixot kapunk:

—wl W Wy W,
2] _ T T, 1 _ 2 _ 2
(] = [ww' —w'w] = | ww, —w!-w?  ww
2 _ 2
WeW, Wy,  —Wi — Wy
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2.4  Feliiletek kozospont-kényszere

Természetesen a két matrix elemei felirhatok az Euler-szogekkel, meglehetésen
terjedelmes kifejezések addodnak. Ezekben szerepelnek a koordindtak masodik deri-
valtjai mellett az Euler-szogek és derivaltjaik is.

A forgatd csoport bonyolult paraméterezése igy tovabbadodik az érintéterek pa-
raméterezéséhez. Pedig a gyorsulas- és sebességtér mar vektorral is leirhato, a szog-
sebesség és szoggyorsulas hatékony és sok esetben hasznalhaté modszer. Azonban a
sebességallapot csak akkor frhato le a szogsebességvektorral, ha a térbeli orientacio
vagy ismert vagy a forgdsszimmetria miatt nem lényeges. Ezen két eset a sikbeli
mozgasokkal egyiitt nagyon sok gyakorlatban felmeriil6 problémat lefed. Hasonl6 a
helyzet a gyorsulasallapottal is, ha ismert a sebességallapot és a helyzet, akkor va-
l6ban elegendd a szoggyorsulasvektort megadnunk. Viszont sok esetben ez nem all
fenn, ekkor a forgatdcsoport nemeuklideszi jellege miatt ismerniink kell a paraméte-
rek alacsonyabb derivaltjait is, és a matematikai leiras nagyon elbonyol6dhat.

Mar emlitettiik, hogy Newton masodik axidémaja miatt a gyorsulastér fiigg a
sebesség- és elmozdulastértsl. Ezen kényszer azért jon létre, mert klasszikus mecha-
nikai problémaknéal Newton axidémaja a masodik derivaltakra nézve lineéris egyenlet-
rendszerhez vezet, azok mindig kikiiszobolhetSk. Ezért a szabad merev test mecha-
nikai jelenségei az elmozduléstér érintényalabjan jatszodnak le. A fentebb leirtak
alapjan kijelenthetjiik, hogy ez a TM3 = Mz x T, ;) Ms tizenkét dimenzids tér
Osszességében R? x SO5 szerkezett.

Kényszer alatt a sikbeli esethez hasonldan az allapottéren értelmezett F' : T M3 x
R — R fiiggvényt értiink, mely csak az allapottér azon pontjait engedélyezi a lehet-
séges allapotoknak, melyre az F' = 0 feltétel teljesiil. A térbeli gordiilés feltételét a
sikbelihez hasonléan harom lépésben épitjiik fel.

Ha két feliilet egymason gordiil, akkor:

1. A két feliiletnek van kozos pontja
2. A két feliilet a kozos pontban érinti egymast.

3. Az érintési pontban a két feliilet sebessége megegyezik.

Vizsgaljuk végig ezeket a kényszereket a sikbeli gordiiléssel tovabbra is parhuza-
mosan haladva.

2.4. Feliiletek kozospont-kényszere

Két feliilet egyméson valo gordiiléséhez szeretnénk eljutni. Az egyik feliiletet
allonak tekintjiik, erre e(ug, vg) jeloléssel hivatkozunk, a masik, f(u,v) felilet pedig
mozog.

A gordiiléshez sziikséges, hogy a két feliiletnek legyen egy kozos pontja. Ezt nehéz
lenne altalanos feliileteknél zart alakban megfogalmaznunk, azonban a kényszerezett
teret megprobéalhatjuk paraméterezni.
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2 KET FELULET GORDULESE

A gorbékhez hasonlé médszerrel probalkozunk. Adjuk meg a kozos pont helyét a
két feliileten, ehhez az ug, vg, u, v koordinatak sziikségesek. A kozos pont koriil azon-
ban a mozgo feliilet tetszslegesen elfordulhat, ezt leirhatjuk a ¢, ¥, ¢ Euler-szogeivel.
Ugy tiinik, hét skalaris paraméterrel irhato le a kényszerezett rendszer, ami nyilvan-
valdan azt jelenti, hogy ezek nem fiiggetlenek. Ez nem meglepd, ha belegondolunk,
hogy két altalanosan metszé feliilet kozos részként egy gorbét ad meg. Ha a feliiletek
adott helyzetében a metszésgorbe mas-mas pontjat tekintjiik kozos pontnak, a fenti
hét paraméter mas és mas értéket vesz fel. A gorbe egy dimenziés alakzat, ezen
redundancia eggyel csokkenti a paraméterek szamét.

Igy végiil azt kapjuk, hogy a kozospont-kényszer egy hat dimenzios teret hoz
létre, vagyis nem csokkenti a szabad rendszer szabadséigfokait, annak ellenére, hogy
lesztikiti az elmozdulasteret. A hét paraméter koziil elvben egyet ki lehetne kiiszo-
bolni, de altaldanosan ez reménytelen feladatnak tiinik. Mivel ugyis tovabbhaladunk
az érintGkényszer leirdsara, nem foglalkozunk a megfelel6bb paraméterezéssel.

A redundancia ellenére az atszamitas az egyik iranyban miikodik, az alabbi ki-
fejezés segitségével a fenti hét paraméterbdl kiszamithatok az x, y, 2z koordinatak:

Xz

[e(uo, vo)] = TP [f(u,v)] + |y (27)

Id6 szerint derivalva a sebességtérben érvényes Osszefiiggést kapunk. A tovabbi-
akban a rovidség miatt a % alak parcialis derivaltakat az a; szimbolummal jeldljiik.
T
[e;ouo + 62}01)'0} = TTB [fz/Lu + fz/)v] + [Q]TTB [f(ua 'U)] + y (28)
z

A probléma tovabbra is fennall, a négy feliiletparaméter derivaltjabol szamithato
2,1y és 2, az inverz miivelet azonban nem végezhetd el, mert nem egyértelmd.

2.5. Feliiletetek érinté kényszere

A feliiletek érintkezését legegyszertibben normalvektoraikkal irhatjuk le. Ha két
feliilet érinti egymast, akkor normal irdnyu egységvektoraik megegyeznek. A normaél
egységvektort az érinté egységvektorok vektorialis szorzatéval szamithatjuk ki:

—1 ~1
n = e, X ey e,
m = f, < f [ fl A
A normélvektorok természetesen fiiggenek a megfelels feliiletparaméterektsl. Igy
az érintés feltétele:

[n] =7""[m] (29)
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2.5 Feliiletetek érint6 kényszere

Az érintés kovetkeztében a redundans paraméterezés megsziinik, mivel altala-
nos érintési helyzetben nincs kontinuum széamossaga érintési pont egyszerre. Igy a
fliggetlen ismeretleneket most mér szamithatjuk a skalaregyenletek segitségével.

A hat altalanos koordinata mellett megjelennek az wug, vo, u, v valtozok, igy Ossze-
sen tiz ismeretlentink van. Ezt sztkitik le a (27) kozospont- és (29) érintSkényszerek.
A (27) harom skalaregyenletet jelent, viszont a vektorok és a matrix egységnyi nor-
méaja miatt az (29) harom skalaregyenlete koziil csak kettd fiiggetlen valaszthato ki.
Ezért a szabad ismeretlenek szama 10-3-2=5. Ezek mar fiiggetlen ismeretlenek, ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a rogzitett feliillethez kozospont- és érinté kényszer-
rel kotott masik feliiletnek 6t szabadsagfoka van.

Egy lehet6ség, ha az 6t szabad paraméternek a négy feliilletparamétert és az
egyik Euler-szoget vélasztjuk. Ez altalaban, de nem mindig kivitelezhets. Ekkor
Uo, Vo, U, v ¢s az egyik Euler-szog segitségével (29) egyenletbdl a méasik két Euler-
sz0g kiadodik, majd ezeket visszairva (27) Osszefiiggésbe megkaphatod x,y és z. A
visszatranszformalés nehézségekbe iitkozik. Ismerve z,y és z koordinatakat és két
Euler-szoget, a (27) és (29) 6t egyenletébd] elvileg kifejezhets a masik 6t ismeretlen.
Bonyolultabb feliiletek esetén azonban ennek tobb megoldésa is lehet.

Az 6t fiiggetlen valtozoval leirhato a sebességtér is. Derivéaljuk id6 szerint a (29)
Osszefiiggést:

[, 0 + 1 Do) = TP [, + 0] + [Q)T 7 [m]

Figyelembe véve (29)-t kapjuk:

i + 0, d] — 777 [l + (6] = [n] (30)

A harom egyenlet most sem fiiggetlen egymastol, ¢, és ¢ koziil csak kettd
hatarozhato meg, egyet pedig meg kell hagynunk szabad valtozonak.

A (30) kifejezés szogsebesség dimenzioju. Nézziik, mit jelentenek az egyes ta-
gok. A bal oldal két tagja a két feliilet vandorld érintGsikjainak szogsebességét jelzi.
A normaélvektorok derivaltjai a gorbiileti tenzor ferde (feliiletparaméter szerinti)
koordinata-rendszerben vett oszlopvektorait adjak. Ezek a paraméterek derivaltjait
transzformaljék at az érintésikok szogsebességére.

A két (vandorlo) érintésik szogsebességének kiilonbsége a jobb oldalon 16vé Qn
tag, mely szogsebesség vektorral kifejezve w x n. Ez éppen a szogsebesség érintd
sikba es6 komponense. Vagyis megkaptuk azt a szemléletbsl adodo tényt, hogy ha
fent akarjuk tartani az érintési feltételt, akkor a feliiletek vandorld érintésikjainak
végig egy sikban kell lenniiik. Amekkora szdgsebesség kiilonbség lenne a két érints-
sik kozott, akkora szogsebességgel kell mozognia a mozgo feliiletnek, hogy az érintés
fennmaradjon. A (30) dsszefliggést jobban megérthetjiik, ha a (8) kifejezéssel analo-
gidban vizsgaljuk.

Az érintSsikra merdleges szogsebesség-komponenst viszont az érintékényszer nem
koti meg, hiszen az érintGsikok a feliileti normalis mentén szabadon elforoghatnak.
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Ezt a komponenst w —w x n = w’n moédon kapjuk. Erdemes lehet egy kivalasztott
Euler-szog helyett ennek a normaélis iranyu szogsebesség-komponensnek a nagysagat
valasztani 6todik sebességvaltozonak. Vagyis:

wy = w'n (31)

Ha ismert az érintkezs feliiletek helyzete, akkor g, 09, %, v valtozok leirjak a
koz06s pont sebességét az egyes feliileteken. Ez viszont az érintGkényszer miatt meg-
hatarozza a szogsebességet mozgo feliilet érintGsikjaba esé vetiiletét is. A normalis
iranyba esé komponenst pedig w, adja meg. Ekkor (31) és (30) egyenletekbdl meg-
hatarozhat6 1,9 és ¢, majd a (28) egyenletbdl ., 5 és 2.

Az érintkényszerrel ellatott feliletek mozgasa kozben az (ug, vo) és az (u,v) val-
tozok egy-egy feliileti gorbét, érintkezési gorbéket rajzolnak ki a feliiletekre, legyenek
ezek az 4allo illetve mozgo feliileten ¢ és d .

Mozgés kozben a két feliileti gorbére is fennall egy kozospont- és egy érintd-
kényszer. Tegyiik fel, hogy ismerjiik az érintkezési gorbéket. Teritsiik ki differenciél-
hato leképezéssel egy adott érintkezési pont kis kornyezetét egy-egy sikra. Ekkor az
érintkezési gorbék képei sikgorbék lesznek. Ekkor eltiinik a feliiletek gorbiiltségének
probléméja és visszakapjuk a sikgorbék kozospont-kényszerének esetét. Mint lattuk,
az harom szabad paraméterrel irhato le, meg kell adnunk a gérbéken a kozos pont
helyét és a mozgd gorbe ¢ szogelfordulasat. Ez a szogelfordulds viszont feliiletek
esetén nem bir szemléletes jelentéssel, hiszen az igazi feliiletek gorbiiltek, emiatt a
forgatas tengelye - a feliilet norméalvektora - nem allandoé.

Ha belegondolunk ezen szog derivaltja viszont mar értelmes, éppen ezt jeloltiik
az w, szimbolummal. Ha alkalmas referenciat valasztunk, példaul a v = const és
vy = const paramétervonalak bezart szogét, akkor kiillénosen ortogonalis paraméter-
gorbék esetén hasznalhato koordinatat kapunk az Euler-szog helyett. Ennek kezelése
altalanos geometria esetén elbonyolodik, ezzel most nem foglalkozunk

2.6. Feliiletek gordiil6 kényszere

A feliiletek gordiil6kényszere az, amely a legtobb érdekességet hozza targyala-
sunkba, és amely szétfesziti a szabadséagi fok gyakran hasznalt fogalmaét.

A gordiilskényszernél egyszertien azt kell feltenniink, hogy a kozos pont sebessége
zérus. Ekkor (23) és (28) Osszevetésébol a kovetkezot kapjuk a kényszert:

[ehtio + eyoto] = TP [fri+ fri] (32)
Ez azt fejezi ki, hogy a két feliileten a kozos pont vandorlasi sebessége megegyezik.
Masképpen fogalmazva a kozos pont a két feliileten adott id§ alatt ugyanakkora utat
fut be. Ez 6sszhangban a gordiilésnél tapasztaltakkal.
A (32) formula linearis egyenlet a feliiletparaméterekre, melyekbdl @ és v kife-
jezhetd. Ekkor adott helyzet esetén az érint6kényszer kihasznalasa utan (maradjon
most meg a 1 Euler-szog) a sebességallapot leirhato g és vy valtozokkal:

28



2.6 Feliiletek gordiils kényszere

U = ay1(u, v, ug, Vo, V) - U + ara(u, v, ug, Vo, V) - Vo (33)

U= a21<u7 v, Ug, Vo, ’l/}) ' ’I'L(] + a22<u7 v, Ug, Vo, ’l/}) ' 1'}0

Az egyenleteket igen speciélis feliileteket kivéve nem lehet integrélni. Emiatt a
(32) anholonom kényszer, vagyis nem képes explicit médon semmit sem mondani a
koordinatakrol, csupan azok derivaltjairol.

Kezdeti feltételként értéket kell adnunk mind az 6t koordinatanak, viszont csak
harom sebesség-valtozonak (i, g és wy,). Az u és v valtozok nem kiiszobolhetGek ki,
értékiiket a kezdeti feltételek nem algebrailag, hanem a (33) differencialegyenleteken
keresztiil kapcsoljadk a maéasik harom valtozohoz. A rendszer allapottere igy nyolc
dimenzios lesz, melybdl 6t az elmozdulastérhez, harom pedig a sebességallapothoz
tartozik. Az elmozdulastér struktiraja legegyszertbb esetben R* x 81, a sebességtéréd
pedig R3. Ha a feliilet tobbszorosen osszefiiged, akkor az elmozdulastérben tobb
ciklikus dimenzi6 is megjelenhet, egy gomb és egy henger gordiilése esetén példaul
az elmozdulastér struktirdja R x 8% x St x St.

Ha figyelembe vessziik Newton axiomait és az egyenletrendszert elsérendd diffe-
rencidlegyenletek rendszerévé alakitjuk, akkor az anholonom kényszer altal megko-
tott u és v koordinatakra nem-trivialis egyenletek formajaban jelennek meg a (33)
egyenletek. A helyzet hasonld, mint sikbeli gordiilések esetén, ott egy ,.fél” szabad-
sagfok jelent meg, itt azonban ketts. Es mig sikbeli gordiilés esetén a ,fél” szabad-
sagfokhoz tartozo egyenletet eliminalni lehet a kezdeti feltételekkel, addig, gordiilés
esetén a két egyenlet kapcsoltta valik.

Ez szorosan Osszefiigg azzal a ténnyel, hogy sikbeli gordiilésnél lokalisan a le-
hetséges érintkezési pontok halmaza megegyezik a tényleges érintési pontok halma-
zaval. Masképp az érintési pont palyaja a gordils alakzatokon adott. Feliileteknél
nem ez a helyzet, a megvalosulo érintési pontok szintén gorbék mentén helyezked-
nek el, a lehetséges érintési pontok azonban a feliilet egészét kitoltik. A kényszerek
nem hatarozzak meg az érintési pontok altal leirt feliileti gorbéket, melyek csak a
Newton-egyenletekkel 6sszevont teljes egyenletrendszer tesz hatarozotta.

Képzeljiik el most megint a kozos pont altal leirt a és b feliileti gorbéket, melyek
egy adott P érintési pont koriili kornyékét az érintésikra differencialhatéan transzfor-
malva kapjuk a c és d sikgorbéket. Ha a feliiletek gordiilnek, akkor a ¢ és d sikgorbék
is gordiilnek egyméason. Sikbeli gordiilésnél a kezdeti feltételek utan csak egy szabad
valtozonk marad. Ez megmondja, hogy adott idépillanatban hol van a kozos pont
az egyik gorbén, amely a gordiilési feltétel miatt a mésik gérbén is meghatarozza a
pontot. Esetiinkben viszont a ¢ és d gorbék nincsenek megadva. Sikban egy gorbe
megadéséhoz egyetlen valtozo elegendd (példaul a gorbiilet), ha ismert a kezdGpont
és a kezdGponti irdnyvektor. Ha mindkét gérbét meg kell hatdroznunk, akkor két
tjabb véltozora van sziikség, mely megadja a gorbéket.
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3 EGYEB TERBELI GORDULESEK

Hasonloan képzelhetjiik el a feliileteken 16v6 a és b gordiilést. Az g és 0y valtozok
idsfiiggvényei egyiitt megadjak, hogy a mozgé feliileten milyen a gérbén és milyen
befutés szerint torténik a mozgas. Ha w,, tartésan nulla, akkor ez a gorbe a feliiletek
ismeretében attranszformalhato a masik feliiletre is. Ekkor a két gorbe érintésikba
esd vetiiletének gorbiiletei minden pillanatban megegyeznek, a gorbékben csak a fe-
lilletek térbeli gorbiilete miatt van kiilonbség. Ha azonban az érintésik menti forgés
is jelen van, vagyis w, # 0, akkor az a mozg6 feliilet b érintési gorbéjén megval-
toztatja az érintGirdnya gorbiiletet, hiszen a mozg6 feliilet érinté sikbeli forgasat is
kovetni kell a gorbének.

Ha a sebességtér harom véltozojanak a harom Euler-szoget valasztjuk, egy masik
szemléletes példat kapunk. Ekkor a térbeli gordiils feliilet sebességtere topologiailag
hasonlo6 egy gombcesuklos kényszerrel ellatott merev testéhez. A géombcesuklot ugy is
tekinthetjiik, mint egy elfajult gordiilést, ahol végteleniil kicsiny gémbon gordiil a
csukloval ellatott test. Azonban a gombcesuklo esetén az allo feliilet pont, és ezért az
érintési pont helye allando, ezért nem jelenik meg a két tovabbi ,fél” szabadsagi fok.

Lathattuk, hogy két feliilet egyméson valé gordiilése bonyolult leirashoz vezet,
és a mozgasnak kiilonleges szerkezete alakul ki 5 szabad geometriai illetve 3 szabad
sebesség-valtozoval. A szabadsagi fok fogalma anholonom rendszereknél mar nem
egyértelmi, érdemes kiilon beszélni a kétféle szabadsagfokrol.

A kovetkezs pontban kitekintésszertien megvizsgaljuk a térben eléfordul6 tovabbi
lehetséges gordiiléseket.

3. Egyéb térbeli gordiilések

Ha mar részletesen foglalkoztunk a sikgdrbék és a térbeli feliiletek egyméson valé
gordiilésével, érdemes vazlatszertien attekinteniink a hédrom dimenziés tér tovabbi
gordiilési eseteit. Azt tapasztaljuk, hogy ha fenntartjuk a merev test modelljét, az
egy pontos érintkezést, nem tul sok eset marad.

3.1. Feliilet és térgorbe gordiilése

Sikgorbékrdl mar szo esett, de nem beszéltiink a térgorbék gordiilésérsl. A gor-
diil6 térgorbéket bizonyos testek kozelitésére vagy élek mentén torténd gordiilések
modellezésére hasznalhatjuk.

Legegyszertibb a térgorbét gy tekinteniink, mint egy elfajulod, végteleniil vékony
hengerfeliiletet. Térbeli merev test lévén szabad mozgasa ugyanigy lefrhat6 az R3 x
SO(3) térben, mint egy térbeli feliileté. Viszont mivel gorbe, az alakzat leirasahoz
elegend§ egyetlen paraméter is.

Vegyiik el@szor azt az esetet, amikor egy mozgé g(p) gorbe gordiil egy allo f(u, v)
feliilleten. A feliilet és a gorbe kozdspont kényszerének megadésakor felmeriilnek a
megszokott problémék. Legegyszertibb, ha a kényszerezett teret a kozos pont gorbén
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3.1 Feliilet és térgorbe gordiilése

mért p paraméterével és feliileten mért u és v paramétereivel, valamint a gorbe Euler-
szogeivel adjuk meg. Igy a kényszerezett tér szintén hat dimenzios, R?® x SO(3)
szerkezet lesz.

Az érint6kényszert a legegyszeriibben tugy adhatjuk meg, ha feltételezziik, hogy
a gorbe iranyvektora és a gorbe norméalvektora merélegesek egymasra. Ezt az el6z6
pontok jeloléseivel a kovetkezGképpen tehetjiik meg:

dg (of Of\ _
d—p-<%x%)—0 (34)

A kényszer egyetlen skalaregyenletet jelent, mellyel kikiiszobolhets az egyik Euler-
szog. A masik két Euler-szoggel és a p, u, v valtozokkal az 6t dimenzios kényszerezett
tér leirhato.

A gordiil6kényszer szerint a kdzos pont sebessége zérus. Ez vektoregyenlet lenne,
de ismét csak két fiiggetlen skalaregyenletet kapunk beléle, melybdl két koordinata-
derivalt, példaul a maradék két Euler-szog derivaltja. A sebességtér igy leirhato a
P, u és v valtozokkal.

A helyzet hasonl6 a térbeli gordiiléshez, a geometriai teret 6t skalarmennyiség, a
sebességteret harom valtozo irja le, a teljes allapottér nyolc dimenziés. Megfigyelhets
azonban az a kiilonbség, hogy az érintGkényszer utén a feliilet-feliilet kapcsolat esetén
a szog jellegi valtozok szama egyre csokkenthets, csak a kozos normaélsik korili
forgas marad szabadon. A gorbe-feliilet érintkezésnél mindenképpen marad két szog
jelentési valtozo. Ezt elképzelhetjiik ugy, hogy a gorbe kozos pontban 1évE érinté
vektora elfordulhat a feliilet érintGsikjaban, mikozben a gorbe is elfordulhat sajat
érintGvektora koriil. Ez a kiilonbség nyilvan abbol adédik, hogy ha a gorbét elfajulo
hengerként tekintjiik, akkor az érintGvektor koriili elfordulas szoge a henger kertiiletén
mért koordinata elfajulasabol szarmazik.

Ha a gorbét tekintjiik allonak, és a rajta gordiil§ feliiletet mozgoénak, hasonlo
eredményeket kapunk.

Két térgorbe egymason valo gordiilését is hasonloképpen definialhatjuk. A g(p)
gorbét mozgonak, a h(q) gorbét allonak tekintjiik. A mozgo gorbe hat fiiggetlen
paraméterét a kdzospont kényszer itt otre csokkenti, hiszen a kényszerezett tér meg-
adhato a kozos pont p és ¢ helyével, valamint a mozg6 gérbe harom Euler-szogével.
A gorbék érint6 kényszerét ugy értelmezziik, hogy az érintGvektoraik irdnyanak meg
kell egyezniiik a kozos pontban. Ez kettével csokkenti a szabad paraméterek szamét,
a térbeli helyzet leirhato a p, ¢ valtozokkal és egy Euler-szoggel.

A gordils kényszert alkalmazva csak egy szabad egyenletiink marad, a kényszer
p és ¢ koziil az egyiket kifejezhet6vé teszi. Igy az elmozdulastér harom véltozoval,
a sebességtér pedig két valtozoval irhato le. Igy az egymason gordiils két térgorbe
a sfkgorbék egy szabadsagfoku és a feliiletek harom szabadsagfokt sebességtere ko-
z0z0tt helyezkedik el.
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3 EGYEB TERBELI GORDULESEK

3.2. Elfajulo6 feliiletek gordiilése

A feliiletek targyalasakor végig altalanos feliileteket tételeztiink fel, és nem fog-
lalkoztunk a szélsGséges esetekkel. Pedig két feliilet talalkozésakor kialakulhatnak
elfajulo esetek is, s6t, akiar nem is jon létre gordiilés. Ezeket fogjuk megvizsgélni
ebben a pontban.

A feliiletek esetében az érintést csupan az érintGsikok helyzetével vizsgaltuk.
Mivel a feliileteknek irdnyitésa is van, ezért kezelni tudjuk azt is, hogy a testek ,bel-
seje” ellentétes irdnyba nézzen, vagyis ne messenek egymasba lokélisan. Azonban
nem akarmilyen feliiletek tudnak egymaéason gordiilni metszés nélkiil globélisan, ha-
nem az egyik feliilet alakja lesztikiti azon testek geometriajat, melyek rajta gordiilni
tudnak. Példaul egy labda nem tud tisztéan végiggordiilni egy olyan egyenetlen felii-
leten, melynek mélyedései kisebbek, mint az atmérdje. Ezekbe a mélyedésekbe ,nem
fér bele”, hanem tiszta gordiilés helyett kis iitkozésekkel atlendiil a mélyedés tilsod
peremére. Az ilyen esetekben a fenti targyalas tiszta gordiilést mutatna, viszont a fe-
lilletek a mozgés soran egymasba metszenének. A tiszta gordiilés geometriai feltétele
a gorbiiletekkel all szoros kapcsolatban.

Nézziik elGszor ezt a problémét sikgorbék esetén, ahol egyszertibb latnunk a
feltételeket. Definiadljuk az érintési pontban a normélvektor iranyat a megszokottol
eltérGen tgy, hogy az mindkét gorbe esetén az allo gorbe ,belseje” felé mutasson.
Ezen koordinata-rendszerben értelmezhetSk pozitiv és negativ gorbiiletek is. Ekkor
legyen a mozgo g gorbe gorbiilete kg, az 4llo h gorbe gorbiilete pedig ry,.

Ha mindkét gorbe konvex, vagyis az allo6 gorbe pozitiv, a mozgd pedig negativ
gorbiilett, akkor mindenképpen létrejohet a gordiilés. Ha mindkét gorbe konkav,
vagyis az ellentétes allapot all fenn, akkor nem johet létre gordiilés, a testek ugyanis
egymasba metszenek érintés kozben. Ha a gorbiiletek azonos elGjeltiek, akkor a gor-
biiletek nagysaga mutatja meg a feltételt. Kénnyen lathato, hogy akkor tud egymaé-
son gordiilni, a két test, ha k, — K, > 0. Ha ez fennall, akkor létrejohet a gordiilés
metszés nélkiil. Nyilvan a gorbiiletek a gorbék mentén valtoznak, igy a gordiilés
létrejotte fiigg a kezdeti feltételektdl is.

Erdekes hatarhelyzet, amikor a két gorbiilet megegyezik, vagyis kj — kg = 0.
Ekkor az érintés még létrejohet metszés nélkiil, viszont gordiilés méar nem fog be-
kovetkezni. Jol mutatja ezt a (14) egyenlet, ahol hatarhelyzetben a szogsebesség
zérussa valik. Ezen esetben lokalisan a két gorbe masodrendben is érinti egymast.
Ha ez egy pontban torténik csak, akkor még lehet gordiilés, azonban ha a gorbék
véges szakaszan fennéll, akkor végtelen sok kozos, érintési pont keletkezik. Ekkor a
fenti paraméteres leirds redundanssa valik, az érintési pont pedig képes vandorolni
a gorbe helyzetének megvaltozasa nélkiil. Fizikailag ez azt jelenti, hogy a goérbék
,beragadnak”, nem képesek egyméason gordiilni.

Feliileteknél a helyzet bonyolultabb, ugyanis a gorbiilet az érintGsik barmely
irdnyaban értelmezhets. Természetesen fennéll a feltétel, hogy két konvex ellipti-
kus feliilet képes egyméason gordiilni, mig két konkav elliptikus feliilet nem. Koztes
esetben elliptikus pontokbol allo feliilet esetén a feltételt még megfogalmazhatjuk
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a fégorbiiletek segitségével. Hiperbolikus pontoknal azonban a helyzet bonyolultta
valik, bizonyos iranyokban lehetségessé, mas iranyokba lehetetlenné valik a gordiilés.

Erdekes az a helyzet, amikor egy iranyban a gorbiiletek megegyeznek, a tobbi
irdnyban viszont fennall a gordiilés feltétele. Ilyenkor a mozgas nem sziinik meg, mint
a gorbék esetén, de lokalisan csokken a sebességallapotot leiré szabad paraméterek
szdma. Itt is nagyon sok eset fordulhat elg, most néhany specialisat vizsgalunk meg.

Legyen az allo és a mozgo feliilet is egy konvex goérbébdl képzett egyenes hen-
gerfeliilet. Az elmozdulasok terét 6t skalaris valtozoval adhatjuk meg. Altalanos
helyzetben a gordiilés szabadon létrejohet, a sebességteret 3 valtozo hatarozza meg.
Azokban a helyzetekben azonban, ahol a hengerek egy-egy alkotoja egy egyenesbe
keriil, megsziinik az egyik lehetséges forgésirany, mivel az azonos irdnyba mért gor-
biiletek megegyeznek (mindketts zérus). Ha a csuszasmentes gordiilést szigortian
vessziik, akkor a végtelen sok érintési pont egyike sem csiiszhat meg, vagyis lecsok-
ken a sebességtér egy dimenzidsra. Ha ezt a feltételt elhagyjuk, akkor is csak két
sebesség-valtozod elegends, az egyik gordiilési irany ugyanis kétott. ElGbbi esetben
a kezdeti feltételektdl fiigg, hogy tiszta altalanos térbeli (3 dimenzios) mozgés vagy
tisztan sikbeli gorbék gordiilésére visszavezetett (1 dimenzids) mozgas jon létre.
Utobbi esetben a mozgas harom- és két dimenziés mozgasok kombinacioja lehet.

Legyen most az allo feliilet egy sik, a mozgé feliilet pedig egy konvex vonalfe-
lillet. A vonalfeliiletek jellemzGje, hogy minden pontjukon at hizhaté olyan feliileti
gorbe, mely egyenes. Vagyis minden pontjukban létezik olyan irany, amelyben zérus
a gorbiilet. Az alkotonak, vagyis az egyenes feliileti gérbének az allo sikba kell esnie,
kiilonben metszés lépne fel. Emiatt az elmozdulasteret nem 6t csak négy valtozoval
irhatjuk le. Mivel minden pont ilyen, ezért minden pontban az alkoté6 mentén vég-
telen sok érintési pont alakul ki. Ha egyik pontnak sem engedjiik meg a cstszast,
akkor az egyetlen lehetséges forgasirany a kozos egyenes, az alkoto koriili forgés lesz.
Vagyis a sebességteret egyetlen valtozoval jellemezhetjiik. Ezért ha a kezdeti felté-
telt megadjuk, akkor a mozgés topologiailag megegyezik a sikgérbék gordiilésével.
Azonban kezdeti feltételként nem kettd, hanem négy valtozot adhatunk meg. Tipi-
kus példa erre a henger vagy kup gordiilése a sikon, mely a térbeli mozgéashoz képest
sokkal szegényesebb viselkedést mutat, mely a sikgérbék gordiilésére hasonlit. Az
egyenes henger és sik gordiilésekor valoban stkmozgas is alakul ki, mely visszavezet-
het6 sikgdrbék mozgéasara. Kip sikon valé gordiilésekor azonban a mozgas térbeli,
viszont a gordiilés nem igazi térbeli, mert a kozos pont vandorlasi iranya minden
pontban adott.

3.3. Felillet gordiilése két allo feliileten

Elsfordulhat olyan eset is, hogy egy feliilet két allo feliileten gordiil. Meg kell je-
gyezni, hogy igazabol nincs kiilonbség a két feliileten valo gordiilés és az egy feliileten
valo kétpontos gordiilés kozott, de az egyszertiség kedvéért most harom kiilénbo6zé
feliiletet fogunk tekinteni.
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‘ Gordiilés tipusa ‘ Elmozdulastér dimenzidja ‘ Sebességtér dimenzidja
sikgdrbe sikgérbén 2 1
feliilet feliileten 5 3
térgorbe feliileten 5 3
térgorbe térgorbén 3 2
henger hengeren D 3 vagy 1
henger vagy kip sikon 4 1
feliilet két feliileten 4 1

1. tablazat. A térbeli gordiilések szabadséagi fokai

Legyen a mozgo feliilet f(u,v) az allo felilletek pedig e (uy,v1) és es(ug,vz). A
szabad feliiletnek hat szabadsagfoka van. Mint tudjuk ha az f feliiletet az e;-hez
kényszerezziik kozospont- és érintGkényszerrel, a mozg6 feliiletnek még 6t szabad
paramétere marad. Ha a masik, ey allo feliilet szempontjabol is elGirunk egy hasonlo
kényszert, akkor az még egy szabadsagfokot elvesz, négy valtozoval valik lefrhatova
a mozgas.

Ez utobbi nem egészen nyilvanvald, ugyanis ehhez be kellene latnunk, hogy a két
érintGkényszer fliggetlen egymastol. Ahogyan mar egy feliiletpar esetén is geometriai
feltételei voltak a gordiilé mozgasnak és maganak az érintésnek is, ez harom feliiletnél
is igy lesz, csak nagyobb bonyolultsaggal. Ha viszont az érintés lehetséges és nem
elfajulo esetrdl van szo, akkor a testnek négy szabadsagfoka marad.

A négy szabadsagfokot a sebességtérben konnyti elképzelniink, és mivel a kényszer
holonom, ezért az elmozdulastér is ugyanennyi valtozéval irhato le. Legyenek P és @)
az érintési pontok. A lehetséges sebességéllapotoknél elkiilonithetiink két jellegzetes
osztalyt, ezen P(Q) szakasz mozgésara és a felillet PQ) korili forgasara. A forgas
egy paraméterrel irhato le. A PQ szakasz mozgasat pedig leirhatjuk a végpontjai
sebességével. Ezen pontokba esd, a mozgo feliilethez tartozo pontok sebességvektorai
a feliiletek kozos érintGsikjaba kell, hogy essenek. Vagyis a két végpont sebességét
két sikvektorral, négy skalarmennyiséggel adhatjuk meg. A merevtest-mozgas miatt
azonban két pont sebességének kiilonbsége merdleges az Gket 6sszekots szakaszra.
Vagyis ha vp és v a pontok sebességei, rpg pedig az Sket 0sszekots vektor, akkor
fennall a

(vp—vg) tpg =0 (35)

feltétel, mely haromra csokkenti a szabad paraméterek szamat a P(Q) szakasz
sebességallapotéanak leirasaban. Ehhez hozzavéve a P(Q koriili forgast kapjuk a négy
lehetséges mozgasfajtat.

Megfigyelhetjiik, hogy PQ szakasz mozgésa sikmozgassal homeomorf mozgast
eredményez, hiszen végpontjai két dimenziés sokasaghoz vannak kényszerezve. Igy
a teljes feliilet mozgasa topologiailag egy stkmozgas és egy rogzitett tengely koriili
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3.3 Feliilet gordiilése két allo feliileten

r_PQ

e 1
e 2

6. abra. Sebességviszonyok a két érintkezési pontban

forgas szuperpozicidjaval egyenértéki.

Lattuk, hogy két feliilet esetén a gordiilé kényszer a sebességtér valtozoinak sza-
mat kettével csokkenti. Ha a két gordiilg kényszer fliggetleniil 1ép fel, akkor a sebes-
ségtér dimenzidja nullara csokken, vagyis a két feliileten a harmadik test gordiilése
nem lenne lehetséges. Ez viszont nyilvan nem igy van, igy meg kell vizsgalnunk, hogy
a gordiil6kényszereket leird négy skalaregyenlet koziil mennyi lesz fiiggetlen.

A dolog kulcsa ott van, hogy a kettds gordiil6kényszer a fenti P(Q) szakasz két vég-
pontjara ir el§ sebességkényszert, zérus sebességet. Azonban lattuk, hogy a merevtest-
szert mozgas miatt a két végpont sebessége nem négy, hanem csak harom valtozoval
irhato le. Emiatt a gordiil6kényszerrel csak harom sebességkomponensnek adhatunk
értéket. Jo kérdés, hogy a negyedik, megkotott sebességkomponens kiadddik-e. Azt
kapjuk, hogy igen, ugyanis ha a (35) egyenletbe helyettesitjik a vp =0 és vg =0
feltételeket, akkor a feltétel azonosan teljestil.

A gordiils kényszer azonban csak P(Q) két végpontjarol tud valamit mondani, a
PQ koriili forgas egyetlen szabad sebesség-valtozoként megmarad. Igy a két feliile-
ten gordils feliilet sebességtere a sikbeli gordiiléshez hasonldéan egy dimenzids. A
kényszer a gordiils feliiletek egyszertibb esetéhez hasonléan nem integralhato, igy az
elmozdulastér négy véltozoval irhato le. Ez a furcsa kinematikai kapcsolat jelenik
meg példaul a vastuti kerék esetében.

A fentiekhez hasonl6an targyalni lehetne még egy feliilet két gorbén vald gordi-
1ését, egy feliilet gorbén és feliileten valo gordiilését, és még néhany hasonlo esetet. A
fenti modszerekkel ez elvi szinten kdnnyen megtehets, a geometriai vizsgalat pedig
a feliiletek bonyolultsagatol fiigg.

Azt belathatjuk, hogy radikalisan mas tipust egypontos gordiilést egy mozgd
elem esetére mar nem tudunk kitaldlni, mert nem fér el a harom dimenzios térben.
Lattuk, hogy mar egy mozgd és két allo feliilet esetén is csak egy sebességet leird
mennyiség maradt, ha ezt is megkotjiik, a mozgas lehetetlenné valik.
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4.

Forgo6asztalon gordilé golydé mozgasa

A kovetkezGkben a fentebb targyalt modszereket fogjuk bemutatni egy egyszeri
példan keresztiil. Igyekeztiink kivalasztani a leheté legegyszertibb modellt, melyen e
gordiilés bizonyos jellegzetességei megfigyelhetek.

4.1.

A modell felépitése

Cél olyan példat talélni, melyen jol megfigyelhet6k a gordiils kényszer jellegze-
tességei, de kell6en egyszert ahhoz,hogy analitikus modszerekkel kézben tarthassuk.
Egy ilyen modell a forgbasztalon gordiils goly6 példaja. A modell feltevései a kvet-
kezGek:

1.
2.

A modell két merev testbdl all.

Az egyik merev test egy R sugarii gomb, a masik egy sik.

. A gbmb tiszta gordiilést végez a sikon.

. A sik egy ra mer6leges tengely koriil egyenletes forgdmozgast végez () szogse-

bességgel.

. A gomb tomege m, sulypontja a kézéppontjaban van, tehetetlenségi nyomatéki

tenzora gombtenzor, tehetetlenségi nyomatéka ©.

. A rendszerre a sik normélvektora iranyaba mutatdé —g gravitacids gyorsulas

hat.

7. 4bra. A modell vazlata

A két feliilet allandd gorbiilett, igy a geometriatol némileg fiiggetlenitve tudjuk
vizsgalni a gordiilést. A gdombszimmetrikus tehetetlenségi nyomaték miatt a por-
gettytihatassal nem kell szamolnunk. Kiils6 eréket szintén nem tételeziink fel. A
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4.2 A rendszer kinematikai leirasa

modellben a sik nem all, hanem el6irt mozgést végez, ez konnyen belefoglalhato az
el6z6 fejezetek levezetésébe, viszont igy egyszertien tudjuk belefoglalni a helykoor-
dinataktol valo fliggést a kényszerbe.

A levezetésekben a fentiekkel ellentétben nem hasznaljuk a [x] szimbolumot a
métrix jelolésére, amig mast nem mondunk, a tenzorokat és vektorokat azonositjuk
egy rogzitett bazisbeli matrixaikkal.

4.2. A rendszer kinematikai leirasa

Vizsgaljuk a fenti rendszer mozgasat. A sik egyenlete legyen

>

£(ii, D) =

O

a gombé pedig legyen

R cosv sinu
r(u,v) = —R sinv
—R coswv cosu

A gémb egyenletére sok hasonlo felirast valaszthatunk, ezen megadés azért cél-
szerd, mert majd latni fogjuk, hogy igy az Euler-szogekkel egyszertien kifejezhetGek
lesznek a paraméterek.

4.2.1. A forgoéasztal mozgasa

A sik mozgastorvényét a kovetkezs alakban irjuk fel:

(t) = R(¢)8(t) + b(t) (36)
Mivel a stknak vannak tartosan allo6 pontjai, ezért a transzlacios vektor b =o0.
A forgatasi tenzor nem, csak az 6rvénytenzor ismert:
X 0 —Q 0
Q=1 0 0
0 0 O
Innen R meghatéarozhato a %f{ = Q- R linearis differencialegyenlet megoldésa-
val. Esetiinkben ez egyszert, és f{(() = I kezdeti feltétellel adodik:

cos(Qt) —sin(2t) 0
R(t) = |sin(Qt)  cos(Qt) 0
0 0 1

Visszairva (36)-ba kapjuk:

37



4 FORGOASZTALON GORDULO GOLYO MOZGASA

#(t) = |asin(Qt) + 0 cos() (37)

Mivel a sik mozgasa adott, ezért nulla szabadsagi foka van, akarcsak egy &llo
feliiletnek.

4.2.2. A goly6 szabad mozgasa

A gémb mozgastorvényét hasonléan irjuk fel:

r'(t) = R(t)r(t) + b(t) (38)

Egyel6re valasszuk szabadon a transzformacié komponenseit. Legyen az eltolasi
vektor:

b:

IS

A forgato tenzort pedig paraméterezziik a Tait-Bryan szogekkel (18) alapjan:

cos pcosty —sinpsiny sinty  —siny cos®¥ cos psin 1y sin ¥ + sin @ cos ¥
R = [sinpcosysind + cospsiny  cosycosd  sinpsiny — cos ¢ cos ) sin
—sinpcos ¥ sin ¢ cos @ cos ¥

Ha a goly6 szabadon van, akkor ez hat ismeretlent jelent, a megszokott modon
a SO(3) x R? lesz az elmozduléastér struktiraja.

4.2.3. A kényszerek figyelembe vétele

Most elGszor az érintGkényszert vessziik figyelembe. A sik normalvektora a transz-
formaci6 utan:

A goémb normalvektora a sajat koordinata-rendszerében:

COS v Sinu
Oy X O,r )
m=———= —sinwv
|0yt X 0,1
— COSV COSU
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4.2 A rendszer kinematikai leirasa

Ez a normélvektor a gomb kiilseje felé mutat, a sik normalvektora pedig pozitiv
z irdnyban. Hogy szemléletesebb legyen a modell, a normalvektorokat ellentétes
iranyban rendeljiik Ossze, igy a gomb az zy sik ,felett” lesz. Igy az érintékényszer:

n =m’'=R(,9,¢) m(u,v)

A gdmb ezen paraméterezése azért célszert, mert ekkor hosszas szamités utén
az alabbi egyszert eredményt kapjuk:

u=¢ (39)

v="19
Vagyis a geometria specidlis jellege miatt a két kikiiszobolt Euler-szog egyszertien
helyettesithets a gomb paramétereivel. Ezért a forgaté matrix kifejezhets az u és v

paraméterekkel.
Irjuk most fel a kézospont-kényszert:

f‘(ﬁ, v, t) = r(z/}, u, v, 2, Y, Z)
U cos(§2t) — 0 sin(Q) R cosv sinu x
4 sin(Qt) + v cos(2t) | = R(¥,u,v) - —R sinw + |y
0 —R cosv cosu z

A szamitasokat elvégezve kapjuk:

x = U cos(t) — 0 sin(Q) (40)
y = u sin(Qt) + 0 cos ()
z2=R (41)

Vagyis az érint6- és kozospont-kényszerrel ellatott rendszer most mar leirhato6 6t
fliggetlen valtozoval, amivel a tobbi kifejezhets. A kovetkezdkben vegyesen fogunk
dolgozni x és y illetve 4 és v valtozokkal, a golyo helyét elébbiek az &llo6 rendszer-
hez képest, utobbiak az asztalhoz képest irjak le. Mivel a feltétel (39) azonositja
a gomb paramétereit az Euler-szogekkel, ezért barmelyiket hasznalhatjuk, egyeltre
maradunk az Euler-szogeknél.

Vegyiik most figyelembe a gordiil kényszert, vagyis a kozos érintési pont meg-
egyezd vandorlasi sebességet. Ez megtehetd példaul (32) alapjan. A forgdasztalon az
érintési pont vandorlasi sebessége((37) derivalasaval, (40) figyelembe vételével):

—Qy—1a
v=| Qr—y
0

Ha kiszamitjuk (32) jobb oldalat, megkapjuk az érintési pont vandorléasi sebes-
ségét a golyo felszinén:
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—R¢costpcos) — RUsin
v=| Rdcosy — Rpsin cosv
0

Az igy kiszamitott v és v mennyiségek természetesen relativ sebességek a felii-
letek koordinata-rendszerében. Kihasznalva a gordiilés feltételét, vagyis hogy v = v
kapjuk a gordiilés kényszeregyenleteit:

i — Rpcostpcostd) — Rsing + Qy =0 (42)
Q+R§Cosw—Rgbsin@/)cosz9—Qx:0

Ismerjiik a szogsebesség-komponenseket is (25) alapjan:

wy = 1 cosyp — psin cos v
Wy = ¢ cos 1 cos ¥ 4 9 sin ¢
W, = @sinﬁ‘—i—z/}

Ezekkel kifejezve a gordiil6kényszer:

t—Rw, +Qy=0 (43)
U+ Rw, —Qx=0

A kényszer (43) alakjat ezen egyszerd geometria esetén gyorsan megkaphatjuk
a szokasos moédon is, hiszen a gémb kozéppontjanak sebessége éppen [x U Z}T,
igy a szogsebesség segitségével a kényszer megadhato az érintési pontok megegyezé
abszolit sebességének elGiraséval is, mely ugyanehhez a formulahoz vezet.

A fenti médszertan alapjan leirtuk rendszeriinket kell§ szamu valtozoval, és meg
tudtuk fogalmazni a kényszereket is. Ez altalanos levezetéssel 6sszhangban azt kap-
tuk, hogy az elmozdulastér 6t fiiggetlen valtozoval (példaul z,y, 1,9, ¢), a sebes-
ségtér pedig harom valtozoval (példaul z, v, w) irhato le. Most figyelembe vessziik a
dinamikai megfontolasokat, melynek kovetkeztében lényegében tjabb kényszereket
helyeziink el a rendszerben, annyit, hogy a mozgast teljesen meg tudjuk hatarozni.

4.3. A mozgasegyenletek felirasa

A mozgasegyenleteket szemléltetésképpen tobbféle modszerrel is fel fogjuk irni.
A klasszikus mechanika alaptétele Newton II. axidéméja, melyet sokféle alakban meg-
fogalmazhatunk. Azt vizsgaljuk, hogy melyik médszer milyen mértékben alkalmas
vagy nem alkalmas a gordiilés kezelésére.
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4.3 A mozgasegyenletek felirasa

4.3.1. Newton masodik axiémaja

Elsszor hasznaljuk kozvetleniil Newton mésodik axiomajat. Allandé tomegt t6-
megpontokra a szokasos jelolésekkel a kovetkezd forméaban irhato fel:

ma = F(v,r,t)

Merev testre pedig a kovetkezd két egyenlet adodik (nem jeloljiik kiilon indexszel,
de nyilvanvaloan stulyponti mennyiségekrsl beszéliink):

ma =F(v,x,R,w,1) (44)

OR)e = M(v,x,R,w,t) (45)

A jobb oldalon allo fiiggvények a merev test fazisterétsl, vagyis elmozdulas- és
sebességallapotatol, valamint az id6tdl fiigghetnek. A fentiekkel 6sszhangban R jeloli
a forgato tenzort.

Az axiéma mellett természetesen fennéllnak a kiillonb6z6 derivaltakat 0sszekotd
tovabbi egyenletek (a pont az id6 szerinti derivalast jelenti):

Xx=v; v=a w=¢e R'R=Quw) (46)

Kényszer esetén fennall a kovetkezs kényszeregyenlet is:

0=K(v,r,R,w,t) (47)

Ezt tgy tudjuk figyelembe venni, ha a (44) egyenletek jobb oldaldhoz alkalmas
tovabbi tagokat, kényszerer6ket adunk, melyek biztositjdk az eléirt mozgéast. Ezek
meghatarozasa nem egyértelmt, ha nem tesziink fel a kényszerekrél tovabbi megko-
téseket, akkor intuitiv moédon tehetjiik csak meg.

Nézziik most a forgd asztalon gordiils golyd példajat. A tehetetlenségi nyomaték
maétrixa fliggetlen a térbeli helyzettsl, mivel gombszimmetrikus:

© 0 0
OR)=©®=1[0 © 0
00 ©

Mivel a goly6 egyenletének r(u,v) megadasaban az orig6 éppen a gdémb kozép-
pontja, és mivel a sulypont is itt talalhato, ezért x = [:L’ Yy z}T

A kényszererk megvalasztasa nem magatol értetdds. Kozvetleniil Newton axio-
méibol ez nem is adodik ki, ugyanezt modszeresen az elséfaji Lagrange-egyenletekkel
tehetjiik meg. Most vegyiik fel az abra alapjan a héarom kényszereré-komponenst.
Azért valasztunk harmat, mert (41) kozospont-érint6 és (43) gordiils egyenletek
Osszesen harom skalaregyenletet jelentenek.

Kiils6 eréként a stulypontban felléps g = [O 0 —g}T gravitacio jelentkezik.

41



4 FORGOASZTALON GORDULO GOLYO MOZGASA

Ezek alapjan Newton II. axiéméja:

mx =S, (48)
my = S,

mz=—mg+ N

O¢, = RS,
O¢, = —RS,
Oc¢, =

Ehhez még adodnak a kényszerek:

z—R=0 (49)
T — Rw, +Qy =0
y+Rw, —Qax=0

Az algebrai egyenletrendszer tobbféleképpen is megoldhat6. A holonom kényszer-
rel megadott z koordinata ebbdl rogton kiadodik. A sebességtér harom szabadségfo-
kédnak megfelelen harom fliggetlen mésodrendd differencidlegyenletet irhatunk fel,
melyet a koordinatikkal kifejezve:

(mR* 4 0)i = —60Qy (50)
(mR? + ©)jj = 60

ol = 70;9;519 N ta;ﬂ <<7/)+ %Q) (@ sint — g cos ) +Q1/}(zcos1/)+ysin1/)))

Meglepd, hogy amellett, hogy az els§ két egyenlet milyen egyszerd alakot 6ltott,
a harmadik egyenlet rendkiviil bonyolult, tartalmazza ¢ és ¥/ valtozokat is, melyeket
a kényszerekkel nem lehet kikiiszobolni. A harmadik egyenletet csak akkor lehet
megoldani, ha hozzavessziik a kényszerekbdl vett elsérendd differencidlegyenleteket
@ és ¥ valtozokra. Ezzel kés6bb fogunk foglalkozni.

Az els6 két egyenlet viszont konnyen megoldhato fliggetleniil a tobbitdl is. Mét-
rixos alakba rendezve a kovetkezs alakba hozhato:

mR* +© 0 z 0 Q| |z |0
0 mR? +@} M N {—@Q 0 ] M - M (51)
Ezen egyszerid egyenlet integralhato, raadasul nem tartalmazza a koordinatékat,

csak azok derivaltjait. A gombszimmetria miatt nem is kell figyelembe venniink az
Euler-szogeket, hogy meghatarozzuk a golyé sulypontjanak mozgasat.

42



4.3 A mozgasegyenletek felirasa

Ha a fenti egyenletekbdl nem x és y, hanem ¢ és ¢ valtozokat akarnank kifejezni,
nehézségekbe iitkoznénk, mert az egyenletekben x és y mindenképp benne marad.
(Ennek a nehézségnek az el6hozéasara hasznaltunk forgo asztalt.) Az x és y valtozok
eliminalasdhoz ugyanis integralnunk kellene az anholonom (43) kényszert, ami nem
lehetséges.

4.3.2. Els6faju Lagrange-egyenlet

Az els6faju Lagrange-egyenlet felirasdhoz feltételezziik, hogy a kényszerek idea-
lisak. Ez azt jelenti, hogy a kényszererk virtudlis teljesitménye zérus. A virtualis
teljesitményt gy kapjuk, hogy a kényszerezett sebességtér két tetszéleges pontja-
ban szamitott teljesitmények kiilonbségét vessziik. Ez a megkotés eléggé altalanos,
ugyanis ha a kényszerer6t idealis és nemidealis részre bontjuk, és ismerjiik a nem-
idealis komponenst, akkor az az aktiv er6khoz szamithato.

Tegyiik fel, hogy a rendszerre hato kényszer zart alakban kifejezhets skalaregyen-
letekkel irhato le. Tegyiik fel, hogy az anholonom kényszerek a sebességekben linea-
risak. A holonom kényszerek derivalasabol szintén linearis kényszereket nyerhetiink.
Ekkor a kényszeregyenletek (6sszesen n skalaregyenlet):

Ax,R,t)v+b(x,R,t) =0

Itt v = [VT wT]T, A egy n x 6-os matrix, b pedig egy hat dimenzios vektor.

Ekkor a fenti méatrixegyenlet egy feliiletet hataroz meg a sebességtérben (ez
a feliilet természetesen fligg az elmozdulasmez6tsl). Ha a kényszerers ideélis, ak-
kor meréleges erre a feliiletre. Megmutathato, hogy ekkor Lagrange multiplikator-
modszerével a kényszererGk a kovetkezs alakba irhatok:

[FK(X,R,t)

_ AT
MK(Xv Rv t):| A

Itt XA az n darab kényszernek megfelel \; Lagrange-multiplikatort tartalmazza.
Ha az F ¢ és M kényszerersket hozzaadjuk a (44) egyenletek jobb oldalahoz, akkor
az igy kapott egyenletek a kényszerekkel egyiitt mar meghatérozzak a mozgast.

Nézziik a konkrét példat, a (49) kényszerek alapjan. Ha kiszamitjuk az A mat-
rixot, kapjuk:

0010 0 O
A=1]1 00 0 —R O
01 0R 0 O
Igy a kényszererck:
A2
FK: )\3
A1
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A3 R
Mg=|-XR
0
Hozzaadva a (44) egyenlethez kapjuk:
mi = Ao (52)
my = As
mzZ=—mg+ \
Oc, = R)\3
Ogy = —RXy
Oce, =0

Ez forméalisan megegyezik a (48) egyenletekkel. A (49) kényszerekkel egytitt meg-
oldva megkapjuk a (51) egyenletet.

Az els6faju Lagrange-egyenlet nem alakitja 4t a Newton-axiomat, hanem csak
lehet6vé teszi a kényszerersk kényszerektdl valo fiiggésének megallapitésat, és a kény-
szererGknek a Newton-egyenletbe valo feltiintetését. Elonye, hogy bonyolultabb hely-
zetben mindig helyes (a kényszereknek megfelels) felirast kapunk a kényszererdkre.

Ha az egyenletek nem is kiiloniilnek el mindig ilyen szépen, elvileg a kényszererd
mindig két részre bonthatd gordiilés esetén. Az egyik, feliiletekre normaélis iréany-
ban all6 komponens a feliiletek érintési pontjait tartja egyben, lokalisan biztositva
a kozospont-kényszert. Egy ettdl fiiggetlen, kétkomponenst, a feliiletek kozos érin-
tGsikjaba esG erd pedig az érint6kényszer megmaradaséat és a gordiilés feltételét biz-
tositja. Ez differencialisan 6sszehangolja a két feliilet paraméterezését. Esetiinkben
az egyszerd modell miatt a két komponens két-két egyenletet fog 0ssze, de altalanos
gordiilésnél a sikbeli er6 komponensei megjelenhetnek mind a négy egyenletben is.

4.3.3. Routh-Voss egyenlet

A maéasodfaju Lagrange-egyenlet segitségével leirhatjuk a mozgéast egy olyan el-
mozduléstérben, melyet a holonom kényszerek altal vald leszikitésbdl kapunk. A
kényszerezett tér paraméterezésénél elszakadhatunk a valtozok fizikai tartalmatol,
és praktikussagi szempontok alapjan tetszélegesen vélaszthatjuk meg Gket, feltéve
ha a kényszerezett teret egyértelmten leirjdk. Egy test gordiilésekor a hatbol egy
szabadsagfokot tudunk megsziintetni az érintékényszer segitségével.

Mint latni fogjuk, nehézséget jelent, hogy a Newton- és az elséfaju Lagrange-
egyenlet esetén megtehettiik, hogy az elmozdulasteret az FEuler-szogekkel, a sebes-
ségteret pedig a szogsebességekkel irtuk le, melyek nem az Euler-szogek derivéltjai.
A mésodfaju Lagrange-egyenleteknél ez nem tehet meg, a sebességteret az altalanos
koordinatak derivaltjaival kell jellemezniink, ami bonyolultabb leirast eredményez.
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4.3 A mozgasegyenletek felirasa

A masodfaju Lagrange-egyenlet analitikus modszer, az egész rendszeren értelmez
egy L allapotfiiggvényét (a Lagrange-fiiggvényt), és a mozgasegyenletek ebbdl leve-
zethetGek, emiatt altaldban gyorsabb és egyszeriibb médon juthatunk egyenletekhez,
mint a szintetikus modszerekkel. Nagy hatranya viszont, hogy a modszer nem tudja
kezelni az anholonom kényszereket, ami gordiilés esetén végzetes hianyossag.

A Routh-Voss egyenlet gy viszonyul az elséfaji Lagrange-egyenlethez, mint a
maéasodfaju Lagrange-egyenlet a Newton-axiémahoz. Az anholonom kényszert meg-
fogalmazhatjuk a kényszerezett tér érintSterében is, és az altalanos kényszererd-
r6l feltessziik, hogy merdleges a kényszer altal megadott feliiletre, igy Lagrange-
multiplikatorokkal kiszamithatok a kényszererdsk.

Legyen q az altalanos koordinatédk vektora. Ha nincsenek potencialos erék, akkor
a Lagrange-fliggvény egyszertien a mozgési energiaval egyezik meg:

1 1
L=-mv’+-w'OR)w
2 2
Ha meghatéarozzuk a v = f(q,q,t), w = f(q,q,t) és R = f(q,t) figgvénykap-
csolatokat, akkor a Lagrange-fiiggvény felirhato L(q, q,t) alakban.
Adott n darab skalaris anholonom kényszeregyenlet, mely matrixos formaban:

C(q,t)q+d(q,t) =0

Erre a feliiletre merélegesnek kell lennie a kényszererének, mely igy felirhato a
kovetkezd alakban:

W =CT)

Levezethetd, hogy ekkor Newton axiomajaval ekvivalensek a kovetkez mozgas-
egyenletek:

d oL OL

dt dg; g

melyek az anholonom kényszerekkel egyiitt megoldhatoak az altalanos koordi-
natakra és a Lagrange-multiplikatorokra. fontos megjegyezni, hogy az ilyen médon

nyert Lagrange-multiplikatorok altaldban nem egyeznek meg az elséfaji Lagrange-
egyenletnél kapottakkal.

Fenti példanknél valasszuk altalanos koordinatédknak a kovetkezGket:

a=[z y v 9 ¢]"
Ekkor:

v=1[& g 0]"
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¥ costh — @sina cos ¥
w = |pcostcost)+ ¥siny
psind + ¢
A Lagrange-fiiggvény:

1 1. . .
L= §m(x'2 + 9% + 2 + 5@(wQ + 9% + $) + P@sind
A kényszeregyenletek (42) alapjan:

i— R¢pcosihcost) — RUsinty + Qy =0
Q+R§COSw—R¢sin@/}cosz9—Qx:0

A C matrix a kényszerekbdl:

[1 0 0 —Rsiny —R costcost

C= 0 1 0 Rcosyp —Rsinygcosd

Az &ltalanos kényszererd:

A

A2

W = 0

—A1 R siny 4+ Ay R cosy

| —A1 R cosypcost) — Ay R sine cos )

Megkapjuk a Routh-Voss-egyenleteket:

mi = A\ (53)
my = Ao
A1) + @sintd + ¢ cos ) = 0
O — pU) = =\ R sinth + Xy R cos 1)
@(¢+¢Sin19+z/}ﬁcosz9) = —\ R cosycost) — Ay R sin) cos v

Az egyenletek a (42) kényszerekkel egyiitt irjak le a mozgast. Hosszadalmas sza-
moléssal belathato, hogy a (51) differencidlegyenlet megoldasa a (53) egyenleteket is
megoldja. Viszont (53)-bdl kilatastalannak tiinik levezetni (51)-t, mivel a kénysze-
rek kikiiszobolése nehézségekbe {itkozik. Ha tudjuk, minek kell kijénni, megoldhato
a levezetés, ellenkezd esetben viszont kevés eséllyel talalunk ra a megoldasra.

Kiilon problémat jelent még az Euler-szogek szingularitasanak megjelenése. Ha a
(42) kényszerben vessziik példaul a © = 7/2 helyet, akkor a kényszerek a kovetkezs
format oltik:
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4.3 A mozgasegyenletek felirasa

i —Rising+Qy=0
y+R19c:OS@/)—Qx:O

A két egyenlet Gsszevetésével adodik:
Tcosty +ysiny + Qycosyy — Qrsiny =0

Ez viszont azt jelentené, hogy ekkor & és y nem valaszthatéo meg fiiggetleniil.
Ez nyilvan hamis kévetkeztetés, ami a paraméterezés alkalmatlansdgat mutatja a
szingularis helyen.

Azt latjuk tehat, hogy a Routh-Voss egyenletek, bar sok esetben kénnyen kezel-
hets egyenletekhez vezetnek, meglehetésen elbonyolitjak az egyenletek felirasat, ha
a kényszerekben mind a négy gordiiléssel 6sszekapcesolt koordinata szerepel derivalas
nélkiili alakban. Raadasul figyelni kell az Euler-szogek szingularis helyeire is.

4.3.4. Appell-egyenlet

Az Appell-egyenlet még egy lépés a Lagrange-egyenlethez képest azzal, hogy
képes explicite kikiiszobolni az anholonom kényszereket is, igy megszabadulunk az
algebrai problémak jelentGs részétol.

Az alapelv az, hogy miutan a holonom kényszerekkel ellatott teret paraméterez-
tiik az altalanos koordinatakkal, a sebességteret az anholonom kényszerekkel valod
tovabbi sziikités utdn ugynevezett kvazi-sebességekkel frunk le. A kvézi-sebességek
pedig nem feltétleniil az altalanos koordinatak derivéltjai, hanem szabadon valaszt-
hatok.

Az Appell-egyenlethez ki kell szamitanunk egy allapotfiiggvényt, a gyorsulasi
energiat vagy mas néven Appell-fliggvényt, mely merev testre a kovetkezSképpen
néz ki:

1 1 1
S = ima2 + §€T®(R)e +e'(w x O(R)w) + éwsz@(R)w

Ez bonyolultabb, mint a Lagrange-fiiggvény, viszont cserébe a kényszereket expli-
cit modon figyelembe vehetjiik mar az allapotfiiggvény felirasakor. Legyen s a kvazi-
sebességek vektora. Ekkor a kényszerek segitségével kifejezhetSk a a = f(q,s, S, t),
w = f(q,s,t), e = f(q,s,$,t) és R = f(q,t) kapcsolatok, igy az Appell-fiiggvény
L(q,s,$,t) formaba irhato.

Az Appell-egyenlethez nem kell feltételezniink, hogy az anholonom kényszerek
idealisak legyenek, viszont sziikség van egy masik, hasonlé feltételezésre, mely szerint
a kényszererdk virtualis gyorsulési teljesitménye zérus. Ezt ugy kapjuk, ha a leszti-
kitett gyorsulastér két tetszGlegesen valasztott pontjanak kiilonbségét szorozzuk a
kényszererével.

Ekkor az Appell-egyenlet az alabbi egyszeri format olti, ha IT a kvazier6k vek-
tora, mely az er6knek a kvazi-sebességek terébe valo transzformalasaval adodik:
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882‘ N
Megmutathato ([3]), hogy a fenti tipust kényszerek esetén ezek az egyenletek
ekvivalensek a Newton-axiomakkal. Kényszeregyenletek itt mar nincsenek, a kvazi-
sebességek definialo egyenleteivel egylitt elsérendi differencidlegyenletet kapunk.
A goly6s példaban tartsuk meg az el6z6 pontban hasznélt altalanos koordinéta-
kat. Viszont a kvéazi-sebességeknek valasszuk a kovetkeziket:

II;

.. T T
q= [$ ) Wz] = [51 52 83}

Harom kvazi-sebességet kell valasztanunk, hiszen a sebességtér harom dimenzios.
Ekkor a kényszerek segitségével:

a=1[5 4 0"
1 —S9 + Qx]
w=—|s5+Qy
R 1

S3 i
—$9 + Qs

Ezl $1+ Qs
I 1+ 828
S3 i

Az Appell-fiiggvény csak a kvazi-gyorsulasokat tartalmazo része:

1 . ) 1

S = §m(8§ + Sg) + 5@(

Kvazier6k nincsenek, hiszen az egyetlen kiilsé erd, a gravitacié gyorsulési telje-
sitménye a kényszerek miatt zérus. Az Appell-egyenletek ez alapjan:

§T 485+ 53 — 208180 + 2Qs281) + f(s,9)

(© +mR*)5, — OQs; =0
Os3=10

A kényszerek segitségével a tobbi altalanos koordinatara is felirhaté differenciél-
egyenlet:

0= %((—32 +Qx)cosy + (s1+ Qy) simp) (55)
o= I closﬁ<_ (—s2+ Qz)siney + (s —i—Qy)cosz/J)

Az egyenletrendszert kiegészitik még a kvéazi-sebességek definicios egyenleteinek
inverzei:
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4.3 A mozgasegyenletek felirasa

x':sl (56)
Y =59

- > tan v

= s3+ 4 ]a%m <(—82+Qx)sinz/1— (s1 —i—Qy)cosz/J)

Az (54-56) egyenletek a nyolc dimenzios fazistér valamennyi véaltozojara egyen-
letet jelentenek. Esetiinkben azonban (54) megoldhaté 6nmagaban is, mert nem
szerepelnek benne az altalanos koordinatéak.

A teljes egyenletrendszer a (51) egyenlettel ekvivalens, nagy elénye azonban,
hogy a 1 valtozora felirt bonyolult egyenlet helyett egyszertibbeket kaptunk.

Latjuk, hogy az Appell-egyenlettel nagyon hatékonyan tudjuk kezelni a gordiilé-
seket, mivel teljesen kikiiszobdlhetjiik a kényszereket és az elmozdulas- és sebességtér
paraméterezésében is nagy szabadsagot kapunk. Raadasul rogton elsérendd egyenle-
tekhez jutunk. Hatrany viszont, hogy bonyolultabb geometridanal az Appell-fiiggvény
nagyon Osszetett is lehet. Erdemes még megfigyelniink, hogy a ¢ koordinata megha-
tarozasakor nincsen baj az egyenlettel, viszont ¥ szingularis helyhez tartozo (+m/2)
értékekor a ¢ és ¢ valtozokra vonatkozo egyenlet értelmezhetetlenné valik, ami szin-
tén mutatja az Euler-szogek hianyossagat.

4.3.5. Kozlov-egyenlet

A szakirodalom egy ritkdn emlegetett modszere az angolul ,yaconomic equation”
elnevezést egyenlet. A sz6 a wvaridcids és ariomatikus kifejezések Osszevonasiabol
szarmazik, és magyar szakirodalomban nem talalkozunk vele. Mivel els6kéne Kozlov
([2]) irta le cikkében, a kovetkezskben Kozlov-egyenletnek fogjuk nevezni.

A fentiekkel ellentétben a Kozlov-egyenlet jelenleg is kutatas alatt all6, nem
kiforrott modszer. Alapotlete, hogy a Hamilton-elv megfelels altalanositasaval kivan
eljutni az egyenletekig Ggy, hogy a szélsGértékkeresést a leszikitett téren hajtja
végre.

Formalitasidban a Lagrange-egyenlethez all kozel. Legyen adott egy rendszer a
q altalanos koordinatavektorral és az L(q, q,t) Lagrange-fiiggvénnyel. A rendszerre
hat egy F(q,q,t) kényszer, melyet n darab ®;(q, §, t) skalaregyenlettel fogalmazha-
tunk meg. Ezek az egyenletek egy ®(q, q, t) vektorba rendezhetsk. Vezessiink be egy
1j allapotfiiggvényt, a kiterjesztett Lagrange-fiiggvényt, mely mér a kényszerezett
rendszerr6l mond valamit:

L(q,4,t) == L(q,q,t) — A'®(q, 4, 1)

Itt A Lagrange-multiplikatorok vektora, azonban ezek nyilvanval6an més jelen-
téssel birnak, mint a Routh-Voss egyenletek esetén. Levezethetd ([1]), hogy a fenti
Lagrange-fliggvénybdl képzett Hamilton-féle varidcios feladat megoldésai az aldbbi
egyenletek:
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A kényszeregyenleteket nem kiiszoboljiik ki, azok ugyanigy hozzatartoznak az
egyenletrendszerhez, mint a Routh-Voss egyenlet esetén.

A fenti egyenlet sokkal szebb, kompaktabb, mint a Routh-Voss egyenlet. Azonban
szépséghibéja, hogy anholonom kényszerek esetén nem mindig ekvivalens a Newton-
egyenletekkel. Megfogalmazasunk azért dévatos, mert az ekvivalencia feltételére még
nem sikeriilt kritériumokat talélni. Bizonyos kényszerek esetén mindig visszakapjuk a
Newton-egyenleteket, masoknél csak bizonyos kezdeti feltételek esetén, mig léteznek
olyan kényszerek, ahol a barmilyen kezdeti feltételre eltér az egyenletek megoldasa
a Newton-axioméétol.

Vizsgéljuk meg, mi a helyzet golyos példank esetén. A fenti médon kiterjesztett
Lagrange-fliggvény:

:Qi

A 1 1 . . .
L = §m(:t2 + 9% + 2 + 5@(@/)2 + 9% + ) + P@sind — A (& — R cosp cos ) —

— Rﬁsin@b—i—Qy) — g (y+R19cosdJ — Rysiny cosv) — Q:c)

A kapott Kozlov-egyenletek:

mi — M —Q\y =0 (57)
mij — Ay 4+ QA =0
(1) + @sin g + ¢ cos ¥) + A\ R(psin ) cos ) — 0 cos 1h)+
+ X R(—¢ costp cos ) — ¥ sineh) = 0
O — ¢¥) + A\ R sinty — Ay R costp + R (A; cos b + Agsineh) (¢ + psindd) = 0
O(¢ + psind + Y cos V) + Ay R costp cos ¥ 4+ Ay R sin1h cos I+
+)\1R(—1/} sin cos ) — ﬁcoswsinﬁ) + )\QR(Q/} cos 1) cost) — ﬁsinwsinﬁ) =0

Meglehetésen bonyolult egyenleteket kapunk. Megjelennek a Lagrange-multiplikatorok
derivaltjai is, vagyis a fazistér két ajabb valtozoval béviil, a Lagrange-egyiitthatokra
is differencidlegyenletet kell felirnunk.

Ha kifejezziik az x és y valtozdkra vonatkozo differencidlegyenleteket, kapjuk:

(mR? + ©)i + Oy + MR (Y + ¢sind — Q) =0 (58)
(mR? + ©)jj — 0Qi — M R* (Y + ¢sind — Q) =0

Ha ezt sszevetjiik (51), latjuk, hogy nem lesz minden esetben azonos. Vizsgéaljuk
meg, hogy milyen esetekben lesz egyenletiink ekvivalens a Newton-axiéomaval.
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4.4 Az egyenlet megoldasa

Az utolso tag egyrészt elttinhet akkor, ha Ay = Ay = 0. Megmutathato, hogy ez
pontosan akkor all fenn, ha a £ = y = A\ = Ay = 0 helyzetbdl inditjuk a rendszert.
Ez meglehetdsen nagy megkotést jelent.

A maésik lehetGség, ha a zardjelben 1évs kifejezés zérus. Ha felfedezziik, hogy
@/') + ¢sind = w,, akkor megallapithatjuk, hogy az egyenletek akkor is egybeesnek,
ha a golyo és az asztal érintéfeliiletei egymas sikjaban nem fordulnak el. Ha egy ilyen
kényszert is hozzavesziink a rendszerhez, vagyis a gordiilést a legszigorubb értelmé-
ben egypontosnak tekintjiik, akkor a Kozlov-egyenlet x és y valtozokra visszaadja a
Newton-egyenleteket.

Erdemes még meggondolni a A multiplikatorok fizikai tartalmat. A A mennyiségek
a korabbi egyenletekkel valo 6sszevetés alapjan a kényszerer6khoz hasonlo jelentéssel
birnak. Igy a A valtozok, mint ezek integraljai, valamilyen értelemben impulzusoknak
felelnek meg.

A Kozlov-egyenlet az elmélet jelenlegi allasa szerint inkabb csak elméleti érdekes-
ségnek tekinthetd. érdekes felfedezés azonban, hogy ha gordiilés feltételét szigoritjuk,
és nem engediink meg elfordulast az érintésikban, akkor a kényszerezett rendszer-
ben is érvényes a Hamilton-elv. Ezt altalanos gordiilésre nem jelenthetjiik ki ezek
alapjan, de erds sejtéssel élhetiink, hogy ez altalaban fennall a gordiils feliileteknél.

4.4. Az egyenlet megoldasa

A példat gy valasztottuk, hogy analitikus modszerekkel vizsgalhato legyen. A
kovetkezdkben megoldjuk a mozgésegyenlet egyes részeit és megfigyeljiik a gordiilés
hatasanak jelenlétét a megoldasban.

Kiindulasi egyenletiink a (51) alak lesz:

"0 el [+ oo VL] -0

Atrendezve kapjuk:
2| |0 —af |z
gl e 0]y

A linearis egyenletrendszert megoldva a kiovetkez6 eredményt kapjuk:

x|  |cosPBt —sinpt| |C)
y|  |sinfBt cospt | |Cs
Itt C és () tetsz6leges konstansok, a 3 korfrekvencia pedig:
)
—0—
p O +mR?

Ha figyelembe vessziik az ©(0) = v, és §(0) = vy kezdeti feltételeket, akkor
kapjuk:
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lx] B |:COS [t —sin Bt] lvxo]
=1 (59)
i sin 8t cos Bt | |vyo

A métrix egy xy sikban ( egyenletes szogsebességgel valo elforgatasat jelenti a
sebességvektor kezdeti allapotanak. Vagyis a golyo sebességének nagysiga a mozgas
soran nem valtozik, a sebesség irdnya pedig egyenletesen forog, ami koérmozgast
jelent.

Erdekes, hogy a golyé sebesség-fiiggvénye nem fiigg attol, hogy a forgoaszta-
lon honnan inditjuk el a golyot. Ez meglepd, hiszen az asztal kiilonb6z6 pontjai
eltérg sebességgel forognak. Ha a goly6 az asztalhoz lenne ragasztva, a forgoasztal
korpalyara kényszeritené. Esetiinkben is egy kormozgas alakul ki, azonban ennek
frekvenciaja eltér a forgoasztalétol. Ugy tiinik, hogy a gordiilés egy frekvenciavalto
szerepét tolti be. Ennek az az oka, hogy a gordiilés kovetkeztében a tehetetlenségi
nyomaték és a tomeg az egyenlet egyes részein parhuzamosan kapcsoltta valik, mas-
hol viszont ez nem jon létre. A kiilonb6z6 nagysagu redukalt témegek allitjak el a
mozgas frekvenciajat. Nézziikk meg, mennyivel.

A gémbszimmetrikus tomegeloszlas miatt a tehetetlenségi nyomaték © = kmR?
alakba irhat6. Ekkor:

k
p=flr= Qk: +1

A k paramétert beszorithatjuk két szélsGséges eset kozé. Ha a golyonak a teljes
tomege a kozéppontjaban koncentralodik, akkor £ = 0, ha viszont teljes tomege a
gombfelszinen van, akkor £ = 1. Homogén gémb esetén pedig k& = 2/5. Ekkor a k
konstans értéke 0 és 1/2 kozé esik, homogén gémb esetén x = 2/7.

Vagyis a gordiilés egy kapcsolodast jelent a halado- és a forgdémozgas kozott,
melynek attételét a tehetetlenségi paraméterek befolyasoljak. Ha a tomeghez képest
kicsi a tehetetlenségi nyomaték, akkor a gordiilésnél felléps erd hatésa a forgasra
jelentds, a stlypont mozgéasara kevésbé jelentds lesz. Ha a tehetetlenségi nyomatékot
noveljiik, akkor a gordiilés egyre nagyobb részben ad at impulzust a sulypontnak is.

Ezek a megallapitéasok tisztan most csak ebbdl a modellbél vonhatok le, azonban
jellegre igazak bonyolultabb alaki testek és terhelések esetén is.

Ha integraljuk a (59) egyenletet, és figyelembe vessziik az z(0) = g és y(0) = yo
kezdeti feltételeket, az alabbi megoldas adodik:

x :l 0 1 C?Sﬁt —sin Bt |vz0 n xo—%vyo (60)

Y B |—=1 0] [sinfft cosfBt | |vyo Yo + 500
A mozgas kormozgas, melynek kozéppontjat a kezdeti feltételek hatarozzak meg.
Az egyenlet utolso tagja adja a kor kozéppontjat. Az elsG matrixtényez6 mutatja,

hogy a kérmozgasnak megfelelGen a kozépponthoz képesti vektor kilencven fokot siet
a sebességvektor iranyahoz képest. A kor sugarat is egyszertien szamithatjuk:
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\/U;%OJFU;O
pP=————""F7
B

Erdekességként megemlitjiik, hogy a mozgas analogidba hozhaté a sikmozgést
végzG toltott részecske mozgasaval, melyre ra meréleges magneses mezé hat. Ha
pedig az asztal nem csak forogna, hanem egyenletesen gyorsulna, akkor annak hatasa
az anal6g modellben homogén elektromos mezének felelne meg.

A szbgsebességekre a megoldést a kényszeregyenletek adjak. Atrendezve (43)-t

TR

Beirva eddigi eredményeinket adodik:

[wm] _mR [ 0 1} [cosﬁt —sinﬁt} [vmo} n Q ro - %Uyo] (61)
wy| O |—=1 0f [sinfBt cosft | |vy R |yo + %Uxo

Vagyis a szogsebességvektor is valamilyen értelemben kormozgast végez, az w, —
wy sikomn. Erdekes, hogy a ,kor” kozéppontja nem zérus, hanem az inditési allapottol
fiiggs konstans érték. Lathato, hogy a szogsebesség mar erdsen fligg attol, hogy
a mozgas hol zajlik a sikon. Ez azért érdekes, mert a kiilonb6z& helyrél azonos
kezdGsebességgel elinditott golyok sebessége megegyezik a mozgas sorén, viszont

szogsebességiik kiillonbozd lesz.
Fejezziik ki az Euler-szogek derivaltjait. Az (55) egyenletet atalakitva kapjuk:

0 | cosy  sinY| |wy (62)
pcost|  |—siny costp| |wy
A bal oldalon all6 két komponenst a szogsebességek 1 iranyu elforgatasaval kap-
juk.
Ezek mar nem oldhatok meg analitikusan, numerikus megoldasukkal késébb fog-

lalkozunk. Az explicit megadashoz a masodik egyenletet el kell osztanunk cos-val,
ami csak nem szingularis helyeken lehetséges.

4.5. Nemidealis gordiilés modellezése

Egész levezetésiinkben feltételeztiik, hogy a gordiilés idealis, vagyis a feliiletek-
nek csak egy érintkezési pontjuk van, melynek sebessége zérus. Ezzel a modellel
elhanyagoltunk egy sor rugalmas és disszipativ jelenséget. A rugalmas jelenségek
modellezése gyokeresen mas modellt kivanna, azonban a disszipativ jellemz&kkel
konnyen kiegészithetjiik modelliinket.
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Olyan egyszert elemekkel bévitjiilk a modellt, melyek nem valtoztatjik meg a
kinematikai leirast, hanem csak dinamikai vonatkozésban jelentkeznek. A csillapi-
tasi tagok altalaban testek relativ mozgéasat igyekeznek megakadalyozni. A feliiletek
kozott két jellemz6 mozgéas van, a feliiletek mentén torténd gordiilés és a feliiletek
érintGsikjaban valo elfordulés.

Mindkét esetben feltételezhetjiik, hogy a valésagban egy kis mértékd deformacioé
miatt nem egyetlen pont, hanem egy kis feliilet érintkezik. A deformécié miatt a
feliiletek az érintkezési pont kozelében elcsiisznak egymaéson.

Az ellenéllasi er6k nagyon sok tényez6tdl fiigghetnek. Most csak golyos példankra
koncentralunk, feltevéseink nem altalanosak. Célunk megfigyelni a disszipativ jelen-
ségek hatésat a gordiilésre.

A legegyszertibb modell, ha az ellenéllast kizarolag a sebességektsl fliggének
tekintjik. Ez nem nagyon rossz feltételezés, hiszen esetiinkben a feliileteket Gssze-
szorito erd allando. Mivel a kinematika szerint csak egypontos érintkezés van, ezért
nem vehetiink fel koncentralt eréket, hiszen ezek teljesitménye zérus lenne. Ezért az
ellenallasokat nyomatékként feltételezziik.

Lattuk, hogy elég jol elkiilonithets a gordiilés az érintGsikban torténd forgastol,
ezért a két jelenség ellenallasat kiilon-kiilon vizsgaljuk.

4.5.1. Gordilési ellenallas

Legyen a gordiilési ellenéllas a valtozok koziil kizarolag az érintési pont vandorlasi
sebességétdl fiiggd mennyiség. A nyomaték legyen merdGleges a sebességvektorra és
az n feliileti normalis egységvektorra egyarant. Legyen az érintési pont vandorlasi
sebessége V. Az eddigiek alapjan az ellenallas nagységa:

vV Xn ~

Ray)

Fejtsiik sorba az f fiiggvényt és vegyiik a linearis kozelitését. Ekkor:

M, = —

vV Xn .
Mg:_ ‘{,| (:ug—i_yg‘v‘)

Példédnkban az érintési pont vandorlasi sebessége éppen megegyezik a goly6 stuly-
pontjanak asztalhoz viszonyitott sebességével, a kényszerek segitségével pedig a nyo-
maték a sulypontban hatd er6vé redukalhato. Ezt végigszémolva a kovetkezs ered-
ményt kapjuk:

z+Qy ~
+Qy)2 4+ (y—Qx)? T+
T A il BN
g R | V(@+0y)2+(y—0a)? R 0
0

A masodik tag viszkozus jellegii csillapitas, a koordinatak linearis kifejezése. Ez
annyiban tér el a megszokott viszkozus csillapitastol, hogy mivel az asztal forog,
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4.5 Nemideéalis gordiilés modellezése

ezért nem egyszerten a golyo sebességét csokkenti, hanem az (-t tartalmazé tagokon
keresztiil a sebességvektort el is forgatja.

Az els6 tag nemlinearis szaraz surlodasi tag, altalaban ezt nevezziik gordiilési
ellenallasnak. Nagysaga allando, iranya a relativ sebességgel ellentétes.

A gordiilési kortilményektsl fliiggéen mindkét tagnak szerepe lehet, bar a moz-
gasra gyakorolt hatasuk - mint késébb latni fogjuk - hasonlé.

Mivel a relativ mozgéast befolyasoljak, teljesitményiik nem feltétleniil negativ.
Szamitsuk ki a viszkozus tag teljesitményét:

P, =~ (@ +37) + ' Olwi — yi)

Az elsé tag energiat vesz el a rendszertdl, a masodik elGjele azonban lehet pozitiv
is. Ha a szogsebesség nagy, akkor ez utobbi tag a meghatarozo, igy a csillapitas
energiat ad a rendszerhez. Ugyanez all a gordiilési tagra is, csak ott az erék a relativ
sebesség nagysagaval normalva vannak.

4.5.2. Feliileti forgasi ellenallas

Megéllapitottuk, hogy a gordiil6- és érint6kényszerek nem befolyasoljak a két fe-
lillet k6z0s érintGsikjaban torténd relativ elfordulast. A valésagban egy kis feliilet ér
Ossze, melynek pontjai relativ elfordulasakor elcsiisznak egymashoz képest, ezt igyek-
szik akadalyozni egy siurlodési nyomaték. Itt nem foglalkozunk a szaraz surlodasi,
csupan a viszkézus hatéassal.

Példéankban a feliiletek érintésikja a z sikkal parhuzamos, igy a viszk6zus nyoma-
ték is z iranyba fog esni. A forgoasztal szogsebessége minden pontban 2, a goly6é
pedig s3 = w,. Ezért a csillapitas nyomatéka:

0
M, = 0
—vp(w, — Q)

Ezen csillapitas teljesitménye negativ, ha a w, forgas gyorsabb, mint az asztal
szogsebessége, ellenkezd esetben viszont energiat ad at a golyonak.

A fentiek alapjan megéllapithatjuk, hogy egy végtelen nagysagu vy tényezs ese-
tén hatarhelyzetben az w, — () feltételt kapjuk, ez pedig éppen az az eset, amikor a
Kozlov-egyenlet érvényes, vagyis ekvivalens a Newton-egyenlettel.

4.5.3. Kozegellenallas

A csillapitasi hatéasok nem csak a két feliilet kozott léphetnek fel, hanem a mozgd
golyo és a levegs kozott is. A hatasok koziil csekélyebb a golyo szdgsebességével ara-
nyos légellenallas, de ezt egyébként is bele lehet foglalni a fentebb hasznalt v, kons-
tansba. A jelentGsebb a golyd sebességével aranyos csillapitas, melyet altalanosan a
kovetkez§ alakban frhatunk:
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A gyakorlatban hasznélt lineéaris és masodrendii tagot figyelembe véve:

Fi = —— (v |v] + 0 [v[?)

[v]

Esetiinkben a kozeg-ellenallasi erd:

Fr=—vp |y]| — 0 |g/22 + §?
0 0
4.5.4. A csillapitott mozgasegyenletek
A fenti csillapitasokat figyelembe véve a (51) egyenlet a kovetkezsképp modosul:

SCAON [ N N R

i -0 v R + v, R| |y —vgRQ 0 U
erQy . 9 9 O
&1 y)2+ () Q)2 /1?2 +
FpgR | VETWEH-0) +@m{yiu54:b} (63)

V/ (@+Qy)2 +(y—Qx)?

Az egyenletek koziil még a z iranyu forgast leiro valtozik meg:

Os3 = —vf(w, — Q)

Ha csak a linearis tagokat vessziik figyelembe, akkor az egyenlet tovabbra is vizs-
galhato lenne analitikusan. Ehelyett most azonban egyszert numerikus szimulaciéval
vizsgaljuk az egyenlet viselkedését mind csillapitas nélkiili, mind csillapitott esetben.

4.6. Numerikus szimulacio

A numerikus szimuléciot Maxima kornyezetben készitettiik el, mely a Maple
programhoz hasonlo platformfiiggetlen szabad felhasznélasa szamitogép-algebrai szoft-
ver.

A tobbféle felirt egyenletrendszer koziil az Appell-egyenletnél kapott (54-56)
nyolc dimenziés egyenletrendszert szimulaltuk. Megold6 algoritmusnak negyedrend
fix lépéskozii Runge-Kutta megoldot hasznalunk.
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4.6 Numerikus szimulacio

4.6.1. A golybé mozgasa

A paraméterek szaméanak csokkentése érdekében érdemes lenne az egyenleteket
dimenziotlanitani. Ezt most nem tessziik meg, de a mértékegységek szdmanak megfe-
lelGen lerdgzithetiink harom paramétert anélkiil, hogy az altalanossaghol vesztenénk.

Legyen ezért a goly6 sugara R = 0.01 [m], tomege m = 0.03 [kg], az asztal fordu-
latszama pedig 2 = 6 [s7!]. Ha még tomor gombot is feltételeziink, akkor k = 0.4.

Ekkor surlodasmentes esetben lerogzitettiink minden paramétert, a mozgasnal
elegend§ csak a kezdeti feltételeket valtoztatni.

Az egyenletekbds]l méar analitikusan megkaptuk, hogy a golyénak korpalyan kell
mozognia. A korpalya kizarolag a kezdGsebességtdl fiigg. Az abran lathaté néhany
inditas, amely igazolja ezt a feltevést. A kezd@sebességek 0.1-0.3 m /s kozott valtozik
az abran lathato palyaknal. A kiils6 kor csak a forgoasztal szélét akarja jelképezni.
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8. abra. A goly6 mozgésa a forgdasztalon

4.6.2. A relativ mozgas

Erdemes a goly6 mozgésat az asztalhoz rogzitett koordinata-rendszerben is vizs-
gélni. Elvileg ez is szamolhato analitikusan. Az eredményeket a diagramok mutatjak.
A furcsa gorbéket kétfajta periodikus mozgés, az asztal forgasa és golyd kdrmoz-
gasa egyiitt okozza. Ha a k tényez6 racionalis szam, akkor a frekvencidk arédnya is
racionalis, igy a gorbe visszatér onmagaba. Tomor gomb esetén a frekvenciaarany
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9. abra. A goly6 relativ mozgasa racionalis k esetén

0.3 .

0.2 -

0.1

y[m]
(=]

-01 |

-0.3 Il

10. abra. A goly6 relativ mozgasa irracionélis k esetén

2/7, emiatt tudunk megszamolni 7, illetve 14 gérbét. Ha a frekvenciaarany irracio-
néalis, akkor furcsa mintazatokat rajzol ki a mozgés.

4.6.3. Az Euler-szogek valtozasa

A goly6 tomegkozéppontjanak mozgasa meglehetésen egyszert. Kozben azonban
az Euler-szogek mozgésat is érdemes vizsgalni. A kovetkezs szimulaciok xy = 0,
Yo = 0, vy0 = 0 kezdeti feltételek mellett késziiltek. Az z irdnyt kezdGsebességet
negativ és pozitiv irdnyban 0.1 méter per szekundumra valasztjuk, hogy megfigyeljiik
a forgasiranyban és azzal ellentétesen torténd inditaskor az Euler-szogek viselkedését.
Inditsuk elGszor el a golyot a forgéasirannyal szemben. Az alabbi eredményeket
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kapjuk:

-100 B

-200 B

-300 B

phil-]

-400 |- -

-500 B

-600 - B

-700 1 1 1 1 1 |

11. abra. A ¢ koordinata valtozasa elleniranyt inditaskor

0.015 T T T T T T
0.01 - -

0.005

AL T
‘HI IH ’I\I |I‘H

theta[-]

—

-0.005

-0.01

-0.015 B

-0.02 1 1 1 1 1 |

12. abra. A 19 koordinata valtozasa ellenirdnyt inditaskor

Azt tapasztaljuk, hogy a ¢ koordinata kozel egyenletes mozgast végez. A masik
koordinata kitérése kis mértéki, mind a kettGben megjelenik a ¢ forgasabol szarmazo
nagyfrekvencias rezgés. Osszességében a gombon az érintési pont helye kozel egy
koron marad, csak kis mértékben mozog odébb.
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AT A
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13. abra. A 1) koordinéta valtozasa elleniranyu inditaskor

Ha forgasiranyban inditjuk el a golyot, drasztikusan més eredményt kapunk:

60 T T T T T T

20

phil-]

-20 -

40 - -

-60 1 1 1 1 |

t[s]

14. abra. A ¢ koordinata véltozasa forgasiranyu inditaskor

A ¢ most szinuszos jellegti mozgast fog végezni, viszont a masik két koordinata
kitérése nagyon megnd az el6z8 esethez képest, és viselkedésiik kaotikussa valik. Az
érintési pontok helye gémbon sokkal valtozatosabb helyekre jut el, mint ahogy az
alabbi dbran is lathato:
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16. abra. A 1 koordinata valtozasa forgasiranyu inditaskor

4.6.4. Mozgas csillapitott esetben

Mint mér emlitettiik, a gordiilési csillapitas (mind a viszkézus, mind a szaraz)
instabilitast okoz, melyet a szimulécion is jol megfigyelhetiink. A kozegellenéllas
viszont noveli a stabilitast és energiat von el a mozgéastol. A kétfajta hatas megfeleld
aranya esetén stacionarius palyak alakulhatnak ki.
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17. abra. Az érintési pont vandorlédsa a gdbmbon ellen- és forgasiranyu inditaskor
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18. abra. A gordiilési ellenéllas hatasa
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19. abra. A kozegellenallas hatasa
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20. abra. A gordiilési ellenallas és kozegellenéllas egyiittes hatésa
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Osszegzés

A dolgozatban attekinthettiik a térbeli gordiilések kiilonb6z6 kinematikai jellem-
z6it. Célunk a téma elméleti megalapozasa volt tovabbi szamitasokhoz. Megfigyel-
tiik, hogy a térbeli gordiilés lényegileg lesz bonyolultabb a sikbelinél, és nagyon sok
modszer problémakba iitkozik, ha a térbeli gordiilésre akarjuk alkalmazni.

A forgoasztalon gordiils golyd példajan megfigyelhettiink a gordiilésre jellemzd
jelenségeket, és megnéztiik, hogy a kiilonféle mozgasegyenlet-felirasi modszerekben
hogyan jelentkezik a gordiilés hatasa. A gordiilés leirasdnak bonyolultsagat a térbeli
forgasok szerkezete és az anholonom kényszerek egyiittesen adjak.

Pedig mindez nem mas, mint a létezd legegyszeriibb modell a gordiilésre. A ta-
pasztalatok szerint a rugalmas hatasok nem elhanyagolhatéak. A bonyolultabb mo-
dellek megegyeznek abban, hogy valamilyen médon végtelen szabadsagi foku diffe-
rencidlegyenleteket, parcidlis- vagy késleltetett egyenleteket hasznélnak. Fontos kér-
dés, hogy az egy pontos gordiilés kinematikai problémai koziil mennyi 6rz6dik meg,
mennyi oldodik meg, és mennyi lesz még bonyolultabb, ha attériink a folytonos
modellekre.

A forgoasztalon gordiilg golyo hihetetlen egyszertiségében rejlé megleps bonyo-
lult belsd viselkedés aldzatossagra és Ovatossdagra inti a tudoménnyal foglalkozot.
A vilag, amelyet képleteinkkel igyeksziink tgy-ahogy modellezni, méar egy gyerek-
jatékban is rejthet olyan mély problémét, ahova mar nem ér el csekélyke emberi
tudasunk.

ad maiorem Dei gloriam
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