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1. Bevezetés

Gyermekek kedvenc jatéka a libikoka, érdekes dikaimviselkedése miatt. Erdekes
jatszotéri feladat, hogy a libikokara helyezettiliudat probaljuk megallitani a libikdka adott
helyén esetleg, hogy megféaitemben balra-jobbra tudjuk mozgatriigl palya mentén.

Napjaink mérndki gyakorlataban egyre gyakrabbamlkarzhatunk olyan dinamikai
problémakkal, ahol a rendszer szabadsagi fokairmhna nagyobb a beavatkozdsler
szadméandl. Az ilyen, ugy nevezett alulaktudlt reedslz szabalyozasa kihivast jelent, azonban
kordntsem megoldhatatlan feladat.

Dolgozatom el részében az alulaktualt rendszerek egy egfysredelljének, a ,ball-
and-beam” rendszernek a kiszamitott nyomaték syab@dahoz sziikséges Iépéseit mutatom
be, természetesen azzal a céllal, hogy a libikogéardil golyot ebre meghatérozott
pozicioban illetve palyan tartsam.

Adott rendszerparaméterek esetén vizsgalom az k@geb instabil rendszer
szabalyozhatésagat, valamint a rendszer stab#iahtiz szikséges szabalyozo6 jelléket
idében folytonos (anal6g) esetben, allapot-visszat&sttalkalmazva. A kapott 4 dimenziés
stabilitasi térképekre alapozva szimulacioval élfetm az eredmények helyességét. Az
analég szabalyozas utan a stabilitasi vizsgaldv@igeem digitalis rendszer esetén is, adott

mintavételezési itk mellett.



2. A rendszer mechanikai modellje

Ahhoz, hogy tetsdeges rendszert szabalyozni tudjunk, fel kell i#uannak
mozgasegyenleteit. Enhez&tdr megalkotjuk a rendszer mechanikai modelljétjdninnen
kiindulva méar kinematikai és dinamikai alapOsszgfgepket hasznélva képesek lesziink
meghatarozzuk a ,ball-and-beam” rendszer mozgésat ldifferencidlegyenleteket. A

libikbkan gordib golyd modelljének megeértéséhez tekintsul azbrat

1. abra, A rendszer egyszertisitett modellje

A rendszert modellezzilk, mint egy kdzépen csapdgiagglalap keresztmetsiet
elhanyagolhatd magassagu rudat, és egy rajta eltetytomor golyét. Tekintslink most el
annak problémajatol, hogy a golyd oldaliranybanulé gurulni palyajardl, tegyuk fel, hogy
annak a rad hossztengelyére 6heges mozgasa példaul valya kialakitasaval meg van
gatolva. Emellett éljink azzal az egysmgtéssel, hogy a golyd gordul és nem csuszik
mozgasa kozben. Rendszerink fizikai paraméterebveetkedk: m a golyd tdmegeR a
golyé sugara@, a golyo tehetetlenségi nyomatéka sajat sulyporitfarers tengelyre,©, a
rad tehetetlenségi nyomatéka @zponton atmed, rajz sikjara meéileges tengelyre ég a
gravitaciés gyorsulas. A stabilitas vizsgalata soraek értékére megfetebecslést teszink.

Rendszerunk pillanatnyi konfiguraciéjanak egyérielrmeghatarozasahoz két altalanos

q'= |:¢:| (2.1)

Eszerint két szabadsagi foka rendszerrel van dalgAntovabbiakban a két koordinata

koordinatara van sziukségunk:

pozitiv irAnyat a. abranakmegfeleben értelmezzik.



2.1. Kinematikai mennyiségek meghatarozasa

A mozgasegyenletek felirasdhoz a masodfaju Lagraggenletet fogjuk hasznalni,
ehhez pedig feltétlen ismernink kell a rendszgatagk mozgasallapotat.
Tekintstuk ebbb arudat EnnekO pontja tartés nyugalomban, a pont nem mozdulhat el

igy a mozgasat jellendZKinematikai vektorketis:

0|0
[wrud’vo]o: 0|0 (2.2)
$|10

O

A golyé mozgasanak pontos leirasahoz a relativ kinematizkozeit hasznaljuk. A
radhoz rogzitett£,n mozgo (relativ) koordindta rendszer és mzy allé (abszolit)
koordinata rendszer értelmezésére tekintstikabrat

2. abra Koordinatak értelmezése

Ennek megfelélen eballithatd egyT transzformaciés matrix, mellyel a relativ és az
abszolut koordinatak kozotti koordinata transzfaridehetségessé valik. A feladat sikbeli,

a matrix felirasat mégis céls#eB dimenziéban megtenni, a kébiekben agyis térbeli
vektorokkal szamolunk.

cosgp - sing cop - sig
§=|sing | n=|cogp | T =[£n{]= sip cop (2.3)
0 0 (x',ly‘,Z) 0 0 1

A testS tomegkozéppontjanak sebessége az abszolit rebdlszézve:
Vs=B+V g g (2.4)
ahol B a test relativ sebessége, azaz a test sebességegéd koordinata rendszerhez

képest,V ¢ .4 Pedig a mozgd koordinata rendssgontjanak sebesség allohoz viszonyitva.

A képlet alkalmazasanak fontos feltétele, hogy &tarekat ugyanabban a koordinata

rendszerben kell felirni, csak igy Osszege#hetigyanis. Hatarozzuk meg a (2.3)
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transzformécié segitségével a (2.4) képletben pkewektorokat figyelembe véve, hogy
tartosan allé pont, sebessége tehat zérus.

X Xcosgp
B =|0|, B =T [B =|xsing (2.5)
&) xy2d  €nd)
0 0
X Xcosg — Rsing
los =| R|, T os=T [ ,q=| xsing + Rcogp (2.6)
€1 || 2 €nd) 0
0| | xcosp-Rsing - sip—- R) cog
Vo=V o+wxr oo =|0|x| xsing+Rcog |=|  cogp— Ry sip (2.7)
T g 0 0
XCOoSp — xp sinp — Rp co®
Vs=B+V g ,q=| XsiNg + Xp cosp — Rp sirp (2.8)

0

Jelblje a gordid golyd szogsebességét a ridhoz képest:

w. = 0| (2.9)

Ekkor a goly6 szdgsebessége a relativ kinematisaafliggései alapjan az abszolut
koordinata rendszerben:

0 0 0
Wyoyo = W ¥ Wy =| O [+] 0= 0 |. (2.10)
X| | @ X
Rl TR

A golyé pillanatnyi mozgasallapotat jellethzvektorkettés tehat (2.8) és (2.10)
felhasznalaséaval:

0 XCcosp — xp sinp— Ry co@
[@pervs] =|| O || xsing+xp cop-Rp sip (2.11)
p-2 0
R




2.2. A mozgasegyenlet felirasa

A rendszer kinematikai viszonyainak ismeretébeirtfatjuk annak mozgasi energiajat,

disszipacidos és potencialis energiait, majd ezd&ltasznalva a masodfaju Lagrange-
egyenletet, melynek altalanos alakja

d ot _6T+6D+6U

dtog dq dg 0q

=Q, (1) k=12.., (2.12)

ahol T a rendszer kinetikus energiaja,= 0 mivel a disszipativ éket elhanyagoljuk,
U a nehézségi érpotencialfiggvényeQ, pedig az altalanos @&t vektoranakk-adik

komponense. A rendszer mozgasi energiaja:

1 1 1
T :_Qrwrzud +_2 m\/é +_29gw2golyé'

5 (2.13)

Behelyettesitve (2.2) és (2.11) 6sszeflggésekistmiat figyelembe véve, hogy a golyo
tehetetlenségi nyomatéka a sajat sulypontjan airtezgelyreo, :ng2 , & mozgasi

energia alakja:

1 1 12 X 2
T=20¢+-m¥+(X+ RP°-2Rpt)+=— mR — +¢°—— "|=
SO0+ m($+(X+ R)p*-2 R+~ RZ¢R¢XJ
(2.14)
1 7 7 7
=@ +m| ¥+— R 2+ — mX-—m .
2[ ' ( 5 ﬂ‘b 10 5 R
A potencialfuiggveény felirasahoz hasznaljuk f&l.&bréat
PP
R \ R
Rcose /\\ 1
Ysin g
(
[0 — h=0
X "
- -
3. dbra, h magassag értelmezése
A potencialfiiggvény tehét:
U =mgh= md sing + Rosp ) (2.15)



Ismerve (2.14) és (2.15) fuggvényeket a rendszpmreelmien leir6 mozgasegyenletek
konnyen eadallithatok a masodfaju Lagrange-egyenlet segitsgigé\A megfeled
derivalasokat a (2.1) képletben szedegltalanos koordinataknak megféleh eballitva az

alabbi két egyenleth all6, nemlinearis differencialegyenlet rendszeddik:

[@r+m(>@+g Rzﬂq'ﬂz mm—é mRx ng cosp—- Binp)= ( (2.16)

—%mR;'lHé mx mg>+ mging=0. (2.17)

Ugyanezt a két egyenletet kapjuk, ha szabadtegskabhasznalunk, a két test kdzott
idealis kényszeréket felvéve, mint ismeretleneket, majd azokat kilezve az

egyenletek®bl.

2.3. A matematikai modell linearizalasa

Ahhoz, hogy a rendszerhez szabalyozo6t tudjunk teivelbbb linearizaljuk az imeént
kapott két mozgas-egyenletet @y =[d, X, #, X,]=[0 00 ( egyensulyi helyzetnél.
Hasznaljuk fel a linearizalas altalanos képletét.

of (@)

% o —q,) (2.18)

f(a) Of @o) +

%
Az f(q) fuggvényt tekintsik négyvéaltozds vektor-vektor dugnynek, melynek
komponensei rendre (2.16), (2.17) egyenletek lulal

7 . o _ [
[@r+m(>&+5 R?ﬂ¢+2mx¢-5 mRx (g cosp~  Binp) (2.19)
7

—ng75+£ mx- m@>+ mging

f@)=f(4.x.9,%)=

Ezt szem éitt tartva végezzik el a (2.18) altal kijeloltiveleteket!

[Qr +ZmR2}¢—Z mR
5 5

f(q,) = (2.20)
@o) _meﬂz m_X
5 5
-mgR 00
ar@) :[ Mg Mg } (2.21)
oq % mg O OO



(a-a,) =[¢ x ¢ ¥ (2.22)

(2.20)-(2.22) kifejezéseket visszairva (2.18)-backikt

[Gr +ZmR2}¢—£ mRx mgR+ mgx

f@)= (2.23)
—ZmRﬁi +Z mx+ me
5 5
A linearizalt mozgasegyenletek tehat:
7 ¢
{Or +ng2}¢—g mRx mg@R+ mgx0 (2.24)
7T T
—ngﬁ+g mxs mg=0. (2.25)

A kapott egyenletrendszert az egysibdér atlathatésdg kedvéért rendezzik méatrixos
alakba:

7 7
e A e
7 Zm X mo ° " °
5

-—mR
5
ahonnan meghatarozhato6 a renddMddmegmatrixa éS merevségi matrixa.

o, +ng2 -——m

_ _|—-mgR mg
M = i [S] s_{ g O}[SI] (2.27)

gl ol

-—mR
5

A tovabbiakban a linearizalt mozgéasegyenleteket k.



3. Analdg szabalyozo tervezése

A fenti differencialegyenlet rendszer stabilitasaegvizsgalva elmondhaté, hogy a
@) =[¢ x|=[0 0] instabilis egyensulyi helyzetet leszamitva a liiedt rendszer
instabil, ami megfelélen tikrozi a val6sagot. Ez is szikségessé teszi mgygfeled

szabalyoz6 tervezését célunk, vagyis a golyd ma@agdsszabalyozasa érdekében.

3.1. A matematikai modell atalakitasa: allapottér modell
A rendszer szabalyozasat oly modon kivanjuk megitabi, hogy a rude
szOghelyzetét é$ szogsebességét, valamint a gatyélmozdulasat és sebességét meérve,
azokbol egy egyérteltien meghatarozhaté nyomatékkal hatunk a rendszemakaD

pontjaban (lasd.abrd. Felhasznalva (2.27) jel6léseit:
1
MG+Sqg= [O}M(t) =aM(t) (3.1)

Egyebre nem jeldljuk explicit médon, hogy @2(t) nyomaték, amivel aktuator a rudra
fog hatni, fugg a két altalanos koordinatatél,tieazok el§ derivaltjaitdl: a kédbbiekben
ezt is beépitjiuk a modellbe. BI®péskent (3.1)d fejezzik ki a masodik derivaltakat.

g=M*(-Sqg+aMm()), (3.2)
ahol
o -Mg 1
-M7S = & M™a= & , (3.3)
59 _mgR R
7 o) e)
igy
o -M9 1
m: & m+ & M (t) . (3.4)
X] |_59 _mgR R
7 o) e}

Vezessuk be a rendszer pillanatnyi allapotararjedte an. allapotvektort:
x'=[¢p x ¢ X, (3.5)

majd ennek felnasznalasaval irjuk at (3.2)-ot Csuféte normal alakb&’.

[ o E 0
X_[—M‘]S O}X{M_]‘JMG) (3.6)
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Itt E a 2x2-es egységmartix. Megjegyzéndhogy a (3.5) képlettel definialt
allapotvektor megegyezik a korabban haszqélt[qﬁ X @ x] vektorral, pusztan annak

jelolését valtoztattuk meg, hogy az igy kapott X3dsszefliiggés alakja formailag

illeszkedjen az allapottér modell 4ltalanos ala@j@h
X=Ax+Bu (3.7)
y=Cx+Du. '
aholx a rendszer allapotvektora,a rendszer bemeneti vektosaa rendszer kimeneti

vektora. Esetlinkbem skalar, mivel egyetlen bemenetumk(t) =u, (az index jelentését
lasd a3.3 fejezetbentovabbéy is skalér, ugyanis egyetlen kimenetként szamujatealeg

a golyox pozicidja fontos. Ehhez illeszkedbeésc vektorok,d skalar. Osszevetve (3.6) és

(3.7) egyenleteket és figyelembe vévésy skalar voltat, az allapottér modell egyes elemei

az alabbiak:
[0 0 1 0 0]
0 0 01 0
A=l o -9 o o pb=|l (3.8)
O, o
5 _mgR , o | R
) | o]
c=[010d d=0 (3.9)
Ezzel megalkottuk a rendszer allapottér modelljét.
e 0 1 0 "0
) 0 0o o0 1¢] |o
Xl=| o -9 o of X|+| 2 |me) (3.10)
¢ o, 9 |o
X] |_59 _ mgR 0 0 R
7 9 | Lo,
¢
x=[0 10 d (3.11)
¢
X

Fontos megjegyezni, hogy ez csak egy matematikéakitas, mellyel bizonyos Iépesek
konnyebben algoritmizalhatok, egysigen attekinthék, fizikai tartalméat tekintve

semmiben nem kulénbdzik (3.19kt
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3.2. A szabalyozhat0sag kérdese
Miel6tt tovabblépnénk feltétlen el kell végeznink eggyan fontos lépést: meg kell
vizsgalnunk, hogy a rendszert egyaltalan lehetab&yozni, iranyitani. Egy rendszer vagy
szakasz iranyithatd, ha létezik olyarft) bementi valtozé, amely az éallapotjéket egy
kezdetiXx(t,) allapotbél egyx(t,) végallapotba, véges —t, ids alatt vezérelni képed. Az
iranyithatosdg matematikai megfogalmazdsahoz ddfink a Q, Kalman-féle

irAnyithatésagi matrixot, melyallapotjelds rendszer esetén a kovetkdéarmat olti:
Q,=[b Ab AD - ATDb] (3.12)

Az iranyithatésag kérdésének eldontésére meg lkalirbznunk a matrix lineérisan
flggetlen oszlopainak szamat, vagyis a matrix @ngfimennyiben ez megegyezik a
rendszer allapotjetinek szadmaval, a rendszer teljesen irdnyithaténkedld esetben pedig

van olyan allapotjelz, amit nem tudunk iranyitani. Egyes forrasokBat az iranyithatésag
feltételeként adet(Qir);t 0 Ossze-fuggeést jelolik, mely matematikai tartalnékintve

azonos az ékovel vagyis, hogy az allapottér modeél matrixa ne legyen szingularis.

Vizsgaljuk mostQ,, matrix rangjat!

0 1 0 3 mng
& C
0 @3 0 56, g;@?zng?
rang(Q; ) = rang L ' OR ' (3.13)

= 0 AL 0

& O

R, _599+ 72mgF% 0
E 70 |

(3.13) alapjanQ,, matrix el$ és harmadik, valamint masodik és negyedik osztspd
g =0 feltétel mellett linearisan 6sszefilgg- ami természetesen ez esetben fizikailag
értelmetlen — , igy
rang(Q, ) =4, (3.14)

ami megegyezik a rendszer allapotfefek szamaval. A rendszer tehat
allapotiranyithato, a tovabbi vizsgalatoknak, abgihoz06 tervezésének van értelme.
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3.3. Stabilizalas allapot-visszacsatolassal
A 3.1 fejezetbeemlitettiik, hogy aaM (t) = u, szabalyozé nyomaték egyerteirfiigg-

vénye a rud szdghelyzetének és szdgsebességénaloBgd pozicidjanak és sebességének,
vagyis a rendszer 4 allapotjéjének. Ezt a fiiggvényt az aldbbi matematikai fodbah

adjuk meg:
Uo() =M(®) =R#()+ B XY+ DP(h+ D, XY =r'x, (3.15)

ahol
r'=[R B D, D) (3.16)

szabélyozé vektor. Ezzel gyakorlatiiag megvalositotaz allapot-visszacsatolast a

rendszerben.
x(0)
% Ua u x(0) x(®) y(t)
—» - —b——®—b—— B I c ——
Ue A
<t ! -

, £ . , - 4
4. abra, Allapot-visszacsatolas vazlata 4

A megfeleb szabalyozas megalkotasahoz paramétereit kell gy behangolni, hogy a

rendszer stabil legyen. Itt tériink ki &d (t) =u, kifejezése indexére. A nyomatékot
ugyanis a rendszerbe egyfajta elled jelként vezetjik vissza. Ennek és az altalurdkrel

u, alapjelnek az dsszege fogja adni a rendsbamenetét.
U=u,+u, (3.17)

Az alapjel meghatarozasara3& fejezetbewisszatérink, egyéte tekintsik zérusnak,

majd irjuk be (3.15) és (3.17) 0sszefliggéseket? @lapottér modell etsegyenletébé’,
X:Ax+bue:Ax+brTx:(A +brT)< =A X (3.18)

ahol

13



0 0 1 0] 0 0 0 0
0 0 01 0 0 0 0
A=A+brT=| 0 -9 g o+ = B D D
o, 6 & a @
_5 _mgR , .| | RP RP RDP Rp
I ) |1l g g g | (3.19)
0 0 1 0 |
0 0 0 1
| R R-mg 0O DB
o, ) a q
RR_5¢ RBR-mgR RD RD
L& 7 & g g .
Eszerint a rendszert leiré differencialegyenlet:
0 0 1 0 |
0 0 0 1 ||l¢
| R R-mg DB DB X (3.20)

& a g |¢|
RR 55 RP-mgR RDp RP|"
o 7 & g Q|

A korabban emlitetteknek megfdleh az allapottér modell csak egy matematikai

XX D X

atalakitas, a (3.20) megfelel az aldbbi egyenletnek
y 1 :
MG +S q:[o}(Pl¢+P2x+Dl¢+D2x) (3.21)

A rendszer stabil, ha aA"” matrix minden sajatértékének valos része neg#iv.
természetesen a Routh-Hurwitz kritérium teljesllésetén is igaz, igy hasznaljuk ezt a

feltételt. Ehhez ets Iépésként szamoljuk ki a rendszer karakterisztilegyenletét, a

det(AE - A") kifejezéssel:

A 0 -1 0
0 A 0 -1
P P, -mg B} D,
detdE-A")=| — - - " g |°
o 2 a q (3:22)
e
o 7 e Q a
:%n@rﬂ4_£"‘( D+ RQ)/]S__;”( mgR P JPA%+ mgB+  nig P g

14



A Routh-Hurwitz kritérium értelmébemd béarmilyen kitewjii hatvanyanak egyutt-

hatéjanak pozitivnak kell lennie, vagyis:
a, =mg( R- mg >0
a = mgD, >0
a, :—g m(mRg- P- RP>0 (3.23)

a3=—gm(D1+ RD)>0

a4:grr@r >0

Vizsgaljuk meg az egyes feltételeket. Az utolsdétel mindig teljesul, ami szikséges

ugyan, de nem szolgaltat informaciot a 4 szabakigzaraméterre vonatkozoan. Azéeleet

feltétel értelmében mindp,, mind pedidD, értékének pozitivnak kell lennie, tovabba emiatt

és a harmadik és negyedik feltétel mig}t fugg P,-t6l és D, fugg D,-t6l, de mindkeib

feltétlendil negativ. irjuk még fel a Hurwitz maiix

0
0

3.24
0 (3.24)

o o &
S o o
LY o o

%

Ennek a §atléra vett minden aldeterminansa is pozitiv kedigy legyen. 4 dimenzids
esetben el tovabbi 3 feltétel adddik, azonban ezékbonyolultsaguk miatt analitikusan
meglehetsen nehéz a szabalyozasi paramétereket meghatafezéit a stabil tarto-
manyokat inkabb numerikusan hatarozzuk meg a stgkek vizsgalataval. Ehhez vegyink
fel kozelit értékeket a rendszer fizikai paramétereire: deggen fél méter hosszu, anyaga
fa, a rajta guruld6 acél golydé pedig legyen 1 cm é&tijt. Ekkor a paraméterek jo

kozelitéssel:

R=0,00 n

m=0,004 kg (3.25)
©, =0,0014 kg |

A gravitacios gyorsulas értéke:

_gg1Mm
g—9,8]Lz} (3.26)
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Ezeket visszairva (3.22)-ba, majd a sajatértékekett szabdalyozasi paraméter
véltoztatasa mellett példaatlab programmal meghatédrozva 4 dimenzids stabilitasi

térképet kapunk.

]
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15 15
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5. abra, 4 dimenzids stabilitasi térkép analog esetben f2]

A grafikonokon szirkével jeldlt terlleteitrvalasztva szabalyozasi paramétereket a
rendszerink stabil lesz, mely 6sszhangban van ahRdwrwitz kritériummal kapott

eredményekkel.

3.4. A stabilitas ellenbrzése numerikus szimulaciéval

Eddigi szamitasaink ellérzésére készitsink numerikus szimulaciot a linalriz
rendszel. A szimulacié alapja negyedrefhdRunge-Kutta modszer lesz kis hibaja és

viszonylag egyszérprogramozhatdésaga miatt. Az alkalmazandé 6sszéfaygy

Yir1 = 2 K +2K,+X 34K ) k=0,1,2.

—F tk,y

(
y

=F( +g 2 ) (3.27)
hy
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ahol h az alkalmasan megvalasztottoliépés, F(t,y) a meredekségi flggvény.
Esetliinkben a meredekségi fiiggvény a (3.20) Aaltakt athatrixegyenlethl adédik, h

meghatarozasahoz pedig a

(h Ain)

P
<1 (3.28)
i=0

egyenbtlenséget kell hasznélnunk, alpoh numerikus modszer rendje — esetlinkben 4 -,

Anin@ (3.19)-tal adottA” matrix sajatértékeinek minimuntd. A szimulaci6 futtatdsahoz

vegyunk fel kezdeti értékeket:

p(0)=0lrad x(9= 0k o(p= P2| (P pT| 29

tovabba valasszuk szabalyozasi paraméternek akgxrieb. abra alapjan a rendszert
stabilizalo értékeket:

p=-03 k™| p_ o,s{kg—m} p,=-005K™ | p - o,eﬁk—g'ﬂ (3.30)
g g S S

Az ily modon definilt paraméterekkel azsiépés értékére ah<0,09q §feltétel

adodik, a pontossag javitasa érdekében legyen mod$1,001[s].LabVIEWprogramban irt
szimulacio eredményeit@ abraszemilélteti.

o 015-
B =
2% pe
o
5 ol
0,15~
012
B L\_\'_
.E .E. D=
o

-012=
15=

szogsebesség
[rad/s]
=
1

—

LAl |

1 I I I 1 1 I I |
i 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 7999
idd [_m_s]

‘D -.H
MR
1 1

sebesség
[m/z]
L]
1

=
5]
1

6. abra, A numerikus szimulacié eredménye

Ez alapjan elmondhatd, hogy az adott paramétereketneendszeriinket valéban
sikerllt stabilizalni.

17



3.5. Szabalyoz6 optimalizalasa

A numerikus szimulacio alapjan a felvett négy shaimasi paraméter stabilizalja ugyan
a rendszert, de a golyé ,csak” mintegy 2 masodpatt kdzelit a zérus egyensulyi
helyzetbe (lasd6. &brg. Megtartva a szimuldcié eddigi kezdeti értékgitpbaljuk a
szabalyozasi paramétereket optimalizalni szt &lrtva kovetkedket:

e arid szoge beszabalyozas kdzben ne |épje jslemtul az 5°-ot;

* agolyod pozicioja minél gyorsabban érje el a zértéket;

» torekedjink a golyd minimalis tullendtlésére;

* aszbgsebesség és szdggyorsulas értéke ne leggddisan nagy.

A kovetked elgondolast kdvessik: az egyes allapodjelzsillapodasanak gyorsasaga

az A" matrix sajatértékeit fligg. Ezek a sajatértékek a (3.22) képlettel definialt
A’ +aA’+al’+al+ g=C( (3.31)

karakterisztikus egyenlet komplex szamokon értektie gyokei, melyeket
irAnyitdstechnikaban a rendspgilusainak neveznek. A kordbban leirtaknak megéelela
polusok valds részének negativaknak kell lenniUgtabilitas érdekében, a lecsillapodas
sebessége pedig a gyokok imaginarius tenglelyért tavolsagatol fligg; minél tavolabb
helyezkednek el a pdélusok a képzetes tengely bddlat, annal gyorsabb a rendszer
beallasa. Allapot-visszacsatolas alkalmazasavaredetileg instabil rendszér matrixanak
sajatértékeit a ' vektor elemeinek megfelebeallitasaval gy modositottuk, hogy a kapott
A" matrix valamennyi sajatértékének valos része mégativ lett, vagyis allapot-
visszacsatolas segitségéepéllusathelyezédtajtottunk végre, igy stabilla téve a rendszert.
Célunk tehat a rendszer polusainak athelyezésamdigon, hogy a rendszer az altalunk
elvart médon viselkedjen.

Ehhez hasznaljuk az Ackermann-féle osszefuf§ésmely alapjan a rendszer

karakterisztikus egyenletének atalakitott alakjayedvé kell tenni a |_|(/1—p,)

kifejezéssel, aholp, a rendszer altalunk tervezett polusa.

M+2 342248 .5 (- p)(A-p)(A-p)(A- B (3.32)
a, a, a2’ a ( ) ,)(4 - ps)( )

Az egyenlet bal oldalana értékei ismeretlenkéntP, B, D, D, paramétereket

tartalmazzak (lasd (3.23) Osszefiiggések), a jobtalah ismert Osszefliggés all, a

szabalyozéasi paraméterek tehat meghatarozhatoB.3®)(egyenlet megoldasbabVIEW
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programmal valositottam meg, a polusok folyamatakoxtatasa, valamint a médositott
rendszer lefutasanak figyelése mellett.

A fejezet elején kitzott célokat viszonylag j6I megvaldsitd rendszdteipzdi az
alabbiak:

R=-04 kgt PZ:O,SS%M} D,=- 0, kg D,= 0,%1@1 (3.33)
g g s s

A numerikus szimulacio alapjan a rendszer allajtjeek lefutas ezek hasznélataval:

=]
riae
|

szdghelyzet
[rad]

=
L =
L 1

szogsebesség
[rad/s]
T

012=

pozicio
[m]
=
I

-012=

=
1

Ay
[
T

sebesség
[m/s]
=
1

=
fa
]

I 1 | | I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 2000
idd [ms]
7. abra, Optimalizalt rendszer lefutasa

Lathato, hogy a rendszer korabbi viselkedése nagghi®en javul. A rendszer pélusai a

fenti négy szabalyozasi paraméter mellett:

P, =-8,915+83167  p,,=— 3,934+0,35(¢ (3.34)

Ez latszélag ellentmond azzal a korabbi megallapftkkal, hogy a rendszer annal
gyorsabban all be, minél kisebb a pélusok valozeaé®fz ellentmondast ugy tudjuk
feloldani, ha figyelembe vesszik az optimalizaléslsd feltételét. A szimulaciok soran
megfigyelhed volt ugyanis, hogy a polusok valds részét az imagis tengelyil tAvolabb
helyezve, irrealisan nagy lesz példaul a rad szogmyasa, habar gyorsan csillapodik.
Nagyobb szbdggyorsulas pedig nagyobb nyomatékot tkjvaminek viszont az aktuator
hatart szab. igy lehet, hogy az altalanos megéflapéllenére, ezeket a poélusokat és a

hozzajuk tartoz6 szabalyozasi paramétereket hgakraatovabbiakban.
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3.6. Ertékkoveté szabalyozas megvaldsitasa
A rendszer allapotjeti, koztik a golyod pozicidja jelenleg barmilyen isdkezdeti
feltétel mellett zérushoz tart. Mi azonbairel meghatarozott palyan kivanjuk azt tartani.

Ennek megvalositasahoz térjunk vissza3.8 fejezetbenzérusnak vettu, értékének

T ye

VA4

szemben természetesaméteben mérendl. A mértékegységek helyessé tétele érdekében
szikséglnk van egy ungelssits tagra, mely megteremti a kapcsolatot a golydé megki

Xy pozicioja és az alapjel kdzott.
U, = Yelo” X (3.35)

A keresett @lerssits értéke szakirodalmakbdh megtalalhaté levezetés alapjan

_ -1
Y, :—[CT[A+brT] 1b} (3.36)
kifejezéssel egyel) melybe behelyettesitve az allapottér modell egyemeit
Yy, =mg-R (3.37)
adadik. irjuk vissza (3.15) (3.35),(3.37) egyerkets(3.17) egyenletbe.
U=YXg +1'X (3.38)
Ezt visszairva a (3.7) allapottér modelléedgyyenletébe
%= AX+b (Y% +1'% ) =A X +b Y %, (3.39)
ahol
_ 0 ;
0
mg- B
bY,, = o S (4.1)
(mg-R) R
L Qf i

Ezzel rendszeriink mozgasegyenlete a kovétkez
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0 0 1 0 0
¢ 0 0 0 1 |[¢ 0
XIl| R Romg B B \x) ) Motk 4.2)
¢ S & g g |9 e
x] |RR_5g RP-mgR RD Rp| K|(mg-R)R

e 7 9 a ] | o |

Ismét megjegyezzik, hogy az allapottér modell acpakematikai atalakitas, ugyanerre
az eredmenyre vezetett volna, ha (3.21) matrixdgles x koordinata helyettx— X,
kifejezést irjuk.

A fenti differencidl egyenletrendszerrel létrehdztua rendszer eértékkoviet

szabélyozéséD(d(t) idében elegengen lassan valtozé6 bemeneti paramétert a rendszer

véges idn belll kéveti. Szimulacidval szemléltetve a megsid

pozicio |,)_”‘:\.»_” alapjel |;“? I

elmozdulas [m]

1 I
0 5000 10000 15000 20000 24000
id& [ms]

8. abra, Szinuszos bemend jel kévetése analdg esetben

Lathatd, hogy a rendszer a szinuszos bemenetiigiikéséssel és minimalis hibaval

ugyan, de jol kdveti.
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4. Digitalis szabalyoz6 tervezése

A természetben lejatszdédd folyamatolbhdn folytonosak. Napjainkban azonban mar
szinte minden rendszer iranyitasat digitalis esékdgegitségével valdsitjuk meg, aminek
alapvet velejaréja a folyamatok jellemiimek adott idkdzonként tortéth mérése,
feldolgozasa és kiértékelése. Digitalis eszkdz lalkadsanak szamos éale mellett
hatranyaként kell emliteni, hogy az eredeti jebinfaciotartalma csdkken, mivel azt csak
diszkrét idlépésenként vizsgaljuk, valamint, hogy az adattdolgozasahoz végesdthrtam
szilkséges, iikésés jelenik meg a rendszerben. Ezt a fajthelil diszkretizalast nulladretid
tartoval (ZOH) modellezzik: a folytonos rendszéeelzoket 7 mintavételi idnként
mintavetelezzik, at.; idépontban mintavételezett jelr idokéséssel jelenjen meg a

rendszerben, értekeest;.; kozott legyen allando.

X

x[t] 4

9. abra, Id&beli diszkretizacié modellje ™

Vagyis egy tetsileges, t; idopontban mintavételezett mennyiség matematikailag a
kovetked format olti:

v(t)=v(t -7) tof 4,4 +7) (4.1)

aholt; = j7 ésj = 1,2.. A tovabbiakban ezt a modellt hasznaljuk.
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4.1. Stabilitasvizsgéalat mintavételes esetben
Rendszeriunk digitalis modelljében az egyes allepilet 7 mintavételi idbkozonként
meérjik, majd az igy mintavetelezett ertékek felnatzsaval allijuk & a ug(t;) = M(t;)
beavatkozé nyomatékot.
W (t)=Re(4)+ R 1)+ 0o(1)+ B 1), (4.2)
Epitsiik ezt be eddigi matematikai modelliinkbe, gédapjelet beéllitva és jelezve az
egyes jellemék idéfliggését.

%(t) = Ax(t)+bu,(t; - 7) tof .t +7), (4.3)

177
ahol u,(t, -7)szakaszonként allandox(t) és x(t) idsben folytonosan véltozé

mennyiségekA ésb matrixok pedig a (3.8) egyenlettel definidltak.régsik meg a (4.3)
elsrendi, allandé egydtthatés, linearis, inhomogén diffeféh egyenletrendszer

megoldasat! Ehhez legyen kezdeti feltésdt;) =x;. A megoldast az alabbi formaban

keressuk:
Xin,at () = X, (1) + X5 (1), (4.4)
vagyis az inhomogén egyenletrendszer A&ltalanos lo@&sm a homogén
egyenletrendszer megoldasanak és az inhomogén leggedszer egy partikuléris
megoldasanak 6sszegeként kereéedd egyenlet homogén részének megoldasa a kezdeti

feltétel figyelembe vételével:

X, (t) = eA(Hj) X; . (4.5)

Az éallanddk varidlasanak moédszerét alkalmazva apmogén egyenletrendszer egy
partikularis megoldasa:

xi,p(t)=.t[eA(t_{) [Iﬂ)ue(tj —r) dé. (4.6)

t]

Az &ltaldnos megoldas igy (4.4) értelmében:

x(t) = +jeA("‘t) bu,(t -7)dé toft 4 +7) 4.7)

J

Vegylik figyelembe, hogybu(t, —7) szakaszonként allando, vagyis kiemesheiz
integralbol:

x(t) = eA(Hj)x(tj)+j & demuy,(t-7) o[t f +7) (4.8)

J
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Hatarozzuk meg az integral értékét!

[ A8 gr = a1 Q8T Z p-af Al) _
t{e dé=-A [e } A [e E} (4.9

£

ezzel:
x(t) = eA(t—tj)X(tj)+A—1|:eA(t‘tj) _Ej||:ﬂ)ue(tj —Z') '[D[tj 1 +z') (4.10)
Innen:

X(t,.,) = lim x(tj):eA(tj+1_tj)x(tj)+A'1[eA(tj+l_tj)—E}[ﬂ)ue(tj -7) . (4.11)

t-tjn
Vegylk észre, hog;eA(t‘”_t") = &7 =, a rendszer rezolvens matrixa. Vezessiik be a
kévetkes jeldlést: A [®@-E]b=T, ahol I b-vel egyed méreti oszlopvektor. Ezzel
(4.11):
X(tj) = ©X(t; )+ M uy (1) (4.12)
A rendszeru(t) bemenetét a kordbban bevezetett allapotvektatial:
ue () =r"x (1) (4.13)
Ahhoz, hogy az immar mintavételes rendszer stabdit vizsgalni tudjuk, rendezzik
(4.12) és (4.13) egyenleteket matrixos aldkba

bll o 7 o0 414
ue(tj) r’ 0 ue(tj_l)
Vezessiink be tjabb jeloldlt;

_ [o T
A—[rT o}' (4.15)

A (4.14)-tal jelolt diszkrét leképezés stabilitdda@ll vizsgalnunk. Ehhez meg kell
hatarozunkA matrix sajatértékeit.
det@E-A)=0 (4.16)

Mintavételes esetben a stabilitas kritériuma:

4 <1, (4.17)

vagyis azA matrix valamennyi sajatértékének abszolut értékéisebbnek kell lennie

1-nél. A feltétel abbdl a gondolatmenétiiaphatd, hogy a (4.14) egyenletrendszert Az

nxn-es matrix sajatvektorainak koordindta rendszeréhemnszforméalva, az
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egyenletrendszem darab mértani sorra esik szét, melyek kvocienseiAa matrix
sajatértékei. Mértani sor pedig csak abban az esétbnvergens, ha kvociensének abszolut
értéke kisebb, mint 1.

(4.16) kifejtését és az egyes gyokok (4.17) szexiitsgalatatMaplab programmal
végeztem el tekintettel az analitikus megoldas bariymivoltara. A program egy adott
értékhez az analég esethez hasonlé 4 dimenzidttésitiérképet rajzol.

A kovetked oldalon lathatd stabilitasi térképek alapjan eldtwmatd, hogy ketlen kis

mintavételi idt — azaz idkéseést - valasztva a stabil tartoméany digitaliealdg esetben

alig tér el egymastal, igw<0,00][s} feltétel mellett a mintavételes stabilitasi térkép

gyakorlatilag megegyezik & abranlathaté analég esetben kapottakt ndvelve a stabil
tartomany mérete rohamosan csokken, érdekes azdmggnmindig talalhaté a stabilitasi
térképen olyan tartomany mebibegy adott, tetsdegesen nagy iikésés esetén is
kivalaszthatdé a 4 szabalyozasi paramétert, Ugy laagatematikai modelstabil maradjon.
Ennek szemléltetésére tekintsiik az alabbi abrat.

A W

10. abra, Kritikus mintavételi id6 valtozasa

A 10. abrarolleolvashat6, hogy add®l, D1értéket valasztva, végigprobalva az 6sszes
stabil szabalyozast eredmen§eR2, D2 értéket, mekkora az a maximalig, Kkritikus
mintavételi id, melynél a rendszer épp a stabilitas hatran Aardbra alapjan latszélag a
mintavételi iddnek van maximalis értéke, ez azonban csak annaktktiet, hogy a
futtatott progranPl, D1 ill. P2, D2also- és fels hatara kozotti tartomanyon csak véges,
osztopontban szamolja kj,, értékét. Az osztépontok szamat novelve a kritikuistavételi

id6k maximumanak értéke a végtelenhez tart.
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Felhasznalva a numerikus szimulaciokhoz eddig rsgB25), (3.26), (3.29) és (3.33)
paramétereket, UjablhabVIEW szimulacidét készitettem a mintavételes égkéséses
rendszer vizsgélatara. A szimulacié magj8.adbranvazolt modellnek megfeléén a 4

allapotjeldt adott 7 idokdzonként mintavételezi és adott értéken tartjamirstavételezéssel
egy idben kiszamolja az allapotjélz t-7 id6pontbeli értékédl uy(t—7)=M(t-1)
nyomatékot, majd megoldja a (4.3) differencial edgrendszert. Ujabb fontos feltétel az

adott szabalyozasi paraméterekhez tartogzp meghatarozasa, mely esetén a rendszer a

stabilitds hatéran van. Ez a (3.33) paraméternéggeten
Tyt =0,0287] (4.18)
értékre adddik. Ennek és a digitalis rendszeikddésének ellginzésére harom

kilonbdz mintavételi idvel futtattam a készitett szimulaciot,,; -nél kisebb, nagyobb

illetve azzal megegyéznagysagu mintavéeteli éd beallitva.

011
0i-
0,02~
0,08~
0,07
0,06~
0,05~
0,04
0,03~
0,02~
001+
04

Elmozdulas [m]

Id& [ms]

12. abra, = 0,028 [s]

Elmozdulas [m]

Idd [ms]

13. adbra, T = 13,;; =0,0287 [s]
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Elmozdulas [m]

Idd {ms]

14. abra, = 0,029 [s]

A szimulaciok alapjan elmondhat6, hogy a kapottikas mintavételi id az adott
rendszerparaméterek mellett valdban helyes értélgtamételes rendszeriink stabil,
amennyiben a fenti stabilitasi térképeknek megbelel valasztunk szabalyozasi

paramétereket €s mintavételbid

4.2. Digitalis poziciészabalyozas
Az analég rendszerhez hasonl6an wégslunk most is az, hogy a radon gurulé golyét

eloirt palyan tartsuk. Ehhez tovabbra is hasznaljulilEpottér modell etsegyenletét:

Xx=Ax+bu, (4.19)

ugyanakkor tartsuk szemo#tl, hogy adottu bemeneti jel csak idokéséssel, és csak

r idétartamig képes hatni a rendszerre:
x(t)=Ax(t)+bu(t-7) tD[t].,t]. +r). (4.20)
Emlékezzink emellett arra, hogy azbemenet azu, ellensrzé- és azu, alapjel

dsszegekeént kerilt meghatarozasga3fejezetberigy :
x(t)=Ax(t) +b[u, (t-71)+u,(t-7)] tD[tj,tj +r). (4.21)

Mintavételes allapot-visszacsatolast alkalmazvagganazzal a problémaval kerulink
szembe, mint analdg esetben nevezetesen, hogy kivaegpozicid, mint altalunk &irt
bemenet és am, alapjel, mint a rendszerbe ténylegesen bekdrsémenet mértékegységei
nem egyeznek meg. Ez a problémét ugyanugy tudjusisoini, mint kordbban: &brosito
alkalmazasaval. Mivel a mechanikai modell paranedtenem valtoztattuk meg, az
eléerssits ertéke is valtozatlan marad:
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Y. :—[CT[A+brT]_1bIl =mg- P. (4.22)
igy digitalis pozicidszabalyozas esetén (4.21)\sekkes végleges alakot 6lti:

X(t):Ax(t)+b[Ye,é, @(t—r)+rTx(t—r)] tD[g,g+r). (4.23)

A (4.23) egyenletrendszer megoldasat, és a digitatidszer viselkedésének elierését az

eddigiekhez hasonlédmbVIEWban megirt numeikus szimulacioval végeztem;dgkitoltési

tényesji, 10 [g] peridduside} négyszogjel, mint alapjel bedllitasa mellett, wala a

mintavételi it 7=0,029s] értéknek folvéve.

pozicia |\ alapjel | l

011
01~

=
i

Elmozdulas [m]
=
-

%

0,02

U | S
0,01~ 1 | 1 | |
0 5000 10000 15000 20000 24000
Idé [ms]

15. abra, Négyszogjel kovetése digitalis esetben

A szimulacié bizonysaga szerint a golyd szabalyazamst is sikeres volt. Erdemes
azonban megvizsgalni mekkora és milyen eltérésaldrmmk a mintavételezés ésokésés

megjelenése miatt, az dkésés nélkili analog esethez képest. Vizsgaljulétaskabalyozast
egyszerre, azonos kezdeti feltételek és bemendetindlegyen X(O):O,:l[ r’r] Xy :O[m]
tovabba az eltérések kiemelésére allitsunk be tikusi mintavételi idhdz kozelebb €s

mintavételi idt, 7=0,02qs] .

analég |~/ | digitalis |~/ | alapiel [

Elmozdulas [m]

0,01 i i i i i I 1 1 1 |
a 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500
Idé [ms]

16. abra, Analdg és digitalis szabalyozas 6sszehasonlitasa
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Lathato, hogy barmely szabalyozas alkalmazasareaatndszer végesoid belll beall
az ebirt poziciéba, ahogy azt vartuk, ugyanakkor szefiriéea killonbség a két eset kozott.
Az indulasi pillanatban a digitélis szabalyoz6 &ds reagal: a golyé megindult a rad vége
felé, amikor a szabalyozas elkezd hatnia rendszielfkésés nélkili rendszerben ezt nem
tapasztaljuk. Ezen felll, mivel a bedllitott mirggeli id5 kozel van kritikushoz, a goly6
mozgasaban ,hullamzas” figyelltetneg. Folytonos idéjszabalyozasnal ez a jelenség csak
abban az esetben tapasztalhatd, ha a szabalyem@sngierek nem megfebebedllitasa

miatt vagyunk a stabilitasi hataron.
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5. Osszefoglalas

Dolgozatomban kisérletet tettem egy alapgat instabil, alulaktualt rendszer
szabalyozasara. A rendszer mozgasegyenleteinekasi&i kdveten, megvizsgaltam a
rendszer stabilizalasanak feltételeitbdd analdg, majd mintavételes éékdséses szabalyozé
hasznalata mellett. Az egyes esetekben kapott érdiids stabilitasi térképeket felhasznalva
numerikus szimulaciokkal ellénztem a kapott eredményeket, majd ezek alapjaekiggtem
optimalisnak tekinthét szabalyozoparamétereket valasztani. Mind analégmd npedig
digitalis szabalyozast hasznélva sikerilt a remistabilizalni, a ridon gordéilgolyd palyat

eléirni, igy a dolgozat elején kitott cél maradéktalanul teljesilt.
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