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Lehotzky David Esztergalasi folyamat stabilizalasa

1. Bevezetés

A gyartastechnologia altalanosan ismert eljardsa az esztergalds. A latszolag
egyszeriinek tind anyaglevalasztasi folyamat azonban rejt magédban problémakat. A
tapasztalat azt mutatja, hogy a szerszam bizonyos technoldgiai paraméterek mellett nagy
amplitudoju rezgéseket végez a megmunkalas soran. Ezek a rezgések ramasolodnak a
megmunkalt feliilletre csokkentve annak mindségét. Az esztergaldsi folyamat instabilitdsa a
rendszer idokésésének koszonhetd. Az esztergakés munkadarabra masolodott rezgései miatt a
szerszam egy hullamos feliileten vag. A forgacsvastagsagot igy nem csak a szerszam aktualis
pozicidja, hanem annak egy fordulattal korabbi helyzete is befolyasolja. Ezt a jelenséget
regenerativ szerszamgéprezgésnek hivjak.

A szerszamgépet két szabadsagi foku modellel leirva egy késleltetett
differencidlegyenlethez jutunk. Ennek stabilitasi térképe az irodalombdl jol ismert. E modell
alapjan tobb eljaras is 1étezik a regenerativ rezgések csokkentésére, a stabilitds novelésére.
Ilyen modszer a valtakozod fordulatszamt esztergalas [S5], vagy a csillapitas novelése [6].
Dolgozatomban azt vizsgalom meg, hogy digitalis pozicidoszabalyozas alkalmazasaval
elméleti uton lehetséges-¢ a szerszamgép stabilitasanak novelése. Ehhez elészor a digitalis
pozicidszabalyozas jellemzdit vizsgaljuk meg.

A szabalyozas paramétereinek megvalasztasa soran szdmunkra az elsédleges jellemz6
a szabalyozas stabilitasa. Ezt digitalisan szabalyozott rendszer esetén a rendszer paraméterein
kiviil altaldban a mintavételezés frekvencidja és az erdsitési tényezdk szabjak meg. Az
irodalomban a pozicid és a sebesség mintavételezésére épiild PD szabalyozok stabilitasi
tartomanyai €s azoknak mintavételezési 1d6tél valo fliggése az egyszerlibb mechanikai
rendszerekre altalanosan ismertek [7]. A gyorsulas figyelembe vétele a szabalyozo er6ben
azért lehet indokolt, mert a mintavételezett jel a Szabalyozasok szamos gépészeti
alkalmazasaban a gyorsulas. Az ipari gyakorlatban azonban tobbnyire nem szoktak

visszacsatolni a mintavételezett gyorsulas értéket.

Dolgozatom masodik  fejezetében azt vizsgdlom meg, hogy digitalis
pozicioszabalyozas esetén a gyorsulas visszacsatolasdval meg lehet-e ndvelni egy instabil
masodrendii linedris rendszer stabilitasat az egyszerili PD szabalyozéashoz képest.

A harmadik fejezetben egy digitalisan szabalyozott, késleltetett oszcillator stabilitasat
szemi-diszkretizacios [3] kozelitd eljaras segitségével vizsgalom. Az eredményeket a rendszer
¢és a szabalyozasi paraméterek fiiggvényében kirajzolom, valamint dsszevetem a szabalyozas
nélkiili stabilitasi hatarokkal.

Végiil az utolsé fejezetben szemi-diszkretizacios kozelitést alkalmazok a digitalisan
szabalyozott  esztergdlasi  folyamat két szabadsagi foki  modelljének  leird
differencidlegyenletére és Osszevetem az eredményeket a szabalyozas nélkiili stabilitasi
hatarokkal.
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2. Instabil masodrendii linearis rendszer digitalis szabalyozasa a pozicio,
sebesség és gyorsulas visszacsatolasaval

A vizsgalt rendszert leird differencidlegyenlet:

X(t)-a*x(t)=Q, (2.2)
ahol o a rendszer sajat korfrekvenciaja, Q pedig a szabalyozd erd. Q=0 esetén az inverz
inganak a felsé egyensulyi helyzetéhez kozeli mozgasait leird differencialegyenletet kapjuk.
Ebben az esetben a differencialegyenlet egyensulyi helyzete X, =0, amely egy instabil
nyeregpont. A differencidlegyenlet megoldasa Q=0 esetén:

x(t)=ce +c,e™. (2.2)
A szakirodalom alapjan a szabalyozd er6t altaldban az elmozdulds és a sebesség
fliggvényében hatarozzak meg ugy, hogy az egy adott iddpillanatban Q(t j ): P X(t i )+ D )'((t i ),
ahol P és D a proporcionalis és differencialis erdsitési tényez6k. Ezt a szabalyozast PD
szabalyozonak nevezik. Mivel a gyakorlatban a gyorsuldst egyszertien lehet mérni, ezért itt mi
a gyorsulas jelet is figyelembe vessziik Ggy, hogy a szabalyozo6 erd egy adott iddpillanatban
Q(t j): Px(t j)+ D)'((t j)+ AX'(t j) alakban adhato meg, ahol A a gyorsulassal aranyos erdsitési
tényez6. A szakirodalomban a gyorsulast nem szoktdk felhaszndlni a szabalyozd jel

megalkotasaban. Itt mi feltételezziik, hogy mind a pozicid, sebesség és gyorsulas jel a

szabalyozas soran rendelkezésre all.

2.1 Szabalyozas folytonos szabalyozoé erdével

Eldszor azt az esetet vizsgdljuk meg, amikor a szabalyozd er6hoz sziikséges jeleket az 1d6
fliggvényében folytonosan mérjiik, és id6késés nélkiil csatoljuk vissza. Ez egy igen
nagymértékben idealizalt modell, mivel a valosagban a sziikséges jeleket csak mintavételezni
tudjuk, igy a szabalyozé eré diszkrét értékeket vehet csak fel. Ezen feliil a visszacsatolast

késés is jellemzi. Ezek a tényezok csokkentik a szabalyozas stabilitasi hatarait.

A szabdlyozast leiro differencialegyenlet:

K(t)— o’ x(t) = — Px(t)— Dx(t)— AX(t). (2.3)
Qlt)

A karakterisztikus egyenlet:
(1+A)2? +DA+P-a’=0. (2.4)
A Routh-Hurwitz kritérium alapjan a szabalyozas akkor lesz stabil, ha a karakterisztikus
egyenlet 6sszes egyiitthatdja pozitiv. gy a stabilitas feltételei:
A>-1,D>0,P>a’. (2.5)

Itt & P paraméter a rendszer merevségét, D a csillapitasat és A pedig a tomegét noveli.

-2-
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2.2 Poziciészabalyozas digitalis szabalyozé erével

A digitalis szabalyoz6 er6t a Zero Order Holder (ZOH) modell [7] segitségével vessziik
figyelembe. A szabalyozo erd szakaszonként allandd, értékét At iddtartammal korabbi
pozicio, sebesség és gyorsulas értékekbol szdmolja ki és tartja At ideig. A szabalyozas
idokésése tehat At és 2At értékek kozott valtozik. A szabalyozas milkodését az (2.1.) dbra
szemlélteti.

At

=

2t
At

0

\
.

TATFT
e

X | y,

X |

fs {, {, f, t

I Jm J- J J

(2.1.) abra: ZOH modell miikodésének vazlata a gyorsulas visszacsatolasaval

Globalisan a digitdlis szabalyozoval szabalyozott rendszer differencidlegyenlete egy

masodrendii késleltetett differencialegyenlet, amelyben az idokésés az id6 fiiggvénye:

X(t) - a*x(t) = Qlt — (1)), (2.6)
ahol z(t) az id6késés. Az idékésés idSfiggvényét a (2.1.) dbra mutatja.
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Lokalisan egy egyszerii inhomogén, masodrendi, linearis differencialegyenlettel irhaté le a

fenti probléma:
% (t) - % (t,)=Q,., 2.7)
ahol t, €[0,At], j=12,3,..,n,k=123, .., n-1,
t—t; =t, - lokalis id6koordinata,
t;., —t; =At - mintavételezési idd,

N - mintavételezések szama.

A szabalyoz6 erd:
Q.. =—Px(t,,)-Dxlt,, ) Ax(t, ). (2.8)
A tovabbiakban az X(t i ) alaku jelolés helyett az x; alaku jelolést hasznaljuk majd.

A (2.7) differencialegyenlet altalanos megoldasa:

X, (t, ) =ce” +ce % — (ijj =(c, +¢,)ch(at,)+(c, —c,)sh(at, ) - % . (29

A kezdeti feltételek:
X, (0)=X; =cl+c2—%, (2.10)
% (0)=x, =alc,—c,). (2.11)

A pozicid legalabb elsérendben, a sebesség pedig legalabb nulladrendben folytonos fliggvény
(ez barmely, a Newton-térvények altal leirt mechanikai rendszer esetén igaz), igy az erdugras
pillanataban ezeknek értéke ugrasszeriien nem valtozhat.

A kezdeti érték feladat megoldasa:

Xy (tk)= (Xj + Qj;

2
o

jch(atk)+ﬁsh(atk)— Qs (2.12)
o (24

A te[t;,t,,,] intervallum elején és végén a gyorsulas értékében - csak tigy, mint a szabalyozo

erd értékében - ugras van. Ez abbol kovetkezik, hogy a kezdeti feltételekkel csak a pozicid és
a sebesség folytonossaga lett eldirva a vizsgalt idGintervallum hatdrain, igy csak a
legmagasabb rendl tag valtozhat az erGugras hatasara. A mintavételezés a gyorsulasugrasok
helyén torténik, igy a visszacsatolt gyorsulds értéke nem egyértelmii. Attél fiiggden, hogy
melyik értéket csatoljuk vissza kiilonboz6 stabilitasi tartomanyok jellemzik a szabalyozést. A
két gyorsulas visszacsatolasi modot az (2.1.) abra szemlélteti. A kovetkez6 két alfejezetben

ezt a két esetet vizsgaljuk meg.
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2.2.1 Mintavételezés kozvetleniil az eréugras utan

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a stabilitds, ha az er6ugras utdn mintavételezett gyorsulds

értéket (amely az (2.1.) dbrdn X;_, - ként van jelolve) csatoljuk vissza.

A vizsgalt idéintervallum hataran a szabalyozd erd kifejezhetd diszkrét pozicid és gyorsulés

értékekkel, ha a mintavételezés idOpillanatat visszahelyettesitjiik a differencidlegyenletbe:
X, —a’x; =Q,. (2.13)

Ezzel (2.12) megoldas a kovetkezd alakra hozhato:

xk(tk):%ch(atk)+%sh(atk)—%+xj. (2.14)
Az els6 id6 szerinti derivalt:
%, (t,) = <L sh(at, )+ X, ch(at, )- (2.15)
o

Az iddintervallum masik hataran a szabalyoz6 erd ismét kifejezhetd diszkrét pozicid és

gyorsulds értékekkel:
Xiq—a’ X, =Q. (2.16)

(2.14-16) alapjan a pozicid, sebesség és gyorsulas értéke a tj:1 idopontban:

X;y =—>ch(a At)+—Lsh(a At)— =L +x;, (2.17)
a a a
X;, =—Lsh(a At)+ X, ch(a At), (2.18)
a
Xa=0Q +a Xig =
—Px; - DX; — A%; + X, ch(a At)+ aX; sh(a At)- %; + a’x;. (2.19)
Az alabbi differenciaegyenlet rendszer irhato fel tj és tj+1 pontok kozott:
i 1 sh(aAt) ch(aAt)-1 ]
2
Xj+l a a Xj
. sh(aAt .
X4 |=| O ch(aAt) % X |. (2.20)
X , X,
a’—P ash(aAt)-D ch(eAt)-A-1
Rovidebb formaban:
1,41 = ﬂ lj . (2-21)
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A fenti differenciaegyenlet rendszer akkor aszimptotikusan stabil, ha M matrix Osszes
sajatértéke kisebb, mint 1, vagyis a stabilitasi kritérium:

ltty55] <1. (2.22)

A, 5 karakterisztikus multiplikatorokat a karakterisztikus egyenlet megoldasaval kapjuk

meg. A karakterisztikus egyenlet:
det(A—uE)=0. (2.23)

A determinanst kifejtve a karakterisztikus egyenlet:

1 + 12 [A—2ch(a At)]+ y[l—%—A+£2ch(aAt)—Ach(aAt)+Bsh(aAt)}+
_ (04 (04 (04

ay \

]

Ach(a at)— 2 sh(a at)+ - [eh(e At)-1] = 0. (2.24)
(94 o

EN)

A (2.22) kritérium Mobius-transzformacio segitségével atalakithato Re [7123] < 0 feltétellé,
amelyre alkalmazhatjuk a Routh-Hurwitz kritériumot. A Mdbius-transzformacio alapjan:

”:Zj' (2.25)

Visszahelyettesitve a (2.24) karakterisztikus egyenletbe:

) el sl o
(7+1 +a, (7 +1Y (n—-1)+a,(n+1)Nn 1) +a,(7 1)’ =0. (2.26)

Ez matrixos alakban:

(n-1)

T

(1 1 1 1]1
772 3 1 -1 -3jaq,
n
1

=0. (2.27)
3 -1 -1 3 |4q
1 -1 1 -1|la,
A transzformalt karakterisztikus egyenlet egylitthatoi:
b, 11 1 1)1
b, 3 1 -1 -3ja,
= , (2.28)
b, 3 -1 -1 3|l
b, 1 -1 1 -1ja,
b, = 4(%—1}sh2(“—ﬂj, (2.29)
o 2
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b2=4sh(a—At]{— h(“mj (1 . 2—jsh(aAtﬂ (2.30)
2 a 2 a 2

b, = 2[1—%+(2A+£2+1]ch(a At)—ZBsh(a At)] (2.31)
(94 94 (94
b, = 2[(1— A)ch(a At)+1)+ Esh(a At)} . (2.32)
(94

A Routh-Hurwitz kritérium alapjan az alabbi feltételek teljesiilése esetén lesz igaz a (2.22.)
feltétel.

1) A Kkarakterisztikus egyenlet egyiitthatoi nagyobbak nullanal (b; >0).

Tudva, hogy a, At >0 a kovetkez6 kritériumokhoz jutunk:

b,>0—> P-a®>0, (2.33)

b, >0—> —2P+acth(“2AtjD—a2A—a2>o, (2.34)
b,>0— sh (“ZMJP ash(a At) D+ a’ch(a At) A+’ ch( zAtj >0, (2.35)

b, >0—> th(azAtjD—aA+a>O. (2.36)

2) A Hurwitz—matrix H determinansa és annak f6atlo szerinti valamennyi

aldeterminansa nagyobb zérusnal.

H=[a,, &, a5 &, - 0 ]=[a a 0
a, a,, a,, a,, : a, a O
0 a, a,; a.; : 0 a, a (2:37)
0 a, a,, a,, :
: . 0
0 Ay |

Tudva, hogy az egyiitthatoknak pozitivnak kell lenniiik elég csak a kovetkezd

determindnst vizsgalni:

a, a
> Y>o0. (2.38)
a; &
A determinanst kifejtve:
k,P? +k,D* +k A’ +k,PD + k,PA+k,DA+k,P +k,D+k,A>0. (2.39)
Ahol az egyes konstansok értékei:
k = —4sh (0{ At) |
2
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k, = —a’sh*(a At),

K, = —2a4sh2(aTAtJ ch(a At),

k, = 4o shz(aTAtjsh(a At),

ke = 2a23h2(aTAt] [1—2ch(a At)),

k, = a’sh(a At)[2ch(a At)-1],

k, = —ZaZShZ(aTAt] [1+2ch(ex At))],

ks =Kq,
k, = a’k, .
A stabil tartomanyt a (2.33-36) hatarsikokra és a (2.39) masodrendi feliiletre vonatkozo

relaciok kiilonitik el. Ennek szemléletes, 3 dimenziods térképét a (2.2.) dbra mutatja, amelyet

Mathematica V6 szimbolikus algebrai program segitségével rajzoltunk ki.
0 P

(2.2.) abra: A (2.7) egyenlet szemléletes, analitikus 3D stabilitasi térképe eréfrissités utani visszacsatolas
esetén, a=3[rad/s], At=0.1[s] mellett
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2.2.2 Mintavételezés kozvetleniil az erbugras elott

Eziittal vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a gyorsulas érté¢két (amely az (2.1.) dbrdan X', -
ként van jelolve) az er6ugras elétt mérjik.
A (2.12) megoldasbol és annak id6 szerinti derivaltjaibol a pozicid, sebesség és gyorsulas

értéke a tj+1 pontban:

Xin = (x o ij Jch (a At)+ﬁsh(a At)— ij , (2.40)
a a a
L Qj—l .
X =| @X; + = sh(aAt)+ X, ch(a At), (2.41)
%, = (@?%, +Q,, Jeh (@ At)+ ar X, sh(eAt). (2.42)
Az alabbi differenciaegyenlet rendszer irhato fel tj és tj+1 pontok kozott:
i sh (At ch (aAt)-1]
(x| O (1) (T) ° (a—z) X
%t | | gsh(aat) ch(aa) o  Sn@d) % .
X “ X '
- :
J a’ch(aAt) ash(aAt) 0 ch (aAt) J
_Qj+1_ _Qj_
. -P -D -A 0 |

Ismét a (2.21) formaju differencia egyenletrendszerhez jutunk. Lathaté hogy M matrix

rangja itt 4. Amely abban az esetben csokken le 3-ra, ha a gyorsulast nem hasznaljuk fel a

szabalyozo er6ben. A korabbiakban felirt (2.20) egyenletben szerepldé M matrix rangja 3,

amely a gyorsulas visszacsatolasatol fliggetleniil 3 marad.
A stabilitdsi tartomany hatargorbéjét a kordbbiakhoz hasonléan ismét ugy tudjuk
meghatarozni, hogy alkalmazzuk a Routh-Hurwitz kritériumot az alabbi polinomra:

Dr)=(7-1) det(”—”u —Mj,

ilM (2.44)

az igy meghatarozott stabilitasi tartomanyt a (2.3.) dbra szemlélteti.

A (2.1)) dbra alapjan konnyen belathato, hogy ha a gyorsulast nem vessziik figyelembe a
szabalyozd er6ben, akkor a (2.20) és a (2.43) differencia egyenletrendszerek ugyanazt a

stabilitasi tartomanyt hatarozzak meg.
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(2.3.) abra: A (2.7) egyenlet szemléletes, analitikus 3D stabilitasi térképe eréfrissités el6tti visszacsatolas
esetén, a=3[rad/s], At=0.1[s] mellett

2.2.3 Stabilitasi tartomanyok kirajzolasa

A stabilitasi tartomanyokat a 2.2.1 és 2.2.2 fejezetekben analitikus uton hataroztuk meg.
Azonban elegendden pontos eredményhez juthatunk akkor is, ha a stabilitdsi vizsgalatot
numerikus sajatérték vizsgalattal szamitjuk ki. Ez az eljaras gyorsabb és egyszeriibb a gorbék
analitikus Uton torténé meghatarozasanal.

A numerikus sajatérték vizsgalattal elGallitott stabilitasi tartomanyok helyességét numerikus
szimulacid segitségével ellendrizziik. Ez lassabb eljards ¢és a szimulacio segitségével

eléallitott gorbék vizsgalatara épiil.

2.2.3.1 Numerikus sajatérték vizsgalat
A stabilitasi tartomanyok numerikus uton is meghatarozhatok M matrix sajatértékeinek

(2.22) relacio szerinti vizsgalataval. A (2.4.-2.5.) dbrakon lathato stabilitasi térképeket ilyen
modon allitottuk elo.

Az aldbbi diagramok 500x500x6 pontban elvégzett sajatérték vizsgalattal lettek

meghatarozva. Az egyes szintfeliiletek kiilonb6zd A értékekhez tartoznak.

-10 -
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16 T T T T T T T T I I

10k 0.2z -
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5 10 15 20 a5 30 35 40 45 50 55 &0
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(2.4.) abra: A (2.7) egyenlet stabilitasi térképe numerikus sajatérték vizsgalattal kiillonbozé A értékekre,
erdfrissités utani visszacsatolas mellett, a=3[rad/s], At=0.1[s] esetén

16 T T T T T T T T T T

141 i

121 n

10+ -

D [Nsfm]
\/
1

0 1 I I I I 1 I I I 1
3 10 15 20 25 30 35 40 45 S0 55 &0

P [N]
(2.5.) dabra: A (2.7) egyenlet stabilitasi térképe numerikus sajatérték vizsgalattal kiilonb6zé A értékekre,
erofrissités elétti visszacsatolas mellett, a=3[rad/s], At=0.1[s] esetén
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2.2.3.2 Numerikus szimulacid

A numerikus szimulacié soran az adott modell differencidlegyenletét negyedrendii Runge-
Kutta numerikus eljaras segitségével oldottuk meg figyelembe véve a szabalyozo erd késését
¢s azt, hogy a szabdlyoz6 erd szakaszonként allandd. A szamitasi algoritmust tigy irtuk meg,
hogy a szabalyozasra jellemz6é mintavételezési id6koz csak a numerikus eljaras 1épéskozének
egész szamu tobbszordse lehet. A gyorsuldsfliggvény ugrasa a szimulacid soran egy 1épéskoz
alatt torténik, ezért az erdugras elotti illetve utdni mintavételezést, a 1épéskdz nagysaga
korlatozta. Minél tobb 1épést végziink tehat a szimulaci6 soran egy mintavételezésnyi id6 alatt
annal pontosabb eredményt kapunk.

A numerikus szimulécié pontossagat a valasztott 1épéskoz nagysdgan tul az idéfiiggvények
stabilitdsat vizsgald algoritmus mindsége is befolydsolja. A stabilitast esetiinkben ugy
vizsgaljuk meg, hogy a szimulacio segitségével adott iddintervallumban meghatarozott
fliggvényt felosztjuk. A felosztott idofliggvény elsd és utolsdé negyedét kivalasztjuk, és
mindkét esetben meghatarozzuk a negyed tartomanyon beliili maximum és minimum érték
kozotti kiilonbség abszolut értékét. Az elsé negyed esetén kapott értéket Osszevetetjiik az
utols6 negyedben kapott értékkel és amennyiben az el6bbi nagyobbnak adodik, mint az
utobbi, akkor a fliggvényt stabilnak, ellenkezd esetben pedig instabilnak itéljik meg. A
meghatarozott idofiiggvényrdl tudjuk, hogy csak abban az esetben nem fog az egyensulyi
helyzethez tartani, ha instabil, vagy ha a stabilitds hatarhelyzetében van. Ebb6l kdvetkezden,
ha megfeleléen hosszu iddintervallumban vizsgaljuk a fliggvényt, akkor a fent részletezett
vizsgalat megfeleld lehet linearis rendszerek stabilitdsanak megitélésére, hiszen azok mindig
valamilyen burkologdrbe mentén csillapodnak.

A (2.6.-2.7.) dbrdkon lathaté stabilitasi térképek 100x100x6 pontban elvégzett idéfiiggvény
vizsgalattal lettek meghatarozva. Az idéfiiggvények értékeit minden esetben h=0.5[ms]
1épéskozzel, N =6000 pontban szamitottuk ki. Az egyes szintfeliiletek kiilonb6zd A
értékekhez tartoznak. Az eredmények megegyeznek a (2.4.-2.5.) dbrdkon lathato, numerikus

stabilitasvizsgalat soran kapott eredményekkel.

2.3 Osszegzés

Az elkészitett stabilitasi térképek alapjan elmondhatd, hogy a ZOH modellre épiilé digitalis
pozicioszabalyozassal szabalyozott oszcillator stabilitdsi tartomanyat a gyorsulas
visszacsatolasa noveli. Ha a mintavételezés az erdugras utan torténik, akkor jelentdsen
nagyobb stabil tartomany érhetd el, mint ha ezt az erfugras eldtt tessziik.

A gyorsulds visszacsatolasanak és az erdugras utan valé mintavételezésnek a fizikai

megvalosithatosaga azonban kérdéses.
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16 T T T T T T T T T T

14+

D [Nsim]
[oe)
T

l 1 l l l 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 &0

P [Nim]
(2.6.) abra: A (2.7) egyenlet stabilitasi térképe numerikus szimulaciéval kiilonbozé A értékekre,
erdfrissités utani visszacsatolas mellett, a=3[rad/s], At=0.1[s] esetén

s} | | | |

16 T T T T T T T T T T

14+ -

f“-\-\_‘

5 .l

5,

: NI
6 0 01 0.2 0.3 0.4 05

0 I I I I I I I I I I
5 10 15 20 235 30 35 40 45 50 55 &0

P [Nim]
(2.7.) abra: A (2.7) egyenlet stabilitasi térképe numerikus szimulaciéval kiilonbozé A értékekre,
erdfrissités elétti visszacsatolas mellett, a=3[rad/s], At=0.1[s] esetén
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3. Digitalisan szabalyozott, késleltetett oszcillator

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy késleltetett oszcillator stabilitasi tartomanya
hogyan valtozik, ha azt digitalis szabalyozassal latjuk el. A szabalyozo erét a 2.2.2. fejezetben
részletezett modon a pozicid, sebesség ¢€s gyorsulas mintavételezésének segitségével

hatarozzuk meg. A digitalis poziciészabalyozas tehat ismét a ZOH modell alapjan torténik.

3.1 Késleltetett oszcillator stabilitasi vizsgalata

El6szor vizsgaljuk meg a késleltetett oszcillator viselkedését digitalis szabalyozo nélkiil. Egy
késleltetett, csillapitott oszcillator mozgésegyenlete konstans idokéséssel a kovetkezo:

R(t)+ax(t)+a x(t) = byx(t — 7). (3.2
Ennek a differencialegyenletnek a stabilitasi térképét az irodalom Hsu-Bhatt [2] stabilitasi
térképként ismeri.
Az differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete:

A +ai+a,—be ™ =0, (3.2)

ahol a karakterisztikus exponens A=y +i @, @ > 0.

Visszahelyettesités utan:

7’ -’ +2iyo+ay+ajio+a, by e’ [cos(wr)-isin(wr)]=0. (3.3)

Az egyenlet valos és képzetes részekre bontva:
Re: y° —w’ +a,y +a,—b, e cos(wr)=0, (3.4)
Im: 2yw+a,0+b, e sin(wr)=0. (3.5)

A stabilitas hatarhelyzetében y=0, ezt visszairva a fenti egyenletekbe megkapjuk a stabilitas

hatargorbéit. Ezeket paraméteres alakban az (ag, bo) sikon a kovetkezd egyenletek irjak le:

wr=0, keN—> b, =4a,, (3.6)
a,w 2
ot #kr, KeN— b,=—— , A :—ala)ctg(an')+a) . (3.7)
sin(wr)

El6szor vizsgaljuk meg a csillapitatlan esetet (a1 = 0), ekkor a hatargorbék:

2
wr=kz, keN—> b, =(-1)a, +(—1)k*1(k—”j , (3.8)
T
or2kr, keN— b, =0, a,=0". (3.9)
Vizsgaljuk meg, hogy a stabilitas hatarhelyzetében, by paraméter fiiggvényében a stabilitas
hogyan valtozik! Azt kell megvizsgalnunk, hogy A komplex szam valos része (y) bo
fiiggvényében, a y=0 helyen (a hatargérbén) a negativ, vagy a pozitiv valos félsik felé

,mozdul” el. Ezzel azt tudjuk megvizsgalni, hogy a hatarhelyzetben 1év6 gyokok by paraméter
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valtozasatol fiiggden a stabil, vagy instabil komplex félsikba 1épnek at. Ha a hatarhelyzetben
=0, akkor ott egy gyok 1ép at a stabil, vagy instabil félsikba (nyeregpont bifurkacio). Ha a
hatargérbén @ # 0, akkor egy komplex konjugalt gyokpar 1épi at a stabilitas hatarat (Hopf
bifurkacio).
A (3.4-5) egyenletek parcialis derivaltjai by szerint a;=0 esetén:
27t 7 —2 o}, w—e7" cos(wr)+ y; byre " cos(er)+ w) byre ™ sin(wr)=0, (3.10)
2yt 0+2 ol y +e7" sin(wr) -y byre ™ sin(wr)+ w] byre " cos(wr)=0. (3.11)

Ezek a stabilitas hatarhelyzetében (y=0):

brcos(wr)  byrsin(er)-2w || 74 |=[ cos(wr) (3.12)
2w-byrsin(er)  byreos(wr) || @ | | -sin(wr)|’ '
innen
, b,z —2wsin(wr
b, " p2.2 T ( ) . (3.13)
20% + 40” —dwbyrsin(wr)
A hatargorbéket (3.8-9) felhasznalva:
b7
wr=kr, keN—> y =——02—— 3.14
FERRE T bir? +4w* (3.19
ot #kr, keN — ;/t'%:—M. (3.15)
@

Ezek alapjan
- ot =k, ke N esetén sgn (y;0)= sgn(b, ), ezért ezeken a hatargorbéken pozitiv b,
iranyban athaladva,
ha k =0, akkor egy gyok 1ép at a negativbol a pozitiv valos félsikra (nyeregpont
bifurkacio),
ha k # 0, akkor egy gyokpar 1ép at a negativbol a pozitiv valos félsikra (Hopf
bifurkacio),

- wt #kz, keN esetén, ha w = ,/a, , akkor

2 2
7/{,0<O,ha(2n—ﬂj <a0<(M),neN, (3.16)

T T
ezeken a tartomanyokon, a hatargdrbén by iranyban athaladva egy instabil

gyokpar stabilld valik (Hopf bifurkécio),

2 2
yg0>0,ha(wj <ao<(wj neN, (3.17)

ezeken a tartomanyokon, a hatargorbén by iranyban athaladva egy stabil

gyokpar instabilla valik (Hopf bifurkacio).
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Ha bp= 0 és ag< 0, akkor egy kozonséges differencialegyenletet kapunk, amelynek megoldasa
(2.2), ennek egy instabil gyoke van. Ennek ismeretében és (3.14-15) derivaltak vizsgalata

alapjan a stabilitasi térkép megrajzolhato, amelyet a (3.1.) abra mutat.

1.5

1.0F

-1.0

-1.5
-1

2 3 4 5

agp
(3.1.) dbra: A (3.1) egyenlet stabilitasi térképe a;=0 és r=2nmellett

A csillapités figyelembe vételével meghatarozott hatargdrbék (3.6-7) esetén a karakterisztikus
exponensek a rendszerparaméterektdl folytonosan fiiggenek, ezért a csillapitas nélkiili eset
stabilitastartomanya a csillapitott eset stabilitasi tartomanyanak ¢és az instabil gydkei
szamanak meghatarozasdhoz felhasznalhatd. A stabilitads hatargorbéjét és az instabil gyokok
szamat a (3.2.) abra mutatja a csillapitas figyelembevétele esetén. A stabilitas hatargorbéit

kiilonb6z6 a; értékekre a (3.3.) dbra szemlélteti.

Lathato, hogy a csillapitas noveli a késleltetett oszcillator stabilitasat. Valos rendszerek esetén
azonban a csillapitas értéke altalaban csak csekély mértékben novelhetd. Ezt a stabilitasi

tartomanyt szeretnénk kibdviteni digitalis erdszabalyozas segitségével.
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1.5

1.0

%]
(o)
=,

0.5

-0.5

-15

|
—_
=]
—
S
(5]
N
N

21 0 1 2
dy

8]
=
n

(3.3.) abra: A (3.1) egyenlet stabilitasi térképe 7=2n mellett, kiillonboz6 a; értékekre
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3.2 Digitalisan szabalyozott, késleltetett oszcillator stabilitasi vizsgalata

A digitdlis szabalyozoval szabalyozott, késleltetett oszcillitor mozgdsadt az alabbi
differencidlegyenlet irja le:

K(t)+a,x(t)+agx(t)=byx(t —7)— Px(t, , )~ DX(t, . ) Ax(t, ), (3.18)
ahol  teft; t;,),

t;,, —t; = At - a mintavételezési idd.

Ez egy paraméteresen gerjesztett, idOkésleltetett differencidlegyenlet. Ennek a
differencidlegyenletnek a stabilitasi tartomanyat analitikus iton nem lehet meghatarozni, csak
numerikus kozelités segitségével. A stabilitdsi vizsgalathoz numerikus eljarasként a szemi-
diszkretizaciot hasznaljuk majd.
A késleltetett differencialegyenletek sajatossaga, hogy végtelen dimenzidjuak mivel
megoldasukhoz egy kezdeti fliggvény, azaz végtelen sok kezdeti feltétel kell. Masképpen
megfogalmazva a kezdeti feltétel idében folytonosan valtozik.
A szemi-diszkretizacio 1ényege, hogy a kezdeti fliggvényt diszkretizalva a késleltetett
differencialegyenletet elemi, kozonséges differencialegyenletekre bontja. A diszkretizaciot az

alabbi abra szemlélteti.

h
2
!
[N
[ 0., by
!
X A - | [
t

{ {

ir i-p i-2

"f—I lr’ t.‘h’ Ii+_7

(3.4.) abra: A szemi-diszkretizaciéos modszer vazlata

-18 -



Lehotzky David Esztergalasi folyamat stabilizalasa

3.2.1 Digitalis szabalyozéas PD szabalyozodval

A (3.4.) dbra alapjan a kovetkezo kozelitd differencidlegyenlet irhato fel:
X(t)+a,x(t)+ ax(t) =byx(t., )— Px(t,_, )~ DX{t_, ), (3.19)
ahol tel[t,t. ),
t.., —t. =h - a numerikus médszer 1épéskoze,

t, —t,_, = ph=At - a mintavételezési idd,

-t

_ +h/2=(r+1/2)h =7 - az eredeti id6késés,

t—t_ +t=rh+t—t = p(t) - akozelités idében vltozo idSkésése,

rlp=xeZ” -azid6késés felbontasanak és a mintavételezés felbontasanak aranya, a

tovabbiakban: id6késési arany (megjegyzendd, hogy nagy r esetén r/ p~z/At ).
A (3.19) egyenlet a kovetkezd, idében valtozd, idokéséssel rendelkezd rendszerként kezelhetd
te[t,t,,) intervallumban:

%(t)+ ax(t) + agx(t) = byx(t — p(t)) - Px(t,_, )~ DX(t,_, ), (3.20)

A (3.4.) abran abrazolt, p(t) valos id6késést mutatod fliggvénybdl latszik, hogy ha 7 idokésésen
beliil a felosztast noveljik, akkor a ,flirészfogak™ egyre jobban ,rdsimulnak™ az atlagos
idOkésésre, amely megegyezik 7 -val. Ha tehat h—0 és r—oo, akkor p(t) — 7.

A tovabbiakban az X(t;) alaku jel6lés helyett ismét az x; alaku jelolést hasznaljuk majd.

frjuk at (3.19)-et elsérendii rendszerré:

o AT s A e

Ez rovidebb formaban:

#(t)=AX()+B X +C X, = AxX(t)+k (3.22)
A kezdeti feltétel:
x(t)=x. (3.23)
A megoldast az allandok varidlasanak modszerével az alabbi formdban keressiik:
x(t)=e g(t). (3.24)
Ezt 1d6 szerint derivalva:
x(t)= Ae* g(t)+e™ g(t). (3.25)
Visszairva (3.22)-be:
e® g(t)=k. (3.26)

Ebbél az ismeretlen g(t) kifejezhetd:
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t
g(t)z.fe_i\skds+ﬁ. (3.27)
&
A kezdeti feltételt felhasznalva:
K=e""x, (3.28)
ezzel
t
x(t)=e2Vx, +J'e§(tfs)g ds. (3.29)

Amennyiben az A matrix invertalhatdo, akkor az integralas eclvégzése utan a
differencialegyenlet megoldésa a kovetkezo alakba irhat6:

x(t)=e"Vx, - A1 eV )k, (3:30)
amely a tj+1 idépontban
Xy =6 x — A1 -e" k. (331)
Vezessiink be uj jeloléseket:
p=e | R=-A-¢), (3.32)
R,=RB ., R,=RC, (3.33)
ezzel (3.31) az alabbi alakot 6lti:
Xig =PX +R X, +R X, (3.34)

Ezzel egy diszkrét, linearis leképezést kapunk. A kovetkezé differenciaegyenlet rendszer
irhat6 fel (3.34) alapjan:

Xa | [P0 9 R 00 ORIl X
X | |[L 00 0 00 - 00} x,
0 B
; i )_(i—p+1
: .. o X.
=| . . AR R (3.35)
: .. : i : )_(ifpfl
: : E : )_(ifp—z
Zi—r+2 9 ig Zi—r+1
_)_(i—r+l_ _9 9 l E 9__ )_(i—r a
Ro6videbb formaban:
Xin= 21 X;. (3.36)
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Ha a szabalyozas er0sit6 tényezdit zérusnak valasztjuk, akkor G; matrix barmely i esetén
azonos, igy ez esetben elegendé lenne csak ennek a sajatértékeit vizsgalni a stabilitasi hatarok
kiszdmitasahoz.

A (3.18) differencialegyenlet egy periodikus differencialegyenlet, mivel a mintavételezés

megfelel egy At = ph periédusu idékésésnek. A (3.19) kozelitd differencidlegyenletet azonban

csak a telt,t ) iddintervallumra, egy specialis esetre irtuk fel: arra az idGpillanatra,

amelyben a szabalyozd er6 értéke ,,frisstil” (ahogyan ezt a (3.4.) dbra iS mutatja). Mivel a
digitalis szabalyoz6é a mintavételezett jel értékét At ideig tartja, igy a felirt G matrix minden
egyes h Iépésben valtozni fog p 1épésen keresztiil. Ezek alapjan két eréugras kozott a
kovetkezo differencia egyenletrendszer irhat6 fel:

X.p=G,G,,..G,..G,G, X, (3.37)

Li+p 170 =k =2 =1
ahol k=12,..., p. A matrix szorzasok elvégzése utan:

X

Xip =D X;. (3.38)
Ismét (2.21) alaka egyenlethez jutottunk, igy az aszimptotikus stabilitas feltétele az, hogy @
matrix 0sszes sajatértéke legyen kisebb egynél:

<1 (3.39)

‘ﬂl,z ..... 2r
Vizsgaljuk meg az egy lépéssel késobbi, telt,,,t,,) iddintervallumra a (3.4.) dbra

segitségével felirhato differencialegyenletet:

%(t)+ ax(t) + agx(t) = byx(t._,.. )~ Px(t._, ) - DX(t;_, ). (3.40)
Ebbdl az alabbi differencia egyenletrendszert kapjuk tj.+1 és tj+ idépillanatok kozott:
[ X.. | [B O 0 0 R, 0 -+ 0 R Xy |
X [ L0 0 0 0 0 00| X
0 S
: EE X
Dol
= R | B (3.41)
: : : )_(i—p
E )_(i—p—l
)_(i—r+3 N ‘ gig )_(i—r+2
_)_(i—r+2_ _g (=) LEQ__Xi—r+1_

Lathato, hogy itt G, egylitthatd matrix annyiban tér el G; matrixtol, hogy Ro részmatrix egy
helyet jobbra ,ugrott”. Az alabbi abra azt mutatja, hogy Gy matrixok elsé sora hogyan

valtozik egy mintavételezés idétartama alatt.

-21 -



Lehotzky David Esztergalasi folyamat stabilizalasa

P
2 3 k k+1 -1 D
i~ YA YaYaYaYR 2t
FO 0% 0 0 = 0 00 OE]

(3.5.) abra: Gy matrixok elsé soranak valtozasa G; matrix aktualis értékeivel Abrazolva

A stabilitasi térképeket a 2.2.3.1. fejezetben mar ismertetett numerikus sajatérték vizsgalattal
hatarozzuk meg @ matrix sajatértékeit vizsgalva.

El6szor vizsgaljuk meg az eljaras konvergenciajat, ha az erdszabalyozastol eltekintiink. Azt
vizsgaljuk, hogy hogyan fiigg a digitalis szabalyozo nélkiili (P=0 és D=0) csillapitatlan
rendszer (a;=0) stabilitasa a numerikus eljaras pontossagat meghatarozé r paramétertél. A
kapott stabilitasi térképet a (3.6.) dbra mutatja a térkép teriiletének 200x200-es felosztasa
mellett. Osszevetve a (3.1.) dbrdval lathatd, hogy a konvergencia kis ap paraméterekre gyors.

Mar r=4-nél majdnem teljesen visszanyertiik az analitikus stabilitasi térképet.

1.5 T T T T T T
1
0.5 i
<o 0
0.5 .
1 _
13 4.‘5 5

(3.6.) dbra: A (3.19) egyenlet stabilitasa a;=0, P=0, D=0, =2 esetén Kiilonboz6 r értékekre

Ha a digitalis er@szabalyozas hatasat is figyelembe vessziik, akkor a pontossag nemcsak r-t6l
fiigg, hanem p-t6l is, mivel ez szabja meg, hogy egy mintavételezésen beliil hany 1épéskozt
hasznalunk. Itt fontos megemliteni, hogy a pontossdg nem, de a stabilitds fiigg x 1dokésési
aranytol, amely az id6késésen beliili mintavételezések szama, ezért allandé r mellett a
konvergencia p-t6l valé fiiggését nem tudjuk vizsgalni. Nézziik meg, hogyan valtozik a
stabilitasi tartomany allando x és kiilonboz6 p értékekre, ha P és D adott. A csillapitatlan
rendszert ismét 200x200-as felbontasban vizsgalva a (3.7.) dbrdn lathato stabilitasi

tartomanyhoz jutunk.
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1.5
—r=8
1= —r=16
—rTr=24
—T1=32
0.5+ -
=
=~ 0F =
0.5+ -
1k _
1.5 1 1 | 1 | 1 1 | 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
[2)
0

(3.7.) dbra: A (3.19) egyenlet stabilitasa a;=0, P=0.5, D=0.5, 7=2n, k=2 esetén Kiilonb6z4 r értékekre

Lathato, hogy bar a teljes felosztas és a mintavételezésen beliili felosztas is siiriibb, mégis
nagyobb eltérések vannak itt a pontosabb tartomanyok kozott, mint a (3.6.) dbran.

A stabilitasi hatarokat kiilonb6zo P és D értékekre kirajzolva valtoztassuk x -t és nézziik meg,
hogyan valtozik a stabilitas. Minél kisebb a mintavételezési id6 (minél nagyobb ), a
szabalyozas anndl jobban kozeliti a folytonos szabalyozast, amely esetén a P tag virtudlis
merevségként D pedig virtudlis csillapitasként kezelhetd, igy tehdt arra szdmitunk, hogy a
mintavételezési id6 csokkentése a stabilitas novekedéséhez vezet majd.

A (3.8-3.11.) abrdkat 100x100-as felbontas mellett rajzoltuk ki. Az abrakbol lathato, hogy
xk=5-nél negativ D, x=10-nél negativ P és x=20-nal pozitiv D értékek novelték a stabilitasi
tartomanyt a vizsgalt paramétertartomanyon. Azt tapasztaljuk, hogy ahogyan a mintavételezés
frekvenciajat noveljik, a stabilizal6 hatas a (P, D) sikon az 6ramutaté jarasaval megegyezden
elkezd ,,korbe forogni”. A stabilizal6 hatas a (P, D) sikon csak egy fordulatot tesz meg, mivel
ahogyan noveljiik az idokésési aranyt, Gigy tartunk az idében folytonos szabalyozashoz. k=20-
nal mar a (3.2) abran lathato tartomanyokhoz igen kozeli stabilitasi hatarokat kapunk. Pozitiv
D esetén a stabilitasi tartomanyok megvastagodnak, tehat ahogyan azt elézetesen vartuk siirt
felosztasnal D virtualis csillapitasként viselkedik. Megfigyelhetjiik azt is, hogy pozitiv P-k
esetén a stabilitasi hatarok ap (merevségi) tengely mentén balra elcstsznak, vagyis P virtualis

merevségként viselkedik.
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3.2.2 Digitalis szabalyozéas PDA szabalyozoval

Azt a 2. fejezetben lattuk, hogy egy egyszer(l, instabil, linearis oszcillatornal a digitalis
szabalyozoban a gyorsulds visszacsatoldsa a stabilitdsi hatarokat noveli. A kovetkezdekben
alkalmazzuk a  gyorsulds  visszacsatolasat a  késleltetett  oszcillator  digitalis
pozicioszabalyozasara is és megvizsgaljuk, hogy lehetséges-e a stabilitasi hatdrok tovabbi
kibdvitése.

Ez esetben is igaz lesz a 2.2. fejezetben tett megallapitds, miszerint a gyorsulas értékében az
eréugrasok helyein torés lesz, igy a mintavételezés helye nem egyértelmii. Az egyszeriiség
kedvéért mi a 2.2.2. fejezetben leirtakhoz hasonldan azt feltételezziik, hogy a mintavételezés
kozvetleniil az eréugras elott torténik.

Szemi-diszkretizacioval a vizsgalt differencialegyenlet:

K(t)+ax(t)+a x(t)=byx,_, —Px_, —Dx_, —AX,

p 1-p 1-p?

(3.42)
ahol te[t t.,).

Ezt atirva elsOrendl rendszerré:

m{—l —ﬂKHS SKH—OP —ODKZHS H[ij (343

Rovidebb alakban:
x(t)=Ax({t)+B X, +C x,_,+D %,_, = Ax(t)+k, (3.44)
ennek megoldasa (3.30.). A megoldast id6 szerint derivalva:
x(t)= Ae2x, +e2 k. (3.45)

A (3.30.) és (3.45.) osszefiiggések alapjan a tj+1 id6pontban:

X =PXi +R X +R, X, +R X, (3.46)
Xig =P X + R X +R) X, + RO %, (3.47)
ahol
P'=AP , R,=RD, (3.48)
R, =PB , R,=PC , R;=PD. (3.49)

At és i idopontok kozott felirhatod differencia egyenletrendszer ezuttal a kovetkezd:
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X | |[P00 0 R, R, O 0 R 9 x
% | |B7 00 0 R, R, 0 .. 0 R 0} %
x | (L 00 .. 00 0 0 .00 0)x,
% | |0 Pl %y
P x
= N (3.50)
o] X,
Xirs S
Xi—r+2 i Xi—r+l
Xia | | 010 0| x,
_Xi—r+1_ 2 (=) I= i 2 9 _XI—I’ _
Vezessiik be a kovetkezé matrixokat:
=|I_5’; 5; ! =I_BI 9 ! =|_£* 9 ’ ( )
és
_|% (3.52)
57| % |
vektort. igy (3.50) a kovetkezd alakot dlti:
Y | [B0 O R, 0 0 Ry ]
Y| |l 00 0 000y,
0 | :
. : i Xi—pﬂ
=| : : E : Yoo | (3.53)
. o X“.p‘l
Xi—r+2 c=) Eg Xi—wl
Xi—wl _9 (=) |= E 9_ XH,
ez rovidebb formaban
Yia :ilii . (3.54)
Egy mintavételezés eleje és vége kozott ismét a (3.38) dsszefiiggés irhato fel, ahol
®=3.3,, 33,3, k=12..p. (355)

Itt Jx matrix hasonlo alakot 6lt, mint Gy és ugyanolyan viselkedést mutat k valtozasaval. A
stabilitds vizsgalata a korabbiakhoz hasonléan @ sajatértékeinek vizsgalataval torténik. A

vizsgalt matrix elemeinek szama 4-szerese a 3.2.1 fejezetben vizsgalt matrix elemszamanak,

ez a szamitasok idStartamat megndveli. Vegyiik észre azonban, hogy az y. vektorban az X
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skalar tag kétszer szerepel, ezért a J matrix méretét lehet csokkenteni, ha az egyik X tagot
kikiiszoboljiik.

P
2 3 k k+1 p-1 ¥4
1 VY VYaYAYAYE r2e
F’f 0 O 0 - 0 - 0 00 0 Eﬂ

(3.12.) dbra: J, matrixok elsé soranak valtozasa J; matrix aktualis értékeivel Abrazolva
A stabilitasi vizsgalathoz sziikséges differenciaegyenlet a (3.42) skalar differencialegyenlet
megoldasaval is levezethetd. Ekkor ismét a (3.53) formaju differenciaegyenlet rendszerhez

jutunk. Ahol J a korabbiakkal megegyez6 viselkedést mutat k valtozasaval. Ezuttal:

Xi P, P, O Ty T, T R, 00
Y, = Xi | E, =Py Py, 0], 5,, =Ty Tp Ty, B, =|Ry, 0 0} (3.56)
Xi Py Py O Ta Ty Ty Ry, 0 0
Az egyes konstansok értékei:
P, = A, e _ A el P, = 1 ohh | 1 g’
/12_/11 12_21 /12_21 /12_21
P, = LN P, = by h g
lz_ﬂl /12_/’[1 /12_/11 iz_ﬂl
p31 — A’fﬂz ellh _ ﬂ-l;é eﬂzh , P32 __ lf e}“h i ﬂ; e”?h 1
/12_11 lZ_Zﬂ. ﬂ“z_ﬂﬂ. 12_/11
T,= —E(— 7 b gy g +1] , T, = 2T11 , Ta= éTll :
Ch 2 _21 /12 _/11 P P
21 = _3 - Aty e + Aty e’ y Ty = 2T21 v Tg= éT21 )
& 12 _}‘1 ﬂ*z _}‘1 P P
2 2
Ty = _B - Lt e’ + e e v Ty = 2T3l v Ty = éT31 '
d /12 _21 2’2 _/11 P P
b b b
R, = _FOTM , Ry= _FOT21 Ry = _FOTsl '

ahol A, 4, Kkarakterisztikus exponensek a karakterisztikus egyenlet megoldasaval

—a, +,/a’ —4a,

/11,2 = 2

A sajatérték vizsgalatot a korabbiakkal megegyezd paraméterek mellett végrehajtva

hatarozhatok meg, értékiik:

vizsgaljuk meg, hogy a gyorsulds visszacsatolasa hogyan moédositja a (3.11.) abrat. Lathato,
hogy pozitiv A értékekre a gyorsulds visszacsatolasa noveli a stabilitasi tartomanyt, negativra

csokkenti azt.
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(3.13.) dbra: A (3.42) egyenlet stabilitisa a,=0, T=2m, k=20 és r =60 esetén kiilonbozé P, D és A értékekre

-31-



Lehotzky David Esztergalasi folyamat stabilizalasa

3.3 Osszegzés

Az elkészitett stabilitasi térképek alapjan elmondhatd, hogy a késleltetett oszcillator stabilitasa
novelhetd digitalis pozicid szabalyozas segitségével. A szabalyozd egyes erdsitd tagjai az
1dokésési arany fliggvényében kiilonb6zo P és D értékre okoznak stabilitas-ndvekedést. Minél
szabalyozd erd annal jobban kozeliti a folytonos szabalyozo erdt, igy nagyfrekvenciaju
mintavételezés esetén P és D virtualis csillapitasként és merevségként kezelhetd. A gyorsulas

visszacsatolasaval a stabilitasi tartomanyok ismét kibovithetok pozitiv A-k esetén.
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4. Esztergalas digitalis szabalyozassal

Az esztergalasi folyamat soran a megmunkalt munkadarab feliiletének mindsége
nagymértékben fligg a szerszamgép dinamikai viselkedésétol. Megtigyelhetd, hogy az
esztergakés bizonyos fordulatszamok esetén nagy amplitddoju rezgéseket végez. Ezek a

rezgések ramasoldodnak a munkadarab felszinére rontva annak mindségét.

rrrrrr

idokésés jelenléte abbol adodik, hogy a szerszamgép rezgéseket végez, amelyek
ramasolodnak a munkadarab felszinére, igy a munkadarab kdvetkezd fordulatanal a szerszam
egy hullamos feliileten vag. Az esztergakés mozgasat tehat annak egy fordulatnyi iddvel
korabbi allapota befolyasolja. Ez a folyamat megmunkalasi paraméterektdl fliggden
gerjesztheti a rendszert, az igy kialakuld rezgéseket ongerjesztett, regenerativ rezgéseknek

nevezziik.
4.1 Esztergalasi folyamat mechanikai modellezése

Az alabbiakban felrajzoljuk az esztergalasi folyamat szakirodalombol jol ismert két
szabadsagi foki mechanikai modelljét digitalis pozicidszabalyozas alkalmazésa esetén. Majd

felirjuk a mechanikai modell idébeni viselkedését leird differencidlegyenleteket.

munkadarab

esztergakés

eldtolas y
—

(4.1.) dbra: Esztergalasi folyamat vazlata

A (4.1.) abran lathaté modell helyett mi egy 2 szabadsagi foka modellt vizsgalunk, igy az
esztergakés z iranyl mozgasat figyelmen kiviil hagyjuk. A szerszdmot a munkadarab
megmunkalt feliileténél egy koncentralt paraméteri modellel helyettesitjik és modalis

paraméterekkel linearis viselkedéssel vessziik fegyelembe a (4.2.) dbra szerint.
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(4.2.) abra: Esztergalasi folyamat két szabadsagi foki mechanikai modellje digitalis
poziciészabalyozassal

Az abran a jelolések a kovetkezok:

w — fogasmélység, Fx, Fy — forgacsol6 erdk,

h — forgacsvastagsag, m — modalis tdmeg,

Q — fordulatszam, Sx, Sy — modalis merevség,
Q — szabalyozo erd, k, ky — modalis csillapitas.

Az esztergakést helyettesité egyszeri két szabadsagi foku oszcillator mozgasegyenlete a
kovetkezd:

mx(t)+ k,x(t)+s,x(t)=F,(t), (4.2)

my(t)+k, y(t)+s,y(t) = F, ) - Q). (42)

A forgécsolo erdk a kovetkezd alakban adhatok meg:

F.(t)= K, whi(t), (4.3)
F(t)= K, wh(t), (4.4)
ahol

Ky, Ky — forgacsolasi erdallando x és y iranyban,

q — forgécsolasi kitevo.

Itt megjegyezziik, hogy forgacsold erd érékeire az irodalomban mas Osszefliggések is

megtalalhatok [1], [4].
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Az id6késedelmet az egy fordulattal korabbi és a jelenlegi vagas kozott az alabbi egyenletbdl

szamithatjuk ki:

j R27C)(s)

50 ds = 2Rz +x(t)— x(t —z(t)), (4.5)

t—z(t)

ahol Q [ford./perc] mértékegységben értend6. Ha feltételezziik, hogy X elmozdulas
elhanyagolhatdan kicsiny R sugarhoz képest (x—0), és hogy a fordulatszam idében allando,

akkor (4.5)-bdl idokésésre a kovetkezo kifejezéshez jutunk:

60
T=—"01. 4.6
o (4.6)
A forgacsvastagsag a kovetkezoképpen adhaté meg:
h(t)=v, 7 +y(t—7)-y(t), (4.7)

ahol v, az el6tolasi sebesség. A szabalyozo erét az alabbi kifejezéssel szamoljuk feltételezve,

hogy a szabalyozo er6 folytonos:
Q(t)=Py(t)+ Dy(t)+ A1) (4.8)

A fent leirtak figyelembevételével a (4.1), (4.2) mozgasegyenletek a kovetkezd alakot oltik:

mx(t)+k x(t)+s x(t)= K w(v,z + y(t —7)- y(t)), (4.9)

MY+ ()45, (0= K v, vt o) yEOF - Py()- DY)~ AY(D). (410

Feltételezziik, hogy x(t)=xo és Y(t)=yo kielégitik (4.8), (4.9) egyenleteket. Ekkor az 4ltalanos

megoldas X(t) = Xo + &({t) & Y(t) = Yo + 7(t) alakban irhato fel. Ahol &t) és 7(t) ingadozas Xo és
Yo kortil.

A (49) és (4.10) egyenleteket linearizalva a konstans megoldasok koriil az alabbi
egyenletekhez jutunk:

m&(t)+ k,&(t)+5,£(t) = Kwalvez) " (r(t — ) - 7(t) (4.1)
mii(t)+ K, 7i(t) + s,m(t) = K, wav, 7)™ (r(t - )= 7(t)) - P(t) - Dlt) - Ai(t) (4.12)
A (4.12) egyenlet hatarozza meg az esztergakés idObeli mozgasanak stabilitasat. Ez egy

linearis, késleltetett differencidlegyenlet. Lathatd, hogy az esztergaldsi folyamat regenerativ

tulajdonsaga id6késleltetés formajaban jelentkezik a leird differencialegyenletben.

A (4.12) egyenletre uj egyiitthatokat bevezetve:

i)+ 260,(0)+ 0t = Hinlt =)= n0) - “n0)- D)= 2iit),  @13)
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ahol
o, = /s, /m — esztergakes sajatkor frekvenciaja,

¢ =k,/ (2ma, ) — esztergakés relativ csillapitasa,

H =K,wq (v,7)""/m — specifikus forgacsoldsi eréallando.

4.2 Stabilitasi vizsgalat digitalis pozicioszabalyozas nélkiil
Az alabbiakban meghatarozzuk a felirt (4.13) mozgasegyenlet stabilitasi térképét a

technologiai paraméterek fliggvényében erdszabalyozas nélkiili esetben. Ez a stabilitasi térkép

az irodalombdl jol ismert.

Szabalyozo eré nélkiil a (4.13) mozgasegyenlet formailag a (3.1) késleltetett oszcillator
egyenletének feleltethetdé meg. Mi azonban a (4.13) egyenletet a technoldgiai paraméterek
figgvényében vizsgaljuk. Ez egy paraméter transzformaciot jelent (3.1) egyenletre nézve.

Az differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete:
2 +2w i+ e’ +H-e ¥ )=0, (4.14)

ahol a karakterisztikus exponens A=y +i @, @ >0.

A stabilitas hatarhelyzetében y=0, ezt visszairva a fenti egyenletbe megkapjuk a stabilitas
hatargorbéit leiro egyenleteket:

Re: —w’ + @’ +H =H cos(wr), (4.15)
Im: 2w, =-Hsin(wr). (4.16)
A két egyenletet négyzetre emelve, majd dsszeadva:
2H(- 0 + @ )+ (0 -} f + 48200t =0, (4.17)
ebbdl
22\ 2 2 2
H:(a) a)n)2+4§2 ONON (4.18)
2(60 —a)n)
A (4.16) egyenletet elosztva (4.15) egyenlettel:
22@0(0”2 _ sin(wr) :_Ctg(ﬂ) (4.19)
o’ -’  1-cos(wr) 2
innen
22
DT _ _arctan| L "% |4 7. (4.20)
2 260w,
Ebbdl kifejezhetd a fordulatszam:
0= 0o . i=12,... (4.21)
a —w .
—arctan L+
( 2000, ]

-36 -



Lehotzky David Esztergalési folyamat stabilizalasa

A (4.18) és (4.21) kifejezések a stabilitas paraméteres hatargorbéit adjak meg a (H,w) sikon.

Ezeket az alabbi dimenzidtlan térképekkel abrazoljuk.

1.5
1.0
0.5
s
)
=
0.0
-0.5
-1.0
0.0
£2/(601y)
(4.3.) adbra: A (4.13) egyenlet stabilitasi térképe P=0, D=0, A=0 és {=0.05 mellett
1.5 / /
| //://’
\
1.0 (//
o 0.15
3 0.1 /
= 0.05
1.5 2.0 2.5
£2/(60 1)

(4.4.) abra: A (4.13) egyenlet stabilitasi térképe P=0, D=0, A=0 és kiilonbo6z6 { értékek mellett

A csillapitas értékének ndvekedése a stabilitasi tartomanyokat is ndveli. Az esztergakés esetén
azonban csak sziik hatarok k6zott ndvelhetd a csillapitas.

Megallapithatjuk H definicioja alapjan, hogy fizikailag csak a pozitiv H értékeknek van
jelentdsége, hiszen az linearisan fligg a fogasmélységtdl és negativ fogdsmélységnek nincsen
értelme. A pozitiv H értékekhez tartozo gorbéket dbrazold stabilitdsi térképet a szakirodalom
lobe diagramnak, a benne 1év6 cstucsokat pedig (4.21)-bél a j értékek alapjan nevezi el lobel-
nek lobe2-nek és igy tovabb.
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4.3 Stabilitasi vizsgalat digitalis pozicioszabalyozas esetén

A mintavételezés figyelembevételével és a szemi-diszkretizacio alkalmazasaval (4.13) a
kovetkezd alakra hozhato:

ii(t)+ 2¢w,i(t)+ (H + w0 Jpt) = Hop, — Py, - D'~ A'dj . (4.22)
ahol P*, D* és A* tomeggel dimenziotlanitott erdsitési tényezok.
Ahogyan azt kordbban is emlitettik az esztergdlds egyenlete formailag megegyezik a
késleltetett oszcillator egyenletével, igy (4.22) és (3.42) egyenleteket Osszevetve a, = 24w,
a, =H+a’, by=H,P=P* D=D* és A=A* esetén a (3.50) differenciaegyenlet hasznalhat6

a stabilitasi tartomanyok meghatarozasara a 3.2 fejezetben leirtak alapjan.

Vizsgaljuk meg a numerikus modszer konvergencidjat, a stabilitasi tartoméanyok kiilonbozé r
értékekre vald meghatarozasaval. A kapott stabilitasi térképet a (4.5.) dbra mutatja a térkép

teriletének 200x200-es felosztasa mellett.

T
|

pontos
r=2
r=4 =
r=6
r==§

I

H/w

2.5

Q60f, )

(4.5.) dabra: A (4.22) egyenlet stabilitasi térképe P=0, D=0, A=0, {=0.05 és kiilonbozo r értékek mellett,
osszehasonlitas a pontos térképpel

Lathato, hogy a bal oldali gorbék, amelyek (4.21)-ben egyre nagyobb j értékekhez tartoznak
nagyobb numerikus hibaval terheltek. Az els¢ két lobera elfogadhat6é eredményt kapunk r=10
esetén. Mig a (3.6) abrdn ao tengelyen +oo felé haladva kaptunk egyre nagyobb numerikus
hibat, addig itt a paraméter transzformacio kovetkeztében a vizszintes tengelyen 0-hoz tartva
kapunk egyre gyengébb kozelitést. Célszerii tehat a pontos megoldas ismeretében a numerikus
eredményekbdl ,,levagni”, vagyis elhagyni a nagy numerikus hibat tartalmazd részeket.
Valasszuk meg a felosztast r=60 értékiire és vizsgaljuk meg, hogy mely tartomanyt célszerii

elhagyni. A vizsgalatot 200x200-as felosztassal végezziik.
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H/w

1 I \ I \
0 0.3 0.5 1 1.5 2 2.5

Q60§ )

(4.6.) abra: A (4.22) egyenlet stabilitasi térképe P=0, D=0, A=0, {=0.05 és r=60 értékek mellett,
osszehasonlitas a pontos térképpel

A (4.6) dabran lathatdé, hogy r=60 pontossiagu kozelités csak korilbeliil lobe3-ig j6. A
tovabbiakban ilyen felosztassal szamolunk, igy a vizsgalt diagram bal oldalat ©/(60f,)=0.3
értéknél ,,levagjuk”. Nézziik meg, hogy valtozik-e a konvergencia, ha a szabalyozo6 er6 nem
zérus. A stabilitasi tartomanyt kiilonb6z6 pontossagi kozelitésekre az alabbi abra mutatja

200%200-as felosztasban.

1.5

0.5

I
1.6

1.2 14
Q607 )
(4.7.) abra: A (4.22) egyenlet stabilitasi térképe P=100, D=5, A=0, k=2, {=0.05 és valtozo r értékek mellett,
osszehasonlitas a pontos térképpel

Lathato, hogy bar a teljes felosztas és a mintavételezésen beliili felosztas is siiriibb, mégis

nagyobb eltérések vannak itt a pontosabb tartomanyok kozott, mint a (4.5.) dabran.
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CNC esztergak iizemi fordulatszam tartomanya £2=1000-5000 [1/min] mig egy szabalyozas
mintavételezési ideje At=1-10[ms], ezt figyelembe véve az idOkésési arany x=1.2-60
tartomanyban van. A korabbiakhoz hasonloan vizsgaljuk meg hogyan valtozik a stabilitdsi
tartomany kiilonb6zé P, D ¢és x értékek esetén, A=0-nal 100x100-as felbontassal. Az igy
meghatarozott stabilitasi térképeket a (4.8.-4.11.) dbrdk mutatjak, a vizsgalt diagramok bal
oldalait Q/(60f,)=0.3 értéknél ,levagtuk”.

Ezeken a diagramokon azt figyelhetjilk meg, hogy néhany helyen apr6, rendezetlen ,,szigetek”
jelennek meg. Ezen aprobb szigetek kivalasanak okat nem tudjuk, azonban a késleltetett
oszcillatoroknal tapasztalt viselkedés alapjan ezek adodhatnak a numerikus kozelités hibaibol.
Hiszen késleltetett oszcillatoroknal lattuk, hogy pozitiv P értékekre a stabilitasi hatarok balra
tolodnak a merevségi tengelyen, igy a kiilonboz6 | érékekhez tartozo gorbék is balra
mozognak. Mivel a kozelités pontossaga nagy j értékek esetén kicsi, igy a gorbék mozgasanak
kovetkeztében a nagy numerikus hibéaval terhelt teriiletek altalanosan nem hatarolhatok be egy
adott tartomanyba. Egyenként azonban nagy « értékek esetére a nagyobb numerikus hibaval
terhelt tartomanyok kozelitéleg behatarolhatok, ha a digitalis szabalyozo erét folytonos erével

kozelitjiik és feltételezziik, hogy a pontossagot csak r 1épéskoz befolyasolja.
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(4.8.) abra: A (4.22) egyenlet stabilitasa A=0, {=0.05, k=2 és r=60 esetén kiilonb6z6 P és D értékekre,
osszehasonlitas a pontos, szabalyozas nélkiili térképpel
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(4.9.) abra: A (4.22) egyenlet stabilitasa A=0, {(=0.05, k=5 és r=60 esetén kiilonb6z6 P és D értékekre,
osszehasonlitas a pontos, szabalyozas nélkiili térképpel
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(4.10.) dabra: A (4.22) egyenlet stabilitisa A=0, {=0.05, k=10 és r=60 esetén kiilonb6zé P és D értékekre,
osszehasonlitas a pontos, szabalyozas nélkiili térképpel
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(4.11.) abra: A (4.22) egyenlet stabilitasa A=0, {=0.05, k=20 és r=60 esetén kiilonb6zé P és D értékekre,
osszehasonlitas a pontos, szabalyozas nélkiili térképpel
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4.4 Osszegzés

Az abrazolt stabilitdsi tartomanyok alapjan lathatd, hogy az esztergalasi folyamatot a
regenerativ hatdsokkal figyelembe vevd 2 szabadsagi fokti modell stabilitdsi tartomanya
digitalis PD szabalyozas alkalmazasa mellett kibévithetd megfelels P, D és At értékek
megvalasztasa mellett. A szamitasok helyenként nagy numerikus hibaval terheltek a kozelités
felbontasatol fiiggden. A pontossag novelése, és igy a pontos szamitasok meggyorsitasa

érdekében magasabb rendii szemi-diszkretizaciés modszer alkalmazasa lenne célszerd.
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5. Osszefoglalas, tovabbi tervek

Dolgozatomban meghataroztam a gyorsulds visszacsatoldsat is figyelembe vevd
digitalis pozicidszabalyozas stabilitasi térképét instabil, lineédris oszcillator esetére. Az
eredményekbdl latszik, hogy a stabilitasi hatarokat befolyasolja, hogy kozvetleniil a
szabalyozo eré frissiilése” elétt vagy utdn torténik a mintavételezés. Altalanossagban
elmondhat6, hogy a gyorsulas visszacsatolasa noveli a szabalyozas stabilitasi hatarait, habar
ez az ipari gyakorlatban ritkan alkalmazott.

Szemi-diszkretizacios kozelités segitségével meghataroztam a digitalisan szabalyozott,
késleltetett oszcillator és a digitalisan szabalyozott esztergaldsi folyamat egyszertisitett, két
szabadsagi fokti modelljének stabilitasi hatarait. Mindkét esetben azt tapasztaltuk, hogy a
stabilitasi hatarok kibévithetdk bizonyos szabalyozasi paraméterek (P, D, A, At) mellett. A
valés esztergalasi folyamatra a digitalis pozicidszabalyozas fizikai megvaldsithatosaga
azonban kérdéses, ez tovabbi vizsgalatot igényel.

A késObbiekben tervezem az irodalombdl megismerni annak okat, hogy a gyorsulas
digitalis poziciészabalyozdsban torténd visszacsatolasa miért nem elterjedt, vagyis mik
lehetnek ennek a szabalyozasnak a korlatozo tényezoi.

Tovabbi tervem még az esztergalasi folyamat stabilitasi térképeinek meghatarozasa
magasabb rendii szemi-diszkretizacids kozelitéssel. A digitalisan szabalyozott esztergalasi
folyamat gyorsulds visszacsatolasdval valo szabalyozasanak a vizsgélata arra az esetre,
amikor a gyorsulds értékét kozvetleniil az erd frissitése utan mintavételezziik. Valamint az
esztergalasi folyamat folytonos 1ddkéséssel rendelkezd szabdlyozo erdvel valo

szabalyozasanak a vizsgalata.
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