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1. Bevezetés

Személygépjarmivek dinamikai vizsgédlatandl az egyik legfontosabb szempont a
jarmivek alland6 sugart koriven vald kanyarodas kozbeni stabilitasa, illetve a jarmtivek alul-
vagy tilkormanyzott viselkedésének megallapitdsa (Id. [1]). Hasonléan fontos e jellemzdk
vizsgalata repiilogépek talajon végrehajtott mandverei soran. Utdbbiak esetén a legjabb
nemlinedris vizsgalatok 1j, érdekes eredményeket szolgaltattak (1d. [3]).

Egy jarmi alulkormanyzott viselkedése alatt azt értjiik, hogy a jarmii alland6 sugara
korpalyan vald haladasdhoz nagyobb sebesség esetén nagyobb kormanyszdgre van sziikség,
mig talkormdnyzottsag esetén a sebesség novelésével csokkenteni kell a kormanyszoget.
Semleges viselkedésii jarmiirdl akkor besz€liink, ha tetszélegesen nagy sebességek esetén is
ugyanolyan kormanyzési szogre van sziikség az adott sugaru korpalyan val6 maradashoz. A
fentieket az 1. 4bra szemlélteti, amelyen az azonos R sugari korpalydhoz tartozd o
kormanyzasi sz6g nagysaga lathato a, / g a jarmii sulypontjanak normalis irdnyu gyorsuldsa
(amely négyzetesen aranyos a sulypont sebességének nagysagaval), illetve a nehézségi
gyorsulds hanyadosanak fliggvényében, kiilonbozé viselkedésii jarmiivek esetén. Ekkor az
egyenesek meredekségeként definidlhaté a jarmii 1 alulkormanyzottsagi foka, amely sikbeli,
linearizalt jarmii- és keré¢kmodell esetén a sebesség nagysagatdl fiiggetlen az adott jarmiire
jellemzd6 allando (1d. [1]).
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1. abra, forras: [1]

A dolgozatban a személygépjarmii kanyarstabilitasanak nemlinearis vizsgalatahoz, a
négykerekii jarmiivet harom szabadsagfoku, sikbeli mozgast végzo radbol és ehhez két végén
kapcsolddo kerekekbdl osszedllitott (Un. bicikli) modellel helyettesitettem. Az autdiparban ez
egy altalanosan elfogadott modszer a jarmiivek dinamikai vizsgalatanak egyszeriisitésére. A
jarmiire a kerekekrdl a kanyarodas kozben atadodé erdk meghatarozasahoz egy nemlinedris
un. ,.kefe” kerékmodellt alkalmaztam, szemben a gyakorlatban legelterjedtebb linearis rugd
modellel. Igy figyelembe vettem a kerekek részleges csuszasat is, amely lehetéséget
biztositott a nagyobb gumikdpeny deformacidokkal jaré jarmiimandverek pontosabb
vizsgalatahoz.



A rendszer mozgasegyenleteinek felirdsa utdn, numerikus Uton kerestem az adott
allandé sugart korpalyan, allandd sebességgel valdé mozgéashoz tartozd stacionarius
megoldasokat. A stacionarius mozgas koriil linearizalva meghataroztam azok stabilitasat. Az
eredményeket numerikus szimuldciokkal hasonlitottam 0Ossze. A linedrisan instabil
stacionarius mozgasok koriil kialakuldé nemlinearis rezgéseket szintén szimuldciok
segitségével elemeztem.

A nemlinearis modell segitségével kapott eredmények kozelitleg visszaadjak a
szakirodalomban fellelhetdé linearis modellek eredményeit kis gumi deformécidkkal jaro
jarmli mandverek esetén. Valamint megallapithatova valt, hogy nagy kerékdeformaciok
esetén tobb stacionarius palya is létezhet adott jarmiisebességek esetén.



2. A bicikli modell

2.1. Geometria

Egy személygépjarmii vizszintes talajon végzett mozgédsanak leirdsdndl elterjedten
alkalmazott megoldas, hogy a vizsgélatok leegyszeriisitésére a bonyolult térbeli modell
helyett, a jarmiivet sikbeli, harom szabadsagfoku, egy rudbol illetve a két végén hozza
kapcsolodo kerékbdl allo, un. bicikli modellel helyettesitik. [1] (1d.2. abra)

e vl
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2. abra: A bicikli modell

A dolgozatban a vizsgalatokhoz alkalmazott modell tehat egy /=a+b hosszisagh
radbol all, amely A és B végpontjaiban kapcsolodik a kerekekhez. Az elsé illetve, a hatso
kerék tavolsaga az S sulyponttdl a, illetve b. A rad helyzete a sikban egyértelmiien
meghatirozhat6, ha ismerjiik S stlypontjanak helyvektorat rg =[xs yS] , valamint a rud
hossztengelye ¢€és az x tengely altal bezart w szoget. Valasszuk ezeket altalanos
koordinataknak, igy tehat az altaldnos koordinata vektor:

Xg
q=|ys |- (2.1)
74



A kerekek kozil az elsd kerék kormanyzott, a rud és az elsé kerék altal
bezart 6 kormanyzasi szoget az 2. abra szerint értelmezziik. A sulypont sebessége:

xS
Vs :l;s = -).;S 4 (22)
0
a jarmi szogsebessége:
o=0]|, (2.3)
v
illetve a sulypont gyorsulasa:
jC-S
ag =t =| Js |, (2.4)
0
a jarmi szoggyorsulésa:
0
e=|0|. (2.5)
v

Ekkor a stlypont vg sebessége, valamint a geometria ismeretében meghatarozhato a
rad A és B pontjainak sebessége v €s vp.

X 0 acosy X—yasiny

vV, =V +oxr, =y |+| 0 |x| asiny |=| y+yacosy |, (2.6)
0 |y 0 0
X 0 —bcosy X+wbsiny

Vy =V +OXrg =|y |+| 0 |x| =bsiny |=| y+wybcosy |. (2.7).
0 W 0 0

2.2. Mozgasegyenletek

A rendszer mozgasegyenleteit eldallithatjuk, ha a rad sulypontjara felirjuk a dinamika
alaptételét.

[ 1] =[F M. (2.8)

Az x,y és z iranyu vetiileti egyenletek:

mig = F,,cosy +F,siny + F sin (w-95), (2.9)
mj¢ = F,,siny +F,, cosy + Fy, cos(y —5), (2.10)
Oui =M., + M, +F,acoss—F,b, @.11)
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ahol F, F), az els6 illetve a hatsé kerekekre hato, azok hossztengelyére merdleges erék, M.,
M, a kerekekrdl a radra atadodo fiiggdleges iranyu koncentralt eréparok, mig Fy, a rad
iranyaval parhuzamos hajtoerd. Fyi, Fyo, M- és M., nagysaga az elso illetve a hatso keré¢k

e ey



3. A kerékmodell

3.1. A kocsira a kerekekrol atadodo erok

A kocsira a kerekekrdl 4atadodd a kerékdeformaciobol szarmazéd erdk illetve
forgatonyomatékok modellezéséhez, un. kefe kerékmodellt alkalmaztunk. E szerint a
rugalmas gumikopenyt ugy képzeljiik el, mintha a keréken sugariranyban linearis gumirugok
lennének (1d. 3 abra).

3 abra, A kefe modell, forras: [1]

Ahogy a kerék gordiil a talajon ezeknek a rugoknak a szabad vége egy bizonyos
hosszusagban letapad az ut felszinére, ezt a letapadt hosszt jelolje 2a;. Abban az esetben, ha a
kerék oldaliranya sebességgel is rendelkezik (oldaliranyban kuszik), azaz a pillanatnyi
sebessége ¢s a kerék hossztengelye altal bezart « szog zérustol kiilonbozd, az Gthoz letapadt
rugok oldaliranyban deformalodnak, ennek kovetkeztében a kerékre egy oldaliranyt F), erd
allapotok esetén, melynek meredekségét o szog hatarozza meg. Azonban a letapadt hossz
mentén a lehetséges legnagyobb tapadasi surlodasi eréhoz tartozo erdintenzitdas masodfoku
fliggvény szerint valtozik, illetve azzal kozelithetd (1d. [1]). Szemléletesen ez azt jelenti, hogy
az a meredekséggel rendelkezd egyenes €s az x tengely altal kozbezart teriiletet, az elméleti
maximalis surlédasi erének megfeleld parabola hatarolja. Az ezen kiviil eso teriileten a kerék
meg fog csuszni, vagyis a letapadt rugd végpontja megcsuszik a talajon €és csak korlatozott
er6t tud kifejteni a kerékre. A fentieket a 4. dbra szemlélteti.



4. abra: A gumikerék deformaciobol szarmazé erd, illetve nyomaték

Osszességében tehat lathatd, hogy a deformaciobol szarmazo erd nagysiga a parabola
és az egyenes illetve az x-tengely 4ltal bezart teriilettel lesz ardnyos. A teriilet
meghatarozasahoz integralnunk kell a hatarold gorbét a (—a;, a;) intervallumon. A hatarolo
gorbét a gorbék xy metszéspontjaban felbonthatjuk két részre, igy az elsd részen a
parabolanak majd a masodikon az egyenesnek kell képezni a hatarozott integraljat, majd a két
integral 6sszege adja majd meg a teljes integralt.

A hatarologorbe o >0 esetén:

<x<a

tanax—a tana  x, <x<aq

q(x) = _EF[I_x_zj,u (3.1)

I

M
— —a,<x<xXx
2 1 M
4 q, s

al
ahol F. a kerékre a talajra merdleges irdnyban hato erd, s a kerék hossz mentén megoszlo
rugomerevsége, u a tapadasi surlodasi egyiitthato.

A metszéspontok helyét az alabbiak szerint hatarozhatjuk meg:

F 2
tanax—aq, ‘[an(x:—E Z(l—x—zjﬁ, (3.2)
a, a’ )s
amelybdl:
4a'st
X, =Xy :—al+—w, X, =a,. (3.3)



A kerékre hatd oldalirinyt er0 nagysagat, ugy szamithatjuk ki, ha a (-a;, aj)
intervallumon integraljuk a kerék s hossz mentén megoszl6 rugdmerevségének €és a hatarold
gorbék szorzatat. Az integralast elvégezve:

aq M 3 sz .X2 U aq
F, = jsq(x)dx_ Is(—l)Za—l[l—a—lzj;dx+js(tanax—al tana)dx, (3.4)

4 —q M

ahol az els6 és a masodik integralt kiilon kiszdmitva:

m

2 3 6.3 2 4 2
Is(—l)iFZ 1_x_2 ﬁdx=Etan fzazls _4tan” ags , (3.5)
4 a, s 27T F u 3 Fu

a

—-a

@ 8a's’tan’a 8 a’s’ tan’ a
'[s(tanax—al tan o Jdx = —2sa; tan @ +—— — (3.6)
Fu 9 Fu

XM

Ezeket 0sszegezve a keréken ébredd lateralis iranyt erd:

16 tan’ aa’s® 4 tan’ aa’s? 8a's’tan’a 8 a’s’tan’«
_10 s 2 S 24 tana + 24 _S4 3.7)

y_27 FWZZMZ 3 szﬂ 3 szﬂ 9 szzﬂz

Lathato, hogy ha a kerék csuszasi szoge, a <0, akkor mindkét gorbét tiikkrozni kell az x
tengelyre, tehat az integralandd gorbe alatti teriilet éppen -1-szeres lesz az «a > 0 esethez
képest, azaz F,(-a)=-F,(a).

L)

[}

[}

L}
T

o [rad]

— 1000

— 2000

—3000

5. abra, A kerekekre haté er6 a csiszasi szog fiiggvényében

Az aldbbi paraméterek esetén oldalirdnyu eré nagysagat a cstiszasi szog fliggvényében
a 5. dbra mutatja.



s =1000000 E,

m
u=0,6,

a,=0,05m, (3.8)
m =1250 kg,

g=9.812,
S
ahol m a kocsi tomege, mig g a nehézségi gyorsulas. Illetve a kerékre hato z irdnyt erd:
5:%:6131,25N. (3.9)

Az el6zbekbdl kovetkezik, hogy a modellt csak az abran pirossal jelolt «,, kritikus
csuszasi sz0g értékig tekinthetjiik érvényesnek, amely annak az o cslszasi szog értéknek
felel meg, amikor az egyenes az a; pontban éppen érinti a parabolat, azaz a gorbék két
metszéspontja (I1d. (3.3)) éppen egybe esik, azaz x, = x, . Ezek alapjan a kritikus csuszasi szog
nagysaga:

Oy = alrctani uz} . (3.10)
2 sa,

Ennél nagyobb csuszasi szog esetén, mivel az oldalirdny( erd nagysaga elérte a
lehetséges maximumat, F, tovabbra is a teljes parabola alatti teriilet nagysagaval lesz aranyos.
Ez az eset megfeleltethetd annak, ha ugy tekintjiik, hogy az egész kerék csuszik, azaz az
oldaliranyu er6 a csiszasi sirlodasnak megfelelden: F, = u F,, ¢s jelen esetben azt tételeztik

fel, hogy a tapadasi €s a cstiszasi surlodasi egytitthato azonos, azaz 1 = . = Hipass » t€hat
Fy, = uF..

3.2. A kocsira a kerekekrol atadodo koncentralt eroparok

Belathato, hogy egy altalanos o cslUszasi szognél a hossz mentén megoszlo
erdintenzitas gorbe alatti teriilet sulypontja nem fog az y tengelyre esni (Id. 4. abra), igy a
csuszasi eronek fiiggbleges iranyu, M. nyomatéka lesz a kerék sulypontjara. A
forgatonyomaték nagysagat o > 0 esetén az alabbiak szerint szamithatjuk ki:

M

M. = T sxq(x)dx = I sx(—l)%

-9 9

F x2 ‘Ll a
2l ] —— |[&dx + | sx(tanax —a, tan o }dx 3.11
al( azjs I ( : )d ( )

1 XM

o 3F
sx(=1)——=
-[ ( )4a

- 1

2 9 4 4 7 3 3 5 2 2
1_x_2 ﬁdx:ﬁa tar31 ?s _Ea tar21 ?s +£a tan” as (3.12)
a 27 Fu 9 Fu 3 Fu

r 64 a’tan* as® 8a'tan’as’ 8a’tan’as® 2 |
J.sx(tanocx—a1 tana Jdx = —— — = — = —Za’ tanas (3.13)
81 Fu 3 Fu 3 Fu 3

M

Osszegezve:

-10 -



9 4 4 7 3 3 5 2 2
MZ:_Ea ta131 ?S +§a ta? ?S _da tan as +ga3 tan a.s (3.14)
81 Fu 9 Fu 3 Fu

Az oldaliranyti er6khéz hasonldéan, azok nyomatékra is belathatd, hogy
M_(-a)=-M_(a).
A 3.1 fejezetben megadottakkal azonos paraméterek esetén a nyomaték és a cstiszasi
sz0g kapcsolatat a 6. dbra mutatja:
Mz [Nm]
20+

‘ : 3 —  « [rad]

20!

6. abra, A forgatényomaték nagysaga a csuszasi szog fiiggvényében

Ebben az esetben is igaz az, hogy a modell csak a kritikus o értékig lesz érvényes,
ennél nagyobb csuszasi szogek esetén belathatd, hogy az oldaliranyu eré nyomatéka zérus
lesz, hiszen ebben a tartomanyban az egész parabolat tekintjiik érvényesnek, amelynek
szimmetria tulajdonsagai miatt a sulypontja az y tengelyre esik.

3.3. A kerekek csuszasi szogének nagysaga

VB
2 VA 8
\——T) l
/\ 1 )0(1
B A

7. abra: A hatsé illetve az els6 kerék csuiszasi szoge

Jeloljiik A pont sebességvektoranak, illetve az els6 kerék hossztengelyének kozbezart
sz0gét o, -el, hasonloképpen B pont sebességvektoranak és a hatso kerék hossztengelyének
kozbezart szogét o, -vel (Id. 7. dbra). A vektorok skalaris szorzatira vonatkoz6 Osszefliggés
szerint:

-11 -



a, = arccos (M] , (3.15)

V.l
oL, = arccos Yely , (3.16)
[Val
ahol i; és i, az elsd illetve hatso tengely hossztengelyeinek iranyaba mutato egységvektorok.
cos(yy —9)
i, =|sin(y -90) |, (3.17)
0
cosy
i, =|siny |. (3.18)
0

A fentieket (3.15)-be és (3.16)-ba behelyettesitve:

4 = arccos (Xs —wasiny)cos(y —8)+(ys +yacosy)sin(y —5) (3.19)
| JGis —vasing ) + (G +yacosy )’
0. = arccos (X +ybsiny)cosy +(ys —ywbcosy)siny (3.20)
2 JGis +ybsing ) + (s —yrbeosy )’
Egyszertsitve:
& = arccos Xgcos(y —8)+ ygsin(y —6)—yasind ’ (3.21)
JUis —yasing )’ + (s +yracosy)’
a, = arccos X Cosy + i Siny (3.22)
5 . .
JGig +ybsiny)? + (95 —ybeosy)?

3.4. A kerekekre hato fiiggoleges iranyu ero

Az egyes kerekeket terheld fliggdleges iranya erdket Uigy hatarozhatjuk meg, hogy a
rudat két végén gorgdkkel alatdmasztott tartoként kezeljiik, €s annak statikai egyensulyat
vizsgaljuk. (1d. 8. abra). Ezzel persze feltételeztiik, hogy a dinamikus hatdsok nem jatszanak
komoly szerepet vizsgalataink soran.

-12 -
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8. abra A kereket terheld, fiiggoleges er6k meghatarozasahoz alkalmazott statikai modell (fent), valamint
a szabadtest abra (lent).

Ebben az esetben a rudrol elsé kerékre hatd erd nagysaga F, illetve a hatsé kerékre
hatdé erd nagysaga F., reakciderOkként meghatarozhatoak. (Hiszen a hatas-ellenhatds elve
miatt értékiik megegyezd, mig irdnyuk ellentétes a megfeleld reakciderdvel.). A sziikséges
statikai egyensulyi egyenletek:

ZMA =0: mga—B(a+b)=0

) (3.23)
ZMB:O: —mgb+ A(a+b)=0
ahol 4 és B az ismeretlen reakciderdk. Ebbdl:
4="154 és p=Tgb (3.24)
a+b a+b
A kerekekre hato fliggdleges iranyu terheld erdk:
F, =15 és P, =8 (3.25)
a+b a+b

Az elsO ¢és a hatso kerekek eltérd fliggdleges terhelését igy figyelembe vettiik, ezzel
szemben eltekintiink attol, hogy az elsd és a hatso kerék eltérd terhelése esetén az uttestre
letapadt a; hosszusag sem lesz azonos, ezt mindkét kerék esetén azonos értékiinek tételezziik
fel, illetve mindkét kerék esetén azonos hossz mentén megoszld s rugdémerevséget
feltételeziink.

- 13-



4. A rendszer mozgasegyenleteinek felirasa pszeudo sebességek
segitségével
Ahogy (2.9), (2.10), (2.11) alapjan lathaté a rendszer mozgasegyenleteiben (az
oldaliranyti erdkre, ill. a nyomatékokra vonatkozd Osszefiiggéseket is figyelembe véve), a
sulypont helyvektoranak xs, ys koordinatai nem szerepelnek, csak az 1d6 szerinti elsd és
masodik derivaltjaik. Célszerli tehat a differencidlegyenlet-rendszer vizsgélatanak
egyszerusitésére egy Uj

u
o=|v 4.1)
p
un. pszeudo sebességeket tartalmazo allapotvektort felvenni, 1d [1]. (1d. 9. abra)

“ F\'l

9. abra

Bontsuk fel az S sulypont vs abszolut vonatkoztatasi rendszerben értelmezett
sebességét egy a kocsival egyliitt mozgo (é,n,ﬁj ) koordinata-rendszerben. A & koordinata a
kocsival parhuzamos, 7 a kocsira merdleges irdnyba mutat, mig £ a mozgas sikjara merdleges
(azaz (¢ =2z). Igy, vs & iranya vetillete (a rid hossztengelyével parhuzamos
sebességkomponens, azaz a jarmii sulypontjanak longitudinalis sebessége) lesz u, n irany
vetiilete (a rud hossztengelyére merdleges sebességkomponens, azaz a jarmii sulypontjanak
lateralis sebessége) v. Tehat:

{u:fcscosn//+jzssim// “2)

V=—Xgsiny + yg cosy

Mivel a rad o szogsebessége a mozgéas sikjara merdleges iranyu, igy
B=y (4.3)

Az elézéekhez hasonld modon a sulypont ag gyorsuldsat is szeretnénk felbontani
(&,1,¢ ) koordinata-rendszerben.
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u 0 u

aS:%VS:VS+mxvsz v+ 0 [x|v]. (4.4)
0| |B] |0
Ebbdl:
u—vp
a =|v+uf . (4.5)
(£1n.8)

Igy tehat, ha ismét alkalmazzuk a dinamika alaptételét a stlypontra (2.8) felirhatjuk
(é,n, ¢ ) koordinata rendszerben a mozgésegyenleteket.

m(ii—vp)=F,, +F, sind (4.6)
m(v+uf)=F, cosé+F, 4.7)
O.f=M,+M_,+F,acosd—F,,b (4.8)

A pszeudo sebességek segitségével az elsd és a hatso kerék o, illetve a, csuszasi
sz0gét is egyszeriien kifejezhet;jiik:

o, = arctan(v+a’3j+5 , 4.9)
u
o, =arctan(v_bﬁj. (4.10)
u

Ezzel mind a mozgasegyenletekre, mind pedig a cstiszasi szogekre 1ényegesen egyszeriibb
Osszefiiggéseket kaptunk Osszevetve az abszolut vonatkoztatasi rendszerben felirt (2.9), (2.10)
, (2.11) illetve (3.21), (3.22) 6sszefiiggésekkel.
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5. A stacionarius mozgas

5.1. Geometriai megoldas

A (4.6), (4.7), (4.8) mozgasegyenlet-rendszert, mint elsérendli differencidlegyenletet
vizsgalva szeretnének meghatarozni az egyensulyi helyeit, azaz azokat a megoldasokat,
amelyekre u,v, 8 idoben allanddak. Azt feltételezziik, hogy az ilyen megoldasok allando
sugari korpalyan vald éllandé nagysagii sebességgel vald haladashoz tartoznak, ezeket
keressilik geometriai uton.

p

10. abra: Az allandé sugard kérpalyan mozgoé jarmii

Az 4lland6 sugaru korpalyan mozgd jarmiivet a 10. abra mutatja. A stlypont
sebességvektorara, illetve A ¢és B pontok sebességvektoraira merdlegest allitva, ezek
metszéspontjaként meghatarozhatjuk a jarmii P sebességpoOlusat. A sebességpdlus és a
sulypont tavolsaga a korpalya R sugara, mig A és B pontok palydjanak gorbiileti sugarat
jeloljik Ry val, illetve Rg-vel. Tehat:
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R:‘ﬁ

3

: (5.1)
R, =[PB|.

R, =[PA

A sulypont palyajanak R sugarat kifejezhetjiik BP és SB szakaszok hosszéaval, azaz
Rgp-vel és b-vel, és a kozbezart szogiik nagysagaval amennyiben az SPB haromszogre felirjuk
a cosinus-tételt:

R* =R+ -2bR, cos(%—azj, (5.2)

ebbdl:

R :\/Ré +b> —2bR, cos(%—az) (5.3)

A sulypont vs sebessége €s a rud altal kozbezart szoget jeloljik « -val, a 10. adbra
alapjan belathatd, hogy R és b kozbezart szogének nagysdga: %—K. frjuk fel az SPB
haromszdgre a sinus tételt:

. (7
R s1n(2—1<]
L= = £ (5.4)
(7
sm(z—azj
atrendezve:
sin| 2 — x =&~sin 1—0@ , (5.5)
2 R 2

valamint kihasznalva, hogy sin (72' /2— x) =cosx, k -ra a kdvetkezd eredményt kapjuk:
K = arcsin &cos a, ~Z _arccos &cos a, |. (5.6)
R 2 R

Alland6 nagysagli sebességgel, allandé sugara kérpalyan valé mozgas esetén tudjuk,
hogy a sulypont sebességének nagysaga: |V|S = Rw = Rf, iranyat pedig x szoggel fejezhetjiik
kia (&,7,¢) koordinata rendszerben, azaz:

u COSK
|t |-ra| ], 6)
v sink

Mivel a kocsi sikmozgast végez a sebesség, illetve gyorsulasvektoroknal elegendd a & és n
iranyu komponenseket kiirni, a ¢ = z irdnyu zérus komponenst a tovabbiakban elhagyjuk.
Az (5.7) 0sszefliggésbe (5.6)-ot behelyettesitve:
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RB
—-cosa,
R

ve=—Rp R 211 (5.8)
—sin {arcsin [—B cosa, j - —}
R 2
Mivel tudjuk, hogy sin (—x) =—sinx, és sin (% - xj =COSX:
R
—Lcosa,
Ve =—Rp R , (5.9)
cos {— arcsin [?B cosa, ﬂ
illetve cos(—x)=cosx:
ﬁcos o,
Ve =—Rp R : (5.10)
cos {arcsin (7‘3 cosa, ﬂ
Felhasznalva, hogy cosx =+/1—sin” x :
Ry cosa, U cosa,
R R
ve =—Rp 2 =—-Rp R 5 (5.11)
. 2 .
\/l—sm [arcsm (?Bcosazﬂ \/l—(?cos azj
K6z0s nevezore hozva, és 1/R-et kiemelve a gyokjel alol:
ﬁcos a,
v, =—Rpf (5.12)
; \/Rz — R} cos’ a,
R
R-el egyszeriisitve, valamint R helyére behelyettesitve (5.3)-t:
i Ry cosa,
V. =—
s=—F \/Ré+b2—ZbRBcos(Z—azJ—Récof%
2 (5.13)
R, cosa,
=-0 ,
_\/Ré sin’ a, —2bR, sina, + b
Azaz vs-re a kdvetkezodt kapjuk:
u R, cosa,
VS = = —ﬁ . . (5. 14)
v Rysina, —b
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A stacionarius mozgas esetén 1étrejovo szogsebesség legyen Q, gy, hogy pozitiv u
kocsi irdnyu sebesség esetén pozitiv értéket vegyen fel:

L =-Q, (5.15)

tehat a stacionarius mozgas soran a kocsi szogsebessége allando, igy S =0. A stacionarius
szOgsebességet (5.14)-be behelyettesitve:

u QR cosa,
Vg = = ) . (5.16)
v| |Q(Rysina, —b)
A sulypont gyorsuldsara (4.4) szerint, (5.14)-t és (5.15)-t behelyettesitve a kovetkezdket
kapjuk:
2 - L:l—Vﬁ _ Q2(RzBsina2—b) , (5.17)
v+uf —Q°R;, cosa,

ahol # ¢és v zérus, hiszen a sebesség nagysiga nem valtozik. Belathat6, hogy as-t a
geometriabol szdrmaztatva ugyanezen eredményre jutnank.

5.2. A stacionarius mozgashoz tartozo paraméterek keresése

Amennyiben a (4.6), (4.7) és (4.8) mozgésegyenletekbe behelyettesitjiik az elézdekben
kapott megoldasokat ((5.15), (5.16) és (5.17)), akkor az elsérendii differencidlegyenlet-
rendszer helyett algebrai egyenletrendszert kapunk:

mQ’ (R, sinocz—b)=1‘7;2+Fy1 sind , (5.18)
—O’mR;, cosa, = F, cos§ +F,,, (5.19)
0=M_+M_,+F,acos6-F,,b, (5.20)

ahol, F; és M.; az o, csuszasi szog, illetve F, és M., az o, csuszasi szog fiiggvénye.
Az els6 kerék o, csuszasi szogét a pszeudo-sebességekkel (4.9) szerint egyszeriien
kifejezhetjiik:

o, = arctan(ﬂj+5 . (5.21)
u

Ebbe behelyettesitve (5.15), (5.16), (5.17)-t:
Q(Rysina, —b) —aQ}_é .

(5.22)

o, = arctan
QR cosa,

Adott jarmi és kerék paraméterek (m tomeg, a kocsi sulypontjara szamitott O
tehetetlenségi nyomaték, s a kerék hosszmentén megoszld rugdémerevsége, a sulypont és az
elsd kerék a, valamint a sulypont és a hats6 kerék b tavolsaga, illetve a gumikopeny a;
letapadt félhossza) esetén a stacionarius mozgast 6t paraméter befolyasolja: «,,0,€, F,,, és

Rp. Bar a stacionarius palyahoz tartozo sulypont sebességre megadott (5.16) Osszefiiggés a
hats6 kerék palydjanak gorbiileti sugaraval irhaté fel tomorebb alakban, a fizikai
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szemléletesség miatt hasznaljuk inkabb a sulypont palydjanak gorbiileti sugarat, ami az (5.3)
Osszefliggés szerint:

R:\/R§+b2—2bRB cos(%—azj, (5.23)

illetve a kocsi szogsebessége helyett vegylik a stilypont sebességének abszolut értékét:

— VS
Q= 2’ (5.24)
ahol, v, = |VS|. Ezzel a staciondrius palyat megadd paramétereink «,,d,vs,F,, €s R lesznek.
Mivel 5 paraméterrdl van szo, melyek értékét (5.18), (5.19) és (5.20) altal alkotott nemlinearis
(transzcendens) egyenletrendszerbdl hatarozhatjuk meg, igy a paramétereink koziil kettot
szabadon rogzithetlink. Utobbiak megvalasztasat kovetden a transzcendens egyenletrendszer
megoldasat numerikus uton allitottuk elo.

5.3. Allando6 sugaru korpalyahoz tartozé megoldasok Keresése numerikus
uton
Az egyenletrendszer numerikus megolddsahoz a kocsi geometridjara, illetve a
gumikerék merevségére vonatkozd paraméterekre a kovetkezo értékeket adtuk meg:

m =1250 kg,
a=1,25m,
b=1,25m,
s =1000000 E, (5.25)
m
u=0,6,
a,=0,05m,
2=9.812.
s

fgy azt feltételeztiik, hogy a két kerék merevsége, illetve az egyes kerekeknél a letapadt hossz
azonos, valamint, hogy a kocsi sulypontja a rid koézepén van (a=5b), amely a
szakirodalomban 1évd kozelit6 modell szerint semleges (se nem tulkormanyzott se nem
alulkormanyzott) viselkedést mutat. 1d. [1].

A korpalya sugarat R=25m-re valasztottuk, azaz az ilyen sugari koriven vald
kanyarodast vizsgaljuk. Ezek utan a numerikus megoldéskeresés célja, hogy adott diszkrét vg
sebességértékekhez meg tudjuk hatdrozni az éllandosult mozgéshoz sziikséges
0 kormanyszog, F., kocsi iranyu hajtoerd, valamint «,a hatsé kerék csuszasi szogének
nagysagat. Ez szemléletesen annak a meghatarozasat jelenti, hogy egy adott R sugari kanyar
kiilonbozé  sebességekkel valdo bevételéhez milyen korményszogre, gazpedalallasra
(hajtéerdre), van sziikség, illetve informacidt nyeriink a kerekekben ébredd oldalirdnyu
deforméci6 mértékérél. A numerikus gyokkereséshez Wolfram Mathematica 7.0 programot
hasznaltunk, melyben a kiilonb6zé sebességekhez tartozo staciondrius megoldasok
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meghatarozasdhoz egy numerikus kovetd algoritmust (,,pseudo-arclength”, 1d. [2])
implementaltunk.

Az alédbbiakban rdéviden Osszefoglaljuk az alkalmazott numerikus koveté modszer
lényegét, amelynek matematikai alapjai részletesen megtalalhatok a [2] szamu
szakirodalomban.

|
ﬂ

el R

11. abra (forras: [2])

A gyokkeres6 modszer Iényegét a 11. abra szemlélteti, vagyis, ha egy
G (u,1)=0egyenletrendszerrel megadott gorbének ismerjiik egy x,=(u,,4,) pontjat,
valamint ebben a pontban az X, = (1'10,20) iranyvektorat, akkor a gorbe egy kovetkezd
X, = (u1 , 21) pontjat az alabbi egyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk meg [2]:
) G(.ul,ﬂ,l) 0}’ (5.26)

(w,—uy) y+(4 —2) A —As=0

ahol As a 1épéskdz. Az egyenletrendszer numerikus megoldasahoz Newton-Rhapson iteraciot
alkalmazhatunk.
Az igy meghatdrozott j pontban az irdnyvektort a kovetkezé6 mddon definidlhatjuk

SO e
u A4 |4 1

ahol, G| a G egyes elemeinek, az u elemei szerinti parcidlis derivéltjait tartalmazé métrix az

[2]:

u; helyen, mig G}, a G elemeinek szintén az u; helyen vett A szerinti parcialis derivaltjait
tartalmazé oszlopvektor.

Esetiinkben G (u,4)=0, az (5.18), (5.19), (5.20) egyenletrendszer nullara rendezett
alakja, mig u’ = [a2,5,sz], illetve A =vg.
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5.4. Eredmények

A (5.25) szerinti adatokkal az el6zdekben leirt numerikus gyokkeresé eljarassal, a
gorbe kovetkezd pontjahoz a megkivant pontossaggal vald konvergencidhoz sziikséges
iteraciods lépések szdmatdl fliggden valtozo 1épéskozzel, dsszesen 18000 pontban hatiroztuk
meg az adott sebességhez tartozo értékeket. Fontos megjegyezni, hogy a megoldasok keresése
soran a numerikus megoldas egyszertisitésére azzal a feltételezéssel éltiink, hogy egyik kerék
sem csuszik meg teljesen, vagyis az els6 illetve a hatso kerék o, és a, cstszasi szogének
nagysaga nem haladja meg a kritikus értéket (Id. (3.10)). Ennek a feltételnek teljesiilését a
program futtatdsa utan utdlagosan ellendriztiik (e, -t kozvetleniil meghataroztuk, mig o,
kiszamitasahoz (4.9) szerint az egyes pontokra kapott értéket helyettesitettiik be), azaz csak
azokat a pontokat vettiik figyelembe, amelyekre teljesiil:

Oy Oy < Oy - (5.28)

Az eredmények szemléltetéséhez az egyes pontokhoz tartoz6é kormanyszog, toloerd,
illetve cstiszasi szog értékeket kiilon diagramon abrazoltuk.

A linearis kerék- illetve jarmtimodellel [1] vald Osszehasonlitds céljabol, a o
korményszoget nem a vs sebesség, hanem a normdlis irdnya  gyorsulds
a, =v; / R fiiggvényében dbrazoltuk, 1d. 12. dbra. A goérbe meredekségébdl kovetkeztethetiink
a kocsi alul vagy feliilkormanyzottsagara: pozitiv meredekség esetén a kocsi alulkormanyzott
moddon, mig negativ meredekség esetén tulkormanyzott modon viselkedik. Lathatd, hogy nagy
sebességek esetén egy adott sebességhez 1étezhet tobb stacionarius megoldas is.

o [rad]
0.20 -

0.15)

0.10+

0.05 -

O.OO“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\‘\\\Vsz/R[m/sz]
0 2 4 6 8 10 12 14

12. abra: A stacionarius mozgashoz tartozé kormanyszog értékek a sulypont normalis gyorsulasanak

fiiggvényében

Hasonlitsuk 0ssze a kapott eredményeket a linearizalt kerék- illetve jarmiimodellel [1],
amely szerint az (5.25)-ben megadott adatokkal (azonos elsd, és hatsé kerék merevség, azonos
fiiggdleges iranyu terheld erd az egyes kerekeken) a kocsi minden sebességtartomanyban
semlegesen viselkedik, azaz a sziikséges kormanyszog nem valtozik a sebesség
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fliggvényében. Esetlinkben azonban ezen allitds nem igazolddik, az egyszertsitett linearis
jarmiimodellhez képes jelentds eltéréseket tapasztalunk. Alacsonyabb sebességtartomanyban
a kocsi alulkormanyzott modon viselkedik, tehat a megadott palyan valo tartos haladashoz, ha
noveljik a sebességet, novelni kell a kormanyszoget, mig nagyobb sebességi tartomanyban
tulkormanyzottsag jellemz0, vagyis gyorsitaskor csokkenteni kell a kormanyszoget az allando
koriven maradashoz. Megallapithaté viszont, hogy a gorbe meredeksége a vy =0 hely
kornyezetében kozel zérus, tehat nagyon kis sebességeknél a modell kozelitdleg visszaadja a
kozelito linearis kerékmodell szerinti viselkedést (1d.13. abra.)

o [rad]
0.20 -

0.15 -

0.10+

0.05 -

OOO . . . . I . . . . I . . . . I . . . . I . . . . ] VS2/R [m/SZ]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

13. abra

Az allandosult mozgéashoz sziikséges Fx» kocsi iranya tolder6t a vs sebesség
fliggvényében abrazolva (14. abra) lathatdo, hogy minél nagyobb sebességgel szeretnénk
kanyarodni, annal nagyobb tolderdre van sziikségiink. Ennek oka, hogy a kefe-kerékmodell a
haladas sordn a kerékdeformacié mértékével ardnyosan emészti az energiat, ugyanis ha a
talajhoz letapadt megnyult rugd megcesuszik, akkor a benne tarolt energiat a csuszosurldodas
hévé alakitja, és ezzel energiat von el a rendszertdl.
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Fx2 [N]

15000

10000 -

5000 -

0 e ys [mYs]
0 5 10 15 20

14. abra: A stacionarius mozgashoz tartozé kocsi iranyi toléeré nagysaga a sebesség fiiggvényében

Az eld6zdekhez hasonléan az «a; és «, az elsé illetve a hatso kerék csiiszasi szogét
abrazolva (15. 4bra és 16. dbra) az egyes vs sebességértékeknél lathatjuk, hogy ezeknek értéke
a gorbe mentén folyamatosan novekszik, vagyis a gorbe ,,visszaforduld” szakaszan azonos
sebességek mellett nagyobb csuszasi szogek fognak fellépni. A két diagramon pirossal
tiuntettiik fel azt az «,, kritikus cslszasi szog értéket, amelynél mar az egész kerék
megcsuszna. Ennek értéke a (3.10) Osszefliggésbe a (5.25)-ben megadott paramétereket
behelyettesitve:

o, =1,145 rad, (5.29)
amelyet az érvényesnek tekintett tartomanyban egyik csuszési szog értéke sem lép at, azaz

teljesiil az (5.28) feltétel.
al [rad]

1.0}
0.8}

0.6

0.4

0.2

0‘07 , , , | , , , | , , , | , , , | , , , | , , , | . . . | . , 2 R 2
2 4 6 8 10 12 g VR [mAT

15. abra: Az elso kerék csuszasi szogének valtozasa a sulypont normalis gyorsulasanak fiiggvényében
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a2 [rad]

1.0

0.8
0.6:—
0.4

0.2

0.07\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\w2R 2
2 4 6 8 10 12 g VR[mAT

16. abra: A hatsé els6 kerék csiszasi szogének valtozasa a siilypont normalis gyorsuldsanak fiiggvényében
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6. A stacionarius megoldasok stabilitasa

6.1. Stabilitasvizsgalat

A megoldasok stabilitasanak vizsgalatdit az el6zéekhez hasonléan Wolfram
Mathematica 7.0 programban implementaltuk. Az alabbiakban egy adott tetszéleges megoldas
vizsgalatanak modjat mutatjuk be.

Térjiink vissza a rendszer (4.6), (4.7), (4.8) mozgasegyenleteihez,

m(i—vp)=F,+F, sind, (6.1)
m(v+up)=F, cosé+F,,, (6.2)
O.B=M, +M_,+F,acos5—F,,b, (6.3)

amelyekben az F,, F), er6kre, illetve M.;, M., nyomatékokra vonatkozd (3.7), (3.14)
Osszefiiggésekben a megfeleld «,és a,csuszasi szogek szerepelnek, ezeket (4.9) és (4.10)
szerint fejezziik ki a pszeudo sebességek, azaz u, v és [ fiiggvényeként:

o, = arctan(v+a’8j+5, (6.4)
u
hasonlo6an:
o, = arctan(v_bﬁ} (6.5)
u

Fejezziik ki a mozgéasegyenlet rendszer egyes egyenleteibél a pszeudo sebességek 1, v, 8 1d6
szerinti derivaltjait:

&+ F, sind

u= +vB, (6.6)
m m
F cosé6 F
vt 2 _up, 6.7)
m m

s M, M, . F;laCOSS B Fyzb

+ s 6.8
ﬁ ®Sz ®Sz ®Sz G‘)Sz ( )

ezzel x=f (x) alakti Un. autondém differencidlegyenlet-rendszerhez jutottunk. Ekkor az
x = Ax differencidlegyenlet-rendszer az autondm egyenlet x, egyensulyi helyéhez tartozé un.
variacids rendszere, ahol A, f(x) x egyes elemei szerinti parcidlis derivaltakat tartalmazo
matrix az Xo helyen:
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of, o o]
ou v op
a=|L Lo L) (6.9)
ou ov Of
o, o, o
ou v B

—X=X)

ahol x, =[u,,v,, B,], €s u,,v,, B, a stacionarius mozgashoz tartozo silypont sebességek,
illetve a szogsebesség, melyeket az egyes pontokban a numerikus gydkkeresés soran kapott
a,,0, F,, illetve az adott ponthoz tartoz6é vs és R értékekbdl szamithatunk, a (5.16), (5.3),
(5.15) és (5.24) osszefliggésekbe valo behelyettesitéssel.

Ezek utian meg kell hatdroznunk az A matrix sajatértékeit (21,/12,13). A rendszer
stabilitasanak feltétele, hogy mindharom sajatértékre teljesiiljon:

Rel <0. (6.10)

Ha (6.10) mellett az ImA, =0 feltétel is igaz, akkor a staciondrius mozgashoz egy stabil
csomo tartozik a fazistérben (statikusan stabil), ellenkezd esetben pedig egy stabil fokusz,
azaz kismértékli zavaras hatdsara csillapodo rezgéssel tér vissza a stacionarius mozgashoz a
rendszer (rezgésesen stabil). Hasonléan mondhatjuk, hogy ha (6.10) 6sszefiiggés nem teljesiil,
akkor a rendszer instabil, Im A, =0 feltétel mellett instabil csom6 (statikusan instabil), mig
ImA, # 0 esetben instabil fokusz, azaz egyre novekvd amplitidoval rezegve fog stabilitast
vesziteni a stacionarius mozgas (rezgésesen instabil).

6.2. Eredmények

A programot lefuttatva a 5.4 fejezetben meghatarozott megoldasgoérbe pontjaira
megvizsgaltuk a megoldasok linedris stabilitasat. A kiillonbozd stabilitasi tartomanyokat a 17.
abra mutatja; a zolddel jelolt szakaszokon a megolddsok statikusan stabilak, a kékkel jelolt
szakaszokon még mindig stabilak, de a rendszer kismértékli zavaras hatdsara csillapodo
rezgésekkel tér vissza az egyensulyi sebességértékekhez, mig a lilaval jelolt szakaszon a
rendszer instabil és egyre nagyobb amplitadoval rezeg az egyensulyi helyzet koriil.
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0 [rad]

0.15+ stabil
— T€ZgEésesen stabil
— T€ZgEsesen instabil
0.10 ="
0.05+
O.(X)_u||I4|‘l|1AI|4|I4||I||:I|‘AIA¢V52/R[H]/S2]

17. abra A megoldasok stabilitasa
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7. Szimulacio

7.1.  Allandésult mozgas

Az eléz6 fejezetben targyalt stabilitdsvizsgdlat eredményeinek ellendrzésére
numerikus szimuldciokkal vizsgaltuk a rendszer mozgasat, kezdeti feltételként egy adott a 5.
fejezetben meghatarozott allanddsult megoldashoz tartoz6 sebességértékeket megadva. Az
eredmények  konnyebb  megjelenithetdsége  végett  visszatértink a  rendszer
mozgasegyenleteinek abszolut vonatkoztatasi rendszerben felirt alakjdhoz (2.9), (2.10), (2.11)
.Az F,F,,M_,M_, erbkre illetve nyomatékokra vonatkoz6 Osszefliggésben (3.7), (3.14)

szerepld a, és o, csuszasi szogek helyére a (4.9), (4.10) szerinti behelyettesitést végeztiik el.

z1?

Ekkor megjelennek az egyenletrendszerben a pszeudo sebességek is, igy ezeket még ki kell
fejezniink az abszolat vonatkoztatasi rendszerben (4.2) és (4.3) szerint, ezzel egy x, y €s v
szerinti masodrendii differencidlegyenlet-rendszerhez jutunk.

A differencialegyenlet-rendszert numerikus tton, Wolfram Marthematica 7.0
programmal, explicit Runge-Kutta modszert alkalmazva oldjuk meg.

A kiindulasi helyzetre vonatkoz6 kezdeti feltételeket a kovetkezOk szerint adjuk meg:

x(0)=0, (7.1)
»(0)=0, (7.2)
w (0)=0. (7.3)

Ennek nagy eldnye, hogy a kocsinak ebben a helyzetében (v =0), az abszolut
vonatkoztatasi rendszerbeli €és a pszeudo sebességei éppen azonosak lesznek, hiszen ekkor a
relativ & tengely a valds x-szel, az n tengely, pedig y-nal fog egybe esni. Ezek alapjan a
kezddsebességekre vonatkozé kezdeti feltételek:

x(0) =u,, (7.4)
7(0)=v,, (7.5)
v (0)=B,. (7.6)

A fentiek szerint valasztott kezdeti feltéttelekkel numerikusan megoldva a
differencidlegyenletet, a kocsi valoban allandé sugarti koérpalyan mozog (Id. 18. abra),
amennyiben az ug, vo és fB, étékét a 5. fejezetben meghatarozott stacionarius megoldasnak
megfelelden valasztjuk. Az &bran vazolt esetben, a kezdeti feltételként megadott

sebességértékek:
u, =4,697 2,
S
v, = 0,307?, (7.7)
B, =-0,1893734.

S
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y [m]

20+

40 60 x[m

18. abra: A jarmi silypontjanak palyaja allandésult allapotban

Az x, y és y megoldasfiiggvényeket visszahelyettesitve a pszeudo sebességekre
vonatkozd Osszefiiggésekbe (4.2), (4.3), és azokat az id6 fliggvényében dbrazolva lathato,
hogy értékiik idében allando, €s a stacionarius sebességeknek megfeleld (I1d. 19. abra).
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u(t] [m/s] v[t] [m/s]

030F
025t

3L 020}

015
2+

0.10 F
1F

r 0.05F

t[s] - - - t[s]
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
Blt] [rad/s]
. . . . . o t[s])
200 400 600 800 1000

—0,05:
—o.10f

-0.15¢+

19. abra: A kocsi sulypontjanak sebessége illetve szogsebessége allandésult allapotban

Az elébbiekhez hasonléan, ha az ¢, -re illetve «,-re vonatkozé (4.9), (4.10)
Osszefiiggésekbe visszahelyettesitjiik a pszeudo sebesség fiiggvényeket, megkaphatjuk a
csuszasi szogek idofiiggvényét, amelyek ebben az esetben szintén idében allanddak lesznek
(1d 20. abra).

A vizsgélt esetben az elsd illetve hatso kerék csuszasi szo0gének nagysaga:
o, =0,119 rad,

7.8
o, =0,115 rad. (7.8)

Az abran (és a dolgozatban a tovabbi hasonld diagramokon is) kékkel jeloltik a o, (t)
illetve a, () értékét, mig lilaval, a kerekek megcesuszasanak hatarhelyzetét jelzé o, kritikus
csuszasi szog érékét jeloljiik (1d. (5.29)).

o1 [rad] @2 [rad]

12 12

1.0+ 10}

08+ 08F

06f 06

04} 04}

02} 02f

0'00 200 400 600 800 1000 Bl 0'00 200 400 600 800 1000 Gl

20. abra: Az elsé illetve hatsé kerék csiiszasi szoge allandosult allapotban
Ahhoz, hogy a mozgés stabilitdsardl is informaciot nyerjliink, a szimulaciot az
egyensulyi sebességekhez késpest kis zavarassal kell inditanunk. A kovetkezéekben a 17. dbra
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altal mutatott gorbe kiilonb6zd stabilitasi tulajdonsdgokkal rendelkezd pontjaibol inditott
szimulaciok eredményeit mutatjuk be. A szimuldciok soran a 6 korményzasi szog, valamint
az F_, tolderd nagysdgat végig id6ben allandod, az adott vs sebességhez tartozo értéken
rogzitettik. A perturbaciot minden esetben az egyensulyi szogsebessegtdl egy B, < B, -val
eltérd érték kezdeti feltételként valo megadasa jelenti.

Az egyes vizsgalati pontokra vonatkozoan abrazoljuk az adott pont helyét a 17. dbra
szerinti, stacionarius megolddsokat szemléltetd gorbén, valamint a ((6.6), (6.7), (6.8))
differencidlegyenlet-rendszer jobboldalanak Jacobi-matrixdnak (6.9) sajatértékeit. Ezen
talmendéen minden vizsgalati pontban &brazoljuk a jarmii stlypontjanak palyajat, u,v
sebességének, [ szogsebességének, valamint az elsé és a hatsé kerék «, és a, cslszasi
szOgének 1d6 szerinti valtozasat.

7.2. Stabil tartomany

Adatok:
v =1,426 2,
S

6 =0.1002rad,
F,=1110N,
u, =1,42392

S
v, = -0, 0569?, (7.9)
B, =—0,0570"24.

S
o, =0,0104rad,
o, =0,0101rad,
t, =500s,

ahol, vs az adott ponthoz tartozd stlyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi
iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozé csuszasi szogek, mig z;, a szimulaci6 futtatasi idotartama.
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e StabIl
— I€ZZEsesen stabil

— T€ZZEsesen instabil

0.05}
0.00 | ' : - - : - - 2
2 4 6 8 10 12 5 R [m/s]
Imi [1/s] 21
0.5
i 1 = 2 3 6
Re [1/5]
-05}
-1.0

21. abra
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y [m]
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08

0.6
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20

X [m]

o
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50 ths]

al [rad]
12p

1.0}

08F

0.6F

04F

021

0.0
0

a2 [rad]
1.

20

08F

0.6

02F

0.0

Bl1] [rad/s]

20

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

-001}

-0.02}

-0.03}

004}

-0.05F

22. abra
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7.3. Rezgésesen stabil tartomany

Adatok:
v, =2,9192,
S
5 =0,1014rad,
F,=18,82N,
u, =2,9132,
S
v, =-0,02122, (7.10)
S
B, =-0,116774
S
o, =0,0441rad,
o, =0,0427rad,
t, =500s,

ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi
iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozod egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartoz6 csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.
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e StabIl
— [€ZZEsesen stabil

— T€ZZEsesen instabil

0.05f
0.00 | - - . - - - . 2
2 4 6 8 10 12 5 R [m/s]
Imh [1/s] "°[
0.5
5 o 22 2 3 6
‘ Rek [1/s]
05}
-10
23. abra
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y [m] al [rad]
127
Lo}
40
081
061
20 041
02t
0.0  t[s]
0 5 10 15 20
—40 40 a2 [rad]
x [m] 12,
1of
08l
06f
04l
02t
0.0 1 t[s]
0 5 10 15 20
uft] [m/s] v[t] [m/s]
. . L tls
5 10 15 g
25f
—-0.005}
20f
1sf —0.010f
10}
-0.015
05f
t[s] -0.020
10 15 20
Blt] [rad/s]
. . . = tfs
5 10 15 20 [s]
-0.02}
004}
006}
—-008f
-0.10}
-0.12 f
24, abra
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7.4. Stabil tartomany
Adatok:

v, =4,734 2
S

6 =0,1039rad,
F,=131,41N,

u, =4,6972,
S
v, =0,307 2, (7.11)
S
B, =-0,1893534
S

o, =0,1189rad,
o, =0,1153rad,
t, =500s,

ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi
iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozoé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozo csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.

é [rad]

e Stabil

— T€ZZEsesen stabil

— T€ZZésesen instabil
0.05}

0.00|

2 bl
. . . . L " 52 /R ol
2 4 6 8 10 12 g Ve R [m/sT]

ImA [1/s] o

Rel [1/s]

05}

25. abra
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y [m]

al [rad]

12
1of
40
osf
06}
20 04f
02f
—
0.0 1 t[s]
0 10 20 30 40 50
—-40 20
X [m] a2 [rad]
12
1of
osf
06}
04l
02f
00 ' t[s]
0 10 20 30 40 50
u[t] [m/s] v[t] [m/s]
035 f\
M 030
02s5f
3L
020
2r 015k
0.10
1F
005F
tls] - ; - t[s]
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Bl1] [rad/s]
L L " t [5]
10 20 30 40
—0.0sf
—o.10f
-0.15}
-0.20}
.
26. abra
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7.5. Rezgésesen stabil tartomany
Adatok:

v, = 6,451,
S

6 =0,1060rad,
F,=456,42N,

u, = 6,292,
S
v, =1,07672, (7.12)
S
B, =-0,2580229
S

o, =0,2253rad,
o, =0,2188rad,
t, =500s,
ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi

iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozoé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozo6 csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.

& [rad]

e St
— €ZZEsesen stabil
— T€ZZEsesen instabil

0.00 | : : - - - - - 2[R [m/s>
10 12 g VR

[S%]
.
=N

o

1.0

ImA [1/s]

0.5

- 6

Rel [1/s]

27. abra
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28. abra
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7.6. Rezgésesen stabil tartomany

Adatok:
v, =11,5852,
S
6 =0,0965rad,
F.,=3998N,
u, =9,2032,
S
v, = 6,456, (7.13)
S
B, =—0,4633224
S

o, =0,6647rad,
o, =0,6526rad,
t, =500s,
ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi

iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozoé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozo csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.

¢ [rad]

e Stabil
— [€ZZEsesen stabil

— T€ZZEsesen instabil

0051

vs2/R [m/s%]

0.00 - - - - - - - :
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6
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29. abra
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7.7. Rezgésesen instabil tartomany

Adatok:
v, =12,988
S
6 =0,0885rad,
F,= 5708N,
u, =9,346 =,
S
v, =8,372, (7.14)
S
B, =—-0,5195224
S

o, =0,7791rad,
o, =0,7677rad,
t, =800s,
ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi

iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozoé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozo csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.

& [rad]

015}

—— Stabil

0.10} .
— I€ZZEsesen stabil

— T€ZZEsesen instabil
0.05f

0.00] . . .
10 12 14

[S%]
.
(= .
o0

ImA [1/s] 1o

0.5

6
Reh [1/s]

31. abra
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32. abra

- 45 -



7.8. Rezgésesen instabil tartomany
Adatok:

v, =16,338 2,
S

6 =0,0679rad,
F,=10833 N,

u, =8,793 2,
S
v =12,9612, 7.15
0
S
B, =—0,6535224
S

o, =1,0121rad,
o, =1,0028rad,
t, =1000s,
ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi

iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozoé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozo csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.

6 [rad]

e Stabil
— T€ZZEsesen stabil

— T€ZZésesen instabil

0.00[ - - - - - - - 2[R [m/s2
2 4 6 8 10 12 g VR msT]
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(]
&k

33. abra
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7.9. Rezgésesen stabil tartomany

Adatok:

v, =16,9792,
S

6 =0,0663rad,
F,=11972N,

u, =8,501=,
S

v, =13,8172,
S
B, =-0,6793224.
S

o, =1,053rad,
o, =1,042rad,
t, =1000s,

(7.16)

ahol, vs az adott ponthoz tartoz6 sulyponti sebesség, & a kormanyzasi szog, F, a kocsi
iranyu tolderéu,,v,, B, az adott ponthoz tartozoé egyensulyi pszeudo sebességek, o, és a,az
allandosult mozgashoz tartozo csuszasi szogek, mig 4, a szimulacio futtatasi idétartama.
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015}

0.10 b
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35. abra
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36. abra

7.10. Kovetkeztetések

Jol lathato, hogy a numerikus szimuldcié visszaadja a stabilitdsvizsgélat eredményeit,
megallapithatd, hogy a jarmii a stabilitasvizsgélat szerint stabil pontokhoz tartozé kezdeti
feltételektol kis kitéritéssel inditva vissza fog térni az allandd sugart korpalyan valo
mozgéshoz, mig az instabil pontokhoz tartoz6 sebességekrdl inditva, zavaras hatasara le fog
térni rola.

Jol nyomon kovethetd, hogy egyre nagyobb sebességek esetén az egyes
megoldasokhoz tartozd (6.9) Jacobi-matrix sajatértékeinek valos részének abszolut értéke,
amely a rezgések csillapodasanak mértékét mutatja meg, egyre inkabb csokken. Ennek
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megfelelden, a gorbe elsd szakaszan ahol létre is johet rezgés, az tulcsillapitott jellegl, igy
lényegében a rendszer viselkedése itt is hasonld a statikusan stabil tartomanyokhoz. Viszont
nagyobb sebességtartomanyokban, ahogy egyre kisebb a csillapitas, egyre lassabban tér vissza
a rendszer a megzavaras utan az egyensulyi allapotaba.

Megallapithatd, hogy rezgésesen instabil tartomanyban a rendszer az egyensulyi
allapotabdl kitéritve egyre novekvd amplitadoja rezgéssel veszit stabilitast, ugyanakkor egy
bizonyos pont utan raall egy un. stabil hatarciklusra, azaz allandésult amplitidéval rezeg az
instabil stacionarius mozgas kortl.
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8. Osszefoglalas

Osszességében a kapott eredmények alapjan elmondhatd, hogy a vizsgalt linearis
esetben semleges viselkedésli jarmiimodell alul vagy feliillkormanyzottsdga jelentdsen fiigg a
jarmi sebességétdl, illetve a kerekek csuszasi szogének nagysagatol. Megéllapithatd, hogy
alland6 sugart korpalyan kis sebességek, illetve kis cstiszasi szogek esetén a jarmi stabilan
tud kanyarodni, instabilitds illetve tartdés lengés, csak olyan nagy cstszasi szogekkel jard
mandverek esetén johet 1étre, amelyek egy hétkoznapi hasznalatban 1évé személygépjarmiinél
nem vagy csak ritkan lépnek fel.

A témaval kapcsolatban tovabbi vizsgdlatok targya lehet, a megoldasgorbe
kovetésének folytatdsa, olyan sebességtartomdnyokban, ahol az egyik, vagy akar mindkét
kereke megcsuszik a jarmiinek, valamint az ott 1étrejovo allandosult mozgas stabilitasanak
megallapitdsa. Ezen kiviil még érdekes lenne megvizsgélni kiillonb6z6 jarmii paraméterek,
illetve kerékparaméterek (a sulypont helyének megvaltoztatdsa, mas gumimerevség, illetve az
utfeliilet ¢és a kerék kozotti sarlodasi egylitthatd megvaltozdsanak) hatasat a jarmi
viselkedésére, valamint a kanyarstabilitasra.

Az egyszerli bicikli modelltd]l egy érdekes tovabblépési lehetdség, egy
személygépjarmiibol €s egy utanfutobol all6 rendszer mozgdsanak, kanyarodas kozbeni
viselkedésének vizsgélata, (amelynek példdul napjainkban lakokocsik tervezésénél, illetve
terhelhetdségének meghatarozasdnal van fontos szerepe). Hasonld tovéabbfejlesztési
lehetdséget rejt magdban egy Osszetettebb kerékmodell implementalasa is.
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