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1. fejezet

Absztrakt

A pont a sokszogben (Point In Polygon, PIP) probléma egy jol ismert geomet-
riai feladat. Egy adott n oldala sokszog esetén k pontot kell kiillénb6z6 osztalyokba
sorolnunk aszerint, hogy azok a sokszog belsejében, a sokszog hataran vagy azon
kiviil helyezkednek el. Az elterjedt megoldéasok, mint a sugarkovetésre és a koriilfor-
dulési szamra épils algoritmusok, jellemz&en minden egyes pont osztalyozasahoz a
sokszog Osszes oldalat szamitasba veszik, ami nagy szami pont esetén hatékonysagi
problémékat vet fel.

Hasonl6é a feladat a probléma haromdimenzids altalanositasa esetén is, amikor
a térbeli pontokat aszerint osztalyozzuk, hogy egy n haromszoglapbol allo poliéder
belsejébe, hatarara vagy kiilsejébe esnek. A sugarkovetés algoritmus itt is alkalmaz-
hato, a probléma viszont ugyanaz, mint a kétdimenzids esetben: nagy szamu pont
esetén az osztalyozas tulzottan koltséges lehet.

A dolgozat célja, egyrészt az eddigi sugarkovetés és kortilfordulasi szam algorit-
musok fejlesztése és bizonyos hataresetek kezelése, masrészt egy hatékonyabb meg-
oldasi modszer kidolgozasa mind a két-, mind a haromdimenzios esetben, térfeloszto
adatszerkezetek alkalmazasaval. Ezek az adatszerkezetek lehetGvé teszik az eléfeldol-
gozasi fazisban a tér szisztematikus felosztésat, amely révén az algoritmus kiértéke-
lési szakasza jelentGs gyorsulast érhet el. Cél még az el6bb emlitett térfelosztasnak
a kilonbozo leallasi feltételeinek a vizsgalata. A dolgozat tovabbé célul tiizi ki az 1j
megoldasok Osszehasonlitasat a meglévs algoritmusokkal, azok hatékonysagat vizs-

galva két- és haromdimenziéban.



2. fejezet

Bevezetés

A pont a poligonban és a pont poliéderben feladat jelenlegi megoldésainak az
a gyengesége, hogy nagy mennyiségi lekérdezési pont vizsgalatanal nem miikodnek
elég hatékonyan. Ezen modszerekkel az els6dleges probléma az, hogy minden pon-
tot 1j feladatként fognak fel, elfelejtve mindent, amit az el6z6 pont vizsgalatanal
megtudtak a sokszogrél vagy testrél. Erre lehet egy jobb megoldés ha valamilyen
térfelosztd6 modszer segitségével valamennyi informéciot elmentiink a testrél és ez
alapjan gyorsabban feldolgozzuk a sziikséges pontokat.

A dolgozatban sok az atfedés a A new point containment test algorithm based
on preprocessing and determining triangles cimi cikkel [1], ennek a legfébb oka az,
hogy nem tudtunk ennek a cikknek a létezésérdl, viszont a mi dolgozatunk jobban
kitér a a kiilonbozd leallasi feltételek vizsgéalatara a térfelosztasnal.

A kovetkezd fejezetben bevezetek par sziikséges elméleti fogalmat a feladattal
kapcsolatban. Az ezt kovets két fejezetben részletezem a fejlesztéseimet kettd, majd
harom dimenziéban. Az utolso fejezetben pedig az eredményeket fogom megmutatni

és az ezekbdl leszlirhets tanulsagokat részletezem.



3. fejezet

Elmélet

Ebben a fejezetben attekintjiik azokat a fogalmakat, adatszerkezeteket, algorit-

musokat, amelyeket a késGbbiekben hasznalunk.

3.1. 2D eset

A pont a sokszogben probléma (Point in Polygon, PIP réviden), annak az el-
dontése hogy egy pont egy zart sokszog belsejében, vagy azon kiviil helyezkedik
el.

Egy gyakorlati felhasznélasa a problémanak annak az eldontése, hogy egy fold-

rajzi koordinata benne van-e egy bizonyos orszagban vagy allamban.

3.1.1. Sugarmetszés

A problémara az egyik elterjedt megoldéas a Sugarmetszés (Raycasting), aminek
az a lényege, hogy a vizsgélt pontbol egy félegyenest hizunk és megszamoljuk, hogy
péros vagy paratlan sokszor metszette-e el az oldalakat [2]. Mivel minden nem cstcs-
beli oldal metszésnél valtakozik, hogy a sugéar kiviil vagy beliil van a sokszoégben,
és mivel az utolsd oldal metszés utan mindenképpen kiviil van, ezért tudjuk, hogy
paratlan metszés esetén beliil, paros metszés esetén kiviil volt a vizsgélt pont.

A gyors szamitas érdekében egy egyszeri sugarral szokas szamolni, példaul az x
tengellyel parhuzamos vektor mentén. Ez lehetévé tesz egy masik gyorsitast is. Egy
x tengely menti félegyenes nem tud olyan oldalt elmetszeni, ahol mindkett§ végpont
a pont folott van, vagy mindketts végpont a pont alatt van. Igy a metszeteket csak

azokkal az oldalakkal kell kiszamolni, ahol a két végpont a vizsgalt pont ellentétes
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oldalain helyezkedik el. Mivel egy vizszintes egyenes mindenképpen elmetsz egy olyan
szakaszt aminek a végpontjai ellentétes oldalon helyezkednek el, ezért csak azt kell
vizsgalni, hogy az egyenes-szakasz metszés a vizsgalt pont melyik oldalan torténik,

hogy ezaltal tudjuk, hogy a félegyenes is metszi-e a szakaszt.(3.1a. dbra).

3.1.2. Koriilfordulasi szaAm

Egy masik megoldas a PIP problémaéara a koriilfordulasi szam (Winding number)
meghatarozasan alapuld algoritmus. Itt a vizsgalt pontbol egyeneseket htizunk az
oldalak végpontjaihoz, majd az igy kapott szogeket elGjelesen Gsszeadjuk [3]. Zart
és nem Onmetszd sokszog esetén két lehetséges eredményt kaphatunk: 27, ha pont a
sokszogon beliil van, vagy 0, ha a sokszogon kiviil. Szemléletesen itt azt vizsgéljuk,

hogy az oldalak a pont koriil forognak vagy a pont mellett. (3.1b. dbra).

2 crossing
O3 >

(a) Sugarkovetés [4] (b) Koriilfordulasi szam [5]

3.1. abra. Pont a sokszogben feladat eddigi megoldésai

3.1.3. Négyesfa (Quadtree)

A négyesfa (quadtree) gyokere a sokszognek a befoglalé doboza lesz, ami egy
olyan x és y tengellyel parhuzamos oldalu téglalap, aminek a hatarai a pontoknak a
minimum és maximum z illetve y koordinatai. A gyokeret felosztjuk négy részre, ezek
lesznek a gyokér gyerekei. Ezutan a kapott celldkat szintén felosztjuk négy részre és
igy folytatjuk a fa épitését egészen addig, ameddig aganként nem teljesiil egy leallasi
feltétel [6]. Ez a leallasi feltétel lehet példaul egy adott oldalszam a cellaban, de lehet
csak egy bizonyos mélység is, hogy ne menjen a végtelenségig. Ez egy eléfeldolgozési
folyamat, hogy késébb lekérdezésnél logaritmikus idében meg lehessen talalni egy

ponthoz kozeli lokalis geometriat. (3.2. dbra)
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NE NW SW SE

3.2. abra. Négyes fa [7]

3.2. 3D eset

A probléma a harom dimenziéban a pont a poliéderben feladat, ami nevébdl ado-
doéan azt donti el, hogy a pont egy tomor test belsejében vagy azon kiviil helyezkedik
el.

Egy gyakorlati felhasznalésa a problémanak az iitkozés vizsgalatnal van, ugyanis
ekkor az egyik testnek vehetjiik tetszélegesen stirti pontfelosztasat és ellendrizhet;jiik,
hogy ezekbdl a pontokbdl benne van-e barmelyik a masik testben, ha igen, akkor

utkozés tortént.

3.2.1. Sugarkovetés

A Sugarkovetés ebben az esetben is hasznalhato. Ekkor azt vizsgéljuk, hogy a
pontbol huzott félegyenes péaros vagy paratlan sokszor metszi el a lapokat. Paratlan
sok metszés esetén a testen beliil, paros sok metszés esetén a testen kiviil van a
pont. Ebben az esetben is egyszertibbek a szamitasok ha a sugarat példéul az x
tengellyel parhuzamosan huzzuk. Tovabbé, ebben az esetben nem kell azokat a la-
pokat vizsgalni, ahol a lap mindegyik cstcsa ugyanazon az oldalan helyezkedik el a
pontnak y vagy z koordinata szerint. A hatékony félegyenes-haromszog metszések

meghatarozasahoz a Moller-Trumbore algoritmust hasznéaltam [8].

3.2.2. Nyolcasfa (Octree)

Az Octree vagy nyolcas fa a Quadtree harom dimenzios megfelelGje. Ahelyett,
hogy a sikot osztanank négy részre itt a teret osztjuk nyolc részre [9]. Az elény
szintén az, hogy eléfeldolgozassal logaritmikus idében lehet lekérdezni a ponthoz

kozeli lokalis geometriat. (3.3. dbra)
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3.3. abra. Nyolcas fa [10]

3.2.3. Fél-él adatszerkezet

A Fel-él (Half-edge) adatszerkezet egy hatékony térolasa a test oldalainak, ami-
ben a szomszédsagi viszonyok konnyen ellendrizhetSek [11]. A nevébdl adodoan fél-
éleket tarol el, ami azt jelenti, hogy az élnek csak az egyik laphoz tartozo része jelenti
az egységet. A fél-élekben el van tarolva a lap, amihez tartoznak, a parjuk, az el6z6

fel-¢l és a kovetkezo fél-¢l, valamint az ¢l végpontjai (3.4. abra).

vertex

3.4. abra. Feél-él adatszerkezet [12]



4. fejezet

Pont a sokszogben

4.1. Sokszog generalas

A robusztus mérésekhez tetszéleges oldalszamu véletlen sokszogek generalasa
volt sziikséges. Ehhez nem elég véletlen pontokat generélni és azokat tetszdlegesen
0sszekotni, mert igy konnyen keletkezhetnek 6nmetszések. Bizonyos algoritmusok igy
is miikodnének, de 6nmetsz6 esetben nem olyan trivialis, hogy mi a poligon kiilseje és
belseje, tovabbé a gyakorlati felhasznalas szempontjabol is kevésbé van jelentGsége
ennek az esetnek. A gyakorlatban altaldban nincsenek 6nmetszé poligonok, ezért
ezzel az esettel nem foglalkoztam. A sokszogek téaroldsahoz egy tombot célszert
hasznalni, amiben a csticspontok vannak felsorolva pozitiv forgasiranyban.

A programban harom f6 modszert hasznéaltam a sokszogek készitésre, mindha-
rom esetben generaltam n € N db véletlen pontot egy véges térrészben, majd a

modszertdl fliggd modon kotottem ezeket Gssze.

4.1.1. Konvex burkok 0sszekotése

Az els6 modszer a konvex burkok [13] dsszekotése. Nevébdl adodoan itt a legene-
ralt pontoknak vettem a konvex burkat [14], majd a maradék pontoknak a konvex
burkat, és ezt ismételtem addig, ameddig volt még pont. Mivel a konvex burkok
tartalmazzak az Osszes maradék pontot, ezért nincsenek onmetszések a kiilonbo6zé
rétegek kozott. A keletkezett burkokat egy rekurziv algoritmussal kététtem Ossze
kiviilrél beliilre haladva. Az eddigi cstucslanc végpontjait az algoritmus Osszekoti a
kovetkezd konvex burok végpontjaival egy ,hidat” formélva. Itt el6fordulhat, hogy a

hid 6nmetszésben van a bels¢ burokkal, ebben az esetben a belsé burok egy szom-
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szédos oldalaval probalunk meg hidat formélni, és ezt addig probaljuk, ameddig ta-
lalunk egy hidat, ami nincs metszésben semmivel. Ezutdn a kezdeti és a végpontot
gy mozgatjuk el, hogy a belsé burkon legyenek, hogy folytathaté legyen a rekurziv
algoritmus. Meggondolhat6, hogy a legbelsé burok csicsainak a koriilfordulasi ira-
nya minden 1épésben megfordul, hiszen a hidak mentén az oldalak felkanyarodnak
az 1j burokra, majd elindulnak azon abba az iranyba ahonnan jottek. A legbelss
pontoknal el6fordulhat, hogy nem maradt elég pont egy konvex alakzathoz, tehat
csak egy vagy kettd pont taldlhatd az utolsd szinten, ilyenkor is Ossze lehet kotni
a maradék pontokat az eddigi poligon végpontjaival az el6z6ekhez hasonloan (4.1.

abra).

4.1. abra. Konvex burkok 6sszekotése 25 pontra

4.1.2. Vizszintes tengely szerinti 0sszekotés

A maésodik moédszerben a pontokat x koordinata szerint rendeztem, majd az
els6 és az utolsd pontra illesztettem egy egyenest. Ezutan az egyenes feletti és az
egyenes alatti pontokat sorban dsszekotdttem (4.2. abra). Igy az also és felss oldalak
k6z6tt biztos nincs onmetszés mert mésik félsikon vannak, tovabbé az egyenes azonos
oldalan 1év6 oldalak kozott sincsen 6nmetszés hiszen az x koordinata pontrol pontra

novekszik.

10
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4.2. dbra. x-tengely szerinti 0sszekotés 25 pontra

4.1.3. Radialis sokszog generalasa

A harmadik moddszerben a pontokat atvaltottam polarkoordindta-rendszerbe
[15], majd a sz0g koordinéata értékek szerint kotottem ket Gssze sorban (4.3. abra).
Az igy keletkezett poligon egy szabélytalan csillag lesz. A méasodik esethez hasonléan

a rendezés itt is kizarja az onmetszés lehetGségeét.

4.3. abra. Radialis sokszog 25 pontra

11
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4 2 0 2 4
(a) Konvex burkok (b) x koordinata szerinti (c) sugarkoordinatas
Osszekotése rendezés rendezés

4.4. abra. Kiilénbo6z6 sokszog generaldsok 10000 pontra

4.2. A Koriilfordulasi szam algoritmus gyorsitasa

A Koriilfordulasi szam algoritmusban minden oldalra el kell végezni egy arkusz-
tangens szamitast, ami sok mitiveletid6t vesz igénybe. Egy hatékonyabb megoldas
erre, ha nem torédiink a pontos szogekkel, csak azt vizsgaljuk, hogy hény siknegyed
valtas tortént a pont koriil.

Az, hogy melyik siknegyedben van a jelenlegi cstcs egyszert vizsgalni, mert csak
Ossze kell hasonlitani a csiics koordinatait a vizsgalt pont koordinataival. Amikor
végig iterdlunk a sokszog csicsain azt vizsgaljuk, hogy melyik stknegyedben van az
oldalak két végpontja. Harom eset lehetséges. ElsG esetben nem tortént siknegyed
valtas, ekkor nem adunk hozzé semmit a valtozohoz amiben taroljuk a szogelfordu-
lasok Osszegét. Masodik esetben egy szomszédos siknegyedbe 1éptiink, ekkor hozza-
adunk az eredményhez egy derékszoget pozitiv vagy negativ elGjellel attol fiiggGen,
hogy melyik siknegyedbe 1éptiink 4t. A harmadik esetben az ellenkezd oldalon 1évé
siknegyedbe 1éptiink, ez az eset igényli a legtobb szamitast ugyanis attol fiiggben,
hogy az oldal a pont alatt vagy felett megy at fiigg az, hogy pozitiv vagy negativ el6-
jellel adjuk hozza az eredményhez az egyenesszoget (4.5. dbra). A Matlab inpolygon

fiiggvénye is ez alapjan a gyorsitas alapjan dolgozik [3].

12
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+90)

V1

4.5. abra. Fejlesztett Koriilfordulési szam algoritmus

4.3. Legkozelebbi oldal vizsgalata

Mivel a sokszog oldalai pozitiv forgasiranyban vannak felsorolva egymas utan,
ezért az oldalak kozvetlen kornyezetében igaz, hogy a bels6 pontok pozitiv szoggel
latjak az oldalt, a kiils6 pontok pedig negativval. Ez a tulajdonsag igaz mindaddig,
ameddig olyan tavol nem keriiltiink az oldaltol, hogy mar egy mésik oldal van a pont
és az eredeti oldal kozott. Ez alapjan vehetjiik a vizsgalt ponthoz a legkozelebbi
oldalt, és elég azt vizsgalni, hogy a pont pozitiv vagy negativ szogben latja az oldalt
(4.6. abra), ez az allitas egy hatéaresettdl eltekintve igaz, amit a kovetkezd pontban
fogok targyalni. Pont és oldal tavolsaga alatt a kovetkezdt értjiik: a pontbol az oldal
egyenesére huizott merdleges szakasz hossza, ha az igy keletkezett metszéspont az

oldalra esik, kiillonben a pont és a kozelebbi végpont tavolsaga.

4.6. abra. legkozelebbi oldal forgasiranya

13
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4.3.1. Hegyesszogek kozelében 1év6 pontok lekezelése

Ha egy szakasz nem tartalmazza az egyenesének azon pontjat, ahol merélegest
lehetne huzni a pontbol, akkor a pont és az egyik végpont tavolsédga lesz az oldal
és a pont tavolsaga. Mivel egy végpont kozos a szomszédos oldalak esetében, ezért
konnyen eléfordulhat, hogy két oldaltél ugyanannyi a tavolsdga a pontnak, és igy
el6fordulhat, hogy két oldal is a legkozelebbi oldala a pontnak.

Ez a hegyes szogek esetén okozhat problémat ugyanis itt létezik egy tartomany,
hogy ha abba esik a pont, akkor nem mindegy, hogy melyik oldal forgéasiranyat
vizsgaljuk, mert két kiilonb6z6 eredményre juthatunk (4.7. dbra). Az abran lathato
pont ugyanolyan tavolsagra van mindkét oldaltél azonban a V;_;,V; oldal alapjan
a sokszogon beliil van, a V;,V;1; oldal alapjan viszont a sokszogon kiviil. Erre az
nyujt megoldéast, ha ebben az esetben vessziink a cstcstol egy epszilon tavolsagra
lévé pontot az oldal irdnyaban, majd ellenérizziik, hogy a pontbél az elmozditott
csticspontba tudunk-e egyenest huzni, hogy az a vizsgalt oldalt metssze el elGszor.
Az el6z6 példat tekintve ebben az esetben kideril az algoritmus szamara, hogy a
V;,Vii1 a legkozelebbi oldal és igy visszaadja a helyes eredményt, miszerint a pont a

sokszogon kiviil van.

4.7. dbra. Problémas hataresete a legkozelebbi oldal vizsgalatanak

14
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4.3.2. Térfelosztas

Az algoritmus hatékonyabb, ha hamar meg lehet hatarozni a legkozelebbi oldalt.
Ehhez a négyesfa nyujt segitséget. A sokszog hataroldé dobozat addig osztjuk a né-
gyesfa algoritmussal, ameddig csak legfeljebb egy oldal van a celldban, vagy ameddig
el nem értink egy maximum mélységet (4.8. dbra). Mivel az oldalak jelentik a véal-
tast a poligon kiilseje és belseje kozott, ezért ha a fa egy levelében nem marad oldal,
akkor vagy az egész cella kiviil van vagy az egész cella beliil van, és ez kiszdmolhato
az eléfeldolgozas folyaman. Ha van a falevélen beliil oldal akkor meghatérozhato a
cellan beliili legkozelebbi oldal. A fejezet bevezet&jében targyalt tulajdonsag telje-
siiléséhez elég, ha egy olyan oldalt taldlunk, hogy a vizsgalt pont és az oldal kozott
ne legyen mésik oldal, ami igaz a cellan beliili legkozelebbi oldalra is akkor is, ha ez

nem a legkozelebbi oldal az egész poligonra nézve.

4.8. abra. Négyesfa kiilonb6z6 maximum mélységekkel

4.4. Az implementacio

A vizsgalatokhoz a programot C++ nyelven frtam meg. A program egy para-
méter fajl alapjan general egy adott tipusi és adott oldalszdmu sokszoget, de meg
lehet neki adni egy konkrét fajlt is ami egy poligon cstcsait sorolja fel, példaul a 4.9.
abra jobb oldalan egy ilyen médon megadott sokszog lathato foldrajzi koordinaték-
kal. Ezutan a program elvégzi az el6z6ekben targyalt algoritmusokat (Sugarmetszés,
Koriilfordulasi szam, fejlesztett Koriilfordulasi szam, legkozelebbi oldal vizsgélata
kiilonb6z6 maximum mélységekkel) és leirja a futasidéket. A grafikus megjeleni-

tésekhez egy Python kédot hasznéaltam, ami a program altal irt szoveg fajlokbol

dolgozik (4.9. abra).
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40.75 4

40.50 4

40.25 4

40.00

39.75 4

39.50 4

39.25 4

-4 =2 0 2 4

4.9. abra. Futaseredmények megjelenitése. A piros pontok a testen kiviil vannak, a
sarga pontok a testen beliil
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5. fejezet

Pont a poliéderben

5.1. Poliéder generalas

A robusztus mérésekhez tetszéleges cstucsszamu véletlen poliéderek generalasa
volt sziikséges. Az onmetszéseket itt is keriiltem hasonlé okbol mint a kétdimenzios
esetben. Ha megengedjiik, hogy a lapok egyenesszoggel metsszék egymast, akkor
elegendd a haromszog lapi testekkel foglalkozni, hiszen azonos sikon 1évé szomszédos
haromszogek le tudjék irni a bonyolultabb lapokat is.

Ezek utan a test tarolasat a kovetkez6 modon lehet megoldani hatékonyan: a
cstcsokat felsoroljuk egy témbben tetszéleges sorrendben, majd egy index tombben
felsoroljuk harmaséval a lapok csticsainak az indexeit. Itt iigyeliink arra, hogy ha
a lapokat a testen kiviilr6l nézziik, akkor a csiicsok pozitiv forgasiranyban vannak
felsorolva. Ezt a megadast hasznaljak az obj fajlok is [16].

A tetszéleges csticsszamu poliéder generalast tgy oldottam meg, hogy készitettem
egy két dimenzioban targyalt csillag poligont, majd ezzel az alappal készitettem egy
kétoldalu piramist, masnéven bipiramist (5.1. abra). A poliéder cstucsszama (5 £616tt)

tetsz6legesen skalazhato, tovabbé az alakzat kell6en bonyolult a szamitasokhoz.
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5. Pont a poliéderben

5.1. abra. véletlen csillag alaptu bipiramis oldalroél és feliilrél

5.2. Sugarmetszés hataresetei

A Sugérmetszés soran létezik harom hatareset, amikor az egyszerd algoritmus,
ami csak a lap metszéseket vizsgélja és az igy kapott szam paritasabol donti el, hogy

a pont kiviil vagy beliil helyezkedik el, rossz eredményt adhat vissza.

5.2.1. A sugar és a lap egy sikon van

Ha a sugér elmetszi ezt az oldalt, akkor a kett6 metszete egy szakasz lesz egy
pont helyett. Ebben az esetben a helyes szamitashoz figyelmen kiviil kell hagyni az
oldallal val6 metszést, hiszen itt csak érintjiik a testet és az nem fog valtozni, hogy
kiviil vagy beliil helyezkediink el, ez csak akkor fog valtozni, amikor a lap végére ér

a sugar és elmetszi a kdvetkezd lapot, de azt elég annal a lapnél vizsgélni.

5.2.2. A sugar egy élen megy at

Ebben az esetben a sugarnak két oldallal is lesz metszéspontja, de attol fog fligge-
ni, hogy az algoritmusnak kell-e egyet hozzdadnia a metszéspontok szamahoz, hogy
a sugar az élt ,érinti” vagy ,atmegy rajta”’. Az élmetszés tipusat ugy lehet ellendrizni,
hogy a lapokbol allitott merélegeseket megnézziik, az él és sugar altal meghatéro-
zott stk melyik oldalara esnek. Ha mindketts egy oldalon van, akkor érintjiik a sikot,
szoval nem kell megndvelni a metszéspontok szamét tarold valtozot, ha kiilonbozé
oldalon vannak, akkor atmegy az élen, tehéat egyet hozza kell adni az eredmény val-
tozohoz (5.2. abra). Ha a sugar az el6z6 pontban targyalt parhuzamos oldallapot
metszi, természetesen itt is lesz egy élmetszés, azonban egyenértéki szamitést lehet

végezni akkor, ha a parhuzamos lapot figyelmen kiviil hagyjuk és az elGtte és uta-
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5. Pont a poliéderben

na lévs lapot ugy vessziik, mintha egymast metszenék, és ezeknek a merdlegeseit

vizsgaljuk.

5.2. abra. Elmetszés az él irdnyabol nézve

5.2.3. A sugar egy csticson megy at

A sugar ebben az esetben a cstcs fokszaméval megegyez6 mennyiségi lapot metsz
el, de az el6z6 esethez hasonldan két eset kiilonboztethetd meg: a sugar vagy ,érinti”
vagy ,atmegy” a csicson. Ezt a kdvetkez6 modon lehet eldonteni: egy sugarral me-
r6leges sikot huzunk a metszéspont mogott, majd megvizsgaljuk a sik és a csticsbol
indulo, élekkel parhuzamos félegyenesek metszéspontjait (5.3. abra). Ha a metszés-
pontokbol keletkezik egy sokszog, akkor megoldhato ré a pont a sokszogben feladat,
és attol fliggben, hogy a sugar sikra vetitése beliil vagy kiviil van a poligonon fiigg,
hogy atmentiink vagy érintettiik a csticsot. Ha nem keletkezik sokszog, mert 3-nal
kevesebb metszéspontja van a siknak a félegyenesekkel, akkor a sugar mindenképpen
csak érintette a csicsot. Ahhoz, hogy a csiicshoz tartozéd éleket gyorsan le lehessen
kérdezni, célszertd a fél-él adatszerkezetet alkalmazni, hiszen itt végig lehet menni
ezeken az éleken a kovetkezs- és par-élek egymas utani lekérdezésével, ameddig korbe

nem érunk.
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5. Pont a poliéderben

5.3. abra. Csticsmetszés oldalrdl és a sugar irdnyabol

5.3. Legkozelebbi lap vizsgalata

Mivel a poliéder tigy van megadva, hogy a lapok csticsai kiviilrél nézve, pozitiv
forgasiranyban szerepelnek, ezért a lap kozvetlen kdrnyezetére igaz, hogy a pont-
tartalmazasok eldontésére elég azt vizsgalni, hogy a legkozelebbi lap csticsai milyen
forgasiranyban latszanak a vizsgalt pontbol (5.4. abra). A pont és haromszog tavol-
sdgok szamitasahoz egy mas altal megirt implementéciot hasznaltam [17].

A két dimenzioban targyalt hatareset itt is el6fordulhat az élek és csticsok men-
tén, amire szintén az nydjt megoldést, ha eltoljuk a legkozelebbi pontot, és ellenériz-
zik, hogy az elsé lap, amit elmetsz, a pontbol hiizott egyenes-e. Annak érdekében,
hogy az eltolt legkdzelebbi pont a lapon maradjon, az eltolast a lap kézéppontja felé

végzem el.

5.4. abra. Legkozelebbi lap forgasirdnyanak a vizsgalata
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5. Pont a poliéderben

5.3.1. Térfelosztas

A két dimenzidhoz hasonloan a térfelosztas itt is gyorsitja a vizsgalatokat, mert
logaritmikus id6ben el tudjuk érni a ponthoz kozeli lapokat a szamitaskor. Tovabba
ha keletkezik egy levél, amiben nincsen lap, akkor ebben az esetben is el6feldolgozasi
id6ében el tudjuk donteni az egész cellarol, hogy kiviil vagy beliil van a testhez képest.
A térfelosztashoz a négyesfa térbeli megfelel§jét, a nyolcasfat hasznalom. A sziikséges
cella és haromszog metszésekhez egy mas altal megvalositott implementéciot vettem

igénybe [18].

5.4. A program

A programot C+-+ nyelven valositottam meg és a glm konyvtarat hasznaltam,
hogy hasonlo legyen a grafikus megjelenitéshez és a geometriai szamitasokhoz hasz-
nalt kédforma. Az egyik lenyil6 ablakkal be lehet tolteni, vagy le lehet generélni
kiilénbo6z6 poligonokat, a masikkal meg be lehet tolteni egy pontfelhét, és kiilonbo-
z6 méréseket és Osszehasonlitasokat lehet végezni (5.5. abra). A sokszoget a prog-
ram meg tudja jeleniteni gy is, hogy csak az éleket szinezi ki, és igy konnyebben
megtekinthetéek az eredmények (5.6. dbra). A ComparePIP gombot megnyomva
egy Osszehasonlitas is lathato a kiillonbozd algoritmusokrol, mind futasidében, mind

eredményben (5.6. abra).
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5. Pont a poliéderben
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5.5. abra. Program felhasznaloi feliilete

5.6. abra. Futaseredmények megjelenitése. A piros pontok a testen kiviil vannak, a
z6ld pontok a testen beliil. Ebben az esetben a sugarmetszés 5 ms, egy
nyolcasfa-alapt modszer 1 ms alatt végzett.
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6. fejezet

Eredmények

A kovetkezSkben Osszehasonlitjuk az el6zd fejezetekben részletezett algoritmu-
soknak a futéasidejeit mind a ketts-, mind a haromdimenzios esetben. Az Gsszes

futasidé ms mértékegységgel szerepel

6.1. 2D

A pont a poligonban probléma vizsgalatanal Osszevetettem a sugarmetszés és
koriilfordulési szam algoritmusokat, a 4. fejezetben targyalt fejlesztett koriilfordu-
lasi szam algoritmussal, és a legkozelebbi oldalon alapul6 algoritmussal. A négyesfa
készités akkor allt le egy agon, ha legfeljebb egy oldal maradt a cellaban, vagy ha a

grafikonon feltiintetett maximum mélységet el érte.

6.1.1. VAaltozo6 oldalszam

A vizsgélt pontok szamanak a rogzitésével azt lehet nyomon kévetni, hogy a
kiilénbo6z6 algoritmusok futésideje, hogyan véltozik bonyolultabb poligonokra (6.1.
abra). Mind a Sugarmetszésrél, mind a Koriilfordulasi szam algoritmusrodl ismert,
hogy linearisan fiiggenek az oldalszamtol, hiszen a futasuk soran végigmennek az
Osszes oldalon, és egy konstans ideji szamitast hajtanak rajtuk végre.

A fejlesztett koriilfordulasi szam algoritmus, szintén linearis, hiszen csak az ol-
dalankénti szamitas modja valtozik, viszont az latszodik az abran, hogy a futasidé
jelentGsen csokken igy, hogy nem végziink el bonyolult trigonometrikus miveleteket.

A legkozelebbi oldalon alapul6 algoritmus szintén linearis az oldalszam fiiggvé-

nyében, hiszen minél tébb oldalt a poligon, annal tobb oldal keriil a négyes fa cel-
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6. Eredmények

laiba, tehat annél tobb oldal kozil kell kivalasztani a legkozelebbit. Az dbran azért
valasztottam a maximum 4 mélységet a négyesfanak, mert ennyi pont vizsgalatara

ez az optimalis mélység amivel a leggyorsabb futast lehet elérni.

4000 vizsgalt pont

== sugarkdvetés == Kkorllfordulasi szam == fejlesztett korilfordulasi szam
4 mély lekérdezés 4 mély 6sszesen

10000
1000

100

1 /

100 200 400 800 1600 3200 6400 12800 25600

6.1. abra. Futasidék rogzitett vizsgalt pont szammal a poligon lapszam
fiiggvényében logaritmikus tengelyekkel

6.1.2. Valtoz6 pontszam

A Sugarmetszés algoritmus nem végez el6feldolgozéast és minden pontra kozel
ugyanolyan gyorsan fut le. Ezért a grafikonja linearis és az origobol indul. A kii-
16nb6z6 maximum mélységt és ledllasi feltételd négyesfan alapulé megoldasoknak
van egy el6feldolgozasi idejiik, ami exponencidlisan fiigg a fa maximum mélységétsl,
és van egy lekérdezési futasidg, ami annal gyorsabb minél részletesebb a fa, hiszen
anndl kevesebb oldalra kell kell meghatarozni a pont-oldal tavolsagot (6.5. abra).

Az olvashato le a grafikonokrél, hogy egy konkrét poligonra hany pont vizsgéla-
tanal éri meg egy bizonyos maximum mélységi fat hasznalni. Kevés pont esetén nem
éri meg mélyre menni a faban, mert tul hosszu lesz az eléfeldolgozasi id§, sok pont
vizsgalata esetén pedig nem éri meg az el6feldolgozason sporolni, mert tul hosszi

lesz a pontszamitési idé.
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6. Eredmények

4000 oldalu sokszog
== sugarkOvetés == 2 mélység 4 mélység
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1580
1640
1700
1760
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1880
1940
2000

6.2. dbra. Futasidsk rogzitett 4000 oldalt sokszogre a vizsgalt pontok szamanak
fliggvényében

6.2. 3D

A pont a poliéderben probléma vizsgalatanal Osszevetettem a sugarmetszés algo-
ritmust a 5. fejezetben targyalt legkozelebbi oldalon alapulé algoritmussal. A nyol-
casfa készitésnek kiilonbozs leallasi feltételeit is Osszevetettem. Alapesetben a fa
készités akkor all le egy agon, ha legfeljebb 3 lap marad egy cellaban, vagy ha a
grafikonon feltiintetett maximum mélységet elérte. Ezen kiviil a 4 maximum mély-
ségi esetet vizsgaltam 1ugy is, hogy akkor is le tudjon allni, ha méar csak 6, 10 vagy
20 lap marad egy cellaban. Tovabba mértem a futasidét tgy is, hogy az algoritmus
a lapok szama helyett a csticsok szamat vizsgélja a celldkban, és csak akkor all le,
ha legfeljebb egy csiics marad egy cellaban, ebben az esetben nem is kell maximalis

mélységet beallitani, mert csak véges sok diszkrét ponthoz kell eljutni.

6.2.1. Valtozo6 lapszam

A vizsgalt pontok szamanak a rogzitésével azt lehet nyomon kévetni, hogy a
kiilonb6z6 algoritmusok futéasideje, hogyan valtozik bonyolultabb poliéderekre (6.3.
abra). Mivel a sugarmetszés az 6sszes lappal szembeni viszonyt vizsgalja, ezért var-

hato, hogy a futasidé linearisan fiigg a lapszamtol.
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6. Eredmények

A legkozelebbi lap alapu algoritmusnak mind az eléfeldolgozasi ideje, mind a pont
lekérdezési ideje linearisan fligg a lapszamtol (6.4). Az eléfeldolgozés soran minden
cella létrejotténél az algoritmus vizsgalja, hogy hény lap metszi a cella oldalait, ami
linearisan fiigg a poliéder lapszamatol. Ha a maximum mélység nem valtozik a bo-
nyolultabb testekre, akkor a fa levelekben ardnyosan annyival tobb lap fog maradni,
mint amennyivel tébb lapja van a poliédernek, tehat a lekérdezési idé is linedrisan

no.

4000 vizsgalt pont

2000
== sugarkOvetés == 1 mélység 2 mélység == 3 mélység == 4 mélység
== Glap == 10lap == 20lap 1 csucs

1500

1000

500

[ejeojoloNololoNololololololololololololololololololololoNoNoloNoNoNe)
[elclololololololololololoolololololololololoololololoolololoNoNe)
TINOMNMOOANDLOTTTNOMNOONDLOTTTITNONOIOITANLO—-INO
TECETTANNNOOOTTITTOOOOOONMNNMNNMNOGOODOODOO OO

—

6.3. abra. Futasidék rogzitett vizsgélt pont szammal a poliéder lapszam
fliggvényében
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El6feldolgozasi iddk

1250

1 mély el6feldolgozas 1 mély lekérdezés == 1 mély Osszesen
== 4 mély el6feldolgozas == 4 mély lekérdezés 4 mély 0sszesen

1000

750

500

250

6.4. abra. Legkozelebbi lap alapu algoritmus futasideje szétszedve el6feldolgozési és
lekérdezési futasidére

6.2.2. Valtoz6 pontszam

Ugyanigy mint a kétdimenzios esetnél a sugarmetszés futasideje egy origobol
indul6 linearis fliggvény, a kiilonbozd lealléasi feltételd nyolcas fa alapu algoritmusok
pedig olyan linearis fiiggvények, amik az y tengelyt egy pozitiv értéknél metszik.
Mélyebb fak esetén az y tengelymetszet nagyobb a meredekség pedig kissebb (6.5.
abra).

Leolvashato a grafikonokroél, hogy egy konkrét poliéderre hany pont vizsgéalatanal
éri meg egy bizonyos maximum mélységt fat hasznalni. Kevés pont esetén nem éri
meg mélyre menni a faban, mert tal hosszi lesz az eléfeldolgozasi idG, sok pont
vizsgalata esetén pedig nem éri meg az el6feldolgozason spoérolni, mert tal hossza
lesz a pontszamitasi id6.

A két abrat osszehasonlitva az is leolvashatd, hogy a betoltétt poliéder esetén
(6.5b. abra) tobb id6t lehet megtakaritani a nyolcas faval, mint a generalt, bonyolul-
tabb poliédernél (6.5a. dbra), mert az élek nem halmozodnak fel annyira egy helyen,
ezért kevesebb lap keriil a cellakba.

Az abréakrol tovabba az is leolvashaté, hogy a lapszam leéllasi feltétel valtoztatasa

javit valamennyit de kozel se annyit, mint a helyes mélység megvélasztasa.
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6. Eredmények

A 6.5a. dbrarol leolvashato, hogy a 3 mélységii fa teljesit a legjobban ennyi pont
leolvasasa esetén. Azonban, ha a fliggvényt kibévitjiik és megnézziik, hogy tébb pont
vizsgalata esetén mi a futasids (6.6. abra), akkor latszodik, hogy nagyjabol 10000
pont koriil a 4 mélység megel6zi a 3-mat. Mivel az egyre nagyobb mélységi fan
alapul6 algoritmusok futasidé meredeksége egyre jobban cstkken, mindig lesz egy

pont, ahol érdemes atvéaltani egy nagyobb mélységii fara.

5000 oldalu csillag alapu bipiramis

1500
== sugarkovetés == 1 mélység 2mélység == 3 mélység == 4 mélység == 6 lap
== 10lap == 20 lap 1 cstcs
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(a) Csillag-bipiramis

5000 oldalu tehén obj

800
== sugarkvetés == 1 mélység 2mélység == 3 mélység == 4 mélység == 6lap”

== 10lap == 20lap 1 csucs
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(b) Tehén obj fajl

6.5. abra. Futasidsk rogzitett testekre a vizsgalt pontok szaménak fliggvényében
(100-5000)
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5000 oldalu csillag alapu bipiramis (1000-75000 pont)
== 3 mélység == 4 mélység

2500
2000
1500
1000

500

6.6. abra. Futasidsk rogzitett testekre a vizsgalt pontok szaménak fliggvényében
(1000-75000)

Felmeriilhet a kérdés, hogy miben jobb térfelosztos megoldés, ha ugyanigy lineé-
ris, mint a sugarmetszés. Mivel tetszélegesen megvalaszthatoé a nyolcas fa maximalis
mélysége, ezért inkabb azt érdemes vizsgalni, hogy mennyi a minimum futasidé, ha
a vizsgalt pontok szamahoz viszonyitott optiméalis mélységet valasztjuk (6.7. abra).
Igy maris egy gyokfiiggvénynek tiind fiiggvényt kapunk, aminek csokken a meredek-
sége minden alkalommal, amikor egy nagyobb mélységi fa lesz a legjobb megoldés.
Ha egy szinttel mélyebbre megyiink a faban, akkor az eléfeldolgozasi id6 egy valos
szammal fog megszorzodni, mert a celldk szdma exponencialisan novekszik. Tovabbé,
ha a cellak szama valahényszorosara nétt, akkor az egy levélre juto lapok szama ezzel
aranyosan fog csokkeni. Ezek alapjan, amikor a fa mélység eggyel ng, akkor a futas-
id6 grafikon fiiggvényértéke nagyjabol a-szoroséra nd és a meredekség a-ad részére
csokken (a € R), és ez a tulajdonséag igaz a gyokfoggvényre is (6.8).

A csillag-bipiramis méréseinél 1-rél 2 mélységre valtozasnél az eléfeldolgozasi id6
nagyjabol az 1.5-szeresére nétt és a pont lekérdezési id6 az 1.5-6d részére csokkent.
Amikor a mélység 2-r6l 3-ra, valamint amikor 3-rél 4-re véltozott, akkor az el6feldol-
gozasi id6 a nagyjabol haromszorosara nétt a pont lekérdezési id6 pedig nagyjabol

a harmadéara csokkent.
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Minimum futasidé a vizsgalt pontok szamanak figgvényében

250
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points

6.7. abra. Futasidd rogzitett 5000 oldalt poliéderre optimélis mélységvalasztassal

I L
o 5000 10000 15000

6.8. abra. Kiilonb6z6 mélységii térfelosztasos algoritmusok szinessel, és az altaluk
kozelitett gyokfiiggvény feketével

6.2.3. Valtozoé lapszam és pontszam

Az el6z6 két pontban targyaltakat lehet egyiitt is vizsgalni és ezaltal harom
dimenzios grafikont késziteni a lapok szaméanak és a vizsgalt pontok szamanak fiigg-
vényében (6.9. dbra). Itt megmutatkozik az, ami sejthets volt az alapjan hogy line-
arisak voltak a fliggvények mindkettd dimenzié szerint, miszerint a haromdimenzios

fiiggvény egy bilinearis kapcsolatot ir le az Gsszes algoritmusra.
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6. Eredmények

Ha azt vizsgaljuk, hogy melyik esetben melyik algoritmus a legrovidebb, akkor a
3 mélységi fa elsoprd sikert aratott ezekre a mérési szempontokra (6.10. abra). Az
el6z§ alfejezetben targyaltaknak alapjan a 4 mélység leel6zi a 3 mélységet elég pont
vizsgalata esetén, de az kimondhato, hogy 500-5000 lapu testekre, 500-5000 pont
vizsgalata esetén egy 3 mélységi faval érdemes alkalmazni a legkozelebbi lap alapt

algoritmust.

£, 58@0aaq

I raycast
[ J1-deep
[12-deep
[ 3-deep
[J4-deep
[ eface
I 10face
[ 20-face
I 1-vertex

time

1400 ~

[
5000 spp 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
faces points

6.9. abra. Futasidsk a lapszam (500-5000) és a vizsgalt pontok szamanak
(500-5000) fiiggvényében
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6. Eredmények

@(%J@@Q‘Qﬁ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6.10. dbra. Leggyorsabb algoritmus kiilonb6z6 esetekben. 500 lap és 500 cstics
esetén 1 mély, 500 lap és 500+ cstics esetén 2 mély, 1000 lap és 500 cstics esetén 1
cstics, minden mas esetben 3 mély fa nyer
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7. fejezet
Osszegzés

A pont a sokszogben feladatra megmutattuk egy fejlesztését a koriilfordulasi
szam algoritmusnak, tovabba létrehoztunk egy 1j, térfelosztason alapul6 algoritmust
ami hatszor olyan gyorsan miikodik, mint az eddigi sugarkovetés 5000 pont vizsgalata
esetén.

Kiilonb6z6 poligon és poliéder generalasi modszereket fejlesztettiink tetszélege-
sen sok pontra, amivel egyszertien lehet tesztelni és Osszehasonlitani a kiilonbo6zd
algoritmusokat.

A haromdimenzios esetben a sugarkovetés hatareseteinek a kezelésére mutat-
tunk megoldést, valamint itt is létrehoztunk egy térfelosztason alapulé algoritmust,
ami 5000 pont vizsgalata esetén az eddigi sugarkovetéses modszernél 6.5-szor olyan
gyorsan miikodik bonyolult generalt poliéderekre, és 48.3-szor olyan gyorsan miko-
dik a természetesebb betoltott poliéderekre. Megmutattuk, hogy az optimélis mély-
ség megvalasztasaval kozel gyokos idGben lehet feldolgozni akdrhény pontot, vala-
mint, hogy az esetek tulnyomo tobbségében harom az optimaélis mélység. Vizsgaltunk
egyéb nyolcas fa ledllasi feltételt is, de kideriilt, hogy a legnagyobb véltoztatast a jo

maximum mélység megvalasztasa adja.

7.1. Tovabbfejlesztési lehet6ségek

Egy lehetséges fejlesztési iranya az algoritmusnak egy mésik térfeloszté mod-
szerre attérni. A négyes és nyolcas fa az egyik legegyszertibb térfelosztas, de nem
feltétleniil a legjobb. A felezéseknél konnyen el6fordulhat, hogy nem ugyanannyi

cstcs/lap keriil a kiilonb6z6 oldalakra, ezért lehet, hogy mélyebbre kell menni, mint
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7. Osszegzés

egy optimalisabb moddszernél. Erre jobb megoldés lehet, ha felezések helyett tugy
osztanam fel a testet, hogy hasonlé mennyiségi csiics vagy lap keriiljon egy oldalra,

igy mikodik az ugynevezett KD-fa [19].
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