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1. Bevezetés

Definici6 szerint az Euler-féle p(n) fiiggvény azoknak az « € {1, ..., n} szdmoknak a szama,
amelyekre Inko(z,n) = 1. Jolismert képlet szerint minden n € IN := {1,2,...} esetén

go(n):n];[(l—;),

ahol a szorzat az n szam p primosztodira vonatkozik.



A Ji(n)-nel jelolt k-adrendii Jordan-fiiggvény, ahol k € N, az Euler-fiiggvény egy altalano-

sftdsa és ez gy definidlt, mint azoknak az (zy,...,7x) € {1,...,n}* rendezett szdm k-asoknak
a szama, amelyekre Inko(xy, ..., 25, n) = 1. Itt minden n € N-re
k 1
Je(n) =n H 1-— e
pln

és Ji(n) = p(n).
Az Euler-féle p-fiiggvénynek sok més altaldnositasa ismert. Lasd pl. [13]. Legyen f(z) egy
egész egyiitthatés polinom. Menon [10] vezette be 1967-ben a ¢¢(n) fiiggvényt, amely megadja

azoknak az x € {1,...,n} szdmoknak a szaméat, amelyekre Inko(f(z),n) = 1. Minden n € N-re
Ny(p
or(n)=n] ] (1 - f”) ,
pln P

ahol N¢(p) jeloli az f(x) = 0 (mod p) kongruencia megolddsainak a szamat (p prim). Ha
f(z) = x, akkor visszakapjuk az Euler fliggvényt.

A kovetkezd szerzok altal, a Menon [10] cikktél fiiggetlentil (jéval annak megjelenése eltt,
illetve utén) bevezett fiiggvények mind specidlis esetei a Menon-figgvénynek a megjelolt po-
linomokra nézve:

e Alder [1] (1958), Nagell [11] (1923): f(z) = x(m — z), m € N U {0},

e Garcia, Ligh [7] (1983): f(z) = s+ (x — 1)d, ahol s és d relativ prim egészek,

e Schemmel [12] (1869): f(z) =x(z —1)---(x —m+ 1), m e IN.

Ugyanakkor a Menon-fiiggvény nem tartalmazza specialis esetként a k-adrendd Jordan-
figgvényt. Legyen F' = (fi(x),..., fx(z)) egész egylitthatés polinomok egy rendszere. 1971-
ben Stevens [14] definidlta és vizsgalta, a Menon [10] cikkre valé hivatkozds nélkil, a ¢r(n)
fiiggvényt, amely azoknak az (zy,...,7x) € {1,...,n}* rendezett szdm k-asoknak a szdma,
amelyekre Inko(fi(x1),..., fx(zx),n) = 1. Ha fi(z) = -+ = fi(x) = z, akkor visszakapjuk a
Jp(n) fiiggvényt. Tobb més specidlis eset is tanulmanyozhaté. Lasd még Chidambaraswamy
[4, 5] cikkeit.

Tekintsitk most a kovetkezé k-dimenzios (k € IN) altalanositott Euler-fliggvényt:

or(n) = #{(x1, ..., 21) € {1,...,n}* : Inko(2? + -+ + 23, n) = 1}, (1.1)

amelyet Calderén, Grau, Oller-Marcén és Téth [3] vizsgalt 2015-ben.
Egy tovabbi hasonl6 figgvény a ¢r(n) (k € IN), ahol

or(n) = #{(x1, To, ..., xx) € {1,...,n}" : Inko(zy - - - 24, n) = Inko(x; + - - + a5,n) = 1},
(1.2)

lésd Téth [17] (2022).
Ha k = 1, akkor ¢1(n) = ¢1(n) = ¢(n) az Euler-figgvény. De figyeljik meg, hogy a ¢(n)
és i (n) fiiggvényeket nem tartalmazza az elébbi Stevens-féle dltalanosités.
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Ebben a dolgozatban egy 1ij, az irodalomban még nem vizsgalt altalanositott Euler-fiiggvényt
definidlunk a kovetkez6képpen. Legyen F = (fi(z1,...,2%), ..., fm(Z1,...,x1)) egész egyiitt-
hatds k-valtozés (nemkonstans) polinomok egy adott rendszere, ahol k,m € IN. Jelolje ®r(n)
azoknak az (x1,...,xy) € {1,...,n}* rendezett szam k-asoknak a szamat, amelyekre

Inko(fy (21, ..., xk), .., fm(x1, ..., 28),n) = 1.

Innen visszakapjuk a fentiekben szerepl6 fliggvények mindegyikét. Az (1.1) és (1.2) képle-
tekkel definidlt ¢p(n) és pr(n) figgvények az m =1 és fi(xy,...,xp) = 22 + -+ + z3, illetve
filxy, ... xg) =21 2p(xy + - - - + x%) polinomok esetén adédnak.

A dolgozatban explicit képletet adunk ®z(n) kiszdmitasara és levezetiink egy maradéktagos
aszimptotikus formulat a >} _ ®p(n) Osszegre minden, egy enyhe megszorit6 feltételnek ele-
get tevé F' polinomrendszer esetén. Vizsgaljuk a fenti specialis eseteket és mas olyan specialis
polinomrendszerekhez tartozo fliggvényeket, amelyek nem ismertek az irodalomban. Ugyan-
akkor rovid, 4j bizonyitasokat adunk az (1.1) és (1.2) képletekkel definidlt ¢y(n) és pr(n)
fuggvényekre vonatkozd ismert explicit formuldkra. A bizonyitasok soran szikségiink van p
primmodulust kongruencidk, illetve kongruenciarendszerek megoldasszamanak a meghatéaro-
zasara, amelyet a p-edik komplex egységgyokok hatvanyosszegeinek vizsgalataval végziink el.
Kvadratikus Gauss-0sszegek is szerepet kapnak.

2. Altaldnos eredmények

Jelolje Np(n) az fi(z1,...,2x) =0 (mod n), ..., fm(x1,...,2,) = 0 (mod n) kongruencia-
rendszer (z1,...,2;) € {1,...,n}* megolddsainak szdmét. Az n — Np(n) fiiggvény multipli-
kativ, lasd a 4.1 Lemmat. Jelolje p a Mobius-fiiggvényt.

2.1. Tétel. Minden F polinomrendszer esetén azn — ®pr(n) figguény multiplikativ és minden
ne N szamra

Dp(n) =ty W‘l)jlvlf@ (2.1)
din
o nk N NF(p)
= ];[ (1 " ) . (2.2)

Itt (2.2) azt mutatja, hogy specialis polinomrendszerek esetén elegendé az Np(p) értékek is-
merete a p primekre ahhoz, hogy explicit képletet tudjunk adni a megfelel6 Euler-fiiggvényekre.
Megjegyezziik, hogy vizsgalhatd a kovetkezd még altalanosabb fiiggvény is:

Ppp(n) = > h(nko(fi (21, ... k), s fml@1, ..o, x),n)),

(@1 )E{ L, }E



ahol h : IN — C tetszéleges fiiggvény. Ha h(1) = 1, h(n) = 0, ahol n > 1, akkor visszakapjuk
a ®p(n) figgvényt. Ha k =m =1, fi(z1) = x1 és h(n) =n (n € IN), akkor a

P(n) = Z Inko(z,n)

Inko-osszegfiiggvény (Pillai-figgvény) addodik, 14sd a [15] osszefoglald cikket.

2.2. Tétel. Legyen I tetszdleges polinomrendszer és h tetszbleges fiigguény. Minden n € IN
szamra

Ppy(n) =n*)] xh) El?NF(d), (2.3)
dn

ahol * a konvolicidt jeloli. Ha h multiplikativ figgvény, akkor az n — Pgn(n) figgvény is
multiplikativ.

Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk a Pgp(n) figgvény tovabbi tulajdonsdgaival és
specialis eseteivel.
A ®p(n) Euler-tipusu fiiggvény aszimptotikus viselkedésére vonatkozik a kovetkezd tétel.

2.3. Tétel. Ha az F polinomrendszer olyan, hogy minden 1 < i < m esetén az fi(z1,...,xy)
polinom egyiitthatoi relativ primek, akkor

Z dp(n) = 2" H (1 - ]\]Zb’;g)) + Okttt (2.4)

n<x p

ahol a szorzat az dsszes p primre vonatkozik, t az fi(xy,...,zx) (1 < i < m) polinomok
fokszamai kozil a legkisebb és € > 0 tetszoleges.

Specialisan valasztott F' polinomrendszerek esetén az el6bbi maradéktag javithato. Példaul,
a [3] dolgozatban a szerzok igazoltak, hogy az (1.1) képlettel definialt ¢y (n) fiiggvényre a megfe-
lel$ aszimptotikus képlet maradéktagja O(x* log z), ha k paros és O(z*(log )%/ (log log x)*/?),
ha k péaratlan. Ez utébbi a ¢(n) Euler-fliggvényre vonatkozé ismert Walfisz-féle maradéktag
kovetkezménye. Ugyanakkor a [17] dolgozat szerint a (1.2) képlettel adott ¢ (n) fliggvényre a
maradéktag O(z*(log z)*!) minden k > 2 esetén.

A ¢r(n) fuggvény tovabbi aszimptotikus tulajdonsiagait Banerjee és szerzétarsai vizsgaltak
a [2] (2024) cikkben.

3. Specialis esetek

A tovabbiakban a ®p(n) fiiggvény kovetkezd specidlis eseteit vizsgaljuk:



3.1. A ¢i(n) fiiggvény

Tekintsiik a (1.2) képlettel definidlt ¢ (n) fiiggvényt. Ez az altaldnos ®p(n) figgvénynek
azm =1¢és fi(xy,...,zx) = 1 xk(x1 + -+ + 21) polinomra vonatkozd esete. Sziikségiink
van a koévetkez6 lemmara.

3.1. Lemma. Legyen k€ IN és p prim. Az
x1- - rp(ry 4+ +x) =0 (mod p)

kongruencia megolddsainak a szdma

Nu(p) = p* — ; (0= 1 + (1) (p— 1)) (3.1)

Ennek alkalmazéasaval adodik a kovetkezd formula.

3.2. Tétel. Minden k,n € IN esetén

om0 () 5) e

pln

= lom) [ ((1 - ;)k - :?k) |

pln

A (3.2) képletet a [17] dolgozatban a szerz6 mas médszerrel, k-szerinti indukeié alkalma-
zaséaval bizonyitotta.

3.2. A ¢}.(n) fiiggvény

Most tekintstik az m = 2 és fi(xy,...,x5) = 1 -+ T, fo(T1,...,29) = 21+ -+ 31 esetet,
amely a kovetkezo altalanositott Euler-fiiggvényre vezet:

Sp;v(n) = #{($1,l‘2, SR ka) € {17 s 7n}k : hlkO(:L‘l Tk, T+t iL‘k,TL) = 1} (33)
Ennek vizsgalata nem szerepel az irodalomban.
3.3. Lemma. Legyen k€ IN és p prim. Az

x1---x =0 (mod p)
1+ -+ 2, =0 (mod p)
kongruenciarendszer megolddsainak a szama

Ni(p) = p* ! — ; (0= 1+ (=) (p—1)).



A kovetkezd formulat kapjuk:

3.4. Tétel. Minden k,n € N esetén

- ]13 <1 — ;)H + <_p?k> (3.4)
=n* o) | | <1 + ]13 (1 - ;)H + (_p?k> .

Megjegyzés. Itt ¢} (n) = p(n), ¢h(n) = Ja(n) a masodrendli Jordan-figgvény és

o=l 2) (+3)

pln

3.3. A ypa(n) fiiggvény
Legyen k€ N, a = (ay,...,a;) € ZF és
Oran) =#{(x1,...,z1) € {1,...,n}* : Inko(ayzy + - - - + apwg, n) = 1},

amely fiiggvény az m = 1 eset és az fi(z1,...,2,) = 121 + - - + agx polinom valasztasaval
adodik.

3.5. Lemma. Az ayz; + ayry+ - +apzy =0 (mod p) kongruencia megolddsainak szdma p*,
ha p|Inko(as,...,ax), eqyébként pedig p*~*.

3.6. Tétel. Legyen ke N, a = (ay,...,a;) € Z¥ ésn e N. Akkor
k 1
pram)=nF ] =) (3.5)

Kovetkezik, hogy ha Inko(ay, . .., a;) = 1, akkor ¢ (n) = nf~1p(n) minden n € IN esetén.

3.4. A ¢pa(n) fliggvény

Legyen most k € N, a = (ay,...,a;) € ZF és

Ora(n) = #{(z1,...,2p) € {1,...,n}" : Inko(a, 2% + - - - + apai,n) = 1},

amely altalanosabb, mint a Bevezetésben megadott ¢x(n) fliggvény. Ez utébbi az a; = - - -
= q;, = 1 valasztassal adodik.



Az ayz? + -+ + axzi = 0 (mod n) négyzetes kongruencia megoldésszdmdara vonatkozd
formuldk ismertek az irodalomban. Lasd példaul a [16] 6sszefoglalé cikket. A kovetkez6kben
nem hivatkozunk ezekre a formuldkra, hanem a 3.1 és 3.5 Lemmak bizonyitasaban bemuta-
tott polinomos moddszerrel kézvetlentiil meghatarozzuk a kongruencia megoldasszamat prim
modulusra.

3.7. Lemma. Legyen Inko(a; - --ag,p) = 1. Ha p pdratlan primszdm, akkor az a1a? + -+ +
+ axzi =0 (mod p) kongruencia megolddsszdma

1 (1 N ppk—/; ((—1)’f/2§1 : ak>) | (3.6)

ha k paros, ahol <%> a Legendre-szimbélum, és p*=', ha k pdratlan. Ha p = 2, akkor a megol-

ddsszdam 251,

3.8. Tétel. Legyen ke N, a = (ay,...,a;) € ZF ésn e N gy, hogy Inko(a, - - - ag,n) = 1. Ha
k paratlan, akkor

Pra(n) = n""lo(n), (3.7)

ha k paros, akkor

brali) =) TT (1= i cnpomnr (). (%), (33)

pln
p>2

ahol (%) a Legendre-szimbdlumot jeloli (1 < i < k).

Ha a; = --- = a5 = 1, akkor innen visszakapjuk [3, Th. 1] képletét, amelynek ott més
modszerrel valé bizonyitasa szerepel.

3.5. A ¢,(n) fliggvény
Legyen k € N, és
o, (n) = #{(21, ..., 2x) € {1,...,n}* : Inko(xy - -z, 23 4+ - + 22, n) = 1},
amely nem szerepel az irodalomban.

3.9. Lemma. Az

x1---x, =0 (mod p)
24+ 22 =0 (mod p)

kongruenciarendszer megolddsszama az aldbbi tablazatokban lathato :
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k pdros % = -+ 2" = (Vp+ 1) = (Vp—1)F))

k pdratlan % ( F—(p—1)F+ % ((\/23+ 1)F — Vi 1)k))

p=—1 (mod 4)

K pdratian 7 (p’“ —(=1 ((p = D+ B paros (7’2)(—1)%”@"))

osn<k

k piros | 1 (pk +(p—1) (ﬁk — (=1)2(p = ¥ = Y paros (ﬁ)(—l)vﬁ")>

osn<k

Innen, az el6z6 esetekhez hasonléan, kozvetlen formula adhaté ¢) (n) kiszamitasara a (2.2)
képletet alkalmazva.

4. Tovabbi lemmak és a bizonyitasok

4.1. Lemma. Az n — Ng(n) figgvény multiplikativ.

A 4.1 Lemma bizonyitdasa. Legyenek a és b tetsz6leges pozitiv egészek, amelyekre Inko(a, b) =
= 1. Vegyiik a kovetkezd kongruenciarendszereket :

( filz1,...,21) =0 (mod a)

| fm(z1,. .. ) =0 (mod a)

( filz1,...,2;) =0 (mod b)

fm(z1,.os2) =0 (mod b)
fi(zy,...,2) =0 (mod ab)

\

: (4.3)
Jm(z1,...,2,) =0 (mod ab).

Tegyiik fel, hogy (1, ..., xx) megoldasa (4.1)-nek és (21, ..., x},) megoldasa (4.2)-nek. Ezek-
nek a megoldasoknak a szdma rendre Np(a) és Np(b). A Kinai maradéktétel szerint barmely
ie{l,..., k} esetén az

r=ux; (mod a)
{ r =2z, (mod b)



kongruenciarendszernek pontosan egy = = z € {1,...,ab} megoldasa létezik. Az igy kapott
(27, ..., x}) szam k-asok szdma tehdt Ng(a)Ng(b). Mivel egy polinom megérzi a kongruenciat,
barmely i-re f;(x],...,2}) = fi(z1,...,2x) =0 (mod a) és fi(x],...,2}) = fi(z},...,2},) =0
(mod b). Ebbdl kovetkezik, hogy fi(x7,...,2%) = 0 (mod ab), vagyis (4.3)-nak el6allitottuk
Np(a)Np(b) szami megoldasat. Mar csak azt kell belatnunk, hogy ez az dsszes megoldas. Ez
rogton kovetkezik abbol, hogy ha (z1, ..., x)) megoldasa (4.3)-nak, akkor megoldasa (4.1)-nek
és (4.2)-nek. Tehat Np(ab) = Np(a)Np(b). Ezt akartuk beldtni. O

A 2.1 Tétel bizonyitdsa. Hasznaljuk a Mobius-fiiggvény egyik alaptulajdonsiagat, amely sze-
rint

1, han=1,
> p(d) =
] 0, han>1.
Ennek alapjan

Dp(n) = > 1

= ) > p(d)

amely a (2.1) formulat adja. Itt az utolsé 1épésben felhasznaltuk azt, hogy ha d | n, akkor

az fi(xi,...,xr) = 0 (mod d) (1 < i < m) kongruenciarendszer megoldasainak szama az
{1,...,n}* halmazon éppen Npg(d) (%)k

Mivel az Ngp(n) fiiggvény multiplikativ, 1ldsd a 4.1 Lemmét, kovetkezik, hogy a ®p(n)
fiiggvény is multiplikativ, mint multiplikativ fiiggvények konvolicidja. Primhatvanyokra

ay 1(d)Np(d) _ . ak a1k _ _ak Np(p)
Op(p*) =p %M—p — Ne(p)p P =p <1— o )

és ez azonnal a (2.2) azonossagra vezet. O



A 2.2 Tétel bizonyitdsa. Azt hasznéljuk, hogy h(n) = >, (1 * h)(d) minden n € N-re. A 2.1
Tétel bizonyitasahoz hasonlban,

Pep(n) = ), > (1 h)(d)

1<@1,.,2k<n dllnko(f1(1,- @k ),s S (T1 ey TR )y 1)

- Y M )

1<z1,..., 2. <N dn
dlfi(z1,.., k), 1<i<m

= N h)(d) Y 1

d‘n 1<z1,...,xp<n
fi(x1,...,x3)=0 (mod d),1<i<m

= s W)Ne(d) (5)

dln

ami a (2.3) formuldt adja.
Ha h multiplikativ fiiggvény, akkor kévetkezik, hogy a Prj(n) figgvény is multiplikativ,
mint multiplikativ fliggvények konvolucidja. O

Az aszimptotikus képlet bizonyitdsa soran a maradéktagok becsléséhez sziikséglink lesz a
kovetkezo lemmakra.

4.2. Lemma. ([9, Lemma 2.3]) Legyen f(z1,...,xx) olyan k-vdltozds t-edfoki (k,t = 1) egész
egyiitthatos polinom, amelynek nem minden egyiitthatdja oszthato p-vel. Akkor az

f(z1,...,2,) =0 (mod p“)
primhatvany modulusi kongruencia N¢(p™) megolddsszdmdra
Ny(p*) < Cla+ 1)t pet=t/o),
ahol C' = C(k,t) eqy csak k-tdl és n-tél fiiggd konstans.

4.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy az F polinomrendszerre az fi(x1,...,xy) polinom eqyiitthatdi
relativ primek minden 1 < i < m esetén. Legyen t az fi(xq,...,x)) polinomok fokszamai koziil
a legkisebb. Akkor

Np(n) — O(nkfl/tJrs),

ahol € > 0 tetszoleges.

Bizonyitas. Az fi(x1,...,zx) = 0 (mod p*) (1 < i < m) kongruenciarendszer megoldasainak
Np(p®) szdma kisebb vagy egyenld, mint barmely f;(z1,...,2;) = 0 (mod p*) kongruencia
megoldasszama. Valasszuk azt a kongruenciat, amelyre az f;(z1, ..., x)) polinom foka a legki-

sebb. Ez fogja a legjobb becslést adni a 4.2 Lemma alapjan. Kapjuk, hogy

Np(p®) < Cla+ 1)F 1. prt=l/o)
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és hasznédlva Np multiplikativitasat,
Np(n) < C¥Mr(n)k=tpk=1/t,

ahol w(n) az n kilénboézé primosztéinak szama és 7(n) = >, 1. Haszndlva az ismert 7(n) =
= O(n®) becslést, lasd pl. [6, 6.4.5. Tétel], [8, Th. 315], és az ebbél adodé Cw(™) = (2(m)log2 € <
< 7(n)°e2¢ = O(n?) becslést kapjuk, hogy

Np(n) = O(n*/*e),
ahol k rogzitett és € > 0 tetszdleges. [

4.4. Lemma. Fenndllnak a kévetkezo jolismert becslések :

ont= 2

(%), s=0,

n<x
Zn S:O(:vl_s), 0<s<l1,
n<x
Z n*=0("%), s> 1
n>x

A 2.3 Tétel bizonyitisa. A (2.1) formula és a 4.4 Lemma elsé becslése alapjan

Nerm) = 3 wdNeld)e = Y u(dNe(d) Y ¢

n<w de=n<z d<z e<z/d

= S (5 (5) o (

oM ) NF(d) kN Ve(d)
_k—i-le; dk+1 +0 ‘r(;x dk

ki1 N Vr(d) kN Ne(d)
k—i— Z dk+1 O(a: 2 dh+ >+O($ 2 dr )>

d>x

ISHRS

~—
B
N——
~~——

ahol a fellép6 sor abszolut konvergens, mert a 4.3 Lemma szerint

WdINe(d) 1
dk+1 qi+i/t—e

és vélasszuk meg e-t gy, hogy € < 1/t legyen. Itt

CF_Z,udIHl HZM k+1 1_[<_ k+1)’

P a=0 p
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Euler-szorzatként irva, kihasznalva az Ng(n) fuiggvény multiplikativitasat. Tovdbba, a 4.4
Lemmat is hasznalva,

dk 1/t+e
ok Z Z _ gk Z A1/ - /tre
d<z d<z d<zx
k—1/t+e
ey NF ia Z d — k! Z JLVte o pRE1=1/tte
dk+1 dk+1 )
d>x d>x d>x
és ez lesz a maradéktag. O]

A 3.1 Lemma bizonyitdsa. El6szor meghatarozzuk azoknak a megolddsoknak a szamat, me-
lyekben az x; valtozdk koziil legalabb az egyiknek az értéke p. Az ilyen megoldasok szamat
megkapjuk, ha az 0sszes lehetséges esetbol kivonjuk azokat, melyekben egyik x; sem p, igy az
eredmény
P = (-1~

Most szamoljuk 6ssze a tobbi megoldast, ahol x; € {1,2,...,p — 1}. Ebben az esetben a
kongruencia egyenértékii az x1+---+x, =0 (mod p) kongruenciaval. Ennek megoldasszamé-
nak meghatérozdsdhoz minden x; valtozéhoz rendeljiik hozzd az x + 2%+ - - - +2P~! polinomot,
melyben a fokszamok x; lehetséges értékei. Ekkor a megoldasok szama az

F(z) = (:c—l—xz—l—--'—l—xp*l)k

polinom kifejtett alakjaban a p-vel oszthaté fokszamu tagok egyutthatomak Osszege. Ezt pedig

a kovetkez6 modszerrel hatdrozhatjuk meg: Legyenek o := e T ] €{0,1,...,p—1} a p-edik
komplex egységgyokok. A keresett egytitthatok Osszege a — Z F(a;) szamtani kozép lesz.
Ugyanis

T 1 b=t k(p-1) - 1k(p—1) p—1 -
) Flay) = pg ZO am () = D, dm <Z(Oéj) ) (4.4)

j=0 m=0 =0

k(p—1) p—1 k(p—1) p—1 k(p 1) k(p—1)

1

8 o (G + z am(z )] & o I
m=0 7=0

Itt felhasznaltuk a komplex egységgyokoknek azt a jol ismert tulajdonsagat, miszerint

E(Oéj)m _ {O, hap{m

= p, hap|m.

12



A mértani sor 0sszegképletét felhasznalva kapjuk,hogy

Fla;) = ol —a; k
( J) <J7J) — (_1)k egyébként.

a;—1

Ezeket behelyettesitve az 6sszegbe:

(p=D"+ (- D(=1)").

A kétféle megoldasok szamat 6sszeadva éppen az allitdsban szereplé formulat kapjuk. [

A 3.2 Tétel bizonyitisa. A 3.1 Lemma alapjan

()

és a (2.2) képletre tekintettel rogton adédik (3.2). O

A 3.3 Lemma bizonyitdsa. A kongruenciarendszer megoldasainak szima pontosan annyi, mint
az 1+ -+ x = 0 (mod p) kongruencia azon megoldasainak szdma, amelyekben legalabb
az egyik valtozé p-vel egyenld. Ennek meghatarozasahoz a kongruencia 6sszes megoldasabol
vonjuk ki a "rosszakat', amelyekben a valtozdk lehetséges értékei 1,...,p — 1. Az Osszes meg-
oldas szdma p*~!, ugyanis az x1,...,zp_1 értékeket tetszélegesen megvalaszthatjuk az 1,...,p
halmazbol, de ezzel x; értéke egyértelmiien meghatarozott. A "rossz" megolddsok szamat az
el6z6 lemma bizonyitasakor mar meghataroztuk:

((p=D"+ (=D p-1)

SR

A ketto kiillonbségét véve éppen az allitasban szerepl6 formulat kapjuk. n
A 3.4 Tétel bizonyitdisa. Rogton adodik a 3.3 Lemma alapjan, a (2.2) képletet alkalmazva. [

A 3.5 Lemma bizonyitasa. Legyen z; € {0,1,...,p—1}. Minden a;z; szdmhoz rendeljiik hozza
az
Fi(z) =14 2% + 22 4 ... 4 gD

polinomot, amely a;x; lehetséges értékeit tartalmazza az x valtozo kitevoiben.

Fi(z) = {p = 1
o7 egyebként.
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Legyen F(x) := HE(x) gy ismét F-nek a p-edik egységgyokoknél vett helyettesitési

értékeinek szdmtani kozepe adja a megolddsok szdmat. F(1) = p*, egyéb a; egységgydkre
pedig F;(a;) értéke 0, ha p 1 a; és p, ha p | ;. Tehat az F(as),..., F(a,) értékek kozt csak
akkor nincs 0, ha p | Inko(ay, ...,ax). Igy p|lnko(ay,...,a;) esetén

F(1) + Flag) + -+ F(ep) _ p"+p"+- +p _
p p
kiilonben pedig

FQ)+ Flag) +- 4 Flay) _ p" 40440 _ 5,y
p p
ahogy azt allitottuk. O

A 3.6 Tétel bizonyitisa. Rogton adddik a 3.5 Lemma alapjan, alkalmazva a (2.2) képletet. [

A 3.7 Lemma bizonyitdsa. Legyen p paratlan prim. Elészor meghatarozzuk az z2 + - - - + 22 =
= 0 (mod p) kongruencia megoldasszamat, majd megmutatjuk, hogy az eredeti kongruencia
megolddsszama hogyan fiigg az ay, . . ., aj értékektél. Minden x? értékhez rendeljiik hozz4 a

p—1
2(() )~
n=0 p
polinomot, ahol (%) a Legendre-szimbolumot jeloli. Pl. p = 7 esetben ez igy néz ki: 1+ 2x +

+ 22 + 22, A kitevek értékei x? lehetséges értékei modulo p, az egyiitthatok pedig azt fejezik
ki, hogy hényszor veszi fel az adott értéket 2, ahogyan x; végigfut a 0,1,...,p — 1 szdmokon.

F(z) = C;: <<Z) + 1) x”)k

polinom p-edik komplex egységgyokoknél vett értékeinek szamtani kozepe adja meg a kongru-

encia megoldasszamat :
k
Ry n
! <Z(<>+1> o)
P =0 \n=o \\P

Itt g(5;p) :== Zﬁ;é ((%) + 1) aj definicié szerint a kvadratikus Gauss-6sszeg. Igy

; (Z ((Z) n 1) a;>k _ ;zg(g(j;p»k
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j = 0 esetén g(j;p) = p, egyébként g(j;p) = (l) g(1;p). Igy

1”1

gt =3 (44 5(G)oen) )

(g(J p))*

Ha p=1 (mod 4), akkor g(1;p) = \/p, ha p = —1 (mod 4), akkor g(1;p) = i,/p. Tehdt p =1
(mod 4) esetben

]19 (p’“+i§ ((;) ﬁ)k> = ]19 (p’“+p; L (WP + (—w?)’“)) :

Itt a Legendre-szimbolum értékei szerint valogattuk szét a szummatagokat. A p = —1
(mod 4) esetben az eredmény hasonléan, behelyettesitéssel adodik :

(P G i) ) = 3 (0 )

Ez pératlan k-ra p*~' k=0 (mod 4) esetben

1
; (" + (p— 1)p?),

k =2 (mod 4) esetben

; (" — (p— 1p"?).

Az el6z6 két, paros k-ra vonatkozé formula egyiitt is irhato:

;w+@—mwww (4.5)

Most nézziik az eredeti kongruenciat. Minden a;z; szamhoz rendeljiik a lehetséges értékeit

kitevoként tartalmazoé
p—1
n
%(() )
n=0 p
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polinomot. Igy a kovetkezéképpen adédik a megolddsszam :

15 (H; (< ) )a?i”) :;jz:i (ﬁﬂwjm))
S (GG )

N
Ha k péaros, akkor (%) értéke mindig 1. Ezért p =1 (mod 4) esetben

S 1) o ()

és p=—1 (mod 4) esetben

P +;p ) (ﬁ (C;z) g(1;p)> _ g (_1)k:/2\/§k(p_ ) (a1 .].J.ak> |

j=1 \li=1

A Legendre-szimbélum tulajdonsagait felhasznalva a kétféle megoldas azonos formulaval is

megadhato:
P <1+p_ 1 <<—1)k/2a1~~@k>)
pr/2 p

N
Ha k paratlan, akkor (%) értéke

1,2,...,p — 1 szamokon. Ezért ebben az esetben a megoldasok szama p
Végiil nézzitk meg kiilon a p = 2 esetben az eredeti kongruencia megoldasszamat. O

pgl-szer -1 és ugyanennyiszer 1, ahogyan j végigfut az
k—1

A 3.9 Lemma bizonyitdsa. A megoldasszadm meghatarozhatd ugy, hogy az alsdé kongruencia
mar kordbban meghatarozott 6sszes megoldasdnak szdmabdl kivonjuk azon megoldésok (a
tovabbiakban "rossz megolddsok') szamat, amelyekben minden x; a {0, 1,...,p— 1} halmazbdl
vald. A rossz megoldasok szamolasakor annyi modositast kell elvégezni a korabbi polinomokhoz
képest, hogy barmely x;-hez a
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kifejezést rendeljiik, tehat a nulladfokd tag eltiint. Igy a szokésos médszer nem szdmolja azo-
kat a megoldasokat, amelyekben elofordul z; = 0 valamely i esetén. Vessziik ennek k-adik
hatvanyat, majd kiszamitjuk a szamtani kozépértéket :

IM(GIEREHCREM(GEIERY
o P 1t v )

ha p=1 (mod 4).
A p=—1 (mod 4) esetben

;: (:i)((g) +1) a?—l)k:; ((p—l)’“+p;1 ((z‘\/ﬁ—1)k+(_¢\/p_1)k)),

A k paritasara vald tekintettel a binomidlis tételt felhasznalva innen levezethetéek a tab-
lazatban szereplo formulak. Igy a kongruenciarendszer megoldasainak szamat megkapjuk a
korabbi négyzetes kongruencia megoldasszamanak és a rossz megoldasok szamanak kiilonbsé-
geként. O]
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