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1. Bevezetés
Definíció szerint az Euler-féle φpnq függvény azoknak az x P t1, . . . , nu számoknak a száma,

amelyekre lnkopx, nq = 1. Jólismert képlet szerint minden n P N := t1,2, . . .u esetén

φpnq = n
ź

p|n

ˆ

1 − 1
p

˙

,

ahol a szorzat az n szám p prímosztóira vonatkozik.
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A Jkpnq-nel jelölt k-adrendű Jordan-függvény, ahol k P N, az Euler-függvény egy általáno-
sítása és ez úgy definiált, mint azoknak az px1, . . . , xkq P t1, . . . , nuk rendezett szám k-asoknak
a száma, amelyekre lnkopx1, . . . , xk, nq = 1. Itt minden n P N-re

Jkpnq = nk
ź

p|n

ˆ

1 − 1
pk

˙

és J1pnq = φpnq.
Az Euler-féle φ-függvénynek sok más általánosítása ismert. Lásd pl. [13]. Legyen fpxq egy

egész együtthatós polinom. Menon [10] vezette be 1967-ben a ϕf pnq függvényt, amely megadja
azoknak az x P t1, . . . , nu számoknak a számát, amelyekre lnkopfpxq, nq = 1. Minden n P N-re

ϕf pnq = n
ź

p|n

ˆ

1 − Nf ppq

p

˙

,

ahol Nf ppq jelöli az fpxq ” 0 (mod p) kongruencia megoldásainak a számát (p prím). Ha
fpxq = x, akkor visszakapjuk az Euler függvényt.

A következő szerzők által, a Menon [10] cikktől függetlenül (jóval annak megjelenése előtt,
illetve után) bevezett függvények mind speciális esetei a Menon-függvénynek a megjelölt po-
linomokra nézve:

‚ Alder [1] (1958), Nagell [11] (1923): fpxq = xpm − xq, m P NY t0u,
‚ Garcia, Ligh [7] (1983): fpxq = s + px − 1qd, ahol s és d relatív prím egészek,
‚ Schemmel [12] (1869): fpxq = xpx − 1q ¨ ¨ ¨ px − m + 1q, m P N.
Ugyanakkor a Menon-függvény nem tartalmazza speciális esetként a k-adrendű Jordan-

függvényt. Legyen F = pf1pxq, . . . , fkpxqq egész együtthatós polinomok egy rendszere. 1971-
ben Stevens [14] definiálta és vizsgálta, a Menon [10] cikkre való hivatkozás nélkül, a ϕF pnq

függvényt, amely azoknak az px1, . . . , xkq P t1, . . . , nuk rendezett szám k-asoknak a száma,
amelyekre lnkopf1px1q, . . . , fkpxkq, nq = 1. Ha f1pxq = ¨ ¨ ¨ = fkpxq = x, akkor visszakapjuk a
Jkpnq függvényt. Több más speciális eset is tanulmányozható. Lásd még Chidambaraswamy
[4, 5] cikkeit.

Tekintsük most a következő k-dimenziós (k P N) általánosított Euler-függvényt:

ϕkpnq = #tpx1, . . . , xkq P t1, . . . , nu
k : lnkopx2

1 + ¨ ¨ ¨ + x2
k, nq = 1u, (1.1)

amelyet Calderón, Grau, Oller-Marcén és Tóth [3] vizsgált 2015-ben.
Egy további hasonló függvény a φkpnq (k P N), ahol

φkpnq = #tpx1, x2, . . . , xkq P t1, . . . , nu
k : lnkopx1 ¨ ¨ ¨ xk, nq = lnkopx1 + ¨ ¨ ¨ + xk, nq = 1u,

(1.2)

lásd Tóth [17] (2022).
Ha k = 1, akkor ϕ1pnq = φ1pnq = φpnq az Euler-függvény. De figyeljük meg, hogy a ϕkpnq

és φkpnq függvényeket nem tartalmazza az előbbi Stevens-féle általánosítás.

2



Ebben a dolgozatban egy új, az irodalomban még nem vizsgált általánosított Euler-függvényt
definiálunk a következőképpen. Legyen F = pf1px1, . . . , xkq, . . . , fmpx1, . . . , xkqq egész együtt-
hatós k-változós (nemkonstans) polinomok egy adott rendszere, ahol k, m P N. Jelölje ΦF pnq

azoknak az px1, . . . , xkq P t1, . . . , nuk rendezett szám k-asoknak a számát, amelyekre

lnkopf1px1, . . . , xkq, . . . , fmpx1, . . . , xkq, nq = 1.

Innen visszakapjuk a fentiekben szereplő függvények mindegyikét. Az (1.1) és (1.2) képle-
tekkel definiált ϕkpnq és φkpnq függvények az m = 1 és f1px1, . . . , xkq = x2

1 + ¨ ¨ ¨ + x2
k, illetve

f1px1, . . . , xkq = x1 ¨ ¨ ¨ xkpx1 + ¨ ¨ ¨ + xkq polinomok esetén adódnak.
A dolgozatban explicit képletet adunk ΦF pnq kiszámítására és levezetünk egy maradéktagos

aszimptotikus formulát a
ř

nďx ΦF pnq összegre minden, egy enyhe megszorító feltételnek ele-
get tevő F polinomrendszer esetén. Vizsgáljuk a fenti speciális eseteket és más olyan speciális
polinomrendszerekhez tartozó függvényeket, amelyek nem ismertek az irodalomban. Ugyan-
akkor rövid, új bizonyításokat adunk az (1.1) és (1.2) képletekkel definiált ϕkpnq és φkpnq

függvényekre vonatkozó ismert explicit formulákra. A bizonyítások során szükségünk van p
prímmodulusú kongruenciák, illetve kongruenciarendszerek megoldásszámának a meghatáro-
zására, amelyet a p-edik komplex egységgyökök hatványösszegeinek vizsgálatával végzünk el.
Kvadratikus Gauss-összegek is szerepet kapnak.

2. Általános eredmények
Jelölje NF pnq az f1px1, . . . , xkq ” 0 (mod n), . . ., fmpx1, . . . , xkq ” 0 (mod n) kongruencia-

rendszer px1, . . . , xkq P t1, . . . , nuk megoldásainak számát. Az n ÞÑ NF pnq függvény multipli-
katív, lásd a 4.1 Lemmát. Jelölje µ a Möbius-függvényt.

2.1. Tétel. Minden F polinomrendszer esetén az n ÞÑ ΦF pnq függvény multiplikatív és minden
n P N számra

ΦF pnq = nk
ÿ

d|n

µpdqNF pdq

dk
(2.1)

= nk
ź

p|n

ˆ

1 − NF ppq

pk

˙

. (2.2)

Itt (2.2) azt mutatja, hogy speciális polinomrendszerek esetén elegendő az NF ppq értékek is-
merete a p prímekre ahhoz, hogy explicit képletet tudjunk adni a megfelelő Euler-függvényekre.

Megjegyezzük, hogy vizsgálható a következő még általánosabb függvény is:

PF,hpnq =
ÿ

px1,...,xkqPt1,...,nuk

hplnkopf1px1, . . . , xkq, . . . , fmpx1, . . . , xkq, nqq,
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ahol h : N Ñ C tetszőleges függvény. Ha hp1q = 1, hpnq = 0, ahol n > 1, akkor visszakapjuk
a ΦF pnq függvényt. Ha k = m = 1, f1px1q = x1 és hpnq = n (n P N), akkor a

P pnq =
n

ÿ

x=1
lnkopx, nq

lnko-összegfüggvény (Pillai-függvény) adódik, lásd a [15] összefoglaló cikket.

2.2. Tétel. Legyen F tetszőleges polinomrendszer és h tetszőleges függvény. Minden n P N

számra

PF,hpnq = nk
ÿ

d|n

pµ ∗ hqpdqNF pdq

dk
, (2.3)

ahol ∗ a konvolúciót jelöli. Ha h multiplikatív függvény, akkor az n ÞÑ PF,hpnq függvény is
multiplikatív.

Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk a PF,hpnq függvény további tulajdonságaival és
speciális eseteivel.

A ΦF pnq Euler-típusú függvény aszimptotikus viselkedésére vonatkozik a következő tétel.

2.3. Tétel. Ha az F polinomrendszer olyan, hogy minden 1 ď i ď m esetén az fipx1, . . . , xkq

polinom együtthatói relatív prímek, akkor

ÿ

nďx

ΦF pnq = xk+1
ź

p

ˆ

1 − NF ppq

pk+1

˙

+ Opxk+1−1/t+ε
q, (2.4)

ahol a szorzat az összes p prímre vonatkozik, t az fipx1, . . . , xkq (1 ď i ď m) polinomok
fokszámai közül a legkisebb és ε > 0 tetszőleges.

Speciálisan választott F polinomrendszerek esetén az előbbi maradéktag javítható. Például,
a [3] dolgozatban a szerzők igazolták, hogy az (1.1) képlettel definiált ϕkpnq függvényre a megfe-
lelő aszimptotikus képlet maradéktagja Opxk log xq, ha k páros és Opxkplog xq2/3plog log xq4/3q,
ha k páratlan. Ez utóbbi a φpnq Euler-függvényre vonatkozó ismert Walfisz-féle maradéktag
következménye. Ugyanakkor a [17] dolgozat szerint a (1.2) képlettel adott φkpnq függvényre a
maradéktag Opxkplog xqk+1q minden k ě 2 esetén.

A ϕkpnq függvény további aszimptotikus tulajdonságait Banerjee és szerzőtársai vizsgálták
a [2] (2024) cikkben.

3. Speciális esetek
A továbbiakban a ΦF pnq függvény következő speciális eseteit vizsgáljuk:
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3.1. A φkpnq függvény
Tekintsük a (1.2) képlettel definiált φkpnq függvényt. Ez az általános ΦF pnq függvénynek

az m = 1 és f1px1, . . . , xkq = x1 ¨ ¨ ¨ xkpx1 + ¨ ¨ ¨ + xkq polinomra vonatkozó esete. Szükségünk
van a következő lemmára.

3.1. Lemma. Legyen k P N és p prím. Az

x1 ¨ ¨ ¨ xkpx1 + ¨ ¨ ¨ + xkq ” 0 (mod p)

kongruencia megoldásainak a száma

Nkppq = pk − 1
p

`

pp − 1q
k+1 + p−1q

k+1
pp − 1q

˘

. (3.1)

Ennek alkalmazásával adódik a következő formula.

3.2. Tétel. Minden k, n P N esetén

φkpnq = nk
ź

p|n

ˆ

1 − 1
p

˙

˜

ˆ

1 − 1
p

˙k

− p−1qk

pk

¸

(3.2)

= nk−1φpnq
ź

p|n

˜

ˆ

1 − 1
p

˙k

− p−1qk

pk

¸

.

A (3.2) képletet a [17] dolgozatban a szerző más módszerrel, k-szerinti indukció alkalma-
zásával bizonyította.

3.2. A φ1
kpnq függvény

Most tekintsük az m = 2 és f1px1, . . . , xkq = x1 ¨ ¨ ¨ xk, f2px1, . . . , x2q = x1 + ¨ ¨ ¨ + xk esetet,
amely a következő általánosított Euler-függvényre vezet:

φ1
kpnq = #tpx1, x2, . . . , xkq P t1, . . . , nu

k : lnkopx1 ¨ ¨ ¨ xk, x1 + ¨ ¨ ¨ + xk, nq = 1u. (3.3)

Ennek vizsgálata nem szerepel az irodalomban.

3.3. Lemma. Legyen k P N és p prím. Az

x1 ¨ ¨ ¨ xk ” 0 (mod p)
x1 + ¨ ¨ ¨ + xk ” 0 (mod p)

kongruenciarendszer megoldásainak a száma

N 1
kppq = pk−1 − 1

p

`

pp − 1q
k + p−1q

k
pp − 1q

˘

.
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A következő formulát kapjuk:

3.4. Tétel. Minden k, n P N esetén

φ1
kpnq = nk

ź

p|n

ˆ

1 − 1
p

˙

˜

1 + 1
p

ˆ

1 − 1
p

˙k−1

+ p−1qk

pk

¸

(3.4)

= nk−1φpnq
ź

p|n

˜

1 + 1
p

ˆ

1 − 1
p

˙k−1

+ p−1qk

pk

¸

.

Megjegyzés. Itt φ1
1pnq = φpnq, φ1

2pnq = J2pnq a másodrendű Jordan-függvény és

φ1
3pnq = n3

ź

p|n

ˆ

1 − 1
p

˙2 ˆ

1 + 2
p

˙

.

3.3. A φk,apnq függvény
Legyen k P N, a = pa1, . . . , akq P Zk és

φk,apnq = #tpx1, . . . , xkq P t1, . . . , nu
k : lnkopa1x1 + ¨ ¨ ¨ + akxk, nq = 1u,

amely függvény az m = 1 eset és az f1px1, . . . , xkq = a1x1 + ¨ ¨ ¨ + akxk polinom választásával
adódik.

3.5. Lemma. Az a1x1 + a2x2 + ¨ ¨ ¨ + akxk ” 0 pmod pq kongruencia megoldásainak száma pk,
ha p | lnkopa1, . . . , akq, egyébként pedig pk−1.

3.6. Tétel. Legyen k P N, a = pa1, . . . , akq P Zk és n P N. Akkor

φk,apnq = nk
ź

p|n
p ∤ lnkopa1,...,akq

ˆ

1 − 1
p

˙

. (3.5)

Következik, hogy ha lnkopa1, . . . , akq = 1, akkor φk,apnq = nk−1φpnq minden n P N esetén.

3.4. A ϕk,apnq függvény
Legyen most k P N, a = pa1, . . . , akq P Zk és

ϕk,apnq = #tpx1, . . . , xkq P t1, . . . , nu
k : lnkopa1x

2
1 + ¨ ¨ ¨ + akx2

k, nq = 1u,

amely általánosabb, mint a Bevezetésben megadott ϕkpnq függvény. Ez utóbbi az a1 = ¨ ¨ ¨ =
= ak = 1 választással adódik.
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Az a1x
2
1 + ¨ ¨ ¨ + akx2

k ” 0 (mod n) négyzetes kongruencia megoldásszámára vonatkozó
formulák ismertek az irodalomban. Lásd például a [16] összefoglaló cikket. A következőkben
nem hivatkozunk ezekre a formulákra, hanem a 3.1 és 3.5 Lemmák bizonyításában bemuta-
tott polinomos módszerrel közvetlenül meghatározzuk a kongruencia megoldásszámát prím
modulusra.

3.7. Lemma. Legyen lnkopa1 ¨ ¨ ¨ ak, pq = 1. Ha p páratlan prímszám, akkor az a1x
2
1 + ¨ ¨ ¨ +

+ akx2
k ” 0 (mod p) kongruencia megoldásszáma

pk−1
ˆ

1 + p − 1
pk/2

ˆ

p−1qk/2a1 . . . ak

p

˙˙

, (3.6)

ha k páros, ahol
´

a
p

¯

a Legendre-szimbólum, és pk−1, ha k páratlan. Ha p = 2, akkor a megol-
dásszám 2k−1.

3.8. Tétel. Legyen k P N, a = pa1, . . . , akq P Zk és n P N úgy, hogy lnkopa1 ¨ ¨ ¨ ak, nq = 1. Ha
k páratlan, akkor

ϕk,apnq = nk−1φpnq, (3.7)

ha k páros, akkor

ϕk,apnq = nk−1φpnq
ź

p|n
p>2

ˆ

1 − 1
pk/2 p−1q

kpp−1q/4
ˆ

a1

p

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

ak

p

˙˙

, (3.8)

ahol
´

ai

p

¯

a Legendre-szimbólumot jelöli (1 ď i ď k).

Ha a1 = ¨ ¨ ¨ = ak = 1, akkor innen visszakapjuk [3, Th. 1] képletét, amelynek ott más
módszerrel való bizonyítása szerepel.

3.5. A ϕ1
kpnq függvény

Legyen k P N, és

ϕ1
kpnq = #tpx1, . . . , xkq P t1, . . . , nu

k : lnkopx1 ¨ ¨ ¨ xk, x2
1 + ¨ ¨ ¨ + x2

k, nq = 1u,

amely nem szerepel az irodalomban.

3.9. Lemma. Az
#

x1 ¨ ¨ ¨ xk ” 0 pmod pq

x2
1 + ¨ ¨ ¨ + x2

k ” 0 pmod pq

kongruenciarendszer megoldásszáma az alábbi táblázatokban látható:
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p ” 1 pmod 4q

k páros 1
p

`

pk − pp − 1qk + p−1
2

`

2?
pk − p

?
p + 1qk − p

?
p − 1qk

˘˘

k páratlan 1
p

`

pk − pp − 1qk + p−1
2

`

p
?

p + 1qk − p
?

p − 1qk
˘˘

p ” −1 pmod 4q

k páratlan 1
p

ˆ

pk − pp − 1q

ˆ

pp − 1qk−1 +
ř

n páros
0ďnďk

`

k
n

˘

p−1q
k−n

2
?

p n

˙˙

k páros 1
p

ˆ

pk + pp − 1q

ˆ

?
pk − p−1q

k
2 pp − 1qk−1 −

ř

n páros
0ďnďk

`

k
n

˘

p−1q
k−n

2
?

p n

˙˙

Innen, az előző esetekhez hasonlóan, közvetlen formula adható ϕ1
kpnq kiszámítására a (2.2)

képletet alkalmazva.

4. További lemmák és a bizonyítások
4.1. Lemma. Az n ÞÑ NF pnq függvény multiplikatív.

A 4.1 Lemma bizonyítása. Legyenek a és b tetszőleges pozitív egészek, amelyekre lnkopa, bq =
= 1. Vegyük a következő kongruenciarendszereket:

$

’

’

&

’

’

%

f1px1, . . . , xkq ” 0 pmod aq

...
fmpx1, . . . , xkq ” 0 pmod aq

(4.1)

$

’

’

&

’

’

%

f1px1, . . . , xkq ” 0 pmod bq

...
fmpx1, . . . , xkq ” 0 pmod bq

(4.2)

$

’

’

&

’

’

%

f1px1, . . . , xkq ” 0 pmod abq

...
fmpx1, . . . , xkq ” 0 pmod abq.

(4.3)

Tegyük fel, hogy px1, ..., xkq megoldása (4.1)-nek és px1
1, ..., x1

kq megoldása (4.2)-nek. Ezek-
nek a megoldásoknak a száma rendre NF paq és NF pbq. A Kínai maradéktétel szerint bármely
i P t1, . . . , ku esetén az

"

x ” xi pmod aq

x ” x1
i pmod bq
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kongruenciarendszernek pontosan egy x = x2
i P t1, . . . , abu megoldása létezik. Az így kapott

px2
1, ..., x2

kq szám k-asok száma tehát NF paqNF pbq. Mivel egy polinom megőrzi a kongruenciát,
bármely i-re fipx

2
1, . . . , x2

kq ” fipx1, . . . , xkq ” 0 pmod aq és fipx
2
1, . . . , x2

kq ” fipx
1
1, . . . , x1

kq ” 0
pmod bq. Ebből következik, hogy fipx

2
1, . . . , x2

kq ” 0 pmod abq, vagyis (4.3)-nak előállítottuk
NF paqNF pbq számú megoldását. Már csak azt kell belátnunk, hogy ez az összes megoldás. Ez
rögtön következik abból, hogy ha px1, . . . , xkq megoldása (4.3)-nak, akkor megoldása (4.1)-nek
és (4.2)-nek. Tehát NF pabq = NF paqNF pbq. Ezt akartuk belátni.

A 2.1 Tétel bizonyítása. Használjuk a Möbius-függvény egyik alaptulajdonságát, amely sze-
rint

ÿ

d|n

µpdq =
#

1, ha n = 1,

0, ha n > 1.

Ennek alapján

ΦF pnq =
ÿ

1ďx1,...,xkďn
lnkopf1px1,...,xkq,...,fmpx1,...,xkq,nq=1

1

=
ÿ

1ďx1,...,xkďn

ÿ

d|lnkopf1px1,...,xkq,...,fmpx1,...,xkq,nq

µpdq

=
ÿ

1ďx1,...,xkďn

ÿ

d|n
d|fipx1,...,xkq,1ďiďm

µpdq

=
ÿ

d|n

µpdq
ÿ

1ďx1,...,xkďn
fipx1,...,xkq”0 (mod d),1ďiďm

1

=
ÿ

d|n

µpdqNF pdq

´n

d

¯k

,

amely a (2.1) formulát adja. Itt az utolsó lépésben felhasználtuk azt, hogy ha d | n, akkor
az fipx1, . . . , xkq ” 0 pmod dq (1 ď i ď m) kongruenciarendszer megoldásainak száma az
t1, . . . , nuk halmazon éppen NF pdq

`

n
d

˘k.
Mivel az NF pnq függvény multiplikatív, lásd a 4.1 Lemmát, következik, hogy a ΦF pnq

függvény is multiplikatív, mint multiplikatív függvények konvolúciója. Prímhatványokra

ΦF ppα
q = pα

ÿ

d|pα

µpdqNF pdq

dk
= pαk − NF ppqppα−1qk = pαk

ˆ

1 − NF ppq

pk

˙

,

és ez azonnal a (2.2) azonosságra vezet.
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A 2.2 Tétel bizonyítása. Azt használjuk, hogy hpnq =
ř

d|npµ ∗ hqpdq minden n P N-re. A 2.1
Tétel bizonyításához hasonlóan,

PF,hpnq =
ÿ

1ďx1,...,xkďn

ÿ

d|lnkopf1px1,...,xkq,...,fmpx1,...,xkq,nq

pµ ∗ hqpdq

=
ÿ

1ďx1,...,xkďn

ÿ

d|n
d|fipx1,...,xkq,1ďiďm

pµ ∗ hqpdq

=
ÿ

d|n

pµ ∗ hqpdq
ÿ

1ďx1,...,xkďn
fipx1,...,xkq”0 (mod d),1ďiďm

1

=
ÿ

d|n

pµ ∗ hqpdqNF pdq

´n

d

¯k

,

ami a (2.3) formulát adja.
Ha h multiplikatív függvény, akkor következik, hogy a PF,hpnq függvény is multiplikatív,

mint multiplikatív függvények konvolúciója.

Az aszimptotikus képlet bizonyítása során a maradéktagok becsléséhez szükségünk lesz a
következő lemmákra.

4.2. Lemma. ([9, Lemma 2.3]) Legyen fpx1, . . . , xkq olyan k-változós t-edfokú (k, t ě 1) egész
együtthatós polinom, amelynek nem minden együtthatója osztható p-vel. Akkor az

fpx1, . . . , xkq ” 0 pmod pα
q

prímhatvány modulusú kongruencia Nf ppαq megoldásszámára

Nf ppα
q ď Cpα + 1q

k−1 · pαpk−1/tq,

ahol C = Cpk, tq egy csak k-tól és n-től függő konstans.

4.3. Lemma. Tegyük fel, hogy az F polinomrendszerre az fipx1, . . . , xkq polinom együtthatói
relatív prímek minden 1 ď i ď m esetén. Legyen t az fipx1, . . . , xkq polinomok fokszámai közül
a legkisebb. Akkor

NF pnq = Opnk−1/t+ε
q,

ahol ε > 0 tetszőleges.

Bizonyítás. Az fipx1, . . . , xkq ” 0 (mod pα) (1 ď i ď m) kongruenciarendszer megoldásainak
NF ppαq száma kisebb vagy egyenlő, mint bármely fipx1, . . . , xkq ” 0 (mod pα) kongruencia
megoldásszáma. Válasszuk azt a kongruenciát, amelyre az fipx1, . . . , xkq polinom foka a legki-
sebb. Ez fogja a legjobb becslést adni a 4.2 Lemma alapján. Kapjuk, hogy

NF ppα
q ď Cpα + 1q

k−1 · pαpk−1/tq,
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és használva NF multiplikativitását,

NF pnq ď Cωpnqτpnq
k−1nk−1/t,

ahol ωpnq az n különböző prímosztóinak száma és τpnq =
ř

d|n 1. Használva az ismert τpnq =
= Opnεq becslést, lásd pl. [6, 6.4.5. Tétel], [8, Th. 315], és az ebből adódó Cωpnq = p2ωpnqqlog2 C ď

ď τpnqlog2 C = Opnεq becslést kapjuk, hogy

NF pnq = Opnk−1/t+ε
q,

ahol k rögzített és ε > 0 tetszőleges.

4.4. Lemma. Fennállnak a következő jólismert becslések:

ÿ

nďx

ns = xs+1

s + 1 + Opxs
q, s ě 0,

ÿ

nďx

n−s = Opx1−s
q, 0 < s < 1,

ÿ

n>x

n−s = Opx1−s
q, s > 1.

A 2.3 Tétel bizonyítása. A (2.1) formula és a 4.4 Lemma első becslése alapján
ÿ

nďx

φF pnq =
ÿ

de=nďx

µpdqNF pdqek =
ÿ

dďx

µpdqNF pdq
ÿ

eďx/d

ek

=
ÿ

dďx

µpdqNF pdq

ˆ

1
k + 1

´x

d

¯k+1
+ O

ˆ

´x

d

¯k
˙˙

= xk+1

k + 1
ÿ

dďx

µpdqNF pdq

dk+1 + O

˜

xk
ÿ

dďx

NF pdq

dk

¸

= xk+1

k + 1

8
ÿ

d=1

µpdqNF pdq

dk+1 + O

˜

xk+1
ÿ

d>x

NF pdq

dk+1

¸

+ O

˜

xk
ÿ

dďx

NF pdq

dk

¸

,

ahol a fellépő sor abszolút konvergens, mert a 4.3 Lemma szerint

|µpdq|NF pdq

dk+1 !
1

d1+1/t−ε

és válasszuk meg ε-t úgy, hogy ε < 1/t legyen. Itt

CF :=
8
ÿ

d=1

µpdqNF pdq

dk+1 =
ź

p

8
ÿ

a=0

µppaqNF ppaq

ppaqk+1 =
ź

p

ˆ

1 − NF ppq

pk+1

˙

,
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Euler-szorzatként írva, kihasználva az NF pnq függvény multiplikativitását. Továbbá, a 4.4
Lemmát is használva,

xk
ÿ

dďx

NF pdq

dk
! xk

ÿ

dďx

dk−1/t+ε

dk
= xk

ÿ

dďx

d−1/t+ε
! xk+1−1/t+ε,

xk+1
ÿ

d>x

NF pdq

dk+1 ! xk+1
ÿ

d>x

dk−1/t+ε

dk+1 = xk+1
ÿ

d>x

d1−1/t+ε
! xk+1−1/t+ε,

és ez lesz a maradéktag.

A 3.1 Lemma bizonyítása. Először meghatározzuk azoknak a megoldásoknak a számát, me-
lyekben az xi változók közül legalább az egyiknek az értéke p. Az ilyen megoldások számát
megkapjuk, ha az összes lehetséges esetből kivonjuk azokat, melyekben egyik xi sem p, így az
eredmény

pk − pp − 1q
k.

Most számoljuk össze a többi megoldást, ahol xi P t1, 2, . . . , p − 1u. Ebben az esetben a
kongruencia egyenértékű az x1 + ¨ ¨ ¨+xk ” 0 (mod p) kongruenciával. Ennek megoldásszámá-
nak meghatározásához minden xi változóhoz rendeljük hozzá az x+x2 + ¨ ¨ ¨+xp−1 polinomot,
melyben a fokszámok xi lehetséges értékei. Ekkor a megoldások száma az

F pxq =
`

x + x2 + ¨ ¨ ¨ + xp−1˘k

polinom kifejtett alakjában a p-vel osztható fokszámú tagok együtthatóinak összege. Ezt pedig
a következő módszerrel határozhatjuk meg: Legyenek αj := e

2π i j
p , j P t0, 1, . . . , p−1u a p-edik

komplex egységgyökök. A keresett együtthatók összege a 1
p

řp−1
j=0 F pαjq számtani közép lesz.

Ugyanis

1
p

p−1
ÿ

j=0
F pαjq = 1

p

p−1
ÿ

j=0

kpp−1q
ÿ

m=0
ampαjq

m = 1
p

kpp−1q
ÿ

m=0
am

˜

p−1
ÿ

j=0
pαjq

m

¸

(4.4)

= 1
p

¨

˚

˝

kpp−1q
ÿ

m=0
p|m

am

˜

p−1
ÿ

j=0
pαjq

m

¸

+
kpp−1q

ÿ

m=0
p∤m

am

˜

p−1
ÿ

j=0
pαjq

m

¸

˛

‹

‚

= 1
p

kpp−1q
ÿ

m=0
p|m

amp =
kpp−1q

ÿ

m=0
p|m

am

Itt felhasználtuk a komplex egységgyököknek azt a jól ismert tulajdonságát, miszerint

p−1
ÿ

j=0
pαjq

m =
#

0, ha p ∤ m

p, ha p | m.
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A mértani sor összegképletét felhasználva kapjuk,hogy

F pαjq =

$

&

%

pp − 1qk, ha j = 0
´

αp
j −αj

αj−1

¯k

= p−1qk egyébként.

Ezeket behelyettesítve az összegbe:

1
p

p−1
ÿ

j=0
F pαjq = 1

p

`

pp − 1q
k + pp − 1qp−1q

k
˘

.

A kétféle megoldások számát összeadva éppen az állításban szereplő formulát kapjuk.

A 3.2 Tétel bizonyítása. A 3.1 Lemma alapján

1 − Nkppq

pk
=

ˆ

1 − 1
p

˙

˜

ˆ

1 − 1
p

˙k

− p−1qk

pk

¸

,

és a (2.2) képletre tekintettel rögtön adódik (3.2).

A 3.3 Lemma bizonyítása. A kongruenciarendszer megoldásainak száma pontosan annyi, mint
az x1 + ¨ ¨ ¨ + xk ” 0 (mod p) kongruencia azon megoldásainak száma, amelyekben legalább
az egyik változó p-vel egyenlő. Ennek meghatározásához a kongruencia összes megoldásából
vonjuk ki a "rosszakat", amelyekben a változók lehetséges értékei 1, ..., p − 1. Az összes meg-
oldás száma pk−1, ugyanis az x1, ..., xk−1 értékeket tetszőlegesen megválaszthatjuk az 1, ..., p
halmazból, de ezzel xk értéke egyértelműen meghatározott. A "rossz" megoldások számát az
előző lemma bizonyításakor már meghatároztuk:

1
p

`

pp − 1q
k + p−1q

k
pp − 1q

˘

.
A kettő különbségét véve éppen az állításban szereplő formulát kapjuk.

A 3.4 Tétel bizonyítása. Rögtön adódik a 3.3 Lemma alapján, a (2.2) képletet alkalmazva.

A 3.5 Lemma bizonyítása. Legyen xi P t0,1, . . . , p − 1u. Minden aixi számhoz rendeljük hozzá
az

Fipxq = 1 + xai + x2ai + ¨ ¨ ¨ + xpp−1qai

polinomot, amely aixi lehetséges értékeit tartalmazza az x változó kitevőiben.

Fipxq =
#

p, ha xai = 1
xpai −1
xai −1 egyébként.
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Legyen F pxq :=
ź

i

Fipxq. Így ismét F -nek a p-edik egységgyököknél vett helyettesítési

értékeinek számtani közepe adja a megoldások számát. F p1q = pk, egyéb αj egységgyökre
pedig Fipαjq értéke 0, ha p ∤ ai és p, ha p | ai. Tehát az F pα2q, . . . , F pαpq értékek közt csak
akkor nincs 0, ha p | lnkopa1, . . . , akq. Így p | lnkopa1, . . . , akq esetén

F p1q + F pα2q + ¨ ¨ ¨ + F pαpq

p
= pk + pk + ¨ ¨ ¨ + pk

p
= pk,

különben pedig

F p1q + F pα2q + ¨ ¨ ¨ + F pαpq

p
= pk + 0 + ¨ ¨ ¨ + 0

p
= pk−1,

ahogy azt állítottuk.

A 3.6 Tétel bizonyítása. Rögtön adódik a 3.5 Lemma alapján, alkalmazva a (2.2) képletet.

A 3.7 Lemma bizonyítása. Legyen p páratlan prím. Először meghatározzuk az x2
1 + ¨ ¨ ¨ + x2

k ”

” 0 (mod p) kongruencia megoldásszámát, majd megmutatjuk, hogy az eredeti kongruencia
megoldásszáma hogyan függ az a1, . . . , ak értékektől. Minden x2

i értékhez rendeljük hozzá a
p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

xn

polinomot, ahol
´

n
p

¯

a Legendre-szimbólumot jelöli. Pl. p = 7 esetben ez így néz ki : 1 + 2x +
+ 2x2 + 2x4. A kitevők értékei x2

i lehetséges értékei modulo p, az együtthatók pedig azt fejezik
ki, hogy hányszor veszi fel az adott értéket x2

i , ahogyan xi végigfut a 0,1, . . . , p − 1 számokon.
Így az

F pxq =
˜

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

xn

¸k

polinom p-edik komplex egységgyököknél vett értékeinek számtani közepe adja meg a kongru-
encia megoldásszámát:

1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

αn
j

¸k

.

Itt gpj; pq :=
řp−1

n=0

´´

n
p

¯

+ 1
¯

αn
j definíció szerint a kvadratikus Gauss-összeg. Így

1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

αn
j

¸k

= 1
p

p−1
ÿ

j=0
pgpj; pqq

k
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j = 0 esetén gpj; pq = p, egyébként gpj; pq =
´

j
p

¯

gp1; pq. Így

1
p

p−1
ÿ

j=0
pgpj; pqq

k = 1
p

˜

pk +
p−1
ÿ

j=1

ˆˆ

j

p

˙

gp1; pq

˙k
¸

.

Ha p ” 1 pmod 4q, akkor gp1; pq = ?
p, ha p ” −1 pmod 4q, akkor gp1; pq = i

?
p. Tehát p ” 1

pmod 4q esetben

1
p

˜

pk +
p−1
ÿ

j=1

ˆˆ

j

p

˙

?
p

˙k
¸

= 1
p

ˆ

pk + p − 1
2

`

p
?

pq
k + p−?

pq
k
˘

˙

.

Itt a Legendre-szimbólum értékei szerint válogattuk szét a szummatagokat. A p ” −1
pmod 4q esetben az eredmény hasonlóan, behelyettesítéssel adódik:

1
p

ˆ

pk + p − 1
2

`

pi
?

pq
k + p−i

?
pq

k
˘

˙

= 1
p

ˆ

pk + p − 1
2

?
pk

`

ik + p−iqk
˘

˙

.

Ez páratlan k-ra pk−1, k ” 0 pmod 4q esetben

1
p

`

pk + pp − 1qpk/2˘

,

k ” 2 pmod 4q esetben

1
p

`

pk − pp − 1qpk/2˘

.

Az előző két, páros k-ra vonatkozó formula együtt is írható:

1
p

`

pk + pp − 1qp−pq
k/2˘

. (4.5)

Most nézzük az eredeti kongruenciát. Minden aixi számhoz rendeljük a lehetséges értékeit
kitevőként tartalmazó

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

xain
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polinomot. Így a következőképpen adódik a megoldásszám:

1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

k
ź

i=1

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

αain
j

¸

= 1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

k
ź

i=1
gpaij; pq

¸

= 1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

k
ź

i=1

ˆ

aij

p

˙

gp1; pq

¸

= pk−1 + 1
p

p−1
ÿ

j=1

˜

ˆ

j

p

˙k k
ź

i=1

ˆ

ai

p

˙

gp1; pq

¸

.

Ha k páros, akkor
´

j
p

¯k

értéke mindig 1. Ezért p ” 1 pmod 4q esetben

pk−1 + 1
p

p−1
ÿ

j=1

˜

ˆ

j

p

˙k k
ź

i=1

ˆ

ai

p

˙

gp1; pq

¸

= pk−1 +
?

pk

p
pp − 1q

ˆ

a1 ¨ ¨ ¨ ak

p

˙

,

és p ” −1 pmod 4q esetben

pk−1 + 1
p

p−1
ÿ

j=1

˜

k
ź

i=1

ˆ

ai

p

˙

gp1; pq

¸

= pk−1 + p−1q
k/2

?
pk

p
pp − 1q

ˆ

a1 ¨ ¨ ¨ ak

p

˙

.

A Legendre-szimbólum tulajdonságait felhasználva a kétféle megoldás azonos formulával is
megadható:

pk−1
ˆ

1 + p − 1
pk/2

ˆ

p−1qk/2a1 . . . ak

p

˙˙

.

Ha k páratlan, akkor
´

j
p

¯k

értéke p−1
2 -szer -1 és ugyanennyiszer 1, ahogyan j végigfut az

1,2, . . . , p − 1 számokon. Ezért ebben az esetben a megoldások száma pk−1.
Végül nézzük meg külön a p = 2 esetben az eredeti kongruencia megoldásszámát.

A 3.9 Lemma bizonyítása. A megoldásszám meghatározható úgy, hogy az alsó kongruencia
már korábban meghatározott összes megoldásának számából kivonjuk azon megoldások (a
továbbiakban "rossz megoldások") számát, amelyekben minden xi a t0, 1, . . . , p−1u halmazból
való. A rossz megoldások számolásakor annyi módosítást kell elvégezni a korábbi polinomokhoz
képest, hogy bármely xi-hez a

p−1
ÿ

n=1

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

xn =
˜

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

xn

¸

− 1
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kifejezést rendeljük, tehát a nulladfokú tag eltűnt. Így a szokásos módszer nem számolja azo-
kat a megoldásokat, amelyekben előfordul xi = 0 valamely i esetén. Vesszük ennek k-adik
hatványát, majd kiszámítjuk a számtani középértéket:

1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

αn
j − 1

¸k

= 1
p

˜

pp − 1q
k +

p−1
ÿ

j=1

ˆˆ

j

p

˙

gp1; pq − 1
˙k

¸

= 1
p

ˆ

pp − 1q
k + p − 1

2
`

p
?

p − 1q
k + p−?

p − 1q
k
˘

˙

,

ha p ” 1 pmod 4q.
A p ” −1 pmod 4q esetben

1
p

p−1
ÿ

j=0

˜

p−1
ÿ

n=0

ˆˆ

n

p

˙

+ 1
˙

αn
j − 1

¸k

= 1
p

ˆ

pp − 1q
k + p − 1

2
`

pi
?

p − 1q
k + p−i

?
p − 1q

k
˘

˙

.

A k paritására való tekintettel a binomiális tételt felhasználva innen levezethetőek a táb-
lázatban szereplő formulák. Így a kongruenciarendszer megoldásainak számát megkapjuk a
korábbi négyzetes kongruencia megoldásszámának és a rossz megoldások számának különbsé-
geként.
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