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Kivonat

Az arapéaly-katasztréfa események sordn egy szupernagy tomegd fekete
lyuk drapdly ereje szétszakit egy csillagot. Az igy 1étrejott tormelékfelhd egy
nagyon forr6 akkréciés koronggd alakul, ami a varakozasokkal ellentétben opti-
kai tartomdnyban figyelhet6 meg. A jelenség egy fontos eszkdze a szupernagy
tomeg( fekete lyukak detektdldsdnak és tomegbecslésének tavoli galaxisokban.
Elméleti lefrasuk azonban mind a mai napig vitatott. Az egyik modell, amely
a TiDE kod alapjat képezi, szuper-Eddington korongra és szélre bontja az ob-
jektumot, azonban az emogott 1évd fizikdt szabad paraméterekkel kezelik, mert
magat a korong fizik4jat kellene modellezni.

Dolgozatom célja ennek a szuper-Eddington korongmodellezésnek az elG-
készitése, a sziikséges numerikus appardtus implementéldsa, és tesztelése.
Dolgozatomban a modellezéshez sziikséges peremérték problémat megoldd
shooting-mddszert implementéltam, melyben a peremérték iterdciéjat felezs-
mobdszerrel biztositott Newton-Raphson médszerrel oldottam meg, mig a diffe-
rencidlegyenletek megolddsira egy negyedrendd Runge-Kutta médszert imp-
lementdltam. A moddszeremet sikeresen validdltam egy ferde hajitds és egy
harmonikus oszcilldtor probléma megolddsaval.
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1. Bevezetés

Az édrapdly-katasztréfa események vagy roviditve TDE (Tidal Disruption Event) 1ényege, hogy egy
csillag tul kozel keriil egy szupernagy tomeg( fekete lyukhoz. A csillag az drapaly-erd miatt részben
vagy teljesen szétszakad, majd a csillagmaradvany egy része gravitdcidsan kotott marad a fekete
lyukhoz (Rees, 1988). Ebbdl a kotott anyagbdl fog képzddni egy akkrécids korong a fekete lyuk
koriil (Evans és Kochanek, 1989; Phinney, 1989; Rees, 1988; Ulmer, 1999). A kotott anyag a
szétesés pillanataban kiilonbozd elliptikus pélydkra all, igy amikor a legbelsébb palyan 1évS anyag
korbeér, nekilitkozik az atjdban 1évé maradék anyagnak, ami egy heves felfényléshez, és az akkrécios
korong kialakuldsdhoz vezet, igen nagy akkrécios ratdval. Késdbb, amikor az akkrécids rata olyan
nagy, hogy meghaladja az Eddington hatart — ahol a fekete lyuk akkréciés luminozitdsa olyan nagy,
hogy a sugdrzdsbol szarmaz6 nyomads erGsebb, mint a gravitdcids erd — akkor a korong instabilld
vélik és ez egy ugynevezett szuper-Eddington szelet hoz 1étre, amit a korong kontinuum-sugarzdsa
hajt. A széllel egyiitt a kotott anyag jelentSs része el fogja hagyni a rendszert (Strubbe és Quataert,
2009).

1.1. TDE események modellezése

Az esemény nagymértékd felfényléssel jar és fénygorbéjének vizsgilata hozzajarul a fekete lyukak
detektdlasdhoz a nem aktiv galaxismagokban vagy akér a fekete lyuk tomegbecslésére is tudjuk
haszndlni. A TDE-k érdekessége, hogy a korong nagy hdmérséklete ellenére optikai tartomdnyban
latszik, azaz a szuper-Eddington sz€l egy igynevezett ,,reprocessing” folyamatban elnyeli az eredeti
sugarzast, és hosszabb hullimhosszokon sugdrozza azt ki. A Lodato és Rossi (2011) szerint az
egyik lehetséges magyardzata a reprocessing jelenségnek az el6bb emlitett szuper-Eddington szél
kialakulasa. Léteznek mds modellek is: Mockler és mtsai. (2019) elveti a szuper-Eddington szél
lehetdségét, az § modelljiikben a reprocessing oka a kihullé anyag elnyelése, Shiokawa és mtsai.
(2015) a felfénylést a behullé anyag okozta 16késhulldmoknak tulajdonitjdk, mig Bonnerot és Lu
(2020) szerint a 16késhulldmokat a korong €s a kihullé anyag kolcsonhatdsa okozza.

Lodato és Rossi (2011) TDE modelljét Kovics-Stermeczky és Vinké (2023) implementélta az
un. TiDE kédban. A TiDE egy C++ programozdsi nyelvben irddott szimuldcids program, ami képes
kiszamolni a TDE események monokromatikus fénygorbéjét (Kovacs-Stermeczky és Vinko, 2023).
A program szdmos szabad paramétert haszndl, ezek kozt szerepel az Un. fy, ami azt mondja
meg, hogy a visszahulld akkrécids rata mekkora része vesz részt a szuper-Eddington szélben.
Ez a paraméter lehet konstans (id6t6l fiiggetlen), de a TiDE-ban lehetGség van arra is, hogy egy
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,,1d6fiiggd” véltozatot haszndljunk, amit a kovetkezd egyenlet ir le (Lodato és Rossi, 2011):
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ahol Mg, a visszahullé akkrécids rata és Mpqq az Eddington akkrécidés rita. Ez a modell
staciondrius korongot ir le minden id6pillanatban, azonban f, paramétert azért hivjuk id6fiigg6-
nek, mert My, viltozén keresztiil kiilonbozS idSpontokra més és mds értékeket kapunk rd. A
paraméter valtoztatdsa nagy mértékben befolyasolja a fénygorbék alakjat, lecsengését (lasd 1. abra).
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1. dbra. Az (1) egyenletben definidlt id6fiiggd fou: (piros, folytonos gorbe) valamint a kiillonb6zé
konstans foy (szaggatott gorbék) paraméterrel szamolt fénygorbék dsszehasonlitdsa (Szabd, 2024).

A masik fontos paraméter, az f,,, ami azt adja meg, hogy a szuper-Eddington sz€l sebessége
hanyszorosa a szél kiindulasi pontjaban 1€v4 szokési sebességnek.

Ezeket a paramétereket szuper-Eddington korongmodellekbdl kaphatjuk meg. Az fo, paraméter
1dofiiggs véltozatat eldszor Lodato és Rossi (2011) vezeti be, amihez a Dotan és Shaviv (2011)
eredményeit haszndljdk fel. Ebben a cikkben numerikus médszerekkel vizsgaljak a szélre vonatkozé
akkrécios rata ardnyét a teljes akkrécids ratdhoz viszonyitva. Lodato és Rossi (2011) az innen
szarmaz0 4 adatpontra illeszt egy arctg fliggvényt (1asd 2. 4bra).
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2. 4bra. fou paraméter és M,/ MEgq kozotti kapcsolatot 4brdzol¢ fiiggvényillesztés (Lodato és Rossi,

2011)
értékeket ad, amikor My, < Mgqq, ami fizikailag értelmetlen a paraméter definiciéjabél ad6dé-

an, miszerint megadja a széllel eltdvoz6 anyag mennyiségét. Ennek kikiiszobolése érdekében a
TiDE konstans foy = 0,1 értéket haszndl att6l az idSponttdl, amikor az id6fiiggs valtozat ennél

kisebb értéket venne fel (Kovacs-Stermeczky és Vinko, 2023). Ez egy mesterséges torést okoz a

Lodato és Rossi (2011) fou paraméterre valé illesztése (1. egyenlet) matematikailag negativ
fénygorbében (1asd a 3. dbra), ami illesztések alkalmdval erGsen befolyédsolhatja a kapott eredményt
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3. dbra. TDE esemény monokromatikus luminozitdsa optikai g sdvban az id§ fiiggvényében a
TiDE kéddal. ¢t ~ 125-nél lathaté a konstans fo, érték miatt bekovetkezd mesterséges torés a
fénygorbében. A torés pontos idSpontja fligg a TiDE kddban 1évé paraméterbedllitasoktol. Az
ehhez a példdhoz valasztott paraméterek a Kovdcs-Stermeczky és Vinké (2023) altal készitett
kutatds 2. tabldzatdban szerepld M2-es modell paraméterei.

Ezen feliil fontos megemliteni, hogy Dotan és Shaviv (2011) cikkbdl szarmaz6 adatpontok egy
része csillagtomegt fekete lyukra lett kiszdmitva. Ezzel szemben TDE eseményeknél szupernagy
tomeg fekete lyukakrol beszéliink, ami szintén befolydsolhatja a kapott eredményeket.

A fenti informdcidkat figyelembe véve megallapithatd, hogy a sz€l komponens altal elszallitott
anyagmennyiség 1d6fliggd valtozata, ami jelentSs befolyassal van a fénygorbére, korrigéldsra szorul.
fw paraméter a TiDE jelenlegi valtozatdban egy konstans, id6tdl fiiggetlen érték. Ezen feltl foy
és fw esetében is igaz, hogy teljesen szabad paraméterek, amelyek a valésdgban kapcsolatban
lehetnek egyéb, a modellben megjelend paraméterekkel, mint példdul a fekete lyuk akkrécids
hatasfokaval, méretével. Igy legfébb motivicidja a munkdmnak ezen paraméterek meghatdrozasa
nagyobb pontossdggal, Dotan és Shaviv (2011) modelljének segitségével.

1.2. A Szuper-Eddington korong (SED) modell

A kompakt objektumok akkrécidjdhoz kordbban a Shakura-Sunyaev (Shakura €s Sunyaev, 1973)
modellt alkalmaztdk, ami egy geometriailag vékony és optikailag vastag korongmodell. Ez esetben a
korong relative alacsony hdmérsékletd tud maradni, mivel a korongban 1évé turbulens viszkozitasbol
szdrmazé energiat effektiven ki tudja sugdrozni. Igy geometriailag vékony lesz a korong. Azonban
extrém magas vagy extrém alacsony akkrécids ratdkra a modell szétesik. Nagyon alacsony akkrécids
rata esetén a korong optikailag vékony lesz és nem fogja tudni kisugdrozni a disszipativ energiat.
Emiatt az energia az anyagdramldssal egyiitt fog utazni. Nagyon magas akkrécids rata esetén
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a korong sugdrzdsa konvektiv instabilitdshoz vezet, ezért térfogata megné és mar geometriailag
vastagga vélik. Szuper-Eddington esetben a sugarnyomds erdsebb a graviticiondl, a korongot sajat
luminozitdsa fijja el. Egy Kepler-féle korongban az energia kibocsatasi rata a kovetkezd lesz:

GMBHm
T @
B
ahol Mgy a fekete lyuk tomege, m az akkrécids rita és r a sugar. Ez 6sszemérhet$ az Eddington
luminozitassal:

Liqd = amcG Mgy (3)
K
Az Eddington luminozitds az a maximalis luminozitds, ahol a sugarnyomas €s a gravitacios erd
kiegyenlitik egymadst. Igy tehat itt még hidrosztatikai egyensilyban van a korong. Az Eddington
luminozitdsbdl meghatdrozhaté a kritikus akkrécids réta:

: Lgad
Mirit = —
no¢
ahol 7 a fekete lyukak standard akkrécios hatdsfoka. Ennél nagyobb akkrécids rita esetén
a geometriailag vékony korongmodell mdr nem lesz érvényes, és a tobbletenergia kibocsatdsa
megkozeliti az Eddington limitet. A Shakura-Sunyaev modell szerint egy objektum nem haladhatja
meg az Eddington luminozitdst anélkiil, hogy ne lenne erdteljesen dinamikus. A szuper-Eddington
korongok nem maradhatnak sztatikusak sokdig, hiszen az akkretdlédott anyag nagy része el fogja
hagyni a rendszert. Ennek ellenére az észlelések azt mutattdk, hogy ez az éllapot sokkal tovabb
fennmaradhat, mint ahogyan azt a klasszikus modell megjdsolta (Shaviv, 2001). Dotan és Shaviv
(2011) ezért bevezet egy pordzus réteget a korong kiilsé részén, ami csokkenti az effektiv opacitasat
a korongnak, illetve egy korong kontinuum-sugarzds altal hajtott szelet, ami miatt a korong lokalis
luminozitisa az Eddington limit alatt tud maradni. Igy a korongok stabilak tudnak maradni akkor
is, ha globdlisan a sugédrzdsuk szuper-Eddington. A korongok dinamikailag instabilld vdlnak amint
a sugarzdsuk megkozeliti az Eddington hatart, a kialakul6 magneses buborékok, és konvektiv fluxus
kovetkeztében az effektiv opacitds viszont csokkenni fog, igy lokdlisan a széteséssel szemben stabil
szub-Eddington éllapotban maradnak. A SED objektumok kiilsé régiéindl, ahol a strtség kellGen
alacsony, az opacitdst csokkent§ inhomogenitdsok megsziinnek, szuper-Eddington szelek fognak
keletkezni. Fontos megjegyezni, hogy a szuper-Eddington sz€l optikailag vastag, a fotoszféra igy a
sz€l belsejében helyezkedik el.
Tehét a Dotan és Shaviv (2011) modellnek négy {6 tulajdonsdga van (4. dbra):

“4)

1. Geometria: Az akkrécié megolddsat olyan koronggeometridval irjuk le, ahol a vertikdlis
skdlamagassag sokkal kisebb, mint a horizontalis kiterjedtsége a korongnak, de nem elhanya-
golhato, un. ,karcsu korong” (angolul ,,slim disk™). Az ilyen korong leirdsa 2 dimenzids lesz,
de a Shakura-Sunyaev modellhez hasonléan szepardlhaté a megoldds a két irdnyra. Ezdltal
vertikdlis €s horizontdlis megoldésra bontjuk a problémat.

2. Porozitds: A korongban 1évS inhomogenitdsok csokkentik az effektiv opacitdst, ami lehetévé
teszi, hogy a klasszikusan szuper-Eddington korong adott pontban szub-Eddington lumino-
zitassal rendelkezzen, igy stabil maradjon. Emiatt a modell egy fontos része a por6zus réteg,
amit figyelembe kell venni az opacitds szadmitdsanal.



3. Konvekcié: A nagy sugdrzasi fluxusok kovetkeztében konvekcid 1€ép fel a korong striibb
régidjdban, amint a fluxus megkozeliti az Eddington-limitet. Ezzel a szuper-Eddington
fluxushoz tartoz6 energiafluxus egy részét a sugarzas helyett a konvektiv fluxus viszi a f6siktol
kifelé.

4. Egy adott magassdgban a porézus réteg sirlisége olyan kicsi, hogy mir nem alakulnak ki
azok az inhomogenitdsok, amik az opacitést csokkentik, igy ebben a magassagban a tényleges
és klasszikus Eddington-hatar megegyezik, a sugdrnyomads elkezdi lefdjni a korong anyagat.
Ez lesz a szuper-Eddington szél. Mivel a sz€l dltaldban optikailag vastag, ezért a fotoszféra a
kidraml6 anyagon beliil fog elhelyezkedni.

4. dbra. A Dotan és Shaviv (2011) korong modell metszete. A: szub-Eddington vékony korong
(Shakura-Sunyaev korong), B: Beljebb haladva a korongban a sugdrnyomds domindlni fog, C: A
korong kevésbé sird régidjaban egy pordzus réteg fog 1étrejonni, D: Abban a magassagban, ahol a
pordzus réteg ritkdbb, 1étrejon a szuper-Eddington sz€l, E: A szél optikailag vastag, ezért a fotoszféra
a szelen beliil helyezkedik el.

z. 2

Mivel a modellben 1évS korong keskeny, ezért a probléma részben feloszthaté radidlis és ver-
tikalis struktdrdra, de minden radidlis pontra jut egy teljes vertikdlis megoldds. A modellben a
radidlis differencidl-egyenletrendszer amit meg kell oldanunk a kovetkezd:

1. tomegmegmaradds egyenlete

2. impulzusmegmaradds egyenlete

3. impulzusmomentum-megmaradas egyenlete
4. energiamegmaradds egyenlete

A modell kiils§ hatarfeltételéhez a Shakura és Sunyaev (1973) korongmodell megolddsa van fel-
haszndlva. A belsd peremfeltétel pedig az, hogy az in. szénikus pont, ahol a vertikélis sebesség
nagysdga eléri a hangsebességet, 2-3 Schwarzschild sugar koz€ essen. Az egyenletek termodinami-
kai valtozdi a korong teljes vastagsdgara integraltan szerepelnek, hasonléan a Shakura és Sunyaev
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(1973) modellhez. Ezek meghatdrozdsidhoz, minden pontban sziikség van a vertikdlis struktira
megolddséra, az ehhez tartozé differencidl-egyenletrendszer pedig a kovetkezs lesz:

1.

hidrosztatikus egyenlet

2. energiamegmaradds egyenlete

3.

Kk = Ke-nél a staciondrius szél egyenletei (Impulzus és energiamegmaradds)

A modell vertikdlis peremfeltételét a fotoszféra fluxusa adja. Igy a modell egy olyan peremérték
probléma, amelynek megolddsakor minden horizontélis 1épésre jut egy vertikalis szerkezet perem-
érték probléma. A modell megolddsdhoz két egymasba dgyazott egyvaltozds peremértékproblémat
kell megoldani, igy a szdmitdsi igénye indokolja a sajat numerikus implementacié hasznalatat.
Ezen feliil a konnyen elérhet6 megolddsok (1asd példdul Press és mtsai., 2007), altaldban tobb-
véaltozés problémakra késziilnek, ami szintén sziikségessé teszi a sajat numerikus implementécio
alkalmazdsat.

2. A kutatas menete és a dolgozat célja

Mint l4thattuk a bevezetésben, f,,¢ paraméter nem tisztdzott a mai napig, mig ennek a paraméternek
a helyes leirdsa sziikséges ahhoz, hogy megfelelden tudjuk modellezni az drapaly-katasztrofak sordn
megfigyelhetd fénygorbét. Dotan és Shaviv (2011) egy ,.karcsi” szuper-Eddington korongmodellt
épit fel, ami egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszerrel oldhaté meg két dimenziéban. Azon-
ban ennek megolddsa nagy szdmitasi igényt, és valamelyest specidlis numerikus megoldéprogramot
igényel. Ennél fogva a kutatas 6t f6bb 1épésre bonthat6 a kovetkezdk szerint:

1.

Numerikus médszer kidolgozdsa: egyvaltozds peremértékproblémdra vezetd differencidlegyenlet-
rendszerek megolddsara szolgdld algoritmus kidolgozdsa. Ide tartozik a Runge-Kutta méd-
szer, shooting-mddszer, Newton-Raphson médszer és a felez6-mddszer (1asd 3. és 4. fejezet).

Maddszer validacidja egyszerd differencidlegyenlet-rendszerekre: A kidolgozott differencidlegyenlet-
rendszer megoldé algoritmus tesztelése egyszerd differencidlegyenlet-rendszerekre. A tesz-
teseteknek annyiban kell egyezniiik a késébb megoldandé karcsi korongmodellel, hogy mate-
matikailag azonosan egyvaltozds peremértékproblémdnak kell lenniiik. Ebben a dolgozatban

a ferde hajitds és a harmonikus rezgémozgds a két teszteset (14sd 5. fejezet).

. Shakura&Sunyaev modell: Miutén sikeresen implementdltam az algoritmust €s a tesztesetek-

re mikodik, implementdlni fogom a Shakura&Sunyaev korongmodellt, ami egy geometriailag
vékony korongot ir le. Ez a modell egyrészt elengedhetetlen a karcsu korongmodell imple-
menticidjdhoz, mésrészt felirhatd egy teljesen analég problémaként, amivel a mér emlitett
egymadsba dgyazott peremértékmegoldast és az algoritmus optimalizacidjat is el lehet végezni.

Dotan modell implementédcié: Az ezt kdvets 1épésben a 1.2. fejezetben részletezett karcsu
korongmodell implementéldsa kovetkezik.

. fout és fu vizsgdlata My, fiiggvényében: A kutatds végsS célja az fuu és fi vizsgalata My,

fliggvényében, aminek jelentGségét a 1. fejezetben fejtettem ki.
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Jelen dolgozatom célja a felsorolt 1é€pések koziil a 1. és 2. 1épés, tehat kifejleszteni az eh-
hez az egyenletrendszerhez sziikséges numerikus apparatust és validdlni azt egyszer( analitikus
differencidlegyenlet-rendszerekkel. Mivel nem a Dotan és Shaviv (2011) modell egy részprobléma-
jat hasznédlom validdcionak, lehetGség nyilik a numerikus modszer tesztelésének és a megoldando
probléma implementécidjanak szétvdlasztasdra, igy gyorsabban fejleszthetS ki a modell. A nume-
rikus médszer implementaciéjdhoz moduldris programozési alapelven C programnyelvben végzem
el. A 3. fejezetben ismertetem a numerikus implementici6hoz sziikséges mdédszereket, mint a
shooting médszer, Newton-Raphson médszer, Runge-Kutta mddszer, felez6 mddszer €s a numeri-
kus derivélés. A 4. fejezetben bemutatom az implementéciot, illetve az algoritmus moduljai kozti
Osszefiiggéseket €s mikodésiiket. Az 5. fejezetben ismertetem a kifejlesztett algoritmus dltal kapott
eredményeket és 0sszehasonlitom azokat az dltalam kiszdmolt analitikus eredményekkel.

3. A shooting moédszer

A shooting médszer egy numerikus differencidlegyenlet-rendszer megoldé mdédszer, amit perem-
érték problémadkra lehet alkalmazni (Press és mtsai., 2007). A mddszer 1ényege, hogy a kétoldali
peremfeltételek koziil, az egyik oldalon az ismeretlen hatérfeltételt szabad paraméterként véltoztatva
kezdeti ért€k problémaként megoldjuk a differencidlegyenlet-rendszert, és ellendrizziik a tiloldali
peremfeltétel teljesiilését. Ezt iterdlva eljuthatunk az egyenletrendszer helyes megolddsdig. Tehat
N db elsérendd differencidlegyenletet kell megoldanunk, amik az x; pontban n; db peremfeltételt,
illetve x, pontban n, = N — n; db peremfeltételt elégitenek ki. A differencidlegyenlet-rendszer,
amit meg kell oldani:

dy;

e 8i(X, 50, ¥1, ..., YN=1) (5)
X

aholi =0,1,...N — 1. x; pontndl a megoldas ki kell elégitse a

Bij(x1, 0,1, ---Yyn-1) =0 (6)

peremfeltételeket, ahol j =0, 1, ...n; — 1 illetve x; pontndl a

By (x2,¥0,¥1,...yn-1) =0 (7

peremfeltételeket, ahol k = 0,1, ...np — 1. Altaldnos esetben, mivel n; < N, az x; pontban
ny darab olyan valtozénk van, aminek hatarfeltételeit Byy irja le. Ezt az np darab valtozét xi-ben
szabad paraméterként kezeljiik.

Az integrélés x| és x, pont kozott torténik és arra toreksziink, hogy x;-nél 1évS peremérték meg-
egyezzen az integralas sordn kapott értékkel. Ennek ellendrzésére bevezetjiik az un. hibafiiggvényt
Fx(v) alakban, ahol vk = yx(x = x1)-ben, azaz a szabad valtozonak valasztott paramétereink. vi-t
behelyettesitve Bjj-be, kapunk egy lehetséges megoldast y (x»)-re. Ezt behelyettesitve Bok(x, y)-ba
ellendrizhetjiik a hatarfeltétel teljesiilését. Tehat a hibafiiggvényiink:

Fx(v) = Byx(x2,y) (8

Az egyenlethez tartozé y megoldas pedig x| pontban:
yi(x1) = yi(X1,v0, Vi ..., Vny)s és  Bij(x1,Y0,¥15...,¥n-1) =0 )
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Ezzel tehdt a problémdt, egy nem-linedris egyenletrendszer megolddsdnak problémdjéara jutunk,
hiszen meg kell oldani,az

Fk(vo,vl,...,vnz) =0 ahol k=0,...,l’l2 (10)

egyenletrendszert.

Ehhez a médszer kdzben frissiteniink kell a szabad paramétert igy, hogy egy adott konvergencia
kritérium teljesiiljon. Mindaddig, amig nem teljesiil a kritérium, iterativan elvégezziik az egyes
1épéseket.

A problémit egyszer(siti a Dotan és Shaviv (2011) modell esetén, hogy n, = 1, ezdltal a (10)
egyenletrendszer, egyetlen egyenlet megolddsara redukdlédik. A probléma megolddsiahoz ezért
egy-dimenzids Newton-Raphson médszert vdlasztottam, mig az (5) megoldésat pedig negyedrendd
Runge-Kutta médszerrel végzem el.

3.1. A Newton-Raphson médszer

A shooting médszerben a Newton-Raphson mdédszert (Press és mtsai., 2007) alkalmazom ahhoz,
hogy a szabad paraméteriinket megfelelGen tudjuk véltoztatni. Ez egy iterativ gyokkeresési algo-
ritmus, aminek lényege, hogy egy adott f(x) = 0 nem-linedris egyenlet egyik gyokét megtalaljuk.
Iterativ, formul4ja a kovetkezd:

Xpel =Xp + 0 (11)

ahol 6 = —f(x)/f'(x). A mbédszer geometriai jelentése, hogy x, pontndl 1év§ fliggvényértékhez
hizott érint6t meghosszabbitjuk gy, hogy metssze f(x) = 0-t, ezutdn a metszéspontndl 1évs
értékiink lesz a kovetkezd becslésiink a gyokre, vagyis xp4p.

11
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5. dbra. A mddszer az adott pontban 1év4 derivaltat haszndlja a kovetkez$ zérushely becslésére.
(Press és mtsai., 2007)

A folyamat kvadratikusan konvergal (Press és mtsai., 2007), viszont nem globdlis a konvergen-
cidja: a megoldds érzékeny a kezdGérték kozelében 1€vS extremumokra (f/(x) = 0 miatt), illetve,
bizonyos esetekben végtelen ciklusba keriilhet. Ilyen esetben az algoritmust ki kell egésziteni egy

un. felez6 modszerrel, amit a 3.2 fejezetben részletezek.

3.2. Felezé (Bisection) modszer

Egy eldre ismert intervallumban az adott fiiggvényiinknek zérushelye van, ha az intervallum egy
pontjin elGjelet valt. Az intervallum felénél kiértékeljiik a fliggvénylinket és megnézziik, hogy
mi lesz az elGjele ezen a felezGponton. A pont az intervallum 4j hatdra lesz attdl fiiggéen, hogy
az intervallum melyik hatdrdnak elGjelével egyezik meg a felezGpont elGjele. n db iterdcié utdn,
ha tudjuk, hogy a gyok egy €, méreti intervallumon beliil lesz megtaldlhato, akkor a kovetkezd
iterdcio utan egy €,4+1 = €,/2 nagysagu intervallumon beliil lesz a megoldas. A médszer globélisan
konvergal, de konvergencidja csak linedris, fligg az intervallum nagysdgatol, igy onmagdban nem
lenne elég gyors a mi problémédnkhoz. Mindazondltal, biztosithat6 vele a Newton-Raphson médszer
konvergencidja.

3.3. Numerikus derivalas

3.1 fejezetben lattuk, hogy a Newton-Raphson mdédszer alkalmazdsahoz sziikség van a numerikus
derivalt értékére. A numerikus derivdlds modszerével ugy szdmitjuk ki a fiiggvény adott pont-
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jédhoz huzott érintd meredekségét, hogy megnézziik mennyit vdltozik a fiiggvény egy kicsi Ax
intervallumon. A médszer formuldja:

Jx+Ax) — f(x)
Ax

ahol O(elllfn) a numerikus hiba. A hiba oka a kicsi Ax ~ eyym-mal val6 osztds. Az igy bevezetett
numerikus hiba nagy. €,;, egyuttal a numerikus dbrdzolds pontossiga is lesz.

f(x) = +0(emim (12)

3.4. Negyedrendid Runge-Kutta modszer

A Runge-Kutta médszer egy numerikus differencidlegyenlet megoldé modszer, amit kezdeti érték
feladatokra alkalmazunk (Press €s mtsai., 2007). Az N db egyenletbdl all6 egyenletrendszeriink
alakja:

dy;
d—y=f(x,yo,...,yN) (13)
X

yi(x = x0) = yo.i aholi=0,...,N (14)

A mddszer 1ényege, hogy egy adott i 1€pésk6zon beliil tobb helyen kiértékeljiik a derivalt értékét,
majd a derivalt értékeket Osszegezve megkapjuk a valddi fliggvényértéket. Negyedrendd Runge-
kutta esetén minden 4 1épéskozon beliil négyszer szamoljuk ki a derivéltat: egyszer az intervallum
elején, kétszer az intervallum kozepén, majd utoljdra az intervallum végén:

ki = hf(xn, yn)

1 1

1 1
ks =hf(x,+ Eh’ Yn + Ekz) (15)

1 1 1 1
Yn+l = Yn + gkl + §k2 + §k3 + 6k4 + 0(/15)
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6. dbra. Minden negyedrend( Runge-Kutta 1épésben négyszer szdmitjuk ki a derivalt értékét. (Press
és mtsai., 2007)

4. A modszer implementacioja

Egy C programozési nyelvben késziilt programkédban megvaldsitottam a shooting médszert, és a
shooting mddszerhez sziikséges, a 3. fejezetben targyalt algoritmusokat. A programkod készitése-
kor modularis programozdst hasznaltam, vagyis kiilon-kiilon is mikodd modulokbdl épitettem fel
a program egészét. Emiatt a programom modulonként is tesztelhetd, igy édltalanos és fiiggetlen a
megoldandé problémétdl. A shooting mddszer folyamatabrdjit a 7. 4bran mutatom be.

A megoldand¢ differencidlegyenlet-rendszer egy WRAP fliggvénybe keriil, ahol az éppen aktudlis
SETUP, SCORE és a RUNGE-KUTTA fiiggvények mikodnek. A shooting-mddszeren beliil a Newton-
Raphson mdédszer lesz az, ami a WRAP = 0 gyokot fogja keresni. A kezdeti becslésiink x,, lesz, melyet
a By hatarfeltételekkel egyiitt at kell adnunk a RUNGE-KUTTA megoldé fiiggvényiinknek. Ezutén az
atadott szabad paraméterrel €s az eldre ismert peremfeltételekkel megoldjuk a differencidlegyenletet
a negyedrendd RUNGE-KUTTA megoldé fliggvénylinkkel. Az integrilds végén kapunk egy értéket,
amit 6ssze kell hasonlitanunk az elére meghatarozott végsd peremértékkel, erre szolgdl a SCORE
fliggvény. A SCORE fiiggvény nem lesz mds mint az Fi(v) hibafiiggvényiink, ami megmondja
milyen tdvol vagyunk a helyes megoldastdl. Ha a SCORE fiiggvényiink kisebb, mint 0, akkor az
intervallum baloldali hatdra az éppen aktudlis x, értéke lesz, ha viszont SCORE értéke nagyobb vagy
egyenld, mint 0, akkor az intervallum jobb oldali hatardnak 4j értéke lesz az éppen aktudlis x,,. Ez az
intervallumvaltoztatds a konvergencidt biztosité felez6 modszer része. A hibafiiggvénylinket ezutdn
numerikusan derivalnunk kell a DERIV fiiggvénnyel. DELTA értéke pedig a SCORE /DERIV hanyados
lesz, amivel frissiteniink kell x,, érté€két. Ezutan ellendrizziik, hogy a frissitett érték (x,.) nagyobb-
e, mint az intervallum jobb oldali hatéra, vagy esetleg kisebb-e, mint az intervallum bal oldali hatéra.
Ez az ellendrzés véd abban az esetben, ha a Newton-Raphson 1€pés (F’(v) =~ 0 miatt) elszéllna.
Amennyiben az intervallumon beliil marad a megoldas, ellendrizniink kell, hogy a megolddsunk
konvergdl-e, és nem keriilt-e a Newton-Raphson végtelen ciklusba. A gyors konvergencia feltétele
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START

Xn = Xn+1

SETUP

!

RUNGE-KUTTA

X+ DELTA<Xpa) VAGY
Xn+DELTA>Xjopp VAGY
DELTA/DELTAy¢g>0,5 2

IGEN

Xns1 = Xn + DELTA BISECTION

NEM

VEGE

7. dbra. A shooting médszer folyamatabrdja beépitett felezd modszerrel.
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START

IGEN
DELTA4=EPS

NEM

GUESS=GUESS+DELTAy |«

y

SCORE=WRAP

(SCORE-SCOREoId)/DELTAx

Y

VEGE

8. dbra. A numerikus derivdlds modul folyamatdbrdja.

a kovetkezG (Press és mtsai., 2007):

Fm)  F'(va)]
0.5 16
F ol TFoa)] (16)

ami a folyamatédbra jeloléseit haszndlva: abs(DELTA/DELTAOLD) > 0.5. Ha béarmelyik fel-
tételvizsgdlat teljesiil, akkor x,4; = (Xpa + onbb)/z és DELTA = (xpa + onbb)/z. Ez az utobbi
1€pés biztositja nekiink, hogy a Newton-Raphson megolddsunk mindenképpen konvergaljon (1asd
3.2. fejezet). Végiil konvergencia kritériumot ellenGrziink a DELTA > € feltételvizsgdlattal. Ha igaz,
akkor djra kezdjiik a 1épéssorozatot, ha nem, akkor pedig megtaldltuk a helyes megoldast, tehat a
WRAP = 0 gyokot.
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SHOOTING

DERIV WRAP

h 4

RUNGE-
SETUP KUTTA SCORE

ODE

9. dbra. A programban 1év§ fiiggvények moduldiagramja. Az abran latszik, hogy a WRAP modulra hat
a SHOOTING modul és a DERIV modul is, ebbdl kifolydlag a RUNGE-KUTTA modul egy futtatds alatt
kétszer keriil meghivasra, igy kétszer torténik az adott differencidl-egyenlet hivasa és integralasa.
Ebbdl is 14athatd, hogy nagy szdmitdsi igényd folyamatrdl van sz6.

5. Eredmények: az implementalt modszer numerikus validacio-
ja

A moédszer valid4cidjat nem Dotan és Shaviv (2011) karcstd korongmodelljének részproblémadjaval
végeztem, mivel egyrészt nincs hozz4 analitikus megoldds, igy ellendrizhetetlen lenne a program-
kéd megfelel6 mikodése a probléma részeredményére tesztelve, masrészt ahogyan a 2. fejezetben
emlitettem igy gyorsabban kifejleszthetd a modell. Ezért analdg, egyszertibb differencidlegyenlet-
rendszerekkel validdlom a numerikus mdédszert, mivel az egyszeriibb esetek vizsgalatidval toké-
letesen ellendrizhetd az algoritmus helyes miikodése, ezzel validdlva az implementalt médszert.
Mas jellegd, példaul hidrodinamikai kédok esetében jellemzGen adiabatikus modellekkel, illetve
Sedov-lokéshulldmmal végzik a numerikus validaciét (lasd Geroux és Deupree, 2011).

Az algoritmust két probafeladatra teszteltem. A két teszteset a ferde hajitds és a harmonikus
rezgdmozgds differencidlegyenlet-rendszere volt. Ezekhez a feladatokhoz analitikusan kiszdmoltam
a sziikséges peremfeltételeket, illetve a szabad paraméter helyes eredményét. Ezt kovetGen pedig
az 4ltalam {irt algoritmussal kiszdmoltam a tesztesetek numerikus megoldasat. A fejezet tovabbi
szakaszdban ezeket az eredményeket fogom ismertetni.
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5.1. A Runge-Kutta moédszer validacidja

z_

A validici6 bemutatdsdhoz elengedhetetlen az algoritmusban 1évé Runge-Kutta mdédszer helyes
mikodése. A 10. &dbran az egycentrum-probléma megolddsat 1atjuk negyedrendd Runge-Kutta
modszerrel. Fontos kiemelni, hogy itt csak és kizdr6lag a RUNGE-KUTTA modul részét hasznadltam
az algoritmusnak a kezdeti érték feladat megolddsdhoz.
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10. dbra. Az egycentrum-probléma megolddsa Runge-Kutta médszerrel.

A tesztelt feladat a Fold Nap koriili palydjdnak integrdldsa volt, ahol a kezdeti értékek u =
2.29591x1074[ M aredukélt tomeg, T = 1000[kozépnap] az integralds hossza, H = 0.01[kozépnap]
1épéskozzel. A kezdeti hely- €s sebességvektorok értékét az 1. tdblazat tartalmazza.

1. tdblazat. Az egycentrum problémahoz tartozé kezdeti hely és sebesség vektorok.

komponens | ro[CSE] || vo[CSE/k6zépnap]
X 1 0
y 0 1,72 x 1072
z 0 0

A 10. és 11. abrdkrol leolvashatd, hogy a Runge-Kutta médszer helyesen végzi el az integralast
és nincsen plusz energia a rendszerben.

5.2. Ferde hajitas esete

A ferde hajit4s differencidlegyenlete:
ax(t) =

17
ay (1) = —g (7
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11. dbra. A Fold-Nap rendszer Osszenergidja az integralds sordn.
ahol g = 9,81 m/s?, a foldfelszinen 1évé graviticiés gyorsulds a, () és ay(t) az x és y irdnyd
komponensei a gyorsuldsnak.

A peremértékekhez sziikséges egyenletek pedig a kovetkezdk:

Vox = Vo COS

Voy = Vo sina@

Sy = Voxt (18)
t t2
Sy =vol — —
y 0 2

A tesztfeladatban tehat ismert v nagysagu sebességgel dobunk, és a dobds a szogét kell meghata-
rozni.

Az egyes esethez tartoz6 peremértékeket a 2. tablizatban tiintettem fel, illetve a folyamat soran
elvégzett 1€pések és a felez§ moddszerrel megtett 1€pések ardnyét a 3. tdblazatban ismertetem.
Minden példdnal a kezdeti bal és jobb oldali hatdar 50° és 90° volt. Az els§ esethez tartozd
eredményeket a 12. dbra mutatja, a masodik esetet a 13. dbrdn mutatom be, végiil a harmadik esetet
a 14. dbra szemlélteti.

A 12-14. abrédkon lathat6 numerikus megolddsok az analitikus megolddsokkal 0sszevetve m-
kodnek, tehdt programképes a helyes paraméterbecslésre erre a differencidlegyenlet-rendszerre.
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14. dbra. y(10) = 100 magassag eltaldldsa az @ szog meghatdrozdsaval. A tengelyek megegyeznek
a 12. 4dbraéval.

2. tdblazat. Egyes ferde hajitési esetek és az ahhoz tartozé peremértékek (12-14. dbra).

Példa || ¢[s] || y[m] vo[m/s]
1. 10 20 52,4414197
2. 10 40 || 54,39027946
3. 10 100 | 59,26130694

5.3. Harmonikus rezgémozgas esete

A harmonikus rezgémozgds differencidlegyenlete:

D
X(t) =——x (19)
m
ahol D arugéallandé és m az adott test tomege. A differencidlegyenlet megolddsa:
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (20)
v(t) = —A sin wt + B cos wt (21)

Az itt 1évG tesztesetben D = 100 N/m,m = 2 kg és t = 0 el6re meghatdrozott, ebbsl x(0) értékét
ismerem, illetve ¢t = 100 s-ban v(100) = —3,37661665 m/s értéke is ismert. A megoldashoz v(0)
szabad paramétert kell vltoztatni a megolddshoz. Erdemes megjegyezni, hogy a SCORE fiiggvény
derivéltja ebben az esetben konstans: 0v(¢)/dvol,=100 = cos(100w) = 0,7660. Emiatt a derivalt
értéke a kicsi Ax miatt konnyen O lehet, ezért ez a probléma alkalmas a nehezen konvergal6 eset
tesztelésére.
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Harmonikus rezgdmozgas
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15. abra. Egy m tomeg( test v sebességének meghatdrozdsa T = 100]s] idGpillanatban.

A 15. abran latszik, hogy az egyes 1épések megoldasa koveti az analitikus megoldas gorbéjét.

3. tablazat. Ferde hajitasi esetekhez és a harmonikus oszcilldtorhoz tartoz6 dsszes megtett 1€pés
és a felez6 mddszerrel tett 1épések ardnyat szemléltets tdblazat(12-15. 4bra). Lathatd, hogy a
Newton-Raphson médszer konnyen konvergal a megolddshoz.

Hajités Lépések || Felez6 mddszer | Ardny

1. eset 11 1 9,091%

2. eset 10 0 0%

3. eset 21 4 19,048%
Rezgémozgds 33 15 45,46%
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6. Kitekintés, jovobeli 1épések

A jovében Osszehasonlitom a Brent mddszert a Newton-Raphson mdédszerrel, ugyanis az el6bbi
modszer nem haszndl derivaltakat, és az utébbihoz hasonléan szuperlindris a konvergencidja. A
numerikus derivalas kikeriilése a hatarértékprobléma megolddsdnak pontossagét javitand, azonban
kérdés, futdsi id6ben mennyit vesztiink a lassabb konvergencia miatt. Mindemellett kdvetkezd
1épésként tervezem kiegésziteni adaptiv 1épéskozzel a negyedrendd Runge-Kutta mdodszert, hogy
az adott problémanak megfelel§ 1épéskozt haszndlja a program. A programom végsd tesztje a
Shakura-Sunyaev korongmodell lesz, ugyanis ez a modell analitikus megoldasa mellett a Dotan €s
Shaviv (2011) koronghoz hasonléan parametrizalhatd. A sikeres tesztet kovetGen a Dotan modellt
is implementdlom, amivel pontosabb képet kapok a 2. fejezetben leirt f,, paraméter problémardl,
valamint 1d6fiiggd egyenletet éllithatok fel a szél sebességét leird f,, paraméterre is.

7. Osszefoglalas és Diszkusszi6

Jelen dolgozatomban ismertettem az drapaly-katasztrofak (Rees, 1988) jelenségét, amely jelenségek
teljes elméleti leirdsa jelenleg a csillagdszat megoldatlan problémadi kozé tartozik.

A TDE-k éltal okozott fényjelenség egyik lehetséges modellje, amit a TiDE kéd (Kovacs-
Stermeczky €s Vinko, 2023) is haszndl egy szuper-Eddington korongbdl és a hozz4 tartozo szél-
komponensbdl all (Lodato és Rossi, 2011). Azonban, a korong fizikaja, kifejezetten a szélkom-
ponenssel tdvoz6 anyag mennyisége (four) €s sebessége (fy) alig ismert, pontos leirdsdhoz egy
szuper-Eddington korongmodellre van sziikség. A szakirodalomban legrészletesebben kidolgozott
ilyen modell a Dotan €s Shaviv (2011) éltal felépitett karcsi korongmodell, melyet kvalitativ médon
bemutattam.

Leirtam, hogy az ehhez a korongmodellhez tartoz6 differencidlegyenlet-rendszer két-dimenzids
egyvéltozos peremérték-problémara vezet, amelyhez sajat numerikus megoldé algoritmust imple-
mentdltam. Az algoritmus egy egyvaltozds shooting-mddszer, amelyben egy felezG-mddszerrel
biztositott globdlis konvergencidji Newton-Raphson médszer végzi a hibafiiggvény megoldésat,
mig minden 1épéshez negyedrendd Runge-Kutta mddszert haszndlok a differencidlegyenletek meg-
olddsdhoz. A hibafliggvény derivaldsat numerikus derivdldssal valositom meg.

Ezt kovetSen az implementélt algoritmusomat teszteltem két egyszer(ibb differencidlegyenlet-
rendszerre, a ferde hajitdsra és a harmonikus oszcillator probléméjara. Bemutattam, hogy a prog-
ramkédom sikeresen megoldja ezeket a differencidlegyenleteket. Tehdt az dltalam implementalt
numerikus algoritmus mikodik.

A kutatasom kovetkezd 1épése lesz a Shakura és Sunyaev (1973) modell implementaldsa, amely
mar hasonl¢ differencidlegyenlet-rendszer, mint a Dotan és Shaviv (2011) modell. Az igy kapott
eredmények kiinduldsi alapja a szuper-Eddington korongoknak is, igy a jovében az itt kifejlesz-
tett numerikus apparatussal modellezhetem a szuper-Eddington akkrécids korongok viselkedését,
tisztdzva az fo €s fw paraméterek viselkedését, idébeli lefolyasat, drapdlykatasztréfak esetén.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Kovacs Gabornak a numerikus implementacio és a fizikai hattér megérté-
sében nyujtott segitségéért és épitd kritikdiért. Tovabbd koszonettel tartozom Kovacs-Stermeczky
Zsoéfidnak a téma felvetéséért, a téma megértésében nyujtott segitségéért és épitd kritikdiért.
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Fiiggelék

A. Sajat eredmények

C programozdsi nyelvben lekddoltam és alkalmaztam a negyedrendd Runge-Kutta mddszert, a nu-
merikus derivdlds médszerét és a Newton-Raphson médszert, illetve a felezd modszert. Ezek lefedik
a shooting médszer egészét. A mddszerek alapja a Press és mtsai. (2007) konyvbdl szarmazik, de az
ebben szerepl$ implementacié nem kifejezetten az altalam kezelt tudoményos problémara késziilt.
Ebbdl kifolydlag, ahogyan a dolgozatban is kifejtem, sajat algoritmust kellett terveznem. Tehat
a numerikus megold6 program megtervezése, a részelemek Osszedllitdsa és az egész C program-
nyelvbeli implementacio az én munkdm eredménye. Implementédltam minden feladathoz a SCORE és
SETUP, illetve az ODE fiiggvényeket és a WRAP fliggvényt. A teljes algoritmus validdcidjdhoz sziik-
séges feladatokhoz, ami a ferde hajitds €s harmonikus oszcilldtor példdja, kiszdmoltam analitikusan
az eredményeket majd Osszehasonlitottam a numerikus eredményekkel, illetve dbrdkat készitettem
a Gnuplot abrdzol6 programmal. A Runge-Kutta médszer validdcigjahoz kiszamitottam a nume-
rikus eredményt €s dbrdzoltam azt. A dolgozatban szerepld moduldiagram és folyamatabrdk is az
én munkdm eredményei. A dolgozatot, az dbrdk elhelyezkedését és megjelenését, a feladatokhoz
sziikséges tdbldzatokat a LaTeX szovegformazé kddban szerkesztettem.
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