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Kivonat

A cikk célja a korlatozott kor haromtest-probléma dinamikai modelljében periodikus, ciszlunéaris
NRHO pélyak generalasara egy korrekcios eljaras részletes ismertetése. A motivacié a korrekcios
eljaras segitségével a Lunar Gateway trallomés palyajanak megbecslése, illetve a palyastabilitas
elemi vizsgalata. A cikk torekszik az NRHO palyacsaladok elemi vizsgalataval magyarazatot
adni a Lunag Gateway kiildetés palyavalasztasanak egy lehetséges okara, ezzel igazolva, hogy
sajat eszkozokkel és modellekkel ki lehet taldlni, miért ezt a palyat vilasztotta a NASA.
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1. Bevezetés

A NASA Lunar Gateway kiildetésre (NASA [2024]) kijeldlt palya egy ciszlunaris NRHO pélya,
ami az angol Near-Rectilinear Halo Orbit elnevezésbdl alkotott bettiszo és magyarul "kozel egye-
nes vonald halo palya". A ciszlunaris tér valojaban a Fold és a Hold kozotti trre utal, de az Lo
(Hold kiils6bbi terében talalhato) Lagrange-pont felgli NRHO palyédkat is ciszlunarisnak hivjak
még. Ez alatt olyan palyakat értiink, melyek az yz tengelymetszetben nagy e excentricitdsi na-
gyon megnytlt ellipszis palyaknak tiinnek. Val6jaban ezek a palyak kozel sem ellipszisek, sokkal
komplexebb geometriaval rendelkeznek, de a neviik és megkiilonboztetésiik innen szarmazik.

A cél egy sajat program irasa az Ly és Lo NRHO csaladok numerikus generalésa, és ezek a generélt
periodikus palyak koziil a kiildetésre kijelolt palya kivalasztasa a korlatozott haromtest-probléma
modelljében. Kideriil, hogy ezek a palyacsaladok nem keriilik meg a megfelel Lagrange-pontokat,
de mégis azokhoz tulajdonitjuk 6ket. Ennek az oka az, hogy az L; és Lo NRHO palyacsalado-
kat az Li és Ly halo csaladbdl szarmaztatjuk, melyeknek jelentSs része megkeriili a megfeleld
Lagrange-pontjat. Az eredményiil kapott palyanak adatait 6sszehasonlitom a NASA altal meg-
adottakkal (NASA [2024]), az eltérésekre magyarazatot adok. Vizsgalom még elemi szinten a
palyacsaladok stabilitasat. Az altalam irt program segitségével magyarazatot keresek arra, hogy
miért az Lo palyacsaladot valasztottak a kiildetésre.

A kod dinamikai alapjanak a korlatozott kor haromtest-problémat (kkhtp/khtp, circular restric-
ted three-body problem) vettem. Ez egy egyszertsitett modell, amiben majd a korrekciot elvégezve
az eredményiil kapott palya par periodusig periodikusan viselkedik. Ezért a tulajdonsagéért ezt
a modellt gyakran hasznaljak kiilonb6z6 kiildetések valodi palyajanak kivalasztéasara. A JWST
Ls- és a SOHO L, Lagrange-pont ’koriili’ halo palyajat hasonloképp valasztottak ki a Nap-Fold
rendszerben. Altalaban a kkhtp modellben generalt palyak koziil kivalasztanak bizonyos palya-
kat, példaul palyastabilitasi index, vagy periodusidé alapjan, amiket tovabb vizsgélnak nagyobb
pontossagi modellekben (Spreen [2021] 25. oldal: N-test efemerisz modell). Fontos kihangst-
lyozni, hogy a kkhtp modellben kapott adatok és a valodi palyak adati nem fognak egyezni, mert
a kkhtp csak egy egyszertsitett modell. A valddi és a kkhtp adatok Gsszehasonlitasa a kutatasnak
nem tartozik a céljai kozé.

2. Elmélet, mo6dszerek

2.1. Korlatozott kor haromtest-probléma

A korlatozott haromtest-probléma (kkhtp) soran két primér (Pp, P») pontszerd test és egy el-
hanyagolhatdé mz << mgo és mg << my tomegt, igy P, és Ps-re elhanyagolhaté hatasd, Ps
harmadik témegpont newtoni dinamikajat vizsgaljuk. A kor korlatozott haromtest-probléma so-
ran a két primér test, P, és P2, korpalyan mozog. A két primér test koordinatajat baricentrikus
koordinatarendszerben adjuk meg, azaz a kozos tomegkozéppontjuk lesz a x = (0, 0) koordinéta.
A két primér tomegpont koordinatajat a pu = ml"fm2 tomegparaméter segitségével adjuk meg.
A Fold-Hold rendszer tomegparaméterét Williams [n.d.] adatai alapjan hataroztam meg.

pw=1.21505-1072,
Irp, = (/1’7070)7
Tp, = (/L - 17070)3

ahol xp, a nagyobb témegl primér égitest = koordinataja. Ezzel definidltuk a 3D térben a forgd
koordinatarendszert melynek x — y sikja a keringési sik. Egységrendszerben dolgozunk, ahol a


https://science.nasa.gov/mission/webb/
https://science.nasa.gov/mission/soho/

dr1d_Hola = 384400km = 1 a Fold-Hold tévolsdg és n = k? = 1 igy az id6 t[nd] dimenzidtlan
mennyiség. Ebben a koordinatarendszerben P; és P» nyugalomban van.

A két primér tomegpontbol Ps-ra mutatd vektorok hosszai legyenek ry és ro. Ezek a kovetkezd
modon fognak kinézni a 3D koordinatarendszeriinkben:

r= /(e — )2 +y?+ 22 (2.1.1)
ro =/(z+1— )2+ 52+ 22. (2.1.2)

Korlatozott kér haromtest-probléma
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2.1.1. abra. 2D kkhtp abra a kapott adatokkal a ciszlunéaris térrsl.

Felirhat6 a Newton-torvények alapjan a potencial:

1 1-
Q= —(1—pyr2+wd)+—L 4 2 (2.1.3)
2 T1 T2

A potencial alapjan megahdaté P; minden palyajara egy konstans érték, a Jacobi-konstans
C =20 — (i + 9% + 7). (2.1.4)
A potencial ismeretében felirhatéak a P3 test mozgasegyenletei:

(I-—p)—p) (z+1—p)

T = 29 — 2.1.5
X y+x 7”? T% B ( )

. , (I-p) n
=-2 - — — 2.1.6
Yy x-l—y( T{) rg) ) ( )

. (I—p)  n

= — = . 2.1.7
= (S 2D



A numerikus integralasok soran a kkhtp mozgésegyenleteinek elsé rendi differencidlegyenletek-
re visszavezetett modelljére volt sziikségilink, ami igy egy 6 dimenzioés probléméra vezet. Az
allapotvektor x(t) = (x,y, 2, Vg, vy, V) formaban irhaté fel. Ez tartalmazza a P; tomegpont ko-
ordinatait és a sebességkomponenseit egy adott ¢ pillanatban. Az els6 rend differencidlegyenlet-
rendszerre visszavezetett modell a kovetkezé modon fog alakulni:

= vy, (2.1.8)
=, (2.1.9)
L=, (2.1.10)
1— u)(x — 1—
Up = 20y + 2 — ( ,u)gx 2 —,u(x+ 3 ,u)7 (2.1.11)
T T3
1—
Uy = 20, +y (1 _ ¢ 7«3#) - ;ﬁ) : (2.1.12)
1 2

, (I—p)  n

U, = —2z ( 3 + 3) (2.1.13)

Latszik hogy ez az x(t) allapotvektor derivaltja lesz. Igy ez a csatolt differencialegyenlet-rendszer
felirhato egy ilyen egyszert forméban is:

x(t) = £(x(1)), (2.1.14)

ahol f-et a mozgasegyenletek alapjan konstrualjuk. Ennek a differencidlegyenlet-rendszernek
Henri Poincaré 1887-ben bebizonyitotta, hogy ez a differencidlegyenlet-rendszer nem integralha-
t6.

Az id§ szerinti numerikus integralashoz meg kell adnunk egy tetszéleges x(t = 0) = xo kezddfelté-
teleket tartalmazo allapotvektort, ahogy vartuk is egy els6 rendii differencialegyenlet-rendszertdl.
Ha idében (to — ty, ahol t; = tana1) propagaljuk ezt a kezdeti allapotot a megfelels egyenletek
(f) szerint, a Ps tomegpontnak az xo-hoz tartozo palyajat fogjuk megkapni eredményiil.

2.2. Lagrange-pontok

A Lagrange-pontokat Joseph Louis Lagrange fedezte fel 1772-ben. A Lagrange-pontok olyan
pontok ahol P3 a primér tomegpontok altal kifejtett gravitacios erétérben relative egyensilyban
van. Ezek a pontok a potencial gradiensébdl hatarozhatoak meg,

o 9 090
vQ = (w, 3 az) =0. (2.2.1)

Ennek az egyenletnek 5 pont lesz a megoldésa. Az Ly, Lo, L3 Lagrange-pontok a P; és P
tomegpontokkal kollinearis pontok (Euler altal meghatarozott pontok). Ly és Ls pedig egyenls
oldala haromszogeket fognak bezarni a két primér témegponttal (2.2.1 abra).

A ciszlunéris térben az Ly és Lo kollinearis Lagrange-pontokra lesz csak sziikségiink. Ezen
pontok helyét az x tengelyen 6todfokt egyenletek fogjak meghatarozni Erdi Balint [1993] alapjan.

E 4+ e(3—pat 4+ (3 —2u)a® — px?® — 2epx — p =0, (2.2.2)
Lo, = M — 1- 5; (223)
T, = p—1+E, (2.2.4)
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2.2.1. abra. Lagrange-pontok elhelyezkedése a Fold-Hold kkhtp-ben. Forras: Barrabés et al.
[2013]

ahol e =1 — Ly és ¢ = —1 — Ly pontok x koordinatait fogja megadni. Az y és z koordinatak
értéke 0, mivel kollinearisak Py és Pa-vel (z tengelyen helyezkednek el).

A Lagrange-egyenletre (2.2.2) 6todfoka mivoltabdl nincs megoldoképlet (Abel-tétel), viszont
Descartes-tétel alapjan biztosan van 1db valés gyoke.

Iterativ modszerrel lehetséges a polinom valos gyokét meghatarozni.

2.3. Newton-iteraci6/Newton-modszer

A Newton-modszer egy iterativ zérushely kozelité modszer valos, nem linearis fiiggvényekre.
A Lagrange-egyenlet megoldasara ezt a modszert alkalmaztam. Az iteracidhoz sziikség van a
Lagrange-polinomra (most f) és annak a derivaltjara,

f=88+eB— e+ (3-2u)¢* — ug® — 2eué — p =0, (2.3.1)
Zi; = f' =56 +4e(3 — p)€3 + 3(3 — 2u)E% — 2ué — 2ep. (2.3.2)
Az iteracio képlete: )
S A (S
£1+1 — 51 f’(&) (233)

A gyakorlatban még meg szokas adni egy tol toleranciaértéket (a kodban 1071%), ha i léptetés
utan a kovetkezs (2.3.4) Osszefliggés igaz, akkor elmentjiik € értékét mint zérushely.

F(&) < tol. (2.3.4)

Ezen kiviil fontos lekovetni f/(&;), a fuggvény derivaltjanak is az értékét miel6tt megtennénk
az i — i + 1 léptetést, nehogy 0-val osszunk. Ebben az esetben f/(¢;) = 0, nincs megoldas,
hibaiizenettel jelezziik!



Az iteracionak természetesen meg szokas adni még egy maximalis iteraciészamot, ha az alatt
nincs konvergencia azt egy hibaiizenettel lehet jelezni.

A gyorsabb konvergencia érdekében fontos jo kezdGértékeket megadni. Egy jo becslési lehetGség
mi esetiinkben az f Lagrange-polinom p szerinti sorbafejtése.

A ciszlunéris térben az L1 és az Lo pontok relevansak, az x tengelyen a helyzetiiket egy tablazat-
ba (2.3.1) foglaltam, és feltlintettem Zimovan [2017] cikk 22. oldalan (2.2-es tablazat) talalhato
eredményeket is. Lathato, hogy az eredmények 5 tizedes jegyig egyeznek. Az eltérést a p tomeg-

x értékek | Sajat | Zimovan [2017]
L[] | 1155682 |  1.155682
iz, [[ ] |0.836916 |  0.836915

2.3.1. tablazat. Az x1,-hez tartozd £ érték 8 iteracié utan volt kisebb a toleranciaértéknél, az
21,,-hoz tartozoé & érték 23 iteracié utén.

paraméter értékében, illetve a tol toleranciaértékben vald eltérés okozhatja.

2.4. Az L, és L, Lagrange-pontok stabilitasa

A stabilitasvizsgalatnal linearis kozelitést alkalmaztam. A Lagrange-pontok fix pontok, azaz
olyan x* pontok, ahol —VQ(x*) = F(x*) = 0 (Tél and Gruiz [2006] 87. oldal). Fixpont
kornyezetében els6 rendben sorba fejtve F(x*)-et megkapjuk a linearis kozelitést,

_OF 9%

F(x) ~ a—x(x*)(x —x") = —@(x*)(x —x"). (2.4.1)

A stabilitas a g—z(x*) elgjeletsl fugg. Az F er6torvényt a(z) 2.1.14 egyenlet tartalmazza. A

mozgasegyenletek a Lagrange-féle fix pontok (x* = (z*,0)) koriil

. 0900 TR W TR 242)
YT 0 T or e T 002 | yaxay o B2 | y@:z:@y o+’ o
o9 9%Q 9%Q
y+20 = — ~Ry—= _— 2.4.3
y+a Ay y8y2 z* +x3x3y a*’ ( )
9%Q 9%Q 9%Q
Yoo = Gzl v = Gzl B = gyl (244)

Definialjuk a Qv maétrixot, ami a potencidl masodik parcialis derivaltjait tartalmazza. FEzek
alapjan mar fel lehet irni a két dimenzios A = Df(x) métrixot,

0 0 1 0 o

o 0o 0 1| [0 I

A=la. o, 0 o (Qm é), (2.4.5)
Qy Q, -2 0

ahol C' a Coriolis-er6bsl fakado tagokat tartalmazza. A matrixokkal felirt verzié 3 dimenziora is
érvényes az identitasmatrix Iy, dimenziészamat valtoztatva, illetve a €., elemeinek (z,y) —
(z,y, z) modositasaval. A stabilitast A sajatértékei fogjak meghatarozni, n dimenzios probléma
esetén n sajatértéke lesz,

(A=X)=0—X,i=12 .n (2.4.6)



L1 pont sajatértékeinek valos része
Re(\1) Re(A2) Re(A3) Re(\y)
21.20105593 | -21.20105593 | -1.27603869 | 1.27603869

2.4.1. tablazat. L, Lagrange-pont sajatértékeinek valos része, az L Lagrange-pont instabil
fixpont.

Lo pont sajatértékeinek valos része
Re()\l) RB()\Q) RG()\g) Re()\4)
16.23264533 | -16.23264533 | -0.79351294 | 0.79351294

2.4.2. tablazat. Lo Lagrange-pont sajatértékeinek valos része, az Lo Lagrange-pont is instabil
fixpont.

Az eredményiil kapott \; sajatértékek alapjan akkor stabil a x* fixpont, ha \; tisztan képzetesek.
Ha van valos résziik, akkor x* fixpont instabil. Elvégeztem a vizsgalatot az L, és Lo pontokra, a
A; sajatértékek valos részére a kovetkezo értékeket kaptam: A fixponttol meért tévolsag Ax(t) =
x(t) — x* (Tél and Gruiz [2006] 90. oldal alapjan) exponencialisan fog néni, amit fel lehet frni
e*i-ket tartalmazo linearkombinacioval,

4
Ax(t) ~ Y Cietit. (2.4.7)
i=1

Ez alapjan ki lehet jelenteni, hogy az L1 és Lo pontok instabil fixpontok és Ly esetében gyorsab-
ban né a fixponttol mért tavolsag. Ezt varjuk, hiszen az L, pontra a F6ld és Hold (altalanosan
két primér) kozott kialakulé nyeregpont esetében élesebb maximumot varunk mint az Lo pont-
ra, mivel L; a két primér kozott helyezkedik el (2 ~ r=1). Ez jelentGsen befolyasolja majd a
palyak alakjat is és a palyastabilitast. Az L; halo palyak generaldsanal a numerikus integrator
altal Osszeszedett hiba nagyobb eltérésekhez vezethet, nem maradnak annyi ideig periodikusak
a palyak mint az Lo halo palyak esetében.

2.5. Periodikus palyak

Az L, és Ly Lagrange-pontok instabilitdsa miatt a periodikus megoldasok létezése egyaltalan
nem trivialis, &m Henri Poincaré 1881-ben bebizonyitotta, hogy léteznek periodikus palyak a
korlatozott haromtest-probléma modelljében. A kkhtp modellben periodikus palyak kezdd alla-
potanak keresése differencialis korrekcidval torténik. Egy pélya akkor periodikus, ha eleget tesz
a kévetkezd feltételnek:

x(t) =x(t+1T), Vt, (2.5.1)

ahol T a peri6dusidé.

A numerikus integralasok futéasi idejét csokkenthetjiik azzal, ha keresiink tovabbi szimmetriai
meggondolasokon alapul6 feltételeket. Ilyen a tobbek kozott a halo palyékra is hasznalt feltétel,
miszerint elég csak a periodusidd feléig integralni és akkor teljesiil a kovetkezd feltétel:

x(t =0) =x9 =x(t =T/2). (2.5.2)

Ez alapjan lehet mar periodikus pélyakat keresni, viszont szigortian véve a(z) 2.5.1 képlet hata-
rozza meg altalanosan a periodicitast.



2.5.1. Differencialis korrekcio

A cél olyan kezdsfeltételek generalasa, amiket integralva periodikus palydkat kapunk. Erre egy
egyszeri belovéses mddszert haszniltam. Ez egy varidciés mddszer, ami a bemeneti tipp kezdd-
értékeket egy (pl szimmetriabol fakado) periodicitasi feltétel alapjan varialja, és visszatér olyan
kezdGértékekkel, melyek eleget tesznek a feltételnek.

Az allapotvektoron kiviil még a periddusidét is meg kell adni, igy a korrekcié elején a kezdd
becslés vektor felirhat6 altalanos alakban:

X = (21(t = 0),22(t = 0), .., 2 (t = 0), &1 (t = 0), ..., & (t = 0),T). (2.5.3)

A korrekcid kezdete el6tt a 7 komponensbdl tetszélegesen kivalasztunk és lefixalunk egyet, ez lesz
a megoldas parameétere (2.5.2). Minden méasik komponenst varialni fogunk.
Ennek a kezdeti vektronak valamennyi k-t6l m komponensére fel lehet irni egy feltételt,

F(X) = (Zps oo, Tooe 15 Tany Ty vy Frn1, ) = O. (2.5.4)
Tterativ modszerrel keressiik X, vektort, ami teljesiti a feltételeket,
F(Xx) =0. (2.5.5)

Ilyenkor X, korrigalt vektor fogja tartalmazni az xg i korrigalt allapotvektort a ¢t = 0 idépontban
és a palya T periddusidejét.

A(z) 2.1.14 egyenletben szeretnénk az allapotvektort varialni. Ehhez bevezetiink egy A(t)
métrixot Tél and Gruiz [2006], a Jacobi-méatrixot,
A OE(x(1))
A(x(t)) = Df(x(t)) = ———==. 2.5.6
(x() = DEGx(t) = 55 (25.6)
Ez az n x n-es matrix (esetiinkben 6 x 6) tartalmazza a mozgasegyenletek parciélis derivaltjait
az allapotvektor vektorkomponensei szerint. Ezzel mar el tudjuk végezni a varialast,

x(t) = A(x(1))0x(t), (2.5.7)

viszont itt még nem tudunk semmit sem dx(t) értékérsl. Jo lenne ezt a kezdeti allapottal valahogy
kifejezni. Ezt ugyantugy egy varialassal tehetjiik meg,

ox(t)
ox(t) = 1) . 2.5.8
x(t) = 5y x(0) (258)
A parcialis derivaltat altalanosan fel lehet irni a kovetkezs forméban:
- Ox(ta)
D(to,t1) = . 2.5.
(t2.t1) = Se2 (259)

A ®(ta,t1) matrixot allapotatmenet-métrixnak (state transition matrix, STM) hivjék a kaotikus
dinamikaban. A definici6 alapjan is latszik, hogy ez egy altalanos y allapotvektort t1 idépontboél
to id6pontba viszi at: R

y(t) = ®(¢,0)y(0). (2.5.10)
Ugyanakkor nem nehéz észrevenni azt sem, hogy a kezdetben felirt varialt egyenlet (2.5.7) atir-
hato egy elsérendii differencidlegyenletre d-re,

d(t,0) = A(x(t))d(t,0). (2.5.11)



A kezdetben ®(0,0) = I,xy értéket veszi fel, ez is definici6 alapjan egyértelmten latszik. A &
maétrix a differencialis korrekcio egyik legfontosabb része, mert a segitségével le tudjuk kdvetni,
hogy egy kis valtoztatds (perturbacio) a kezdeti allapotvektorban hogyan fejlédik idében. A
korrekcid soran végzett kis modositasok idébeli fejlédését az A matrix segitségével koveti a kod.
Kitekintésként, a(z) 2.5.11 egyenlet segitségével is lehet palyastabilitast vizsgalni Floquet-elmélet
alapjan (Spreen [2021]).

Esetiinkben halo palyakat keresiink. A futési id§ csokkentése értdekében nem T teljes periédusra
szeretnénk integralni. Ilyenkor is a szimmetriai megfontolasok alapjan talalunk ki egy feltételt a
kezdeti allapotvektor alapjan. A halo palyadk a kkhtp-ban szimmetrikusak az xz tengelyre. Ez
alapjan érdemes kezdetben y = 0 értéket megadni az xg allapotvektorban. Ezen kiviil szeretnénk,
hogy csak y iranyban mozduljon el az (xg, 0, z9) koordinatakbol, hogy ténylegesen vissza tudjon
irni ilyen alakban:

Xp = (QC(),O,Z(),O,’Uy(),O). (2512)

A belovéses modszerben az xg kezdeti allapotvektor z komponensét érdemes fixen tartani (egy
masik lehetdség a Jacobi-konstans fixalasa) és az xg, vy, T értékeket varidlni. A kezdeti tippet
meg lehet hatarozni akar kéttest-probléma alapjan is, mivel Lagrange-féle relativ egyensilyi pon-
tok kornyékén keresiink palyakat, vagy egy kordbbi munkaban megadott érték alapjan is lehet
dolgozni. En a Zimovan [2017] cikkben taldlhato értékeket hasznaltam fel.

Korabbi levezetés alapjan mar tudjuk, hogy a d (T,0) méatrix segitségével fogjuk nézni az idéfej-
16dést, viszont nekiink a T értéket is varidlnunk kell. Ehhez gy kell megirni a programot, hogy
integréalas soran kovesse az xz tengelyen vald &tmeneteket, azaz amikor y = 0. Fontos megjegyez-
ni, hogy az elsé ilyen atmenet régtén inditaskor ¢ = 0 idépontban méar megtorténik. Erdemes
ezt észben tartani és ellendrizni mindig a korrekcié utan kapott Ty értéket, nehogy T' = 0 esetet
talaljunk.

A Py = <f>(t, 0) id6beli integralas soran Runge-Kutta-modszerrel integraltunk. Ennek a mod-
szernek a rovid Osszefoglalasa megtalalhato Erdi Balint [1993] cikkjében. Az integralast adaptiv
RKF5(4) integratorral végzi a kod, ez a Runge-Kutta modszer 4-ed és 5-6d foka verziojanak
egylittes alkalmazasat jelenti. Ilyenkor a hibéat a 4-ed foku fogja kezelni, mig a 1épéskozoket az
5-6d fokt modszer alapjan végzi.

A halo palyak korrekciojara mar megvan a kezdeti vektor (2.5.3), mér csak a korrekcios feltéte-
leket (2.5.4) kell megadni. Lehetne simén a t = T esetet vizsgéilni, ezt az y = 0 Atmenetet a stk
vyo szerinti iranyitasaval talaljuk meg (vagy csak siméan a 3. y = 0 atmenet). Azt szeretnénk,
hogy az allapotvektor x(7T') egyezzen meg a kezdeti xo allapotvektorral. Ilyenkor minden elemre
fel tudunk irni egy feltételt,

x(T) — g

=0. (2.5.13)

vy(T) — vyo
Uz (T) y=0 atmenet

Ebben az esetben y(T') = 0 alapvetGen teljesiil az atmenetvizsgalat miatt, ez alapjan tudjuk

meghatarozni Ty, értékét. A t6bbi feltételre pedig példaul Newton-iteracio segitségével keressiik

azokat a kezdeti vektorkomponenseket, amikre teljesiil a feltétel, mivel gyokoket kell keresni. Ez

4 komponens értékére valo keresést jelent (z fix, y(T') = 0 automatikusan megvan). Ez egy biztos

modszer, viszont a gyakorlatban ennél van egy egyszeriibb megoldés is, ami jelent&sen csokkenti
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a futéasi idst.

A szimmetrial megfontolasok alapjan elég, ha csak ¢t = T/2 ideig integralunk és arra szabunk
ki egy feltételt. A T korrekciojat az elsé —v, iranyitasa y = 0 dtmenetnél fogjuk megkapni (2.
y = 0 atmenet). Az atmeneti id6pont alapjan megkapjuk T} /2 értékét és ezzel meg is van a
korrigalt periodusid6. Viszont a feltételeket modositanunk kell. Az dtmenet miatt y(7/2) = 0
alapbol, ez automatikusan teljesiil ismét. A nem nulla komponensekre most nem tudunk semmit
mondani azon kiviil, hogy maradnak nem nulla értékiiek. Esetleg z el§jelérdl tudnank mondani,
hogy atfordul, de ez nem egy erds feltétel. Viszont azt megkdvetelhetjiik a palya apocentruméban
is, hogy azok a tagok, amik a pericentrumban nulla értéket vesznek fel, itt is nullak legyenek.
Igy akkor egy 3 dimenzios feltételvektort tudunk felirni,

y(T'/2)
F(X(T/2)) = [ va(T/2) —0. (2.5.14)
v.(T/2)

y=0 atmenet

Ebben az esetben a megfelels y = 0 &tmenet megtaldlasa utan kell olyan zq és vy o megoldasokat
keresni iterativan, hogy v, (7/2) = v,(T/2) = 0 legyen ebben az idépontban. Szeretném jbol
felhivni a figyelmet arra amit korabban mar emlitettem, hogy érdemes z értékét fixen tartani.
Ez azt jelenti, hogy arra nem korrigalunk. Igy csak 2 véltozora kell gyckot keresni.

A generélas soran érdemes ValueError segitségével jelezni, ha nem taldlunk megfelels y = 0
atmenetet (pl a vart 2 helyett csak 1 van, ¢ = 0-ban), illetve RuntimeError segitségével, ha a
korrekcidos modszer nem konvergal, azaz nem talalunk a gyOkkeresés soran megoldést a megadott
maximalis iteracioszamon beliil. A ValueError esetén lehet elég csak a kezdeti T tippiink értékét
névelni. A RuntimeError esetén viszont érdemes lehet tjraszamolni a kezdeti tippiinket, vagy
megnézni, biztos jol irtuk-e be a koordinatakat.

Ezzel elvégezziik egy tipp X = (x9,7T) bemeneti vektorra a korrekciot és visszakapunk egy
X = (X0,k,7,) korrigalt vektort, ami tartalmazza a korrigélt kezdsfeltétel allapotot és a korrigalt
peridédusidét. Ezzel sikeresen legeneraltuk egy feltehetdleg periodikus halo palya kezdéfeltételét.
Ezt numerikusan integralva <i>0_>tf tetszdleges ty id6ig, kirajzolodik P palyaja. Erdemes még
ilyenkor ellenérizni példaul Poincaré-metszet segitségével, hogy ténylegesen periodikus-e a palya.
Ha igen, stabilan az is marad-e, ezt a 2.5.3 bekezdésben bévebben térgyalom.

2.5.2. Numerikus folytatas

Eljutottunk oda, hogy van egy j6 Xj; megoldasunk. Szeretnénk ez alapjan tobb, hasonlé palyat
talalni, azaz egy palya csaladot szeretnénk legeneralni.

A numerikus folytatasi modszerek koziil elég a legegyszeriibbet valasztani, a numerikus paramé-
teres folytatast (natural parameter continuation algorithm/method Spreen [2021]). Altalanosan
tegyiik fel, hogy van egy yo kezddfeltétel vektorunk. A megoldasunk fligg még egy olyan A
paramétertdl, amit nem varidlunk a megoldas soran. Tegyiik fel, hogy ezek konvergélnak, azaz
tényleg egy megoldasat adjak egy adott f problémanak:

f(yo, \) = 0. (2.5.15)

Ha ez teljesiil, felmeriil a kérdés, hogy A+ A\ paraméter is megoldas? Az allitds az, ha A\ "elég
kicsi" (a probléma hatarozza meg), akkor yo kezdeti becslés és A + AN is konvergalni fog,

f(yo, A+ AN) = 0. (2.5.16)
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A mi esetiinkben ez azt jelenti, hogy tegyiik fel, talaltunk egy Xy o = (%0, 7)) megoldast. A
korrekci6 soran fix zg értéke, ez lesz a paraméter (lehet xg, T, vyo vagy akar a jacobi konstans is,
mindegyiktdl fiigg az eredmény). Az altalam valasztott paraméter mar eleme az Xy o vektornak,
igy f(yo, A + AX) = £(Xo k(A + AN)) = f(x0,1 (20 + Az),T). Kivalasztunk egy kellGen kicsi Az
lépést. A korrigalt x¢ i vektorban irjuk at a paramétert:

Xox(20 + Az) = (z0x,0, 20 x + Az,0, vy 0,0). (2.5.17)

Ezzel az 1 kezdeti allapottal futtassuk le Gjbdl a korrekciét. A korrekcié utdn egy 6j Xi i
megoldast fogunk kapni. Ha vessziik az i-edik Xy ; megoldast, a hozza tartozé kezdeti becslést
felirhatjuk a kévetkez6 mddon:

X; = (20,i-1,0,20,i—1 + Az,0,vy0,i—1, 0, Ti—1), (2.5.18)

ahol a vektor elemei az ¢ — 1-edik korrigalt Xy j—; megoldés elemei.

Olyan paramétereket érdemes kivalasztani, amire ténylegesen tudunk egy "kicsi" A értéket
adni ugy, hogy a rendszer erre a kis lépésre megfelelGen érzékeny legyen. A AN\ 1épés rossz
megvalasztasa két esethez vezethet:

1. A korrekcio A+ AN 1épés utan konvergal, de az eredeti kiindulasi megoldast kapjuk vissza.
2. A korrekcio A + AN 1épés utdn nem konvergal

Ezt a modszert annyival lehet tovabbfejleszteni, hogy a diszkrét 1éptetéseket adaptiv 1épésnagy-
saggal végezzik el.

Ha a z szerint folytatjuk a generalast, lesz egy olyan maximaélis z érték, amit ha tovabb akarunk
léptetni, a korrekcioban a gyokkeresés nem fog mar konvergalni. Ilyen esetben is lehet folytatni a
generalast, csak mas paraméter alapjan. A folytatasi paraméterek iigyes valtoztatasaval le lehet
generalni a teljes halo csaladot. En csak az NRHO-kat és par kozeli halo palyat generaltam le,
mivel nekem csak ezekre volt sziikségem.

Fontos megjegyezni, hogy vannak més, pontosabb moédszerek is mint példaul az ivhossz folytatés
(Arc-length/pseudo arc-length continuation) errél bévebben Spreen [2021] ir.

2.5.3. Poincaré-metszet

Egy dinamikai rendszert felirhatunk altalanos formaban,
x(t) = F(x,t). (2.5.19)

Ez felfoghat6 ugy is mint egy térbeli &ram. Ennek az aramnak akarjuk az idéfejlédését valami
modon lekdvetni, példaul egy leképezéssel. A leképezésbdl kapott eredmények alapjan pedig
szeretnénk valamit mondani a rendszer viselkedésérdl, esetiinkben, hogy periodikus-e.

Ahogy Tél and Gruiz [2006] 239. oldalan is targyaljak 2D térbeli probléméra, szdmunkra is
érdemes egy sik diszkrét metszéspontjaiban kovetni az id6fejlédését a rendszernek. Tél and Gruiz
[2006] a metszéspontok egymasutanjaval a kovetkezs modon definidltak a Poincaré-leképezeést:

(Tnt1,Vxnt+1) = M(Zp, Vg n)- (2.5.20)

Feltéve, hogy a leképezés sikja, azaz Y Poincaré-metszet, egy iranyitott sik. Az iranyitasat a
metszetnek (altaldban) a sebesség irdnya adja meg. Ez a stk elmetszi a teljes fazisteret (2.5.1
abra), ezért hivjak Poincaré-metszetnek. Ez csak egy gyors bemutatas, Tél and Gruiz [2006] 239.
oldalatél egy bévebb és pontosabb leiras olvashato a leképezésrol.
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2.5.1. abra. Poincaré-leképezés. Forras: Tél and Gruiz [2006] 6.1-es &bra.

A kkhtp-ban generalt halo palyékra alkalmazzuk a Poincaré-metszetet! A mar korabban targyalt
szimmetriai meggondolésok alapjan bevezetett y = 0 &tmenetet kovets fliggvénytink tokéletes lesz
a metszet kijelolésére. Igy bevezetjiik a ¥~ sikot (ezt csak kényelmi okokbol tessziik, a sik va-
lasztasa tetsz6leges, ugyan azt fogjuk kapni). A metszet iranyitasat igy v, el6jele fogja megadni
Ey 0. Ezzel redukaltuk a 6 dimenzoés probléméat egy 4 dimenziésra. Ennek a 4 dimenziés prob-
lemanak a tulajdonsagait pedig a sikra vett leképezéssel, azaz a metszéspontokkal fogjuk tudni
elemezni. Ahogy kordbban emlitettem, lehet a dinamikai rendszerre mint egy aramra gondolni.
Ha periodikus a rendszer, azt varjuk, hogy a trajektoria z, x fliggvényében mindig ugyan abban
a pontban metszék a Ey 0 sikot, azaz ugyan azon a ponton keresztiil &ramoljon 4t a sikon.

A megvaldsitasa ennek ugy torténik, hogy keressiik a X9~ O stk metszéspontjait. Ehhez elgszor a
rendszert tobb, ¢t = n-T periddusig futtatjuk strd mintavételezéssel. A futtatas soran mentjiik az
y = 0 dtmeneteket. Az atmenetekbdl v, elGjele alapjan kisztrjiik az irdnyitasunknak megfelels
adatokat. Ezutan linearis interpolacidval és iterativ felezési modszerrel fogjuk megkozeliteni a si-
kot. Erre azért van sziikség, mert enélkiil az adatpontok nem egy pontot mutatnanak, hanem egy
elmaszatolt foltot. Ez els6 rendben egy jo modszer, igy nagyjabol megkapjuk a metszéspontot.
Fontos megjegyezni, hogy ilyenkor sem tokéletesen egy pont lesz a metszéspont, de nagyon kicsi,
elhanyagolhato lesz a pontok kozott a tavolsag (~ 10710 — 10712). Ha 4brazoljuk a metszetre
kapott értékeket z(z) fliggvényében megkapjuk az atmenet térbeli helyét, ami igy egy pont lesz,
feltéve, ha a megoldasunk periodikus. Szamunkra jelenleg ennyi elég lesz.

Erdekességként megemlitem, hogy az Ly és Ly pontok instabilitasa miatt lehet talalkozni olyan
palyakkal is, amiknek E?,y:o(z(x)) Poincaré-plotjan nem egy pont, hanem valamilyen szabalyos
alakzatot kévets pontok lesznek lathatoak, példaul 3 jol elkiiloniils diffiz paca a pontokbdl, ami-
ket Gsszekotve egy egyenld szart haromszoget kapunk. Ezeket kvdziperiodikus palydknak hivjak.
A kkhtp modellben generalt palyakat ha nagyobb pontossagii modellekben tovabb vizsgaljuk
(elég az is, ha a primér testeknek a palyainak adunk excentricitast, de a perturbalatlan N-test
efemerisz modellben is igy lesz), akkor gyakran ilyen eredményeket kapunk. A kkhtp modellben
kvéziperiodikus palya generalasdhoz a korrekcié soran a feltételt kell modositani,

x(t+T)—x(t)=0— |x(t+T) —x(t)] <e,

ahol 0 < € << 1 egy toleranciaérték.
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3. Eredmények

3.1. Els6 generalas

A halo palyakra irt differencialis korrekcié fiiggvényt alkalmazva korrigalunk egy kezdeti becslést.
A becslést az Ly NRHO tablazatbol (Spreen [2021] fliggelék) valasztottam, és T = 5 periodusid6t
becsiiltem (igy biztos lesz dtmenet),

xo = (—1.011035058, 0, —0.1731500000, 0, 0.078014119, 0) 7—s. (3.1.1)

Természetesen lehet kéttest-probléma alapjan is egy becslést adni és a kapott eredménnyel az
egész halo csalddot generalni, de egyszertiség és dsszehasonlitas kedvéért egy olyan kezddfeltételt
valasztottam, ami mar biztos NRHO.

Erre elvégezve a korrekciot megkapjuk egy Lo déli NRHO kezdeti allapotvektorat és periddus-
idejét,

x5, (t = 0) = (—1.011035682, 0, —0.17315,0,0.078015219, 0)7—1 363217830 (3.1.2)

Nagyon hasonlé eredményt kaptam, tehat a korrekcios folyamat helyesen miikodik. Az eltéréseket
a p értéke, a numerikus integréator tipusa és a korrekcios eljaras kiillonb6z6 1épései soran beallitott
toleranciaértékek okozzak (nekem mindenhol 10714, nyilvanosan Spreen [2021] altal hasznalt
értékek nem voltak elérhetéek a dolgozatom irdsa soran).
A palyacsaladok generalasanél is latszani fog, hogy sok esetben nagyon kozeli értékek szerepelnek
a kezdeti allapotvektorokban. Ez alapjan integraltam a palyat ¢ = 3T ideig és abrazoltam (3.1.1
abra).

A palyakat abrazoltam még kiilonbozd tengelymetszetekben az értelmezhetsség kedvéért
(3.1.2 abra).

A t = 3T azt jelenti, hogy a palya 3 alkalommal metszi az iranyitott Ei’)y:fo sikot. Az z(z)
Poincaré-metszet abrazoltam (3.1.3). A kapott z, z, v, és v, adatpontokat egy tablazatban
tintetem fel. A téblazat tartalmazza még az adatpontok szorasat, avagy hibajat.

Adatpont 1 2 3 o
x -1.01103297 | -1.01103504 | -1.01102364 | 4.96e-6
z -0.17314573 | -0.17314254 | -0.17313956 | 2.52¢-6
Vg -2.11e-5 -3.76e-5 -4.88e-5 | 1.14e-5
Uy -0.0001373 | -0.0002504 | -0.0003415 | 8.35e-5

3.1.1. tablazat. Poincaré-metszet adatpontjai

Az adatpontok szorasa a z(x) adbrazolas soran nagysagrendileg elhanyagolhato, a v, és z,
adatpontoknél viszont elég nagy. Ez azért van, mert v, és v, értékeik nagysagrendileg kicsik,
hiszen y = 0 atmenetre elGirtuk feltételnek, hogy v, = v, = 0. Itt az adatpontok értéke
nagysagrendileg v, = v, = 0. A 0-t6l valo eltérés oka a linearis interpolécio és a felezési modszer
maximum iteraciés szama. Pontosabb értékeket az iteracidszam novelésével és példaul kobos
interpolacioval lehet kapni, de nagysagrendek alapjan ez a megoldas is megfelel.

3.2. Lunar Gateway

A Lunar gateway adatairol a NASA [2024] oldalon olvashatdéak az adatok. Holdkozelben rpei =
1500km a tavolsaga a Holdtol a palyanak és Holdtavolban rap, &~ 70000km (Spreen [2021] szerint
71000km, ezt a szamitdsaimban figyelembe vettem). A palya egy 9:2 szinodikus rezonans péalya,
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Kezdeti L, nrho becslés korrigalt palyaja

—— L, déli nrho
e Hold
v L2
a L1

3.1.1. abra. Els6 generélas 3D plot.

azaz a periodusidé T = 6.562nap lenne pontosan, az oldalon T' ~ 7nap van, tobb cikk pedig
T = 6.5nap értéket emlit. Még azt lehet tudni, hogy a palya leggyorsabb részén, azaz perilindban
vy N 3.2%” lesz a sebessége. Ezek alapjan kell egy becslést adnunk, amit utana korrigalunk.
Elgszoris at kell valtanunk a mi egységrendszeriinkbe az adatokat, ahol 1 a Fold-Hold tavolsag.
Ehhez a Hold F6ldhoz képesti peri- és (Williams [n.d.]) apocentrumban vett tavolsig atlagat
kell meghatarozni. Igy megkapjuk, hogy dp_gy = (dp—H,peri + dr—H,apo)/2 = 384400km. Ezek
utan méar csak at kell valtani az adatokat és meg lehet adni egy kezdg tippet. A palyak elhajlasa
miatt z = 69000km-t allitottam be és az alapjan z értékét kerestem,

\/ ((z1, + ¢ — zp,)dp_u[km])? + 690002km? ~ 70000km, (3.2.1)

ahol keressiik ¢ értékét amire teljesiil a kozelités. Természetesen ez egy masodfokii egyenlethez ve-
zet ( értékére, a kisebb értéket valasztasa adja meg a helyes becslést. A ¢ = 0.11509247324293478
érték esetén a bal oldal értéke 70014.28425685714km ami nagyjabol meg is felel. Természetesen
meg lehet hatérozni pontosan is ¢ értékét, de a korrigicié soran ez csak nagyon minimalis elté-
réshez vezet. Igy a becslésben z = x7, + ¢ lesz.

Az igy kapott becslésre is elvégeztem a korrekciot, majd az Lo NRHO csalad &bréazolasanéal
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Kezdeti L, becslésre korrigalt pélya xy vetilete Kezdeti L, becslésre korrigalt pélya xz vetiilete
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0.03 4 —— Kezdeti L, becslés korrigalt palyaja (L, déli nrho)
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5] ® Piu0
-0.0: -0.4 ® P(u-1,0)
voL
~0.03 1 x L2
I
-12 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 -12 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
X X

(a) Kezdeti Lo NRHO zy sikban. A jobb lat- (b) Kezdeti Ly NRHO becslés korrigalt palyaja
hatosag érdekében nem egyenléek a tengelyek. xz sikban. EgyenlSek a tengelyek.

Kezdeti L, becslésre korrigalt palya yz vetilete
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(c¢) Kezdeti L» NRHO becslés korrigalt palyaja
yz sikban. A tengelyek egyenléek

3.1.2. abra. Kezdeti korrigalt Lo palya tengelymetszetei. A(z) 3.1.2a, 3.1.2b abrékon fel van
tlintetve a Fold is.

felttintettem (3.3.1 abra),

xEC (t = 0) = (—1.012238022,0, —0.174297607, 0, 0.080912439, 0), (3.2.2)
TL¢ =1.380013043. (3.2.3)

A kapott T'[nd] értéket atvaltva T' = 6.485977635nap, ami eltér a vart periodusidétsl, de becslés-
nek jo6. Ehhez fel kell hasznalni, hogy a szinodikus periédusideje a holdnak Tg,inodikus = 29.53nap
(Williams [n.d.]),

Tszinodikus [nap]

t[nap] = t[nd]T. (3.2.4)

A pericentrumban és apocentrumban a Holdtol vett tavolsagok is kicsit eltérnek, de kozel vannak
a vart eredményhez. Koriilbeliil 3000km az eltérés. Feltlintettem a hozza tartozé sebességek
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XZ(y=0) sik metszése, vy>0

L, Hold Ly
0.004¥ e A
—0.05 4
N
—0.10 4
—0.15 A p
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® Hold X
v L
-0.201 Ao L,
-1.15 -1.10 -1.05 -1.00 -0.95 -0.90 -0.85

X

3.1.3. dbra. A kezdeit Lo palya z(z) Poincaré-metszete. 3 atmenet sikmetszetének dbrazolasa.

nagysagat is.

Pleperi = 1882.8248156026157km, (3.2.5)
k
Vi peri = 2.08591141322331%”, (3.2.6)
Plapo = 67652.71157201257km, (3.2.7)
k
Viapo = 0.07659516428545153?. (3.2.8)

Igy a korrekcioval kapott palya nagyjabol egyezik az irt értékekkel. Az eltérést a becslésiink
pontossaga illetve a u értéke okozhatja. Pontosabb adatok hianyédban ezt a palyat vettem a
Lunar Gateway kiildetésre kijel6lt palyanak, a becslésen még lehet pontositani. Ezzel a kezedeti
motivaci6 egyik része teljesiilt, sikeriilt egy becslést adni a Lunar Gateway palyajara.

3.3. Palyacsaladok generalasa
3.3.1. Ly NRHO csalad

A mér korabban meghatarozott kezdeti Lo becslésiinkre megkaptam a korrigalt X;(2.5.3) ada-
tokat. Ez egy déli Lo NRHO. Szimmetriai meggondolasok alapjén egyszertien kitaldlhato, hogy
ennek lesz egy északi parja, hiszen a rendszer szimmetrikus az zy sikra nézve. Igy csak a z
komponens elGjelét megvaltoztatva megkapjuk a generalt déli Lo NRHO északi megfelel§jét.

A palyacsaladok generalasa érdekében a déli és északi megoldas alapjan elinditottam a numerikus
folytatdst A\ = z paraméter szerint +Az = +2 - 1073 lépésnagysaggal mindkét z iranyban. Az
adaptiv 1épéshosszt nem alkalmaztam ebben az esetben, mivel nem volt ré sziikség. A léptetés
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maga sem volt stird, mert lassan valtozo, "sima" feliiletet rajzolnak ki a palyak.
Igy a Holdhoz kizelebbi és tavolabbi palyak korrigalt kezdeti feltételeit is legyartottam. A kez-
défeltételek alapjan kapott palyakat mind a sajat periddusidejiik alapjan ¢t = 2T}, ideig futtatva
sr = 10° mintavételezéssel abrazoltam (3.3.1 abra). Természetesen hosszabb ideig is lehet in-
tegralni, de ahhoz nagyobb sr érték kell. Erre a numerikus integrator pontossaga miatt van
szilikség, ugyanis pericentrum kérnyékén gyorsan valtozik a palya és ott konnyen hibdzhat, ha
nem megfelel6 a mintavételezés. Egy masik lehetGség a kkhtp regularizalasa, ezzel jelenleg nem
foglalkoztunk, de érdemes megvizsgalni.

A palydkat abrazoltam még kiilonb6z8 tengelymetszetekben az értelmezhetsség kedvéért (3.3.2
abra).

Ezekre a palyakra is elvégeztem az egyszeri stabilitasi vizsgalatot. A Zgy:go sik alapjan a
z(x) Poincaré-metszetet abrazoltam (3.3.3 abra). Latszik, hogy a palydk egyesével egy pontban
metszik a sikot. Természetesen a v, (x), v,(z) és v, (v, ) metszetekre is egy pontot kapunk, ahogy
el is varjuk. A kapott palyak egy részének kezddfeltételeit illetve Jacobi-konstansait tablazatba
foglaltam.

3.3.2. L1 NRHO csalad

Ugyantagy jarunk el itt is mint kordbban az L, NRHO csalad esetében. A kezdeti becslésnek az
L; NRHO tablazatbol (Spreen [2021] fiiggelék) valasztottam,

xo = (—0.9323498107,0,0.2711617980, 0, —0.0829745365, 0) 5. (3.3.1)

Ez egy északi L; NRHO-ra becslés. A z komponens elGjelét megvaltoztatva pedig egy déli Ly
NRHO-ra kapunk becslést. Erre elvégezve a korrekciot a kovetkezst kaptam:

X0 = (—0.932350213,0,0.271161798, 0, —0.082973834, 0), (3.3.2)
Tk = 2.049239470. (3.3.3)

A kapott eredményem ebben az esetben is hasonld, az eltéréseket a korabbiakban emlitettek
okozzak.

A folytatéasra itt £Az = £3e — 3 lépést allitottam be és mindkét irdnyba elinditottam 30-30
lépést. Ezt a déli parra is megismételtem, igy 120 palyat generaltam. Viszont itt mar érdemes
adaptiv lépésnagysaggal dolgozni, mert sokszor el6fordult, hogy nem konvergalt a korrekcio. Igy
is kaphatunk hibas eredményeket, ezért érdemes megszilirni a palyakat a Jacobi-konstansok alap-
jan.

A numerikus integralds és dbrazolas (3.3.4 abra) soran kideriil, hogy mar t = 27 idére sr = 10°
(és sr = 10° is, csak akkor nem tudom mind a 120 palyat abrazolni mert sok memoriat fogyaszt)
mellet sem fog periodikusnak latszodni a megoldas.

Az atlathatosag kedvéért ismét abrazoltam a palyak tengelymetszeteit is (3.3.5 abra). Ezeken
mér jobban latszik, hogy a periodicitas nem marad meg a t = 2T integracios idsig. Abrazoltam
még a z(x) Poincaré-metszetet E?,V:go iranyitott sikra (3.3.6 abra). Az &bran jol latszik, hogy
némely pont egyaltalan nem a megfelel§ helyén van, amit a Jacobi-konstansok &ltali szinezés
alapjan varnank. Ezek alapjan feltételezhetjiik, hogy az L; NRHO-k palyastabilitdsa nagyrészt
nem stabil, de talaltunk stabil megoldasokat igy is. Ennek a kornyezetnek a tovabbi elemzésére
komolyabb stabilitasi vizsgilatokra van sziikségiink. Az integralas idejét is érdemes lenne meg-
novelni, ehhez érdemes regularizalni kkhtp-t.

Ezzel véalaszt kaptunk arra a kérdésre is, hogy miért pont Lo NRHO-t valasztottak a Lunar
Gateway palyajanak. Ugy tinik, az L; és Ly csaladok kozott jelentds eltérés van mind stabi-
litasban, mind geometridban. Az L; NRHO csalad palyafenntartéasa sokkal koltségesebb lenne,
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hiszen sokkal kevesebb stabil periodikus palyat taldltunk annak ellenére, hogy 60-60 palyat ge-
neraltunk adaptiv 1épéshosszal. A talalt palyakat raadasul meg is kellett sztirni Jacobi-konstans
altal, mert a korrekcié utén igy is volt olyan eredmény, amely elspirdlozott a Holdtol.

Még fontos megjegyezni, hogy itt mar nem csak NRHO-kat hanem halo palyakat is general-
tunk, ez a(z) 3.3.5¢ abran lathato, hiszen az NRHO-k jelentése "kozel egyenes vonalt halo pa-
lya", ami azt jeleni, hogy koriilbeliil nagy e excentricitasi ellipszisekrél van szd. Természetesen
a palyak nem ellipszisek, sokkal komplexebb geometriaval rendelkeznek, de az yz sikmetszetben
nagyjabol elnyult ellipsziseknek kinézs palyakrol van szé. A pontosabb NRHO kivalasztéshoz,

f6leg az Ly csalad esetén, pontosabb stabilitasi vizsgalatra van sziikség.

4. Osszefoglalas

A Lunar Gateway palyajat sikeriilt megtalalni differenciélis korrekcid segitségével. Nem teljesen
azt kaptam vissza mint amit a kiildetés oldalan (NASA [2024]) irnak, de az ott talalhato adatok
kozelits értékek voltak. A kapott Tj, periodusidé nem pontosan a 9 : 2 szinodikus rezonanciat adja
vissza, ebben az eltérést a megadott adatokon kiviil még a p tomegparaméter értéke, a numerikus
integrator pontossiga és a generalas soran megadott toleranciaértékek eltérése okozza.

Az Ly és Lo NRHO csalddokat numerikus folytatéassal generaltam. Az abrazolaskor és a Poincaré-
metszeteknél kideriilt, hogy ugyanakkora sr = 10° mintavételezésnél a palyakat egyesével t; =
2T;-ig integralva az Lo NRHO-k megmaradtak periodikusak, mig az L csalad nem. Ezzel, és
az Ly, Lo pontok stabilitasi elemzésével, arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy az Lo palyak
stabilabbak. Ez megmagyarazza, hogy a Lunar Gateway trallomasnak kijelolt palya miért az
Ly csaladhoz tartozik: igy gazdasdgosabb a palyafenntartas. A kkhtp csak egy egyszertisitett
modell. A valosdgban a Fold és Hold excentricitasa, arapaly-jelenségek és egyéb perturbécios
hatasok (Nap, Jupiter hatasa) miatt nem lesz hossza tavon periodikus a palya, ezért rendszeresen
korrigalni kell majd. Minél stabilabb egy pélya, annél kevesebb iizemagyagba keriil a palya
korrigalasa.
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5. Figgelék

5.1. Tablazatok

A korrekcid soran kapott kezdeti értékekbdsl megadok par adatot tablazatokban. Ezek csak akkor
lesznek biztosan periodikus palyak, ha a numerikus integralas beéllitasai egyeznek az enyémmel.

5.1.1. tablazat. Lo NRHO csalad kezdGértékekre példa. Ez a déli csalad, az északira ugyanezek
érvényesek csak —z értékekkel. Ezek nagyon gyors palyak lesznek, a(z) 3.3.1 abran ezek a magas

Jacobi-konstanssal rendelkezé palyak.
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5.1.2. tablazat. L; NRHO csaldd kezd&értékekre példa (adaptiv 1épéshosszal folytatva). Ez az
északi csalad, a délire ugyanezek érvényesek csak —z értékekkel. Nem lettek periodikusak, de

korrekci6 alapjan periodikus megoldasokat lehetne ezekkel az adatokkal generalni.
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L, nrho csalad

e Hold
s Ly 2.985

x L

—=- Lunar Gateway

2.980
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2975 §

Jacobi-konsta

2.970

2.965

2.960

3.3.1. abra. L északi és déli NRHO csaladok. Osszesen 60 palya, 30 déli és 30 északi. A Lunar
Gateway palyajat a kordbban kapott eredmények alapjan abrazoltam. A palyakat a hozzajuk
tartozo Jacobi-konstansok értéke alapjan szineztem. Az abra alapjan jol latszik, hogy teljesen
szimmetrikusak az eredmények.
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0.100

L, nrho csalad x-z sikban

L, nrho csalad x-z sikban

—— Lunar Gateway 0.20 x L
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0.075 X Ly 0.15 ® Hold
0.050 0.10
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Ly Hold  Fald Ly Fold
> 0.000 1 23 = N 0.00 4 % ==
—0.025 1 -0.051
—0.050 -0.101
-0.151
—0.075 1
-0.20 1
~0.100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | | | | | |
-1.15 -1.10 -1.05 -1.00 -0.95 =13 -1.2 -1.1 -1.0 -0.9 -0.8
x x
(a) Lo NRHO-k zy sikban, fedik egymast (b) Lz NRHO-k zz sikban

L, nrho csalad y-z sikban

N 0.00+

—0.05

—0.10 1

—0.15+

—0.20

—— Lunar Gateway
® Hold

0.1

0.2

(¢) L2 NRHO-k yz sikban

3.3.2. abra. Lo NRHO csaladok leképezése kiilonb6z6 sikokra. Ezeken az abrakon jol latszik,
hogy a palyak tényleg periodikusak. A szinezés itt is a(z) 3.3.1 abran lathato Jacobi-konstans
skéla alapjan tortént. A Lunar Gateway palyat kiilon szinnel tiintettem fel.
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L, nrho csalad Poincaré-metszete, vy>0
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X

3.3.3. abra. A z(x) Poincaré-metszet. A Jacobi-konstans alapjan szineztem a pontokat. Az abréan
az Osszes palya fel van tiintetve. A feltorlodas miatt nem latszik a Holdhoz kozeli palyak metszete,
de kiilon-kiilon abrazolva latszik, hogy tényleg pontokat kapunk. A Holdtoél tavolabbi NRHO-k
metszetei is pontok. Ez alapjan elmondhaté, hogy az L, NRHO-k stabil palyak. Természetesen
a pontosabb stabilitdselemzés egy hosszabb folyamat, amivel jelenleg nem foglalkozunk.
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3.3.4. dbra. L; északi és déli NRHO csalad 3D abra. A palyak szinét a Jacobi-konstansok alapjén
allitottam be
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(a) L1 NRHO-k zy sikban

Ly nrho csalad y-z sikban

x
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® Hold

0.2

0.4

(¢) L1 NRHO-k yz sikban

3.3.5. abra. L, északi és déli NRHO csaladok leképezése kiilonboz6 sikokra. A szinezés itt is a(z)
3.3.4 abran lathato Jacobi-konstans skila alapjan tortént. Foleg a(z) 3.3.5a abran lathato, hogy
nem zart gérbéket kapunk, azaz nem tartja a periodicitést.
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L1 nrho-k Poincaré-metszete, vy<0
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3.3.6. abra. L; NRHO csaladok z(z) Poincaré-metszete. Lathato, hogy az azonos szini adat-
pontokra nem igaz, hogy egy pontot jeldlnének ki a stkmetszeten. Ez azt mutatja, hogy nem
periodikusak a megfelelg adatpontokhoz tartozé megoldasok
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