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Bevezetés

A 2003-as PISA (Programme for International Student Assessment) felmérés a 15 éves
magyar didkok matematikai atlagteljesitményét 490 pontban allapitotta meg (Oktatési
Hivatal, n.d., [34]). Az ezt kévetd évek eredményei folyamatosan csokkend tendencidt
mutattak, ami a 2022-es felmérés soran 473 pontban realizalédott (PISA 2022 Results
(Volume 1), 2023,[35]). Az érettségi vizsgak szintén ramutatnak a matematikai teljesitmény
terén tapasztalhaté gyenge eredményekre. Az Oktatédsi Hivatal (n.d., [33]) adatai szerint
a 2018 és 2024 kozotti idoszakban a kotelezd érettségi tantargyak koziil a matematika
kozépszintlil vizsgan elért eredmények bizonyultak kovetkezetesen a legalacsonyabbnak.
A legjobb eredmény 2022-ben sziiletett, amikor az orszdgos atlag 55,3% volt. Az ada-
tok ramutatnak a magyar kozépiskolas didkok matematikai teljesitményének folyamatos
romlasara, amelynek megallitasara vagy visszaforditasara egyelore nem allnak rendelke-
zésre egyértelmi irdnyvonalak. Az emlitett tendenciézusan romlé eredmények kiemelik a
matematikatanitas modszertanaval kapcsolatos kutatasok sziikségességét.

Leend6 matematikatanarként célkitiizésem, hogy hozzajaruljak a tanuloi teljesitmény
noveléséhez és az oktatas szinvonalanak emeléséhez. Kutatasunk kozéppontjaban kii-
16nbo6z6 tanulast tamogatd szemléltetoeszkozok hatékonysdganak és motivacios erejének
Osszehasonlitasa allt. Eredményeink értékes tampontokat nydjthatnak az altalanos iskolai
matematikatanitas élvezetesebb és hatékonyabb mddszereinek kidolgozasahoz. Hosszabb
tavon pedig az ilyen jellegii fejlesztések hozzajarulhatnak a magyar didkok matematikai
teljesitményének noveléséhez, javitva ezaltal Magyarorszag eredményeit mind a hazai, mind
a nemzetkozi tudasszint felméréseken.

A kozépiskolai matematika-teljesitményt alapvetéen meghatarozza az altalanos iskolai
tanitds minésége (Siegler et al., 2012, [44]). Kutatasunk célcsoportjat, igy, az 6todik
osztalyos tanulok alkottak, akik szamara kiemelten hasznosak a szemléltetoeszkozokre és
gyakorlati tapasztalatokra épiilé tanitdsi-tanuldsi modszerek (Awasthi, 2012, [1]). A tevé-
kenységalapu, felfedezteté matematikatanitas egyik meghatarozé eleme a targyi eszkozok
hasznalata. A pedagogiai gyakorlatban szamos jol ismert és bevalt szemléltetéeszkoz all
rendelkezésiinkre, példaul a szines szamolopalcikak, szamolokorongok, szam- és jelkartyak,

jatékpénzek, a szines rudkészlet, a logikai készlet és a szoges tabla. A szakirodalom megero-



siti, hogy a vizualis és tapasztalati titon torténd tanulds jelentés mértékben hozzajarul a
matematikai fogalmak mélyebb megértéséhez, tartésabb tanulasi eredményeket biztosit, és
erésiti a tanuldk belsé motivaciéjat (Dienes, 1973, [8]; Varga, 1978, [52]; Rahmawati et al.,
2020, [39]). A hagyomdnyos targyi eszkozok elénye, hogy lehetéséget adnak a tanuléknak
arra, hogy a matematikai Osszefiiggéseket kézzelfoghaté modon fedezzék fel, mikézben
aktiv, onallo tevékenységeken keresztiil mélyitik el megértésiiket. Az elmult évtizedek
technologiai fejlédése azonban j perspektivat nyitott az eszkozokkel tamogatott tanitds
és tanulas terén. Az interaktiv és digitalis eszkozok ugyanis vizualis dinamizmusuknak és
rugalmassaguknak koszonhetéen képesek a tanulasi folyamatot egy 4j dimenziéba helyezni.

A 21. szazad technologiai fejlédése az élet minden teriiletére, igy az oktatésra is jelentds
hatast gyakorolt. Az informacios és digitalis kultura térnyerése atalakitotta a tanulasi
kornyezetet és 1j lehetoségeket teremtett a tanitas-tanulas folyamataban. Ennek ered-
ményeként a technolégia oktatasra gyakorolt hatasainak vizsgalata napjaink pedagogiai
kutatasainak egyik kiemelt iranyvonalava valt. A szakirodalom szamos tanulmanya alata-
masztja, hogy az informaciés és kommunikacios technolégidk (IKT) eszkozei nem csupan
a tanulasi folyamat hatékonysidganak fokozasat teszik lehetévé, hanem jelentos mértékben
hozzajarulnak a tanuldk bels6 motivacidjanak noveléséhez is (Kordaki & Mastrogiannis,
2007, [21]; Saha et al., 2020, [40]).

Jelenleg nem 4all rendelkezésre olyan szakirodalom, amely kozvetlen médon hason-
litotta volna 0ssze a hagyomanyos, targyi eszkozok és a digitalis, IKT-alapi eszkozok
tanulasra gyakorolt hatékonysagat, illetve ezek hatasat a tanuldk intrinzik motivaciéjara.
Az Osszehasonito vizsgalat eredményei kulcsfontossaguak lehetnek az oktatdsi modszerek
tovabbfejlesztése szempontjabol. Kutatasunk célja, hogy pétolja ezt a hianyt, és hozzajarul-
jon az eszkozokkel tamogatott tanitas és tanulas hatékonysidganak atfogébb megértéséhez
a modern oktatéasi kornyezetben.

Dolgozatomban a szakirodalmi attekintést kovetden megfogalmazasra keriilnek a ku-
tatasunk alapjaul szolgald kérdések. Ezt kovetéen bemutatom a vizsgdlatban részt vevo
csoportokat, valamint ismertetem a kutatas soran alkalmazott modszereket és méroeszko-
zoket. A kovetkezo fejezetben a statisztikai elemzések eredményeit targyalom, amelyeket
az ezt koveto fejezetben a szakirodalmi hattérrel dsszevetve értelmezek és elemzek. Végiil
Osszegzem a kutatas fobb megallapitasait, majd kitérést teszek a jovébeli kutatasi irdnyok
és tovabbi lehetoségek felé.

A jelen kutatast onalléan végeztem témavezetém tamogatasaval, a dolgozatban azonban
a tudomanyos hangvétel és az érthet6ség érdekében tobbes szam els6 személyli megfogal-
mazast hasznalok.

Lezaras datuma: 2025. januar 28.



1. fejezet

Szakirodalmi attekintés és kutatasi

kérdések megfogalmazasa

1.1. Nemzetkozi és hazai tanulmanyok attekintése

1.1.1. A tevékenységalapu tanulas, a felfedeztet6 matematikata-

nitas és aktualitasuk

A tevékenységalapu tanulas a konstruktivista pedagogia egyik meghatarozé megkoze-
litése. A tanuldselmélet szerint az ismeretszerzés aktiv, tapasztalatokra épiilo folyamat,
melyben a tanulé kozponti szerepet jatszik. Az elméleti keret Jean Piaget (1972, [36])
konstruktiv tanulaselméletén alapul, amely hangsilyozza, hogy a tudas megszerzése soran
a tanuloknak egyéni tapasztalataikra és élményeikre tamaszkodva kell kialakitaniuk a
vilagrol alkotott nézeteiket és ismereteiket. Piaget szerint a tanulasi folyamatban két
kulcsfontossagi mechanizmus miikodik:

1. asszimilacid, mely soran az j tapasztalatok a meglévo kognitiv strukturakhoz igazodnak
kiegészitve és bovitve azokat;

2. akkomodécio, amely akkor 1ép fel, ha a meglévo kognitiv strukturak atalakulasa sziiksé-
ges ahhoz, hogy az 4j informéacidk beépiilhessenek.

Ezen folyamatok biztositjak, hogy a tanuldk stabil és koherens tudasrendszert alakitsanak

ki.

A konstruktivista megkozelités szerint a tanulas nem az informéciok passziv befogadasét
jelenti, hanem az egyén aktiv részvételét és a megszerzett ismeretek értelmezését kivanja
meg. Nahalka (1997, [28]) hangstlyozza, hogy a konstruktivista pedagdgia az 6nalld
gondolkodas és a tevékeny részvétel elotérbe helyezésével ellenzi a tanarkozpontt oktatas
hagyomanyos szerepfelfogasat. A szemlélet elGtérbe helyezi a bels6 motivacio jelentéségét,

amely alapvetd feltétele a tanuldsi folyamat hatékonysdgénak. Falus és munkatarsai (2004,



[10]) egyarant rdmutatnak, hogy a tanulas sikerességének kulcsa a tanulék aktiv részvétele
és a gyakorlati tevékenységeken keresztiil megszerzett tapasztalatok. A tanulasi folyamat
kozéppontjaban tehat nem csupan az informacié befogadédsa, hanem az értelmi fejlédés all.
A folyamat soran a tanulok egyéni iitemben és szamukra relevans médon sajatitjak el az 1j
ismereteket. A konstruktivista szemlélet ilyen médon nemcsak a tanulék autonémiajat és
onallé tanulasi utjuk kijelolését tamogatja, hanem jelentos mértékben hozzajarul a tanuléasi
motivaciéjuk erdsitéséhez is.

A tevékenységalapu tanulds szamos pozitiv hatast gyakorol a tudaselsajatitas folyama-
tanak hatékonysagara. A tanuléi aktiv részvétel a tudas mélyebb elsajatitdsat és hosszabb
tavi megtartdsat eredményezi. Csapé (2004, [6]) tanulméanyaban felhivta ré a figyelmet,
hogy a tanulok kognitiv fejlédését nagyban befolyasolja, hogy milyen mértékben képesek
bevonddni a tanulasi folyamatba. Az aktiv részvétel soran a tanulok nemcsak befogadjak az
1j informacidkat, hanem ezeket 0sszekapcsoljak a meglévo ismereteikkel, ami segiti az Ossze-
fiiggések megértését és a mélyebb tudas elsajatitasat. A tevékenységalapt tanulas tovabba
kiillonosen hatékony a gyakorlati készségek és a problémamegold6 gondolkodas fejleszté-
sében. Tumangger és munkatarsai (2024, [46]) ramutattak, hogy a problémamegoldésra
fokuszald tanulasi forméak soran alkalmazott gyakorlati tevékenységek a matematikatanitéas-
ban kiemelkedGen fontosak, hiszen az absztrakt fogalmakat kapcsoljak ossze a valésagbol
vett tapasztalatokkal. A tanuldk igy nem csupan megértik, hanem képesek alkalmazni is
az adott fogalmakat kiilonb6z6 problémahelyzetekben. A tevékenységalapu tanulas pozitiv
hatasai nemcsak a tanulok kognitiv fejlédésében, hanem a megnovekedett belsé motivacio-
jukban is megmutatkozik. Fejes (2010, [11]) kutatési eredményei szerint a tanulok akkor
motivaltak igazan, ha lehet6ségiik van onalléan felfedezni az ismereteket, és személyes
sikerélményt élhetnek at. Ez az 6nallé tanulasi élmény noveli a tanuldk elkotelezodését,
mikozben az érdeklédésiik szintjét is fenntartja.

A konstruktivista tanulaselmélet alapozta meg a felfedezteté matematikatanitas pe-
dagogiai megkozelitését, amely szerint a tanuloknak a sajat tapasztalataik és felfedezo
tevékenységeik révén kell megalkotniuk tudasukat. Nemzetkozi és magyar szakirodalmak
egyarant igazoltak, hogy a matematika tanulasa akkor hatékony, ha a didkok nem passziv
megfigyeloként, hanem aktiv felfedezdként vesznek részt a folyamatban és lehetoséget kap-
nak arra, hogy sajat maguk jojjenek ré a kiillonb6z6 matematikai struktirdkra (Pdlya, 1957,
[37]; Varga, 1973, [50]; Prasad, 2011, [38]). A felfedezteté tanuldasmddszertani megkozelités
javitja a tanulok problémamegoldd készségeit és segiti a meglévo tudasuk 1j helyzetekben
torténd alkalmazdsat, ami tovabb noveli a tanulok motivaci6jat és onallosdgat (Rahmawati
et al., 2020, [39]). Ezzel szemben a hagyoményos oktatasi médszerek — amelyeket a tanér-
kozpontusag, a kozvetlen ismeretatadas és a proceduralis készségek begyakorlasa jellemez

a mai napig — elsésorban a mechanikus készségek fejlesztésére fokuszalnak, gyakran a



fogalmi megértés rovasara (Hardin & Richardson, 2012, [13]).

Magyarorszagon a felfedezteté matematikatanités reformjat Varga Tamés munkassiga
inditotta el az 1970-es években, alapvetéen megujitva ezzel a hazai matematikatanitas
szemléletét. Varga (1978, [52]) pedagdgiai megkozelitésének kozponti eleme volt a targyi
(manipuldcids) eszkozok haszndlata, valamint az éromteli tanulds 1égkorének megteremtése.
Varga a Jdtsszunk matematikdt! (1972, [49]; 1974, [51]) cimii koényvsorozatédban részletesen
szemléltette modszertanat, bemutatva, hogyan lehet a matematika kiillonb6zo teriileteit
— példaul az aritmetikat, a geometriat, a logikat és a valdszinliségszamitast — jatékos,
felfedezteté megkozelitésben tanitani.

Varga munkassaga szoros kapcsolatban all Dienes Zoltan nemzetkozi szinten is elismert
pedagdgiai elveivel, amelyek a matematikai fogalmak jatékos és tapasztalati titon torténo
elsajatitasat hangsilyoztak. A tanulok intuitiv és kreativ gondolkodasanak fejlesztése elen-
gedhetetlen a matematikai absztrakcié megértéséhez, amelyet manipuldcids eszkozokkel és
tevékenységalapi megkozelitésekkel lehet hatékonyan tdmogatni (Dienes, 1973, [8]). A két
pedagogus kozotti szellemi rokonsag kiilonosen abban mutatkozott meg, hogy mindketten
a tanulok aktiv részvételét és onallé gondolkodasat allitottak a tanulasi folyamat kozép-
pontjaba, mikozben nagy hangsulyt fektettek a problémamegoldo készségek fejlesztésére. A
kozos pedagogiai szemlélet pedig hozzajarult a felfedezteté matematikatanitas alapelveinek
elmélyitéséhez és gyakorlati megvalositasahoz.

Bar Varga reformja az 1970-es évekre nyulik vissza, a felfedezteté matematikatani-
tas Magyarorszagon a mai napig megorizte aktualitasat. Ezt tamasztja ala a 2020-as
kerettanterv is, amely az altalanos iskola fels6 tagozatdanak matematika tantargyara vonat-
kozoan, az alapdéraszamu oktatas keretében a kovetkezoképpen hatarozza meg a tanitas
modszertani iranyelveit: ,,A tanitas f6 modszere tovabbra is a felfedeztetés, a konkrét
tevékenységbdl, jatékbol, hétkoznapi szitudciobol fakadéd indukeis.” (Kerettanterv, 2020,
[29]). A kerettanterv tovabbd szémos tevékenységalapu, felfedezteté pedagbgiai modszert
javasol a matematikai gondolkodas fejlesztésére, amelyek szorosan illeszkednek Varga
altal lefektetett didaktikai alapelvekhez, megerdsitve azok idétallosagat és relevanciajat a
jelenkori oktatasi gyakorlatban.

A felfedezteté matematikatanitas egyik meghatarozé sajatossaga a targyi eszkozok
— példaul a logikai készlet, a logikai riudkészlet és a logikai testkészlet — alkalmazésa.
Dienes mar 1973-ban ([8]) hangstlyozta, hogy a matematikai fogalmak elsajatitasaban
kulcsszerepet jatszik a konkrét tapasztalat, ezért javasolta a targyi eszkozok beépitését a
tanitdsi folyamatba. Ezen targyi eszkozok kozé tartozik a Varga (1974, [51]) révén elhirestlt
szoges tabla is, amely kutatasunk egyik kiemelt elemét képezi. A kézzel foghatd targyi
eszkozok segitik a tanulokat abban, hogy az elvont fogalmak gyakorlati oldalat megértsék,

tamogatva ezzel az absztrakcios képességeik fejlédését. A nemzetkozi szakirodalom egybe-



hangzéan aldtamasztja, hogy a targyi eszkozzel tarsitott felfedeztetéo matematikatanitas
hatékonyabban segiti a fogalmi megértést, valamint tartésabb és mélyebb matematikai
tudést eredményez a tanarkozponti oktatdsi médszerekkel szemben (Kablan, 2016, [16];
Lessani et al., 2017, [24]).

Az oktatéds technologiai fejlédése tovabb noveli a felfedezteté médszertan aktualitasat.
Az informacios és kommunikéciés technologia (IKT) eszkozei 1j lehetdségeseket kindl-
nak: lehet6vé teszik, hogy a didkok digitalis kornyezetben szerezzenek tapasztalatokat,
amelyeket korabban kizarolag kézzel foghatd targyi eszkozokkel érhettek el. Az interaktiv
alkalmazasok és digitalis manipuldcids eszkozok 6nallo, jatékos és dinamikus modon segitik
el6 a matematikai fogalmak felfedezését, mikozben a hagyomanyos eszkozokkel szerzett

tapasztalatokat digitdlis élményekkel gazdagitjak.

1.1.2. Az IKT eszkozok hatasa a matematikatanulasra

Az informéciés és kommunikacios technologidk (IKT) alkalmazasai az oktatasban
magukba foglaljak azon hardvereket, szoftvereket és digitdlis megoldasokat, amelyek célja
a tanitasi és tanulasi folyamat tamogatasa. Az eszkozok kiilonféle formakban jelenhetnek
meg, és elsodleges feladatuk az oktatas korszertisitése, hatékonysdganak novelése, valamint
a tanuldsi élmény érdekesebbé tétele (Sumbul, 2024, [45]).

Az IKT eszkozok oktatasban valé alkalmazasa kiilonosen fontos a 21. szazadi képességek
— példaul a digitalis miiveltség, vagy problémamegoldd készségek — fejlesztése szempontjabol.
Az IKT eszkozok alkalmazasa nemcsak a tanulasi folyamatot teszik hatékonyabba, hanem
elésegitik a személyre szabott tanulast is, amely kiilonb6z6 tanulési stilusokhoz igazithato
(Ceban, 2024, [5]). Az IKT eszkozok hasznélata noveli a tanuldk kritikai gondolkodasat,
lehetOséget biztositva az informaciok értékelésére és sziirésére, ami elengedhetetlen az
informdciés tarsadalomban val6é boldoguldshoz (Sametova & Uzbekova, 2024, [42]). A
didkok id6gazdalkodashoz kapcsolodo képességeik is fejlodnek, mivel az online tanulasi
platformok 6nallé idébeosztast és folyamatos fejlédéskovetést tesznek lehetévé (Tymchuk
et al., 2024, [47]). Az iskoldkban a digitalis eszkozok alkalmazédsa ezért nem csupan az
oktatds modernizacidjat tamogatja, hanem a munkaerépiacon is elényt biztosit a didkok
szamara, hiszen a digitalis készségek iranti kereslet folyamatosan né (Enciso et al., 2024,
9]).

Szamos kutatas igazolta, hogy az IKT eszkozok iskolai gyakorlatba torténo integralasa
noveli a tanuldk elkotelezettségét és motivacidjat a tanuldsi folyamat soran (Yadav, 2017,
[54]; Lasut & Bawengan, 2020, [23]). Tudoményos megéllapitdsok szerint az IKT eszk6zok
hatékonyan tamogatjdk a tanulasi folyamatokat (Hwang et al., 2012, [15]). Az IKT-
alapu tanulas és a virtualis szemléltetbeszkozok beemelése a matematika miveltségteriilet

tanitasaba kiilonosen elonyos az altalanos iskolai didkok korében, mivel hatékonyan segitik



az absztrakt fogalmak elsajatitasat. A 3D-s virtudlis valosag hasznélata jelentés mértékben
javitotta a tortek és az aranyossag fogalmanak mélyebb megértését 5-6. osztalyos didkok
korében (Bouta & Paraskeva, 2013, [4]). A digitalis, jatékalapu tanuldsi kornyezetben
torténo gyakorlas hozzajarult az alapveté matematikai miiveletek — Osszeadas, kivonas,
szorzas, osztas — készségek elmélyitéséhez (Hwa, 2018, [14]). Kordaki és Mastrogiannis
(2007, [21]) tanulményaban a geometriai fogalmak tanitdsira alkalmaztak egy dinamikus
geometriai rendszert (Cabri-Geometry II), amely lehet6séget nytjtott a fogalmak virtudlis
szemléltetésére. A kutatds igazolta, hogy a virtudalis tér tamogatja a konstruktiv tanuldsi
folyamatokat a geometriai ismeretanyag feldolgozasa soran. Saha és munkatarsai (2020, [40])
kimutattak, hogy az IKT eszkozok csokkentették a matematika tantarggyal kapcsolatos
szorongast és novelték a didkok pozitiv attitiidjét a tantargy tanuldsa irant. A kutatdsok
eredményeibdl megallapithato, hogy az IKT eszkozok nemcsak a matematikai ismeretek
elsajatitasara voltak pozitiv hatassal, de kedvezoen befolyasoltak a didkok hozzaallasat is

a matematikatanulds irant.

1.2. Problémafelvetés és a kutatasi kérdések megfogal-

mazasa

A kutatasok szerint a didkok jelentés tudasbeli fejlodést mutattak, amikor a hagyoméa-
nyos, kézzel foghatd targyi eszkozoket IKT eszkozokkel egészitették ki a matematikadrakon
(Bokhove, 2011, [3]; Kushwaha, 2017, [22]; Kameswari & Seenivasan, 2020, [19]). Jelenleg
azonban nem all rendelkezésre olyan szakirodalom, amely tobb alkalmas tanitasi egység
keretén beliil kdzvetlentil 6sszehasonlitand a hagyoményos, targyi és digitdlis, IKT-alaptu
eszkozok tanulasi folyamatra, illetve a tanuldk belsé motivaciojara gyakorolt hatasat egy
matematikai témakor feldolgozasa soran.

Kutatasunk célja az volt, hogy felfedezteté tanitasmodszertani megkozelitéssel hasonlit-
suk Ossze a hagyomanyos, targyi eszkoz és a digitalis, IKT eszkoz tobbhetes alkalmazasanak
hatdsat egyazon racsgeometriai tananyag elsajatitasa soran. A téméban megjelent szakiro-
dalmak, valamint a problémafelvetés alapjan a vizsgalat elott megfogalmazott kutatasi

kérdéseink a kovetkezok voltak:

KK1: Van-e szignifikans kiillonbség tanitasi-tanulasi hatékonysag tekintetében a hagyoma-

nyos eszkoz és az IKT eszkoz hasznalata esetén ugyanazon ismeretanyag elsajatitasanal?

KK2: Van-e szignifikans kiilonbség a hagyomanyos eszkozt hasznald csoport és az IKT
eszkozt hasznald csoport tanulasi folyamattal kapcsolatos belsé (intrinzik) motivacidja

kozott ugyanazon ismeretanyag elsajatitasanal?



A kutatasunkban vizsgalt kérdések jelent6s tudoményos értékkel birhatnak az altalanos

didaktika, és kiillonosen a matematikai szakdidaktika teriiletén.



2. fejezet

Anyagok és mdodszerek

2.1. A kisérleti csoportok bemutatasa

A vizsgalatban Osszesen n = 71 6t6dik osztdlyos tanuld vett részt, két kiilonbozo
kutatasi kornyezetben: altalanos tantervii, altalanos iskola osztalyainak didkjai (n = 41),
tehetséggondozé foglalkozdson résztvevd tanuldk (n = 30).

Az altalanos iskolai kérnyezet a Pécsi Egyhazmegye fenntartasaban miikodé Szent Mor
Katolikus Ovoda, Altaldnos Iskola, Alapfokt Miivészeti Iskola és Gimndzium volt. Az
intézmény 6todik osztalyos tanuldi a kerettanterv (2020, [29]) elSirdsainak megfelel6en heti
négy tanoraban tanultak a matematikat. A kutatasunk ezen tanérak keretein beliil valosult
meg a 2024/2025-6s tanév sordn. A résztvevok atlagos képességli didkok voltak, a vizsgédlat
és az azt megel6zo id6szakban sem vettek részt kiemelt tehetséggondozé matematikai
foglalkozasokon vagy versenyeken. Az intézményben a kutatas alatt 20-an a hagyomdanyos
eszkozzel tanultak, mig 21-en az IK'T eszkozt haszndltédk a tudaselsajatitas soran.

Vizsgalatunk masodik kornyezete a Pécsi Tudoményegyetem Gyakorlé Altalanos Iskola
és Gimnézium Dedk Ferenc Altaldnos Iskoldja altal szervezett Matematikai Tudéskozpont
elnevezésii tehetséggondozo foglalkozassorozat volt. Az Oktatasi Hivatal altal szervezett
MaTalent méréseken kiemelkedd eredményt elért 6todikes tanuldk vettek részt a foglalkoza-
sokon (Oktatédsi Hivatal, 2021, [30]). A szervezok a 2023/2024-es tanévben nyolc tandranyi
alkalmat kifejezetten a jelen kutatas céljaira kilonitettek el. A bavdlogatott tanulok Pécs
és kornyékének tobb altalanos iskolajabdl érkeztek, emiatt a geometria témakorében eltéro
matematikai hattértudassal rendelkeztek. A tehetséggondozo6 foglalkozasok alatt 14-en
hagyomanyos eszkozzel, 16-an IKT eszkozzel tanultak.

A vizsgéalat az altalanos iskolai kornyezetben 21 — 21, a tehetséggondozo6 foglalkozason
16 — 16 résztvevovel indult, azonban kizarasra keriiltek azon tanuldk, akik nem tudtak
jelen lenni a tanulasi folyamat teljes idétartama alatt a foglalkozasokon. Szintén kizarasra

keriiltek azon tanuldk, akik nem toltotték ki a bemeneti, a kimeneti teszt, vagy a belso



motivaciét méro kérddéiv barmelyikét.

A két helyszinen tanul6 diakok kozil egyetlen résztvevd sem rendelkezett sajatos nevelési
igénnyel vagy beilleszkedési, tanuldsi, magatartasi nehézséggel. Az IKT eszkézokkel tanuld
didakok sajat bevallasuk szerint mindannyian alap- vagy készségszinten hasznalnak tabletet,
azonban az eszkozt korabban nem hasznaltak tanulasi segédeszkozként a matematikadrakon.
A szoges tablat hasznalo csoport tagjai elmondasuk szerint nem talalkoztak korabban az
altaluk hasznalt eszkozzel.

A vizsgalatot megel6z6en az érintett intézmények vezetéi, a gyerekek, és a sziileik
részletes tajékoztatast kaptak a kutatas céljarél és menetérol. A részvétel onkéntes alapon
tortént, a tanulok és a torvényes képviseldik irasos beleegyezésiiket adtak a kutatasban

vald részvételhez.

2.2. Kutatasi protokoll

A kutatési protokoll a 2.1. dbran lathat6. A vizsgalat kezdetén a résztvevo tanulok
el6zetes tudasuk felmérésére egy bemeneti tesztet toltottek ki, amelyet a tudaselsajatitas
folyamata kovetett. A tananyag feldolgozasat két, azonos elozetes tudasszinttel rendelkezo
csoportban végeztiik el kétféle tanulasi segédeszkozt alkalmazva. Az egyik csoport hagyo-
manyos, kézzel foghat6 eszkozt (szoges tdbla) hasznalt, mig a masik csoport IKT-alapu
eszkozzel (Geoboard tabletes alkalmazés) dolgozott a tanuldsi szakasz soran. A didkok
nyolc alkalommal, alkalmanként 45 perces tanéran vettek részt, ahol a csoportok ugyanazt
a tananyagot sajatitottak el csoport-specifikus tanulasi eszkozt hasznalva. A tanulasi
folyamat lezarasat kovetden a vizsgalati személyek kimeneti tesztet irtak, valamint egy
bels6 motivaciot mérd kérdoivet toltottek ki, amely a tanulasi élménytikkel kapcsolatos

attitiidjiikket mérte.

8 TANORAS
FOGLALKOZASSOROZAT

: ; HAGYOMANYOS | ! |
i . ! | ESZKOZZEL TANULO | | !
| BEMENETITESZT | wesslp | CSOPORT | wmmmlp | KIMENETI TESZT

: IKT ESZKOZZEL
TANULO CSOPORT | |

2.1. abra. Kutatasi protokoll a hagyoméanyos és az IKT eszkoz hasznalatanak tanulasi

folyamatra gyakorolt hatékonysaganak és motivacios hatasanak vizsgalatara.
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2.3. Bemeneti teszt

A foglalkozassorozat els6 alkalman a didkok egy altalunk osszeallitott 6t feladatbdl allo
bemeneti tesztet toltottek ki (1. Melléklet). A teszt megirasara 20 perc allt rendelkezésre.

Bloom és munkatarsai (1956, [2]) allitottak Ossze a széles kérben hasznalt kévetel-
ménytaxonémiai rendszert. Célja, hogy segitsen meghatarozni a tanulas-tanitas kiillonb6z6
elemeinek céljait, és beazonositani az azokkal kapcsolatos tanuldsi eredményeket (Mol-
nar & Vigh, 2013, [27]). A kutatds soran hasznalt bemeneti teszt 6t feladata dltal mért
gondolkodasi szinteket a Bloom-taxonémia alapjan kategorizaltuk és mutatjuk be (2.1.
tablazat).

Az els6 feladat foként a lexikalis ismeretek megértésére és azok gyakorlati alkalmaza-
sara fokuszalt. A feladat helyes megoldasahoz a tanuldknak ismernitiik kellett az érintett
geometriai alapfogalmakat, az alakzatok tulajdonsagait, valamint érteniiik kellett azok
definicidit. A feladat célja az volt, hogy az elméleti tudast konkrét példdkon alkalmazzdk,
tehat az alakzatokra vonatkozo tulajdonsagokat ismeretlen helyzetben realizaljak. Emellett
az elemzés szintjét is érintette a feladat, ugyanis a tanuléknak fel kellett ismernitik az
alakzatok és tulajdonsagaik kozotti Osszefiiggéseket, amely az informacio részekre bontasat
és a relevans jellemzok azonositasat igényelte.

A maésodik feladat elsésorban a taxondémia szerinti beosztdas harmadik gondolkodasi
szintjét, a meglévo ismeretek alkalmazasat mérte. A tanuléknak a tertletszamitassal kap-
csolatos ismereteiket kellett felhasznalniuk konkrét matematikai problémak megoldasahoz.
A megértés szintje is érintett volt, mivel a feladat megoldasa megkovetelte az informaciok
adaptalasat, és ezaltal a lexikalis ismeretek megértését is. A didkoknak az alakzatokat
részekre kellett bontaniuk, kiegésziteniiik, és nagyobb alakzatokka Osszeallitaniuk a feladat
helyes megoldasa érdekében, amely az elemzési képesség bevonasat kovetelte meg.

A harmadik feladat a megértés, az alkalmazas, az elemzés mellett az értékelés gondol-
kodés szinteket is mérte. Az Gsszetett tertiletszamitasi feladat soran a tanuloknak nemcsak
a helyes szamitasi eljarast kellett alkalmazniuk, hanem a gondolatmenetiiket is be kellett
mutatniuk. Az értékelési szint itt a megoldas helyességének indoklasaban nyilvanult meg,
amely a tanulok magyarazatkészitési képességét tesztelte.

A negyedik feladat tobbek kozott a magasabb rendii gondolkodasi szinteket is célozta.
A didkoknak a megértés, alkalmazas és elemzés szintjein tul szintetizalniuk is kellett az
informécidkat. A feladat soran azonositaniuk kellett az egymassal egybevagd alakzatokat,
és megjeleniteniiik kapcsolataikat egy 6sszekotd vonallal. Az értékelés szintje is szerepet
kapott, hiszen a ,Miért ugyanolyanok?” kérdés megvalaszolasa kreativ gondolkodast és
egyértelmii érvelést igényelt.

Az otodik feladat foként az alkalmazas, az elemzés és a szintézis szintjeit mérte. A

tanuloknak az egybevagosaggal kapcsolatos ismereteiket kellett alkalmazniuk a haromszog
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kiilonb6zo helyzetekben torténdé ,ujraillesztésére” egy, a bemeneti teszt irdasakor még
szamukra ismeretlen pontsokasagon belil. A gondolatmenet szisztematikus vizsgalatot, a
geometriai tulajdonsagok - szogek nagysaga és oldalhosszusagok - 6sszehasonlitasat és a
lehetséges elhelyezési médok megtervezését igényelte. Az 1j elhelyezési médok kidolgozasa
és megrajzoldsa a szintézis szintjét képviselte.

A teszt megirasa utan a feladatok helyes megoldasat nem ismertettiik a tanulokkal, a ki-
javitott feladatlapot nem kaptak vissza és az elért eredményeikrdl sem kaptak tajékoztatast
a vizsgalat végéig.

A bemeneti teszt célja az volt, hogy feltérképezziik a tanuldk elézetes tudasat a tanitott

tananyaggal kapcsolatban.

Tudés | Megértés | Alkalmazés | Elemzés | Szintézis | Ertékelés
1.feladat X X X X
2.feladat X X X X
3.feladat X X X X X
4.feladat X X X X X X
5.feladat X X X X X

2.1. tablazat. A feladatonként mért gondolkodési szintek a Bloom-taxonémia vonatkozasa-

ban.

2.4. A nyolc tanéras foglalkozassorozat

2.4.1. A tanitott tananyag

A foglalkozasokon feldolgozott tananyag alapjat Varga Tamas Jdtsszunk matematikdt!
(1974, [51]; 2022, [53]) konyvének 9 szdg geometridja cimii fejezete szolgaltatta. A felfedez-
teté matematikatanitas modszertanat alkalmazva a diakok olyan alapvetd sikgeometriai
fogalmakat sajatitottak el, mint a sikidom, a sokszog, a konvex és konkav tulajdonsagok,
illetve a sitkidomok egybevagdsdga. A tanulasi folyamat részeként a tertiletszamitas kiilon-
b6z6 mbdszerei is felfedezteto jelleggel kertiltek bevezetésre lehetdséget teremtve ezzel a
diakok szamaéra, hogy aktivan bevonddjanak a matematikai Osszefliggések feltarasaba. A
foglalkozasok soran bizonyos felsébb matematikai osszefiiggések is megsejtésre keriiltek az
alakzatok teriiletének vonatkozasdban. A tananyag feldolgozasa igy nemcsak a gyakorlati
alkalmazast, hanem a matematikai gondolkodas magasabb szintjeit is tamogatta.

A tanitott tananyagunk jelentés mértékben lefedi a kerettanterv (2020, [29]) altali

otodik évfolyamon eldirt ,,Sikbeli alakzatok” témakort. Foglalkozasokon feldolgozasra
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keriiltek olyan fogalmak és ismeretek, amelyek a kerettantervben is megjelennek: konvex és
konkév tulajdonsagok, haromszogek, négyszogek és specidlis négyszogek (négyzet), 6tszogek,
altalanosan sokszogek, sikban egybevago alakzatok, sikidomok, illetve a teriiletszamitas. Az
Oktatasi Hivatal altal kiadott 6todik évfolyamos tankonyvekben (Oktatési Hivatal, 2024a,
[31]; 2024b, [32]) talalhat6 olyan feladat, amely a didkokat a szoges tabla haszndlatéra
Osztonzi. A kerettanterv a ,Sikbeli alakzatok” témakor feldolgozasara Osszesen 18 tanérat
hataroz meg. Szamunkra mindkét helyszin 6sszesen nyolc tanérat biztositott, amely soran
a fenti témak kertultek érintésre. A fennmaradé éraszam elegendé idékeretet biztositott
arra, hogy a didkok a vizsgalatunkon tul, sajat tanaraik irdnyitasaval a kerettanterv altal
eléirt tovabbi fogalmakat is maradéktalanul elsajatitsak. A tehetséggondozd csoportokba
olyan diakok is bekeriiltek, akik az iskolajukban mar talalkoztak az 6todik évfolyamos
geometria tananyaggal, de voltak olyanok is, akik szamara az altalunk tartott foglalkozasok
jelentették az elso talalkozast a témakorrel, mivel az adott iskoldkban a ,,Sikbeli alakzatok”
feldolgozasa késobbi idopontra esett. Az altalanos iskoldban a tananyagunk feldolgozasa
a geometria témakor bevezetése elott tortént meg, és csak késobb keriilt kiegészitésre
tovabbi feladatanyagokkal. Kijelenthetjiik tehat, hogy az altalunk feldolgozasra kertilt
tananyag tartalmilag és strukturalisan megfelel a kerettanterv altal eloirt kovetelményeknek,
tamogatja a tanulok megértését és kompetencidinak fejlédését, illetve hatékony alapot
teremt a késobbi ismeretek feldolgozasahoz.

A tanulési folyamat soran Osszesen 38 feladat megoldasara keriilt sor (2. Melléklet).
Ezek kozil 27 feladat Varga Tamés 9 szdg geometridja (1974, [51]; 2022, [53]) cimi
publikalt feladatsorozatabdl szarmazik, amelyeket valtoztatas nélkiil vettiink at. Tovabbi 3
feladat minimalisan atdolgozott formaban keriilt be tananyagunkba, mig 8 feladatot sajat
fejlesztésként allitottunk ossze. A 38 feladatbdl 20 esetben kellett a tanulast tamogatd
eszkozon dolgoznia a csoportoknak.

A szakirodalom javaslata szerint a szoges tablak alkalmazasa kiilondsen hatékony,
ha azt izometrikus pontpapirral kombinalva hasznaljak, mivel ez elGsegiti a geometriai
tulajdonsagok és Osszefiiggések mélyebb megértését (Carrol, 1992, idézi Scandrett, 2008,
[43]). Igy, a résztvevé didkok szamara egy, kizarélag 9 szogeket tartalmazé munkafiizetet
biztositottunk, amely lehet6séget teremtett a geometriai felfedezések onallé folytatdasara és
a tanulasi folyamat dokumentalasara. A vizsgalat utan egy didk flizetének néhany oldalat
lefényképeztiik, hogy szemléltetd példaként szolgdljanak. Az oldalak a 3. mellékletben
talalhatok.

2.4.2. A két eszkoz bemutatasa

Tananyag elsajatitasat tamogatd eszkozként a kutatasban résztvevo két csoport koziil

az egyik a hagyomanyos, kézzel foghato targyi eszkozt, mig a mésik csoport az IKT eszkozt
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hasznalta. A foglalkozassorozat els6é alkalman a bemeneti teszt megirasat kovetden a
fennmarado idot a tanulast tamogatd eszkozok alapos megismerésére forditottuk.

Varga Tamds 9 szdg geometridja (1974, [51]; 2022, [53]) cimii munkajaban a feladatok
eredetileg az tn. szoges tablara lettek tervezve. Az eszkoz egy 10 x 10 cm méretii fatdbla,
melynek feliiletén kilenc fém szog talalhato soronként és oszloponként egymastol egyenlo
tavolsagra, szabdlyos elrendezésben (2.2. dbra). A didkok gumiszalagokkal kiillonbo6zé
geometriai formakat feszithettek ki a szogekre, igy fedezve fel a geometria alapveto
Osszefiiggéseit és szabalyait. A szoges tablat hasznalé csoportok kizardlag ezt az eszkozt
alkalmaztak a tanulasi folyamat sordn, mint tanuldst tdmogatd eszkozt. A vizsgalati
személyeknek paronként biztositottunk egy szoges tablat, valamint egy csomag beféttes
gumit. A parok az eszkozt a teljes foglalkozassorozat soran kozosen hasznaltak, és ennek

segitségével oldottak meg a kijelolt feladatokat.

2.2. dbra. A szoges tabla (rajta egy gumiszalaggal kifeszitett haromszog).

Az IKT eszkozt haszndld csoportok a szoges tabla digitalis valtozataval, a Geoboard
(Clarity Innovation, The Math Learning Center, U.S.A., Orgeon) nevii internetalapt
alkalmazdssal tanultak (Geoboard by The Math Learning Center, n.d., [12]). Az applikéci6
lehetové tette, hogy a didkok az IKT eszkoztarat hasznélva tapasztaljak meg mindazt, amit
a hagyoményos szoges téabla kindl (2.3. dbra). Az alkalmazas egy digitalis szoges tablat
jelenit meg, amelyen a szogek pontosan a hagyomaéanyos szoges tabla elrendezését kovetik.
A didkok kiilonb6z6 szinii virtudlis gumiszalagokat hasznalhattak, amelyeket egyszertien
eltavolithattak a Geoboardrol, illetve tetszélegesen 1j gumiszalagokat is hozzaadhattak. A
Geoboardot hasznal6 csoportok kizardlag ezen alkalmazast hasznaltak tanulast tamogato
eszkozként a kutatasnak helyet ad6 intézmények dltal rendelkezésiinkre bocsatott tableteken.
Az altalanos iskolai tanérakon Samsung Galaxy Tab A9 X110N (Samsung, Seoul, South
Korea), mig a tehetséggondozo foglalkozasokon Xiaomi Redmi Pad SE 11 (Xiaomi, Beijing,
China) tipusi tableteket hasznéltak a didkok. Két didk szdméra biztositottunk egy tabletet,
amelyet a parok a foglalkozassorozat teljes idotartama alatt kozosen hasznaltak a feladatok

megoldasahoz.
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2.3. dbra. A Geoboard (rajta egy virtudlis gumiszalaggal kifeszitett haromszog).

2.5. Kimeneti teszt

A foglalkozassorozat zarbalkalman a didkok egy kimeneti tesztet irtak (4. Melléklet). A
kimeneti teszt tartalma a bemenetihez hasonld volt, felépitése pedig azonos (2.3. Bemeneti
teszt alfejezet). A kimeneti teszt elsd, masodik és negyedik feladata megegyezett a bemeneti
teszt feladataival, azonban az alakzatok sorrendjét megvaltoztattuk. A tanuldék a bemeneti
tesztet kijavitott formaban nem kaptak kézhez, és a tesztfeladatok megoldasat sem ismer-
tettiik, igy nem jelentett problémat, hogy bizonyos feladatok ismétlodtek. A harmadik
és az 0todik feladat esetében mddositott valtozatot alkalmaztunk. A mddositasok célja
részben a nehézségi szint novelése volt, valamint ezen feladatoknal fennallt a lehetosége
annak, hogy a didkok emlékeznek a korabbi megoldasaikra.

A teszt masodik és 6todik feladataban a didkoknak az érakon is hasznalt, papiralapa 9
sz0gon kellett dolgozniuk és gondolkodniuk, ezért ezek a feladatok a tandrdkon végzett
gyakorlatokhoz hasonlénak tinhettek szamukra. Az els6, harmadik és negyedik feladat
azonban mar tulmutatott a 9 szogon, 1j kontextusokat és kihivdasokat kinalva. A teszt
harmadik feladata egy teriiletszamitasi problémat tartalmazott, amelyhez hasonléot az
6rak soran mindossze egyetlen példan keresztiil dolgoztunk fel. A feladattal azt kivantuk
vizsgalni, hogy a 9 sz6gon végzett teriiletszamitasi gyakorlatok mennyire tamogatjak a
nagyobb héléra rajzolt alakzatok teriiletének meghatarozasat.

Vizsgéalatunk folyaman a tanulédsi szakasz célja az 1j fogalmak felfedeztetése és elsajati-
tasa volt. A didkok a bementi és kimeneti tesztekben szerepl6é konkrét feladatokkal és azok
megfogalmazasaval kizarolag a tesztek kitoltésekor talalkoztak, igy biztositottuk, hogy a
kimeneti teszt valoban a tanulasi fazis soran megszerzett tudast mérje. Az alkalmazott
modszer garantalta, hogy az eredmények valés képet adjanak a hagyomanyos, targyi és
az IKT eszkoz altal tdmogatott tanulasi folyamat hatékonysigarol, kizarva az elozetes

ismétlés vagy a kimeneti tesztre valo felkésziilés torzitd hatasat.
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2.6. A bels6 motivaci6 vizsgalata

A tanulasi fazisban hasznélt eszkoz (hagyoméanyos, IKT) motivalé hatasanak vizs-
galatdhoz a ,Bels6 Motivacios Leltar” (Intrinsic Motivation Inventory, IMI) kérdéivet
alkalmaztuk (Ryan és Deci, 2000, [7]). A kérd6iv egy multidimenziondlis méréeszkoz,
amelyet a résztvevok egy célzott tevékenységével kapcsolatos szubjektiv élményeinek felmé-
résére alkalmaznak a mai napig (Mendez at al., 2020, [25]). Az eszkoz a belsé motivaciot
hat alskala mentén méri az adott tevékenység soran. Ha a vizsgdlat szempontjabol bizonyos
alskaldk és a hozzdjuk tartozo allitasok nem relevansak, akkor azok elhagyhatéak anélkiil,
hogy csokkentené a kérddiv validitasat. Jelen vizsgalat bels6 motivaciot méré kérdoivébe

0t, a kutatas szempontjabol relevansnak vélt alskélat emeltiink be:

1) Az érdekl6dés és élvezet alskila arra fékuszal, hogy a didkok milyen mértékben
talaljak élvezetesnek, szorakoztatonak és érdekesnek az adott eszkozzel torténoé matema-
tikatanulast. A skala az élvezeti érték szubjektiv megélését méri, mikozben figyelembe

veszi a tevékenység iranti unalom vagy érdektelenség (forditott allitdsok) szintjét is.

2) Az észlelt kompetencia alskila ezzel szemben azt térképezi fel, hogy a tanulé mennyi-
re tartja magat kompetensnek és sikeresnek az adott eszkozzel valo feladatmegoldasban,

és hogyan érzékeli teljesitményét onmagahoz és masokhoz viszonyitva.

3) Az eréfeszités és észlelt jelent6ség alskila a didk aktiv elkotelezédését, befektetett
energiajat és az adott eszkozzel torténd tanulas szamara tulajdonitott jelentoségét
vizsgélja.

4) Az észlelt nyomés és fesziiltség alskéla az didk szubjektiv stresszélményét, érzelmi

fesziiltségét és szorongasat méri az adott tanuldst tamogatd eszkozzel vald tanulds soran.

5) Az észlelt autonémia alskéla azt méri, hogy a didk mennyire érezte magét szabadnak
és onallonak az adott eszkozzel vald tanulds soran, valamint azt, hogy a részvétele

mennyire volt belsé motivacié altal vezérelt.

Amig az érdeklodés és élvezet, észlelt kompetencia, eréfeszités és észlelt jelentdség, észlelt
autonomia alskalak mentén elért magas érték indukalja a magas foki bels6 motivaciot,
addig az észlelt nyomas és fesziiltség skalan az alacsony érték jelenti az adott segédeszkozzel
torténd tanulashoz vald pozitiv attitidot.

A kérdéivet valamennyi, a vizsgalatban résztvevo tanuld kitoltotte papir alapon a
kimeneti teszt megirasat kovetéen. Az IMI kérddiv Gsszesen 28 Allitast tartalmazott,
amelyben az alskalahoz tartozé allitasok szabdlytalan sorrendben kovették egymast. Az
egyes alskalak allitasainak megoszlasat, valamint a forditott allitasok el6fordulasanak
szamat a 2.2. tadblazat tartalmazza. A didkoknak egy 7-fokozati Likert-skalan kellett

értékelniiik az allitdsokat kifejezve, hogy milyen mértékben értenek egyet azzal (1 —
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egyaltalan nem, 7 — teljes mértékben). Az allitasok a csoport dltal hasznalt tanulast
tamogato eszkozre vonatkoztatva lettek megfogalmazva. A 5. melléklet mindkét fogalmazasi
modot tartalmazza.

A belsé motivaciét mérd kérdoiv végén a tanuldk nyilt végi kérdések formajaban
lehetdséget kaptak arra, hogy kifejtsék véleményiiket és megfogalmazzak tapasztalatikat a
tanulési fazis soran hasznalt matematika-tanulast segito eszkozrél. A didkok valaszaibol

kiemelt példak a 6. mellékletben olvashatok.

Alskala Osszes allitas szama | Forditott allitasok szama

Erdeklsdés és élvezet 7 2

Eszlelt kompetencia

Ercfeszités és észlelt jelentoség

Eszlelt nyomas és fesziiltség

Q| Ot | Ot O
W IN DN

Eszlelt autonémia

2.2. tablazat. Az IMI kérdéivben mért belsd motivacid alskalidihoz tartozd allitdsok szerinti

megoszlasa, illetve a forditott allitasok el6forduldsanak szdma.

2.7. A tesztek és a bels6 motivaciot méro kérdoiv meg-
bizhatésaganak vizsgalata

Reliabilitasi tesztet végeztiink a bemeneti és kimeneti tesztek, valamint az IMI kérdoiv
egyes alskalainak megbizhatdasdganak vizsgalatara. A tesztek és az alskalak reliabilitasat

Cronbach-féle alfa-koefficienssel ellenériztiik a (2.1). képlet alapjén.

a=—" (1—2;‘;?) (2.1)

n—1 83

A képletben a: a Cronbach-féle koefficiens, n: az itemek szdma, s?: az i. item varianciaja

és s?: a teszt Gsszpontszdmainak variancija.

A kimeneti és bementi tesztek Osszes allitasara szamoltunk Cronbach-alfa értéket, ezzel
a feladatsorok altalanos megbizhatosagat kaptuk meg. Az IMI kérd6iv megbizhatdsagat
alskalanként ellenoriztiik. A szakirodalomban a Cronbach-alfa egytitthaté értelmezésére
tobbféle megkozelités is 1étezik. A tanarok altal készitett tesztek reliabilitasa gyakran
nem haladja meg a 0,6 értéket (Csap6, 2004, [6]). Tudomanyos kutatdsokban azonban
altalanosan elfogadott kovetelmény, hogy a tesztek megbizhatdsidga elérje a legalabb 0, 6,
vagy annal magasabb Cronbach-alfa értéket (Malhotra, 2002, idézi Sajtos & Mitev, 2007,
[41]) (2.3. tablazat).
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Cronbach-alfa érték Besorolas
0,9<« Kivalo
0,7<a<0,9 Jo
0,6 <a<0,7 Megfelel6
0,5 <a<0,6 Gyenge
a<0,5 Elfogadhatatlan

2.3. tédblazat. Cronbach-alfa értékek osztalyozasa (Kilic, 2016).

2.8. Statisztikai szamitasok

A vizsgalat soran kapott valtozokra leird statisztikat alkalmaztunk. Szamitasokat
16.66.1 verzi6szamu Microsoft Excel (Microsoft, Washington, U.S.A.) programmal végeztiik,
a normalitésteszteket SPSS (IBM Corp. (2019). IBM SPSS Statistics for Windows, Version
26.0. Armonk, NY: IBM Corp.) programmal futtattuk.

A kisérleti csoportok alacsony elemszama miatt a bemeneti és kimeneti teszt ered-
ményeinek eloszlasat Shapiro-Wilk normalitds teszttel vizsgaltuk (Mishra et al., 2019,
[26]). A préba nullhipotézise az, hogy a valtozé nem normal eloszldst. Amennyiben a teszt
szignifikdns eredményt mutat, gy az adatsor eloszlasa jelentésen kiillonbozik a normaltol
(nem normal eloszldsi) (Sajtos & Mitev, 2007, [41]).

Az egyes kornyezetekben a két csoport bemeneti teszten elért eredményeit Welch-féle
parositatlan t-probaval hasonlitottuk 6ssze. Az egyes csoportok kimeneti és bemeneti tesz-
ten elért eredményinek Osszehasonlitasahoz Student-féle parositott t-probat alkalmaztunk.
A két eszkozt hasznald csoport kimeneti teszten elért eredményeinek 6sszehasonlitasa-
hoz és a két kutatéasi kornyezet didkjainak eszkozhasznalattol fiiggetlen teljesitményének
feladatonkénti 6sszehasonlitasdhoz Welch-féle parositatlan t-prébat futtattunk. Az IMI
kérdoivben a csoportok egyes alskalak mentén adott értékeinek 6sszehasonlitdsahoz szintén
Welch-féle parositatlan t-probat futtatunk. A szignifikancia szintjét mindegyik proba esetén
p < 0,05 értékben hataroztuk meg.

Az eredmények szemléltetésére létrehozott diagramokat a 16.66.1 verzidszami Microsoft
Excel és 16.66.1 verzidészamu Microsoft PowerPoint (Microsoft, Washington, U.S.A.) progra-
mokkal készitettiik el. Az adatokat a hatékonysagvizsgalat soran atlag és szoras formaban
mutatjuk be, a motivaciovizsgalat esetében megjelenitjiik ezeken feliil az adathalmazok

medidnjat is.
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3. fejezet

Eredmények

Jelen fejezetben a vizsgalat soran gytijtott adatok statisztikai elemzésének eredmé-
nyeit mutatom be, melyek a kutatasi kérdések megvalaszolasat hivatottak tamogatni. A
normalitas teszt segitségével megallapitottuk, hogy a vizsgalt valtozok normal eloszlast

mutatott.

3.1. Megbizhatésagi vizsgalatok

A két kutatdsi helyszinen (altaldnos iskola, tehetséggondozo foglalkozds) a hagyomanyos
és IKT eszkozt hasznald csoportok bemeneti és kimeneti tesztjeinek belsé6 megbizhatosagi
értékei (Cronbach-alfa) 0,753 — 0,924 koézott véltoztak (3.1. tdblazat).

Cronbach-
Kornyezet Csoport Teszt
alfa

) Bemeneti 0,753

Hagyoményos ] )
. ) Kimeneti 0,908

Altaldnos )
Bemeneti 0,853

IKT

Kimeneti 0,924
Bemeneti 0,824

Hagyomanyos ] )
Kimeneti 0,878

Tehetséggondozo )
Bemeneti 0,831

IKT ] )
Kimeneti 0,799

3.1. tablazat. Az altalanos iskolasok és a tehetséggondozo foglalkozasokon részt vevo didkok
hagyomanyos és IK'T eszkozt hasznald csoportjainak bemeneti és kimeneti teszteredményein

szamitott Cronbach-alfa értékek.

Az IMI kérdoiv alskalainak Cronbach-alfa értéke 0,621 — 0,879 kozott valtozott az alta-
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lanos iskolai és tehetséggondozo foglalkozas kutatasi kornyezetekben, ahol a hagyoményos

és IKT eszkozoket hasznalé csoportokat vizsgaltuk (3.2. tdblazat).

_ Cronbach-

Koérnyezet Alskala

alfa

Erdeklédés és élvezet 0,870

Eszlelt kompetencia 0,879

Altalanos Ercfeszités és észlelt jelentoség 0,726

Eszlelt nyomés és fesziiltség 0,785

Eszlelt autonémia 0,816

Erdeklddés és élvezet 0,813

Eszlelt kompetencia 0,621

Tehetséggondozd | Erofeszités és észlelt jelentOség 0,652

Eszlelt nyomés és fesziiltség 0,785

Eszlelt autonémia 0,863

3.2. tablazat. Az altalanos iskoldsok és a tehetséggondozo foglalkozdsokon részt vevd didkok
hagyomanyos és IKT eszkozt hasznalé csoportjai altal kitoltott IMI kérdéiv alskalainak

Cronbach-alfa értékei.

3.2. Bemeneti tesztek eredménye a két kutatasi kor-

nyezetben

A statisztikai elemzés nem mutatott ki szignifikans kiillonbséget a hagyomanyos, targyi
eszkozt és az IKT eszkozt hasznald csoportok bemeneti tesztjeinek eredményei kozott,
sem az altalanos iskolai kornyezetben (p = 0,561) (3.1. abra), sem a tehetséggondozd
foglalkozason (p = 0,983) (3.2. abra).
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O Hagyomanyos B IKT

3.1. abra. A hagyomanyos és az IKT eszkozt haszndld csoportok elézetes tudasszintje az

altaldnos iskolai bemeneti teszteken. (Maximalis pontszam = 45)

45
40
35
30 T
25 ps
20
15 L
10

5

Bemeneti teszten elért
pontszam

0 Hagyomanyos B IKT

3.2. abra. A hagyomanyos és az IKT eszkozt hasznédlé csoportok elézetes tudasszintje a

tehetséggondozd bemeneti teszteken. (Maximalis pontszam = 45)

3.3. Hatékonysagvizsgalat

3.3.1. A hagyomanyos és az IKT eszkozt hasznalé csoportok pont-

szamanak valtozasa a bemeneti tesztrol a kimeneti tesztre

A bementi teszthez képest a kimeneti teszten jelentGsen tobb pontot ért el mind a
hagyoményos, targyi (p < 0,001), mind az IKT eszkozt (p < 0,001) hasznalé csoport az
altalanos iskolai kornyezetben (3.3. dbra).

A tehetséggondozé foglalkozdsokon mind a hagyoményos eszkozt (p = 0,001), mind az
IKT eszkozt (p < 0,001) haszndl6 csoport jelentésen tébb pontot ért el a kimeneti teszten,

mint a bemeneti teszten (3.4. dbra).
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3.3. abra. A hagyomanyos ¢és az IKT eszkozt haszndld csoportok bemeneti és kimeneti
tesztjeinek pontszama az altalanos iskolai kornyezetben atlaggal és szérassal megjelenitve.

(Maximalis pontszdm = 45)
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Hagyomanyos IKT Hagyomanyos IKT

Bemeneti Kimeneti

3.4. abra. A hagyomanyos ¢és az IKT eszkozt haszndld csoportok bemeneti és kimeneti
tesztjeinek pontszama a tehetséggondozo foglalkozasokon atlaggal és szérassal

megjelenitve. (Maximalis pontszam = 45)

3.3.2. A hagyomanyos és az IKT eszkozt hasznal6é csoportok ki-

meneti teszten elért pontszamanak osszehasonlitasa

A statisztikai szamitasok szerint a kimeneti teszten elért pontszamban nem volt
szignifikans kiillonbség (p = 0,544) a hagyomanyos és az IKT eszkozt hasznalé csoportok
kozott az altalanos iskolai kérnyezetben (3.5. abra).

Nem volt jelentds kiillonbség (p = 0,991) a tehetséggondozé foglalkozason a hagyo-
ményos és az IKT eszkozt haszndlé csoportok kimeneti teszten elért pontszdméaban (3.6.

abra).
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3.5. abra. A hagyomanyos és az IKT eszkozt haszndlé csoportok kimeneti teszten elért

pontszamai az altalanos iskolai kornyezetben. (Maximélis pontszam = 45)

Kimeneti teszten elért
pontszim

-

i

[0 Hagyomanyos M IKT

3.6. abra. A hagyomanyos és az IKT eszkozt haszndlé csoportok kimeneti teszten elért

pontszdma a tehetséggondozoé foglalkozason. (Maximalis pontszam = 45)
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3.3.3. A hagyomanyos és IKT eszkozt hasznal6é csoportok beme-

neti és kimeneti teszteken elért eredményei feladatonként

Feladatonként vizsgédlva a statiszikai szamitasok nem talaltak szignifikdns kiilonbséget
a hagyomanyos és az IKT eszkozt haszndld csoportok teljesitménye kozott sem az altalanos

iskolai, sem a tehetséggondozé kornyezetben (3.7. dbra).

10,
90% 100%
«» 80%
2
Z 70%

B 60%

E 50% 60%

2 40% . o

£ 40%

% 20% 20%

e L0 rind AN ol H
[T0 0%

0%
1. feladat 2. feladat 3. feladat 4. feladat 5. feladat

80%

Feladatonkénti teljesités

1. feladat 2. feladat 3.feladat 4. feladat 5. feladat
O Hagyomanyos - Bemeneti @ Hagyoméanyos - Kimeneti
BIKT - Bemeneti BIKT - Kimeneti

O Hagyoményos - Bemeneti mHagyomanyos - Kimeneti
(a) BIKT - Bemeneti mIKT - Kimeneti (b)

3.7. abra. Az altalanos iskoldban (a) és a tehetséggondozé foglalkozason (b) irt bemeneti

és kimeneti tesztek feladatain elért dtlagok %-ban megadva.

3.3.4. A diakok teljesitményének feladatonkénti 6sszehasonlitasa

a két kornyezetben eszkoztol fliiggetleniil

A statisztikai elemzések alapjan a bemeneti teszt feladatonkénti 6sszehasonlitasa azt
mutatta, hogy az altalanos iskolai és a tehetséggondozo kornyezet didkjai kozott a harmadik
feladat esetében nem volt jelent6s kiilonbség (3.3. tédblazat). Az elsé, masodik, negyedik és
otodik feladatoknal azonban szignifikéns eltérést figyeltiink meg (p < 0,001). A kimeneti
tesztek vizsgalatakor jelent6s kiillonbséget taldltunk az elsé feladat (p < 0,001) és a masodik
feladat (p = 0,027) eredményeiben. A harmadik, negyedik, 6t6dik feladatokban nem volt

kilonbség a kutatasi kornyezetek kozott.
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Bemeneti (%) Kimeneti (%)

- p érték [— p érték
Alt. isk. | Tehets. Alt. isk. | Tehets.
1. feladat 4,88 26,67 | < 0,001 48,78 76,36 | < 0,001
2. feladat 19,51 74 < 0,001 71,22 85,33 0,027

3. feladat 24,74 32,38 0,277 46,34 62,38 0,072
4. feladat 16,51 62,56 | < 0,001 | 74,30 75,56 0,775
5. feladat 31,98 87,41 | < 0,001 | 72,36 80,37 0,341

3.3. tablazat. A két kutatasi kornyezet didkjainak teljesitménye a bemeneti és kimeneti

teszteken eszkoztol fliggetlentil.

3.4. Motivacidévizsgalat

A didkok belsé motivacidjanak vizsgalatakor a hagyomanyos targyi és az IKT eszkozt
hasznalé csoportok kozott szignifikans killonbség volt az érdeklodés és élvezet (p = 0,001),
az észlelt kompetencia (p = 0,049), az erbfeszités és észlelt jelentéség (p = 0,002), észlelt
nyomas és fesziiltség (p < 0,001) és az észlelt autondmia (p = 0,006) alskaldk mindegyikén

az altalanos iskolai kornyezetben (3.4. tdblazat).

Atlag Széras Median
Alskalak p érték
Hagy. | IKT | Hagy. | IKT | Hagy. | IKT
Erdeklédés és élvezet 5,54 | 417 | 1,14 | 1,45 | 5,57 4 0,001
Eszlelt kompetencia 538 | 4,59 | 145 | 145 | 583 | 4,5 0,049

Erdfeszités és észlelt jelentéség || 5,33 | 4,02 | 1,26 | 1,31 5,6 3,8 0,002
Eszlelt nyomas és fesziiltség 1,92 | 3,61 | 1,04 | 1,63 1.3 3,6 | < 0,001
Eszlelt autonémia 5,1 3,73 | 1,37 | 1,65 | 54 3,2 0,006

3.4. tablazat. Altaldnos iskolaban kitoltott IMI kérdsiv eredményei.

A tehetséggondozo foglalkozasokon a hagyomanyos targyi és az IKT eszkozt hasznalo
csoportok kozott jelentés kulonbség volt az érdeklddés és élvezet (p = 0,026), észlelt
kompetencia (p = 0,008) és az észlelt autonémia (p = 0, 043) alskélak elemzése sordan (3.5.
tablazat). Nem volt kiilonbség tovabbé az eréfeszités és észlelt jelentdség, és az észlelt

nyomas és fesziiltség alskalak vizsgalatakor.
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Atlag Széras Medin o
Alskalak p érték
Hagy. | IKT | Hagy. | IKT | Hagy. | IKT

Erdeklédés és élvezet 5,49 6,3 1,1 0,66 | 5,79 | 6,43 | 0,026
Eszlelt kompetencia 524 16,11 0,99 | 0,55 | 5,25 | 6,17 | 0,008
Ercfeszités és észlelt jelentoség || 5,26 | 5,74 | 0,99 | 0,76 | 5,4 5,8 0,155
Eszlelt nyomés és fesziiltség 1,91 | 1,53 | 0,93 | 0,06 1,5 1,2 0,201
Eszlelt autonémia 574 [ 65 | 12 |054| 6 | 66 | 0,043

3.5. tablazat. Tehetséggondozé foglalkozason kitoltott IMI kérdoiv eredményei.
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4. fejezet

Diszkusszio

A jelen kutatas célja annak vizsgalata volt, hogy a tanulast tdmogaté eszkozok mi-
lyen hatassal vannak a tanuléasi folyamat hatékonysagara és a belsé motivaciéra azonos
matematikai tananyag elsajatitasa soran. A hagyoményos eszkozzel tamogatott tanulast
vetettiik Ossze az IKT eszkozzel torténo tanulassal. A kisérletet két kiillonb6z6 kutatasi
kornyezetben végeztiik el: dltalanos iskolaban, valamint tehetséggondozo foglalkozéason.

A pszichometriai tesztek elemzésekor szamitott 0,6, vagy annal magasabb Cronbach-
alfa érték tudoményosan elfogadott kutatasi célokra (Malhotra, 2002, idézi Sajtos & Mitev,
2007, [41]). Jelen vizsgalat soran a bemeneti és kimeneti teszteken csoportszinten mért
megbizhatdsdgi értékek (0,753 —0,924) a ,,j6” és a ,kival6” megbizhatésagi kategoriaba
tartoztak. A belsé motivaciot mér6 kérd6iv (Intrinsic Motivation Invertory, IMI) alskaldin
szamitott Cronbach-alfa értékek (0,621 — 0,879) a ,,j6” és a ,megfelel6” megbizhatdsagi
kategoriaba estek. Az eredmények alapjan kovetkeztetésként levonhatd, hogy a mérési
technikdk megfeleloek és alkalmasak voltak a kutatasi célok szempontjabdl relevans adatok
gyujtésére.

A hatékonysagvizsgéalat alapjaul a bemeneti és kimeneti tesztek eredményei szolgaltak.
A bemeneti teszt eredményére futtatott statisztikai vizsgalat kimutatta, hogy nem volt
jelentos kilonbség a csoportok kozott egyik vizsgalt kornyezetben sem. Az eredmény
azt jelenti, hogy a csoportok ugyanakkora elézetes tudasszinttel rendelkeztek a tanulasi
folyamat megkezdése elott. Ez lehetové tette szamunkra, hogy objektiven mérjiik a szoges
tabla és a Geoboard alkalmazas hasznédlatanak hatdsat a tanulasi folyamatra, amit a
kimeneti teszt eredményébdl hataroztunk meg.

A statiszikai elemzés kimutatta, hogy minden csoport a kimeneti teszten szignifikansan
jobb eredményt ért el, mint a bemeneti teszt megirasakor, mindkét kornyezetben. Az
altalanos iskoldban a hagyoményos eszkozt hasznalé csoport ~23%-o0s, mig az IKT eszkozzel
tanulé csoport ~24%-os fejlodést ért el. Ezzel szemben a tehetséggondozé foglalkozasokon

mind a hagyoméanyos eszkozt, mind az IKT eszkozt hasznalé csoportok egyarant ~20%-
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os fejlodést mutattak. Eredményeink megegyeznek a felfedezteté matematikatanitassal
kapcsolatos hazai és nemzetkozi szakirodalmakkal, miszerint a tanuldst tAmogato eszkoz
hasznalatéval jelent6s tudasbeli fejlddés érhetd el (Pélya, 1957, [37]; Varga, 1973, [50];
Kablan, 2016, [16]; Lessani et al., 2017, [24]). Vizsgalatunk eredményei tovabbéd megerdsitik
Kordaki és Mastrogiannis (2007, [21]) megallapitasat, miszerint az IKT eszk6z0k hatékonyan
tamogatjak a geometriai tudas elsajatitasat.

Fontos megjegyezni, hogy a kimeneti teszten nehezebb volt j6 pontszamot elérni, mert
a kimeneti teszt harmadik és 6todik feladata nehezebb volt, mint a bemeneti teszt hasonld
feladatai. Kiilonosen az 6todik feladat (kombinatorikus geometria) szamitott dsszetettnek,
mivel hasonlé tipusu feladat gyakran matematika versenyeken, példaul a TIT Kalméar
Laszl6 Matematikaverseny orszagos dontdjén (2014, [17]; 2021, [18]) fordul els. Az els6
feladatban kiilonosen szigorti pontozasi rendszert kellett alkalmaznunk azért, hogy a
tesztek megbizhatosaga megfelel6 legyen. A feladatban a didkok csak akkor kaptdk meg a
maximalis pontszamot az egyes részkérdésekre, ha minden valaszuk helyes volt az adott
alakzatra vonatkozdan. Mindezek alapjan még a tehetséggondozd csoportban sem varhato
el, hogy a didkok maximalis pontszam koriili eredményeket érjenek el.

Az elmult évtizedekben szamos kutatas foglalkozott a hagyoméanyos tanulasi segédesz-
kozok (Lessani et al., 2017, [24]) és az IKT eszkézok (Hwang, 2012, [15]) hatékonysaganak
vizsgalataval. Nem all rendelkezésre azonban olyan tanulmany, amely kifejezetten a két
eszkoztipus kizarolagos hasznalatanak tanulasi folyamatra gyakorolt hatékonysagat hason-
litotta volna Ossze, ezért eredményeinket nem tudjuk 6sszehasonlitani mas vizsgalatokkal.
Els6 szamu kutatasi kérdésiinkben azt vizsgaltuk, hogy kimutathaté-e szignifikans kiilonb-
ség tanitasi-tanulasi hatékonysag tekintetében a hagyomanyos eszkoz és az IKT eszkoz
hasznalata esetén. Statisztikai szamitasaink soran a két eszkozt alkalmazd csoportok kime-
neti teszteredményei kozott nem mutatkozott szignifikans kiilonbség egyik kérnyezetben
sem, igy kutatasi kérdéstinkre nemleges valaszt adunk. Az Osszesitett dolgozati eredmények
alapjan mindkét csoport azonos szintre jutott, fliggetlentil att6l, hogy hagyomanyos vagy
digitalis eszkozokkel tanultak. Feltételezhetéen ez annak koszonhetd, hogy mindkét csoport-
ban azonos, felfedezésalapii matematikatanitasi modszertant alkalmaztunk. Eredményeink
alapjan feltételezhetd, hogy az tanitds hatékonysaganak szempontjabol nagyobb jelentosége
van a valasztott modszertannak, mint az alkalmazott eszkoz tipusanak. Kutatasi eredmé-
nytink kiilonosen fontos lehet a szerényebb anyagi forrasokkal rendelkez6 iskolak szamara.
A megallapitasaink szerint ugyanis, a geometria felfedeztet6 tanitdsmodszertana sikeresen
alkalmazhaté, anélkiil, hogy a fenntarténak a rendkiviil koltséges, digitalis eszkozoket
kellene megvasarolnia.

Az éltalanos iskola és a tehetséggondozo foglalkozas kornyezetek Gsszehasonlitasa (esz-

koztél fliggetlen) soran jelentGsen jobb eredményt értek el a bemeneti teszt elsé (~25%),
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masodik (~54%), negyedik (~46%) és 6todik (~55%) feladat megolddsaban a tehetséggon-
dozé foglalkozason résztvevd tanuldk. Az eredmény azt jelenti, hogy a tehetséggondozo
foglalkozason résztvevd diakok magasabb szintil elézetes tudassal rendelkeztek, mint az
altalanos iskolas tanulok. A kimeneti teszteredmények elemzése alapjan az 6t feladatbol
csupéan az elsé (~27%) és a masodik feladat (~14%) esetén talaltunk szignifikdns eltérést
a két kornyezet teljesitménye kozott. Az eredmények arra engednek kévetkeztetni, hogy
eszkozhasznalat mellett — legyen az hagyoméanyos vagy IKT eszkoz — az altalanos iskolasok
a feladatok tobbségében statisztikailag megegyez6 tudasszintet értek el, mint a tehetség-
gondoz6 foglalkozéasra bevalogatott didkok. Az eredmény ramutat arra, hogy az eszkozok
alkalmazasa nemcsak hatékonnya teszi a tanulasi folyamatot, hanem jelentosen hozzajarul
a tanuldk kozotti tudasbeli kiilonbségek csokkentéséhez is, még az olyan bonyolult feladatok
megoldasa soran is, mint a kombinatorikus geometria. Az ilyen pedagdgiai megkozelitések
hossza tavon hozzajarulhatnak az oktatasi rendszerben tapasztalhato egyenlétlenségek
mérsékléséhez.

Mind a hagyomanyos, mind pedig az IKT eszkoz matematikatanulas soran val6 hasz-
nalata magas motivacios szintet valtott ki mindkét kornyezetben, alatamasztva ezzel a
nemzetkozi szakirodalmat (Yadav, 2017, [54]; Lasut & Bawengan, 2020, [23]). A nyomads
és fesziiltség alskalan mutatott alacsony értékek Saha és munkatarsai (2020, [40]), illetve
Rahmawati és munkatérsai (2020, [39]) megallapitasait igazoltak: a két eszkoz alkalmazdsa
csOkkentik a matematika tantarggyal kapcsolatos szorongast, mikozben novelik a didkok
pozitiv attitiidjét a tudomanyteriilet tanulasa irant.

A masodik kutatési kérdésiink arra irdnyult, hogy kimutathato-e statisztikailag szignifi-
kans kiilonbség a hagyomanyos eszkozzel tanuld csoport és az IKT eszkozt hasznald csoport
tanulési folyamathoz kapcsolodd belsé (intrinzik) motivacidja kézott. Az eredmények azt
mutattak, hogy a kérdésre az ,igen” vilasz adhat6. Az altalanos iskolai kornyezetben a
hagyomanyos eszkozt hasznal6 csoport mind az 6t dimenzié mentén szignifikdnsan nagyobb
értéket mutatott, tehat magasabb szintl intrinzik motivacioval rendelkezett, mint az IK'T
eszkozt alkalmazd csoport. A hattérben valdszintisithetéen az all, hogy az egyhézi fenntar-
tasu iskolak — igy a vizsgalatban résztvevo Szent Mor Iskolakozpont — didkjai jellemzGen
konzervativ iskolai kornyezetben nevelkedtek. A tanuldk visszajelzései alapjan a tabletek
hasznalata a matematikatanulas soran idegen és szokatlan élményt jelentett szamukra,
ami hozzajarulhatott az elzarkézo attitlidjiikhoz és az alacsonyabb belsé motivacidojukhoz
az IKT eszkozzel folytatott tanulas irdnt. Feltételezésiinket alatamasztjak a kovetkezo
idézetek, melyet altalanos iskolai, IKT eszkozzel tanuld didkok irtak a belsé motivaciot

mér6 kérdoiviink nyilt végl kérdésére:

»Szerintem nem volt jo az, hogy egész 6ran a képernyé elott voltunk, mert

fliggbséget okozhat.” (Geoboarddal tanulé &ltalanos iskolds lany)
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,JO lett, ha nem tableteziink hanem a flizetbe rendes feladatokat csinalunk.”

(Geoboarddal tanulé altalanos iskolés fi)

Az altalanos iskolasok IKT eszkoz irdant mutatott alacsonyabb motivacios szintjének egy
tovabbi lehetséges magyarazata, hogy napjainkban a legtobb magyarorszagi haztartasban
mar elterjedtté valtak az okoseszkozok, példaul a tabletek és az okostelefonok. Az okoseszko-
zOk napi szintli hasznalata miatt az oktatasban mar feltehetéen nem nytujtanak kiilonleges
élményt, igy nem képesek jelentésen fokozni a tanulasi motivaciot. A vizsgalatban alkalma-
zott hagyomanyos, fizikai taneszkoz szintén jdonsagnak szamitott a didkok szamara, mivel
elmondasuk szerint korabban nem talalkoztak a hasznélt oktatési eszkozzel. Eredményeink
kimutattak, hogy a két oktatasi kornyezetben tjdonsagnak szamito taneszkozok koziil a
hagyomanyos eszkoz gyakorolt nagyobb motivacios hatast az altalanos iskolasokra.

A tehetséggondozé foglalkozasok soran — az altaldnos iskolai kornyezetben tapasztal-
takkal ellentétben — a didkok az IK'T eszkoz hasznalatahoz tarsitottak magasabb intrinzik
motivaciés szintet. Feltételezhetéen ennek oka az lehet, hogy a tehetséggondozasban
aktivan részt vevé tanulok tobbféle modszerrel és megkozelitéssel talalkoznak, mint az
altalanos iskolai oktatéas keretei kozott. A Matematikai Tudaskoézpontban példaul rendsze-
resen ismerkednek meg 1j, innovativ megkozelitésekkel a matematika tertiletén, amelyek
hozzajarulnak ahhoz, hogy szemléletiik nyitottabba valjon az 1j tanulasi modszerek és
eszkozok irant. Feltételezheto tovabba, hogy bar ezek a didkok sem hasznaltak korabban
tableteket a matematikatanulashoz, az tanitasmodszertani ijdonsagok iranti pozitivabb
hozzdallasuk miatt az IKT eszkozok alkalmazasat is nagyobb lelkesedéssel fogadtak. Az
1j modszerek iranti fokozott motivacidéjuk Osszefiigghet azzal, hogy a tehetséggondozo
programokban val6 részvétel elosegiti a tanulok rugalmassagat és nyitottsagat, kiillonosen

az innovativ oktatasi eszkozok és stratégiak iranyaba.

4.1. Személyes reflexio

A vizsgalat keretein beliil megtartott 32 tanéranyi foglalkozason szamos tapasztalatot
gytjtottem, melyek koziil a legrelevansabbakat jelen bekezdésben részletezem.

Az IKT eszkozok alkalmazasa soran a gyakorlatban szamos nehézséggel szembesiiltem.
Az orak elokészitése és lebonyolitasa lényegesen kortilményesebb volt, amikor a Geobordot
hasznal6 csoportba mentem megtartani a foglalkozast. Az 6rat megeléz6en rendszeresen
15-20 percet 1é kellett szannom, hogy bekapcsoljam a tableteket, csatlakoztassam azokat
az iskolai Wi-Fi-hal6zatra, és megnyissam a Geoboardot. Tovabbi problémat jelentett az
iskoldk Wi-Fi jelerdssége és az internet savszélességének korlatozottsagai, amely miatt az
alkalmazas egyszerre csak legfeljebb 15 tableten tudott miikodni megfeleloen. Hiaba &llt

rendelkezésre elegendd eszkoz az egyéni munkavégzéshez, a Wi-Fi teljesitménye nem volt
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kompatibilis az ilyen jellegii parhuzamos hasznalattal. A problémat a didkok is érzékelték

és hangot is adtak neki a belsé motivaciét méro kérddiv nyitott kérdéseinél:

yozerintem nem volt j6 az, hogy nem miikodott néha a kijelolés és nem lehetett

olyan sok mindent csindlni.” (Geoboarddal tanulé altalanos iskolas fit)

»Szerintem nem volt j6 az, hogy nem minden tablet miikodott.” (Geoboarddal

tanulé tehetséggondozé foglalkozason részt vevo fil)

Szerencsés helyzetben voltam, hogy a csoportokban minden didk rendelkezett legalabb
alapveto digitalis kompetencidkkal, igy nem volt sziikség arra, hogy kiilon figyelmet
forditsak egy-egy tanulé felzarkéztatasara a tablet hasznédlataval kapcsolatban. Ha ez nem
igy lett volna, az 6rak gordiilékenysége még tovabb sériilne, ami nagy valoszintiséggel a
tobbi didk fejlédésének rovasara menne.

Ezzel szemben a szoges tablat haszndld csoport érainak eldkésziiletei 1ényegesen egy-
szeriibbek voltak, ugyanis nem igényeltek id6igényes technikai elckésziileteket. A szoges
tablak és befottes gumik elokészitése minimalis idobefektetést igényelt, hiszen elegend6 volt
a tanora kezdetén a bekészitett eszkozoket egy taskabol el6venni. Ezaltal nem volt sziikség
arra, hogy a tandra elott idot szanjak a teremhez vald korai érkezésre vagy bonyolult,
tanorat elokészito 1épésekre.

Osszefoglalva pedagdgusként szerzett szubjektiv tapasztalataimat, a gyakorlatban a
hagyomanyos targyi eszkoz hasznalata sokkal egyszeriibb és idohatékonyabb megoldasnak

bizonyult az IKT eszkozzel szemben.
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5. fejezet
Osszegzés

A felfedezteté matematikatanitas egyik meghatarozé sajatossaga a targyi eszkozhasz-
nalat, amely a tanulasi folyamatot tamogatva elGsegiti a mélyebb megértést és hozzajarul
a tanulok motivacidjanak noveléséhez. Szamos kutatas bizonyitotta, hogy a targyi eszkoz-
hasznélattal tAamogatott tanulas hatékonyabba teszi a tudéselsajatitast a tanarkoézpont
oktatasi modszerekkel Osszehasonlitva. A 21. széazad technoldgiai fejlodése az oktatas
teriiletén is 4j tavlatokat nyitott. Az IKT eszkozok vizualis dinamizmusuk, interaktivitasuk
és rugalmassaguk révén képesek a tanulasi folyamatot egy 1j dimenziéba helyezni. Ezen
eszkozok nemcsak a tanulasi hatékonysagat novelik, hanem a tanulok belsé motivacidéjanak
fokozasaban is jelentOs szerepet jatszanak.

Kutatasunk célja annak vizsgalata volt, hogy egy racsgeometria témat felfedezteto
megkozelitésben elsajatitva mutatkoznak-e kiillonbségek a didkok tudasbeli fejlodésében és
belsé motivicidjaban a hagyoméanyos targyi eszkoz (szoges tébla) és a digitdlis IKT eszkoz
(Geoboard) alkalmazasa soran. Elemzésiink arra irdanyult, hogy feltarjuk, melyik eszkoz
hasznalata eredményez hatékonyabb tanulast, valamint magasabb szintli belsé motivaciot
a didkok korében.

Kutatasunkban 6sszesen n = 71 6todik osztalyos tanuld vett részt. Méréseinket két
kiilonb6z6 kutatési kornyezetben végeztiik: altalanos iskoldban (n = 41) és tehetséggondozd
programban részt vevd didkok (n = 30) korében. A vizsgdlat kezdetén a résztvevék elGzetes
tudasszintjének felmérése céljabol bemeneti tesztet toltottek ki. Ezt kovette a tanulasi
folyamat, amely soran a tananyag feldolgozasa két csoportban zajlott. Az egyik csoport
hagyoméanyos, kézzel foghatd eszkozt (szoges tébla) haszndlt, mig a mésik csoport digitalis,
IKT alapu eszkozzel (Geoboard tabletes alkalmazas) dolgozott. A csoportok el6zetes
tudasszintje kozott nem mutatkozott szignifikans kiillonbség, igy a tanuldsi eredmények
6sszehasonlithatok voltak. A tanulok nyolc, egyenként 45 perces tandra soran sajatitottak
el a tananyagot. A tanulasi folyamat utolsé egységén a didkok kimeneti tesztet toltottek

ki a tudasbeli fejlodésiik mérésére, valamint egy belsé motivaciot mérd kérdoivet, amely a
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tanulasi élményeikre és belsé motivacidjukra vonatkozo adatokat rogzitette.

A csoportok bemeneti és kimeneti teszteken elért eredményeinek Osszehasonlitdsa
alapjan megéllapitottuk, hogy mindkét oktatasi kornyezetben, valamint mindkét tanulast
tamogato eszkoz alkalmazasaval szignifikans tudasbeli fejlédés mutatkozott. Ugyanakkor
a kimeneti teszteken elért eredmények Osszehasonlitasa soran egyik kornyezetben sem
azonositottunk szignifikdns kiillonbséget a hagyomanyos eszkozt és az IKT eszkozt hasznalo
csoportok teljesitménye kozott. A motivaciovizsgdlat eredményei ezzel szemben szignifikans
eltérést mutattak a két eszkozt alkalmazo6 csoportok kozott. Az altalanos iskolai kornye-
zetben a tanulék a hagyomanyos eszkozt preferdltak, mig a tehetséggondozé programban
részt vevo didkok esetében az IKT eszkozzel végzett tanulds valtott ki magasabb belso
motivaciot.

Kutatasunk eredményei egyértelmiien igazoljak, hogy az eszkozhasznalat pozitivan
hat a didkok teljesitményére és motivacidjara. A tevékenységalapi, eszkdzhasznalattal
tamogatott matematikatanulas teljes mértékben megfelelt a kerettanterv kovetelményeinek,
eleget tett a javasolt tevékenységeinek és a bonyolult tertiletszamitasi feladatokra valo
felkészitésben is hatékony tamogatast nydjtott. Jelen eredmények alapjan azonban nem
allithato egyértelmiien, hogy a digitalis eszkézok hatékonyabbak lennének a kézzel foghato
eszkozoknél, vagy forditva. Olyan eszkozt célszerii valasztani, ami jobban illeszkedik a
tanar egyéniségéhez és a tanulok igényeihez.

Jelentds eredménytink, hogy a kozoktatasban tanulé altalanos iskolasok az eszkozhaszna-
lat révén képesek voltak azonos tudésszintet elérni, mint a tehetséggondozé foglalkozasokra
bevalogatott didkok. Eredményiink azt jelzi, hogy az eszkdzhasznédlat nemcsak hatékonyab-
ba teszi a tanulasi folyamatot, de hozz4 is jarul a kiilonb6z6 tudédsszinti tanulok kézotti
kiilonbségek mérsékléséhez is.

Osszességében kutatdsunk arra 6sztonzi a pedagégusokat, hogy alkalmazzanak tevé-
kenységalap, eszkozhasznalattal tamogatott tanitdsi modszereket. Az eszkozhasznalatnak
ugyanis helye van az oktatasban, mert altala a didkok tudasuk magas szintjét érhetik el —

akar altalanos iskolaban, akar tehetséggondozd programban.

5.1. A kutatas folytatasanak lehetOségei

A kutatas tovabbfejlesztésének egyik igéretes iranya lehet egy olyan csoport bevonasa,
amely az érak soran felvaltva hasznalja a szoges tablat és a Geoboardot. Lehetoség nyilna
ezaltal arra, hogy ugyanazoknak a tanuléknak a tapasztalatait és véleményét gytjtsiik a két
eszkozrol. Az Osszehasonlitas révén arnyaltabb képet kaphatnank a motivaciés hatdsokrol,
hiszen nem csupan az egyes eszkozok onallé hatasait vizsgalhatnank, hanem a kett6 kozotti

kiilonbségekre vonatkozé preferenciskat is. Erdemes lenne emellett megvizsgalni, hogy a
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vegyes eszkozhasznalat hogyan befolyasolja az tanitas eredményességét: segiti-e a fogalmak
mélyebb megértését, illetve hatékonyabbd teszi-e a tanulasi folyamatot a valtozatossag
altal.

Egy masik potencialis irdny a vizsgéalat kibévitése tovabbi matematikai témakorokre,
amelyeknél mind a hagyoméanyos targyi eszk6zok, mind pedig az IKT eszkézok alkalmazasa
lehetséges. A kutatas igy nemcsak egyetlen specifikus teriiletre korlatoznéd az eredmények
érvényességét, hanem altalanosithato kovetkeztetéseket is levonhatna a matematikatanitas

szélesebb spektrumara.
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Mellékletek

1. Melléklet: Bemeneti teszt

A 9 szog geometridja — Tudasproba Név:

1. Feladat. Karikdzd be az (A),(B),(C), (D) és (E) betikkel jelolt tulajdonsdgok koziil
azokat, melyek az adott alakzatra jellemzdek! Figyelj, mert eléfordulhat, hogy egy alakzatra
egyetlen tulajdonsdg sem jellemzo, de olyan alakzattal is taldlkozhatsz, mely esetén egyszerre

tobb tulajdonsdg is teljestil.

40

O (A) sikidom (B) sokszog (C) négyszog (D) konvex (FE) konkav
| | 7 . . 7 . ’
(A) sikidom (B) sokszog (C') négyszog (D) konvex (FE) konkav

L |
ﬁ (A) sikidom (B) sokszog (C) négyszog (D) konvex (FE) konkav
8 (A) sikidom (B) sokszog (C) négyszog (D) konvex (FE) konkav

7
< (A) sikidom (B) sokszog (C) négyszog (D) konvex (F) konkav

>~
Q (A) sikidom (B) sokszog (C') négyszog (D) konvex (FE) konkav
% (A) sikidom (B) sokszog (C') négyszog (D) konvex (FE) konkav
C;/-) (A) sikidom (B) sokszog (C) négyszog (D) konvex (FE) konkév



sikidom (B) sokszog (C') négyszog (D) konvex (E) konkav

N o
F (A) sikidom (B) sokszog (C') négyszog (D) konvex (FE) konkav

2. Feladat. Melyik besatirozott résznek nagyobb a terilete? Ird a megfeleld <, > vagy =
jelet a négyzetbe!

" [] ) []

o [] Z []

3. Feladat. Hdny eqységnégyzetnek felel meg az aldbbi hajé terilete? Ird le hogyan dol-

goztal!

4. Feladat. Kosd dssze az ugyanolyan alakzatokat!

Bﬁw AN

DDBV

Miért ugyanolyanok az dsszekdtitt alakzatok?
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5. Feladat. A piros hdaromszdget rdillesztettiik eqy négyzetrdacs kilenc racspontjira. Raj-

zolj minél tobb a piros hdromszéoggel ugyanolyan, de a racspontokra masképp illesztett

hdromszéget!
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2. Melléklet: A foglalkozassorozat tananyaga

Jelen mellékletben 9 szogli tabla” alatt a hagyomanyos eszkozt hasznald csoport
esetében a szoges tablat, az IKT eszkozt hasznald csoport esetében a Geoboardot értjiik.
Minden feladat szovegének végén feltiintettiik, hogy az adott feladat Varga Tamas
9 szog geometridja (1974, [51]; 2022, [53]) cimii publikélt feladatsorozatabdl szarmazik-e
pontosan atvett formaban, minimélisan atdolgozott valtozatban vagy sajat fejlesztést

feladatként kertilt be a tananyagunkba.

1. 6ra: Ismerkedés az eszkozokkel
Az eszkozok bemutatdsa

A hagyomaényos eszkozt hasznald csoportban bemutatasra kertilt a szoges tabla, valamint
a 9 darab szogon torténo gumiszalaghasznalat. Ezt kovetden a tanuldkat parba allitottuk,
és minden par szamara biztositottunk egy-egy csomag gumiszalagot és egy-egy szoges
tablat rajta a 9 szoggel.

Az TIKT eszkozt haszndld csoport az intézmények altal biztositott tableteken dolgozott,
amelyeket a tanar az ora kezdetét megel6z6en bekapcsolt. Az els6 1épés az 6ran a Geoboard
alkalmazas megnyitasa volt. A tanteremben elhelyezett SMART Board SBM777v 77" tipusu
interaktiv tablan megjelenitett QR kod a Geoboard internetes feliiletre iranyitotta a diako-
kat. Ezt kovetOen a tanulok lehetoséget kaptak az alkalmazas felfedezésére: hogyan lehet a
virtualis gumiszalagokat szogek kozé fesziteni, hogyan lehet levenni azokat a tablarol. Az
interaktiv tabla lehetové tette, hogy a tanar altal végzett szemléltetd tevékenységeket a di-
akok parhuzamosan masolhassak, ezaltal elosegitve a gyorsabb és hatékonyabb ismerkedési

folyamatot.

Tapasztalat. A hagyomanyos eszkozt hasznalé csoportban a didkok nem talalkoztak
még szoges tablaval, senkinek sem volt elozetes tapasztalata. Ennek ellenére is probléma
nélkiil megtanultak annak hasznalatat, utasitas nélkiil kezdtek el ijabbnal ijabb formékat
kifesziteni. Az IKT eszkozt hasznald csoport tagjai mind hasznaltak mar tabletet korabban,
igy gond nélkiil oldotték fel a képerny6t és olvastak be a QR koédot. A Geoboardrél
elmondésuk szerint még nem hallottak, de par perc alatt elsajatitottdk annak hasznélatat

és jatszani kezdtek vele.

Masolas

Annak érdekében, hogy a csoportok a kifeszitett alakzatokkal kapcsolatban tovabbi
feladatokat is meg tudjanak oldjani, egy kizardlag 9 szoget tartalmazé munkafiizetet

készitettiink, melyben a didkok dokumentdlhattak munkédjukat. A fiizetek kiosztasara ezen
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a ponton kertlt sor. Az elsé oldalon nyolc kilénbozé alakzat szerepelt (1. dbra), amelyek

kifeszitése volt a tanuldk els6 feladata.

1. Feladat. Feszits ki gumiszalagokat a 9 szogi tdbldara az dbrdk szerint! (. Atvett feladat)

1. abra. A 9 szogti tablara kifeszitend6 alakzatok.

2. Feladat. Legkevesebb hany gumiszalaggal lehet kifesziteni ezeket az alakzatokat? (Sajdt
feladat)

Megoldas. Mindegyik alakzatot ki lehet fesziteni egyetlen gumiszalag hasznalataval.  [J

Tapasztalat. Mindegyik csoportban akadt egy-egy didk, aki a versenyként megélt szi-
tuacio hevében felkidltott, hogy az elsé format képes egyetlen gumiszalag segitségével
megalkotni. Ezt kovetden egymast inspirdlva igyekeztek a tobbiek is minél kevesebb
gumiszalat igénybe venni a mésolasi feladat soran.

A hagyomanyos eszkozt hasznalo csoportokban a gumiszalagok hossza korlatot jelentett.
Tobben panaszkodtak, hogy bar képesek lennének az alakzatokat egyetlen gumiszalaggal
kifesziteni, a rendelkezésre allé eszkozok mérete ezt nem tette lehetévé. Emiatt ebben a
csoportban tobben ketté-harom gumiszalag hasznalataval oldottak meg a feladatot. Ezzel
szemben az IKT eszkozt hasznald csoportokban minden didknak sikeriilt egyetlen virtualis
gumiszalag segitségével megalkotnia a kivant alakzatokat, mivel a Geoboard alkalmazasban

a gumiszalagok mérete és nyulasa nem jelentett korlatozast.

Alkotas

3. Feladat. Feszits ki kiilonbozo alakzatokat a 9 szégon, majd rajzold le dket fiizetedbe!
(Sajdt feladat)

Tapasztalat. Kreativ megoldéasok sziilettek mindegyik csoportban.
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2. 6ra: Haromszogek egybevagosaga
Egybevdagosdg haromszogek esetén

4. Feladat. Feszits ki a 9 szogon minél tébbféle haromszoget, majd rajzold le dket a
fiizetedbe! (Atvett feladat)

Megoldds. A 9 sz6g kozil osszesen 84-féleképpen valaszthatd ki egy szogharmas, mely az
(1) képletbél addodik.

9 9! 9.8-7
(3) 3 (0—3)! 3.2.1 ° (1)

A fenti szamolas soran azonban a kollinearis pontharmasok is megszamlalodtak, melyek
nem alkotnak harmszoget. Ilyen pontharmas a 9 szogon nyolc darab van. Tehat a 9
szogre Osszesen 76 nem feltétlentil kiillonb6zé haromszog feszitheto ki. Az, hogy mit értiink
kiilonb6zo haromszogek alatt, a feladat nem vilagosan foglamazta meg. 5. osztalyban
nyilvan nem is volt cél az (1) képlet haszndlata. Ennek a feladatnak a célja annak a
megmutatasa, hogy tisztazni kell, hogy mit értiink tobbféle haromszogon, és ha ezt

tisztaztuk, akkor keressiink minél t6bb megoldést. 0

Tapasztalat. Mindegyik csoportban hamar rajottek a didkok, hogy egy haromszoget
tobbféleképpen is ki lehet fesziteni a 9 szogon, raéreztek az egybevagdsag jelentésére. Toébb

diak is rakérdeztett, hogy lehet-e ugyanolyan haromszoget mashogyan kifesziteni.

5. Feladat. Vannak-e ugyanolyanok a lerajzolt haromszégek kézott? Milyen kézos tulaj-

donsdgokkal rendelkeznek az ugyanolyan hdromszogek? (Atvett feladat)

Tapasztalat. A csoportoknal elokeriilt kozos tulajdonsagok: keriiletiik egyenld, 3 cstcsuk
van, teriiletiik egyenlo, lefedik egymast, oldalak hossza egyenlo, szogek nagysaga egyenlo,

oldalaik szama egyenld.

6. Feladat. A felsorolt tulajdonsdgok kozil melyek azok, amik garantdljik is, hogy a két
hdromszog ugyanolyan? Mely tulajdonsdgokbol kévetkezik, hogy két hdromszog ugyanolyan?
(Atvett feladat)

Tapasztalat. JOl érezték a didkok a ,sziikséges, de nem elégséges” és a ,sziikséges és
elégséges” feltételek fogalménak értelmezését. A kozosen Osszegytijtott tulajdonsagok
esetén ellenpéldék felsorakoztatasaval mindegyik csoport esetén kizarta a nem sziikséges
és elégséges feltételeket, majd az alabbi sejtést fogalmazta meg: két haromszog akkor és
csak akkor tekintheto egybevagonak, ha oldalaik paronként egyenldé hosszisaguak.

Az egymasra helyezhetéség, mint a haromszogek egybevagdsiganak egy elégséges felté-

tele is felmertlt a tanuldk részérol. Ezen tulajdonsag is garantalja az egybevagdsdgot és ez
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egy jol értelmezhet6 megfogalmazas, amivel mint definiciéval mar korabban is talalkoztak
tanulméanyaik soran. A didkokat mégis arra 6sztonoztiik, hogy olyan tulajdonsagokat
keressenek, amelyek megéllapitdsdhoz nincs feltétleniil szitkség olléra. Igy jutottunk el az
oldalak hosszuisdganak ellenorzéséhez, mint a haromszogek egybevagosaganak meghataroza-
sanak praktikus és elégséges feltételhez. A foglalkozas hatralévo részében az egybevagosag

vizsgalatat a megfelel6 oldalak egyenloségének ellendrzésével is végezhették.

7. Feladat. Keress ugyanolyan hdromszigeket a fizetedben! Az ugyanolyan hdromszigeket

jelold azonos szindi pottyel! (Atdolgozott feladat)

Tapasztalat. A didkok lathat6an megértették a haromszogek egybevagosaganak az 1j, ko-
zosen megfogalmazott feltételét, és aktivan keresték a megfelel6 alakzatokat. Az ugyanolyan
alakzatokat kereshették az oldalak egyenldségének vizsgalataval vagy a , képzeletbeli” ki-
agasaval is. A lerajzolt haromszogek koziil minden tanulénak sikertlt helyesen azonositania

az egybevagd alakzatokat.

Kombinatorikus geometria

8. Feladat. Osszeszedtiik az ugyanolyan hdromszégeket. Most nézzik meg, hogy hdny

kiilonbozé hdromszog szerepel a fizetedben? (Sajdt feladat)

Megoldds. A 4. feladatban megoldasanal részletezett 76 nem feltétlentl kiilonb6z6 haromszog

N

)
B) ©) (D)

kozil nyole darab kilonbozé (2. dbra).
(
(F) (G)

2. abra. A 9 szogre kifeszithetd nyolc kiillonbozé haromszog.

Tapasztalat. A 2. dbra jeloléseit kovetve a didkok szamaéra jellemzben az (E), (F') és (H)
haromszogek megtalalasa jelentett nehézséget, fiiggetleniil az alkalmazott tanulast tamogato
eszkozoktol. Egyik csoportban sem akadt olyan tanuld, aki mind a nyolc haromszoget

sikeresen felfedezte volna.
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9. Feladat. Hany kiilonbozd hdromszog feszithetd ki a 9 darab szogre? Szedjiik dssze ket

szisztematikusan! (Atvett feladat)

Megoldas. Az alabbiakban a szisztematikus gondolkodés egyik modszere, az oldalak szerinti

levezetés kertil bemutatasra (Varga, 2022, [53]).

,Valasszunk egy oldalhossziisagot, és vizsgaljuk meg azon a haromszogeket, melyeknek
van ilyen oldalhosszisaguk. Legyen példaul a kivalasztott oldal a 3. abran sargaval jelolt
szakasz. Ha ez az oldal harom egymas alatti szogon fekszik, akkor a haromszog harmadik
csucsa a hat tovabbi szogpont valamelyikén lehet (3. dbra). Ezek koziil az 1. és a 3.
ugyanolyan, csak mashogyan all, a 4. pedig a 6.-kal egybevagd. Olyan hiaromszogbdl,

amelynek legalabb egy oldala ilyen hosszusagu 4 kiilonbozot talalunk.

I S AN i

3. abra. A szisztematikus feladatmegoldés soran az elséként kivalasztott oldalhosszosszi-

sagra illeszked6 haromszogek.

Valasszuk most a lehet6 legrovidebb oldalt és gytijtsiik Ossze azokat a haromszogeket,
amelyek van van ilyen hosszi oldala. Most is csak hat szog johet szoba harmadik cstcsként
(4. dbra). Ha a kivalasztott oldallal egy vonalba keriil$ szogre feszitenénk a gumiszalagot,
akkor nem keletkezne haromszog. A 2. és 3. haromszog egybevagd. Az utolsé kettd szintén
egybevagd, raadasul mar szerepelt az el6z6 csoportban, hiszen van olyan méretii oldala,
amit elsoként valasztottunk ki. Tehat az 1., a 2. és a 4. nem szerepelt eddig, és kiizonbozik
a tobbitol.

N N AN k >~ [

4. abra. A szisztematikus feladatmegoldds soran az masodikként kivalasztott oldal-

hosszosszusagra illeszkedé haromszogek.

Legyen a kovetkezo kivalasztott oldalhossz most az egységoldali négyzet atloja. Azt
tapasztaljuk, hogy béarhol is feszitjiik ki ezt az oldalt, a kimaradd hét szog koziil mar csak
egy alkot vele olyan haromszogek, ami még nem fordult el6 (6.5 dbra). A 3. hdromszognek
nincs olyan oldala, amekkorat az elsé két csoportban valasztottunk ki, a tobbi mar mind

szerepelt.
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5. dbra. A szisztematikus feladatmegoldas soran az harmadikként kivalasztott oldal-

hosszosszusagra illeszkedé haromszogek.

Mar csak azt kell megvizsgalunk, hogy kifeszithetiink-e még olyan hosszusagot, amilyet
eddig nem valasztottunk, s ha van ilyen, a bel6le létrehozott haromszognek mekkora
lehet a mésik két oldala. Kétféle hosszuisag fordulhat még el. Az egyik a két szomszédos
egységoldali négyzetbdl allé téglalap atlja (6. abra), a masik pedig a 3 x 3-as négyzet
atloja (7. abra). Ezekbdl barhogyan is valasztjuk ki a harmadik csicsot, mindig olyan

haromszoget kapunk, amilyen mar szerepelt az elobbiek kozott.

/N S

6. abra. A szisztematikus feladatmegoldas sordn az negyedikként kivalasztott oldal-

hosszosszusagra illeszkedé haromszogek.

U A

7. abra. A szisztematikus feladatmegoldas soran az 6todikként kivalasztott oldalhosszosszi-

sagra illeszked6 haromszogek.

Tehat kapjuk, hogy sszesen 8 db kiilonb6z6 haromszog feszitehto ki a 9 szogii tablara
(2. abra)”. O

Tapasztalat. A didkok el6szor tippjeiket jegyezték fel arrdl, hogy vajon hany kiilonb6zo
haromszog feszitheto ki a 9 szogre. Mindegyik csoportban jellemzéen magas szamokat
becsiiltek. Egyik csoportban sem meriilt fel konkrét javaslat arra vonatkozodan, hogyan
lehetne szisztematikusan osszegytijteni a kiilonb6z6 haromszogeket. Ennek eredményeként

a feladatot a fent ismertetett megoldasi ut szerint dolgoztuk ki.

10. Feladat. A pdroddal kaptatok két hdromszoget. Feszitsétek ki a 9 szégi tabldra a lehetd
legtobbféleképpen a kapott hdromszogeket, majd rajzoljatok le éket a fiizetetekbe! (Atvett
feladat)
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Megoldas. Az 1. tablazat Osszegzi, hogy az egyes haromszogek hanyféleképpen feszithetok

ki. A tablazat a 2. abra jeloléseit koveti.

A B C D FE F G H
16 8 4 16 16 8 4 4

1. tablazat. A 9 szogre kifeszithetd nyolc kiilonb6z6 haromszoggel egybevagd, 9 szogre

kifeszitheté haromszogek szama.

[l

Tapasztalat. A feladatban hasonl6 eredményt ért el mindegyik csoport. A korabbi jelolé-
seket hasznalva a legtobb nehézséget az (E) haromszog kiillonbozo kifeszitései okozta a
csoportokban. Az eredményeket Osszefoglaltuk, de itt mindenki csak a sajat két feladataval
foglalkozott.

3. 6ra: Négyszogek egybevagosaga
Egybevdgosdag négyszogek esetén

11. Feladat. Feszits ki minél tobbféle négyszéget a 9 szégre, majd rajzold is le ket a
fiizetedbe! (Atvett feladat)

Tapasztalat. Az el6z6 érai tevékenység tapasztalataira épitve nemesak kiillonb6z6 négyszo-
geket kerestek a diakok, hanem egy megtalalt négyszoget is igyekeztek minél tobbféleképpen

kifesziteni a 9 szogre.

12. Feladat. Négyszigek esetén hogyan keressiink ugyanolyanokat? Milyen kézds tulaj-
donsdagokkal rendelkeznek az ugyanolyan négyszogek? (Beemelt feladat)

Tapasztalat. A csoportok altal felsorolt kozos tulajdonsagok: 4 szogiik van, 4 csucsuk van,
4 oldaluk van, oldalak hossza egyenld, keriiletiik egyenld, négyszogek, teriiletiik egyenlo,

szogeik egyenldek, fedik egymast.

13. Feladat. A felsorolt tulajdonsdgok kézil melyek azok, amik garantdljak is, hogy a két
néqyszog ugyanolyan? Mely tulajdonsdgokbol kovetkezik, hogy két négyszog ugyanolyan?
(Atvett feladat)

Megoldas. Ha tiikkrozve, vagy tilkkrozve és elforgatva egymasra fektethetok, akkor a két

négyszog egybevago. 0
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Tapasztalat. Az altaluk felsorolt tulajdonsagok esetén ellenpéldak segitségével zartuk
ki az elegenddéségeket. A fenti megfogalmazast az egymasra fektethetoség egy-egy meg-
oldasanak részletezésével kaptuk. A tiikrozéssel mar alséban taldlkoztak, az elforgatas
alatt pedig a hétkoznapi tevékenyéget értették, hiszen nem talalkoztak még a matematika
orakon forgatassal, mint egybevagosagi transzformacioval.

Tulajdonképpen az egymasra illeszthetoséget konkretizaltuk itt két, még nem pontosan
értelmezett matematikailag is értelmezhetd transzforméaciéval. Kiilon kiemeltiik, hogy a
haromszogeknél hasznalatos, oldalak egyenldségének feltétele a négyszogeknél nem elegendo
feltétel.

14. Feladat. Keress ugyanolyan négyszigeket a fiizetedben! Az ugyanolyan négyszogeket
jelold azonos szind pottyel! (Atdolgozott feladat)

Kombinatorikus geometria
15. Feladat. Hdny kiilonbozo néqyszog feszithetd ki a 9 szogi tdblara? (/[tvett feladat)

Megoldds. A 9 szogli tablara 6sszesen 16 killonbo6z6 négyszog feszitheto ki (8. dbra) O

1O o 2B D

(4) (B) © (D) (E) (F)

BV PR

(G) (H) ) ) (K) (L)
M) (N) ) (P)

8. abra. A 9 szogre kifeszithetd 16 kiilonb6z6 négyszog.

Tapasztalat. A 8. dbra jel6léseit hasznalva jellemz6en az (E), (1), (K), (L), (M), (N) és

(O) négyszogek megtaldldsa jelentett probléméat a csoportokban.

Megjegyzés. A 16 kiillonb6z6 négyszog egy verseny keretében keriilt fel a tablara. Az a
tanuld, akinek a fiizetében olyan négyszog szerepelt, amely még nem szerepelt a tablan,

lehetdséget kapott, hogy felrajzolja azt.
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16. Feladat. A pdroddal kaptatok hdrom négysziget. Feszitsétek ki a 9 szogt tdbldara a
lehetd legtobbféleképpen a kapott négyszigeket, majd rajzoljatok le dket a fiizetetekbe! (Atvett
feladat)

Megoldas. A 2. tablazat 0sszegzi, hogy az egyes négyszogek hanyféleképpen feszitheték ki

a 9 szogom. A tablazat a 8. abra jeloléseit koveti. O

A B C D F F G H I J|K L M N O P
17148 8 84 8|44 4|8 48 8 4

2. tablazat. A 9 szogre kifeszithet6 16 kiillonboz6 négyszoggel egybevago, 9 szogre kifeszit-

het6 négyszogek szama.

Tapasztalat. A parok mindegyike kapott nehezebb és konnyebb feladatokat is. Az egy-
szerlibb alakzatok esetén mindenki megtaldlta az 6sszes megoldast, a nehezebbek esetén
elmaradt 1-1 megoldas. Az eredményeket 6szegeztiik, de csak mindenkinek a sajat munkajat

ellendriztem.

4. 6ra: Egyszeri sokszogek, sikidomok
Egyszeri sokszogek fogalma

17. Feladat. Feszitettink ki eddig haromszogeket, négyszogeket. Mindig sokszog keletkezik,
ha szogek kozé gumiszalagot teszimk? (Atvett feladat)

Megoldds. Nem minden esetben keletkezik haromszog, négyszog, altalaban egyszerii sokszog,

ha valahdny pontot sszekotiink egyenes vonallal (9. abra). O

T A B W

9. abra. Példa nem sokszogekre a 9 szogli tablan.

Tapasztalat. A nem sokszogekre a didkok kerestek példakat és rajzoljak fel azokat a
tablara (10. abra). Egy alakzat csak akkor maradhatott a tabldn, ha azt a tanulé meg is

tudta indokolni, hogy miért nem sokszog.
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10. abra. Példék a didkok nem sokszogek gytijtésével kapcsolatos feladatmegoldasaibodl

18. Feladat. Miért nem sokszégek a felsorolt alakzatok? Mikor nem lesz eqy alakzat
sokszog? (Atvett feladat)

Megoldas. Egy alakzat nem sokszog, ha a hatarold vonal
e mnem zart, vagy
o metszi Onmagat, vagy
o nem csak egyenes szakaszokbol all; vagy
o nem egy sikrészt hatarol korbe.

Mindegyik felsorolt alakzatra legalabb egy tulajdonsag teljestl. 0

Tapasztalat. A didkok a 17. feladatban kért indoklasnal a 18. feladatban leirt magyara-
zatokat adtak. Megegyeztiink, hogy ahhoz, hogy egy alakzat ne legyen sokszog elégséges

az egyik tulajdonsagnak teljesiilnie.

19. Feladat. Mikor kapunk sokszdget? Milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek a sokszogek?
(Avett feladat)

Megoldas. Egy alakzat sokszog, ha a hatarold vonal

o csak egyenes szakaszokbol all,

o zart, és

e nem metszi Onmagat.
Mindegyik sikidomra mindegyik tulajdonsag teljesiil. 0
Megjegyzés. A fentebb emlitett altalanos definicidkat kiegészitettiik a kovetkezd 9 szogre
specifikus allitassal: olyan médon is megallapithato, hogy egy alakzat sokszog-e vagy sem,
hogy ratéve az ujjunkat a gumiszalag barmely pontjara és végigvezetve az ujjunkat az
alakzaton, a gumiszalag minden szogon csak egyszer halad at és visszatér a kiindulasi
pontba (Varga 2022, [53]). Ez a megfogalmazas még szemléletesebbé teszi a definiciot,

segitve a tanulok megértését.

Tapasztalat. A tanul6k kiilon instrukcié nélkiil is felismerték, hogy a nem sokszogek

tulajdonsagainak tagadasara lesz sziikség. Amikor ismét rakérdeztem a kapcsolodd logikai
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miiveletre, a tanulék helyesen a konjunkciét nevezték meg. Igy megallapitottuk, hogy
ahhoz, hogy egy alakzat sokszognek mindsiiljon, mindharom tulajdonsagnak egyidejiileg

teljesiilnie kell.

A sokszog és nem sokszog fogalmak gyakorlasara és elsajatitasara osszeallitottunk egy
két feladatbol allé gyakorlsdsort, melyet nyomtatott formaban ezen a ponton kiosztottunk
a diakoknak. A feladatlap a 20. és a 21. feladatokat tartalmazta.

20. Feladat. Dontsd el, hogy az alabbi alakzatok kézil melyik sokszog és melyik nem
sokszog! Jelold pipdval a sokszogeket! (Sajat feladat) (11. dbra)

Don
S0 A
g%

11. 4bra. A 20. feladat alakzatai.

21. Feladat. Rajzolj harom olyan alakzatot a 9 szogre, mely killonbozo okokbdl nem
sokszogek, majd rajzold le 6ket a lapra és ird melléjik, hogy miért nem sokszogek! (/[tvett

feladat)

Tapasztalat. A tapasztalatok alapjan a didkok sikeresen elsajatitottdk a sokszog és a
nem sokszog fogalmat, mivel esetenként kisebb segitséggel, korrigdlasokkal de minden

tanul6 hibatlanul oldotta meg a kapcsol6dd feladatokat.

Tovdbbi sokszogek a 9 szogi tablan

22. Feladat. Hdny oldali sokszdget lehet kifesziteni a 9 szogre? Mindegyikre rajzolj eqy-eqy
példat a fiizetedbe! A széges tablan probdlkozz, a véglegeset pedig rajzold le a fiizetedbe! De
figyelj, hogy eqyszerii sokszog legyen az, amit kifeszitesz! (/ftvett feladat)
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Megoldds. Haromszoget és négyszoget mar feszitettiink ki a 9 szogre, ezeken kiviil lehet

Otszoget, hatszoget és hétszoget is kifesziteni. O

Tapasztalat. A 12. dbran a diakok altal kifeszitett sokszogek kozil néhany példa lathato.

Lzl B G

12. abra. A didkok altal kifeszitett sokszogek kozil néhany példa.

23. Feladat. Nyolcszoget lehet-e konstrudlni? Miért nem? (Sajdt feladat)

Megoldds. A 9 szog kozil egy szog nem lesz a cstcsa egy nyolcszognek. Azt az egy
szoget haromféleképpen valaszthatjuk meg: 1) kozéppont, 2) cstcsok, vagy 3) oldalak
felez6pontjai (13. abra). Barmelyik szoget is valasztjuk, mindenképpen marad legalabb

egy olyan szogharmas, melyek kollinearisak lesznek.

13. dbra. A 9 szogre kifeszitendd nyolcszog csicsanak nem valasztott szogek piros ponttal

jelolve.

O

Tapasztalat. Bar a diakok szamos jo otlettel alltak el6, egyiket sem lehetett preciz

indoklasnak mondani.

Sikidom fogalma

A sikidomok fogalmat hasonld, a kovetkezd alfejezetben leirtak szerinti felfedezteto
modszertannal vezettik be (Varga, 1969, [48]). A fogalom gyakorldshoz a korabbi feladatok

abrait vettik alapul.

5. 6ra: Konvexitas fogalma
Konvex és konkdv fogalmak bevezetése

A konvexitas fogalma Varga Tamas (1969, [48]) mddszertanat kovetve, a felfedezteté ma-
tematikatanitas elvei szerint kertilt bevezetésre. Jelen alfejezet az emlitett szakirodalomban

irtakat részletezi.
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»Az Ora kezdetén igy szdl a tanar a csoporthoz: Jdtszunk eqy jatékot, de a jatékszabalyt
nem mondom el. Alakzatokat fogok a tablan ldthato két téglalapba rajzolni valamilyen
szabdly alapjdn. A feladat az, hogy kitaldljatok, hogy mi ez a szabdly. A kettéosztott tabla
egyik oldalara felkeriil egy konvex, masik oldalara pedig egy konkav sikidom, majd djra egy
konvex és konkav sikidom. A didkok a tanarral parhuzamosan rajzoljak az alakzatokat a
fizetbe. Néhany példa utdn mar kérdezgeti a tanéar: Ezt hova rajzoljam? (Egyelére semleges
helyre rajzolta, egy masik tdblara.) Ha valamelyik didk javaslatot tesz, nem mondja meg
azonnal, hogy egyetért-e vele, hanem megvarja a tobbi diaktél is a helyeslést vagy az
ellenvéleményt. De azutan helyére rajzolja a sikidomot akarhogy is dolt el a vita, és a
jaték folytatodik tovabb. Ahogy egyre tobb tampont all rendelkezésre, néhany didk mar
magabiztosabba vélik a javaslataival. Az ilyen tanulok szaméra a tanar tovabbi feladatot
ad: Taldljatok ki sajdt példdkat, amelyek megfeleldk az eqyik és masik helyre!

Amint a tanar ugy latta, hogy mar be lehet vezetni a definicidkat, nevet ad a tablan
16v6 téglapoknak: konvex és nem konvex (konkav). A tanar kovetkezét kérdezi: Meg tudnd-e
mondani valaki, mit jelent az, hogy konvexr? A didkoktdl jellemzben a ,sehol sem megy
befelé” valasz érkezik. Ekkor a tanér felrajzol harom nem kollinearis pontot és megkérdezi:
Ezt hova rajzoljam? Nincs rajta horpadds, sehol sem megy belefé, tehdt konvexr? A csoportok
néhol tanacstalanok voltak, néhol megoszldé véleményeknek adtak hangot, igy a tanar
ugyanezt elismételte még néhany hasonlé példaval. Ezek a példak megalapoztak a definicio
hianyzo részletét: sziikséges az is, hogy sikidom legyen az alakzat.

Igy sz6l a tandr a csoporthoz: Jeloljik meg pirossal ennek a konvez alapzatnak valmelyik
két pontjat, és kissiik dssze vonalzoval a két pontot. Mit veszel észre? Nézziink meg eqy
mdsik konvex alakzatot is! A didkok egyontetiien fedezik fel, hogy a piros pontokat 6sszekotd
szaksz az alakzaton beliil van. Ekkor a kovetkez6t kérdezi a tanar: A nem konvexeknél
is megjelolok két pontot. Kossiik dssze! Mit vesztek észre? Nézzink meg eqy mdsik nem
konvex alakzatot!. Az 6sszekdz6 vonal egy része az alakzaton kivil megy. Jaj, itt valami
nincs rendben! Ez olyan mintha konvexr volna. Vagy csak nem jol vilasztottam meg a
pontokat? Melyik pontokat jeldjik meg, hogy ldtni lehessen, hogy nem konver? A didkok jol
iranyithatok ezen gondolatmenet mentén, probléma nélkiil valaszolnak a kérdésekre. Hdtha
a konvexeken is kivdlaszhatjuk a pontokat igy is, gy is. Probaljuk meg! A felvetést hamar
elvetik a csoportok. A tanar felrajzol egy konvex alakzatot a tabla kozepére és a fenti
gondolatmenetet a kovetkezd kérdéssel zarja: Ha valaki azt allitja errdl ponthalmazrol, hogy
nem konvex, mit mondandtok neki? Mikor hiszitek el, hogy igaza van? Milyen két pontot
kell megmutatnia a ponthalmazon, hogy bebizonyitsa az igazdat? A valasz megfogalmazasaval

rogzil a kovex és nem konvex alapzatok preciz definicidja.”
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Konvex és konkdv fogalmak elmélyitése

24. Feladat. Osztdlyozd az eddig lerajzolt sokszogeidet konvexitas szerint! Legyen a konkdv
alakzatok jele a kér, a konvexeké pedig a csillag. Lapozz vissza a fiizetedbe és rajzold bele

mindeqyik alakzatba a megfeleld jelet! (Sajat feladat)

25. Feladat. Feszits ki ketto konvex és kettd konkdv alakzatot a 9 szogon, majd rajzold
is le Oket a fiizetedbe! A rajzodon jelold a konkdv és konvex alakzatokat a megfeleld jellel.
(Atvett feladat)

Tapasztalat. A tanuldk lathatéan megértették az j fogalmakat. Sikeriilt sajat példat

rajzolniuk a konvex és konkav alakzatokhoz egyarant.

6. 6ra: Teriiletszamitas
A teriiletegység fogalmanak megeldlegezése

Az teriiletfogalom kialakitasat az elozetes ismeretekre épitettiik, igy az ora egy rovid
tanar-diak parbeszéddel indult. A tanar a kdvetkezo kérdést tette fel a csoportnak: Mit
jelent az, hogy két alakzat ugyanakkora? A didkok intutitiv valasza a ,teriiletiik egyenl6”
volt. Azonban, amikor a tanar tovabb kérdezett: Rendben. Es mit jelent az, hogy terilet?,
a didkok nem tudtak pontos valaszt adni. A tanar erre csak annyit mondott, hogy Vissza
fogunk térni erre késobb. A parbeszéd a kovetkezo tanari kérdéssel folytatodott: Mikor lesz
két alakzat ugyanolyan?. Erre a didkok a korabbi tapasztalataikbdl kiindulva azt valaszoltak:
,ha ugyanolyan”. A tanar nem tért ki matematikai tétel bizonyitasara, helyette megegyezésre
hivta a didkokat: Fgyezziink meg abban, hogy ha két alakzat ugyanolyan, akkor ugyanakkora.
Ezt kévetOen a tanar egy ujabb kérdést tett fel: Ha két alakzat ugyanakkora, az azt is
jelenti, hogy ugyanolyan? Erre a didkok ellenpélddkkal cafoltak az allitast, megmutatva,
hogy két azonos teriileti alakzat nem feltétleniil ugyanolyan.

A tanar feltette a kovetkezo kérdést a csoportnak: Hogyan dllapithatjuk meg, hogy két
alakzat ugyanakkora? Mivel a didkok nem javasoltak praktikus megoldasi médszert, a tanar
a feldarabolhatésag elvét mutatta be szemléletesen egy haromszogracs segitségével. Ebben
a megkozelitésben az alakzatokat kisebb, konnyen Osszehasonlithato részekre bontottak,
hogy bemutassdk, hogyan allapithaté meg két alakzat teriiletének egyenlésége. Az 6ran

bemutatott példat a 14. abra mutatja.
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14. abra. Haromszogracsra illesztett alakzatok, melyeken a felradabolhatosag modszerének
szemléltetése tortént. Az dbran piros hatarvonallal jelolt alakzatok teriiletének
egyenloségét ugy igazoltuk, hogy mindkettot négy darab zolddel jelolt, ugyanolyan,

egyenloszaru haromszogre daraboltuk.

26. Feladat. Feszits ki olyan sokszogeket a 9 szogon melyek ugyanakkordk, de nem ugyan-
olyanok! A sokszégpdrokat rajzold is le a fiizetedbe! (Atvett feladat)

Megoldds. A 15. abra néhany lehetséges megoldast szemléltet.

15. abra. Példa az egybevago részekre darabolhaté haromszogekrol és négyszogekrol.

l

A teriiletegység és a teriiletfogalom bevezetése

A tanar a kovetkezO kérdést teszi fel a csoportnak: Az igaz, ha egqy sokszdget fel
tudok darabolni ugyanolyan részekre, akkor ugyanakkora. De mi van akkor, ha nem tudom
feldarabolni ugyan olyan részekre? Akkor nem lehet ugyanakkora? A didkoktdl a kovetkezo
természetes valasz érkezik ,,Dehogyisnem! Kett6 sokszog lehet ugyanakkora attol még,
hogy nem lehet ugyanolyan részekre darabolni.” Ezen a ponton egyezséget kot a tanar és a
csoport, miszerint az egységoldali négyzet lesz a teriiletegység, és ehhez lesz viszonyitva
a tobbi teriilet. Tovabba megallapitjuk a kommutativitast, mint tulajdonsigot, azaz, az
alakzatokat alkoto részek teriiletei osszeadddnak, igy kapjuk meg az eredeti teriiletet.

A teriiletszamitas gyakorlasara és a modszerek elsajatitasara osszeallitottunk egy két

feladatbol allo gyakorlosort, melyet nyomtatott formaban ezen ponton kiosztottunk a
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didkoknak. A feladatlap a 27. és 28. feladatokat tartalmazta.

27. Feladat. Mekkora az aldbbi 9 szdgre illesztett sokszogek terilete? (16. dabra) (Sajdt
feladat)

(a) (b) (d)

I £

Coe @EL
(e) (f)« - ] (9)2 .
R7ANEER Rl

(m) \ (n) \IE (0) &

16. dbra. A 9 szogre illesztett sokszogek, melyek teriiletének kiszamolasdaval mélyitették el

W\
<z

a didkok a teriletszamitas kiillonboz6 modszereit.

Megoldas. Az alabbiakban lehetséges megoldasi médokat mutatunk be.

Els6 sor (feldarabolassal) . Az egy teriiletegységnyi négyzetre daraboljuk fel az
(a), (b), és(d) négyszogeket, (c)-t pedig kettd & teriileti hdromszogre és egy teriilet-
egységnyi négyzetre daraboljuk fel.

Masodik sor (feldarabolassal és kivonassal). Az (e),(f), (g) sokszogek teriilete
megkaphato a megfeleld részek, a négy teriiletegységnyi négyzetbdl vald kivonassal,
illetve az els6 sorndl részletezett feldarabolas modszerével is. Szamitunk az (h) sokszog
esetén a beforgatés médszerre, azonban ez a megoldas nem igazolhaté. Erezheti a didk
az (fel- vagy) atdarabolds médszer 1étjogosultsagat, de nem fogadjuk el megoldasnak. fgy

az (h) teriiletet az 1x2-es téglalapbdl kiindulva fogjuk megkapni a kivonds médszerével.

Harmadik sor (kivonéssal és feldaraboléssal). A (i), (j), (k), (1) sokszogek teriilete

kivondssal és feldarabolassal is szamolhatd.

Negyedik sor (kivonéassal és feldaraboléassal). Az (m) haromszog teriiletét kivondssal.
Arra szamitunk, hogy a didkok a kivonas mddszerét érzik biztosabbnak, igy esszerint
jarnak majd el. A (n), (o) sokszogek mindegyikét vissza lehet vezetni a mar korabban

megallapitott tertiletek Osszegére, illetve a kiegészités modszere is célravezeto.
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Tapasztalat. A didkok tobbségében kevés hibaval oldottak meg a feladatot. Probléma

jellemzéen a (k), (m), (n), és (o) sokszogeknél meriilt fel.

28. Feladat. Mekkora az alabbi négyzetracsra illesztetl piros sokszdg terilete? (17. dbra)
(Atvett feladat)

17. dbra. A téglalappa egészités, mint teriiletszamitasi médszer érai példaja.

Megoldas. A feladattal a teriiletszamitas egy 10j, azonban az ezt megel6zé feladatokkal
jol megalapozott mdédszerét ismerte meg a csoport. A téglalappa egészités mddszer soran
a pontracsra, négyzethalora rajzolt sokszoget olyan téglalappa egészitjiik ki, amelynek
oldalai a hal6 vonalaira esnek. Ilyenkor a kiegészito formak egy-egy téglalap felét alkoto
derékszogii haromszogek, esetleg egész négyzetek lesznek. Lathaté, hogy a 6.17 abran
24+2+641,5+2 egységnyi haromszogek és 1 egység tertiletii kis négyzet egésziti ki a (piros)
Otszoget egy 42 egység teriiletii (kék) téglalappa. Az tszog teriilete tehat 42 — 14,5 = 27,5
egység. O

Megjegyzés. Az elozo feladatra vald reflektalasként megallapitottuk, hogy a korabban
megoldott 27. feladat alakzatainak tobbsége megoldhaté a téglalappa egészités (speciélis)
modszerével is. Tovabba tudatositasra keriilt, hogy a fentebb emlitett teriiletszamitasi

eljarasok nem csak racssokszogek esetén alkalmazhatoak.

Tapasztalat. Az altalanos iskoldban nehézséget okozott a sokszog tertiletének kiszamitasa,
mig a tehetséggondozé foglalkozason konnyedén megoldottak tanari segitség nélkiil is a
feladatot.

29. Feladat. A pdroddal lapozzatok vissza a fiizetetekbe és keressétek meg a legkisebb,
legnagyobb hdromsziget, majd pedig a legkisebb, legnagyobb négysziget! (/ftvett feladat)

Megoldds. A 18. dbra szemlélteti a 9 szogre kifeszitheté legkisebb és a legnagyobb harom-,
illetve négyszogeket. Haromszogek esetén a legkisebb teriilet a %, legnagyobb a 2 teriilet-
egység. Négyszogeknél pedig az 1 és a 4 a legkisebb és a legnagyobb tertilet.

OJ
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18. dbra. A 9 szogre kifeszithet6 legkisebb és legnagyobb haromszogek, illetve a leskisebb
és legnagyobb négyszogek.

30. Feladat. Feszits ki olyan sokszégeket a 9 szogre, melyek terilete 1 és nem ugyanolya-
nok! (Atvett feladat)

Megoldds. A 19. abra szemlélteti azon harom- és négyszogeket, melyek teriilete egyenlo

1-gyel.
19. dbra. A 9 szogre feszithetd, nem ugyanolyan, 1 tertiletii sokszogek.

Olyan 6tsz0g, hatszog vagy hétszog pedig nem feszitheto ki a 9 szogii tablara, melynek
teriilete 1-gyel lenne egyenld, hiszen az alakzat minden esetben koriilfogna legalabb egy
pontot. Ezt a pontot 0sszekotve a sokszog cstucsaival, az 4, 6 vagy 7 darab haromszogre
darabolhato. A legkisebb 9 szogre kifeszitheté haromszog teriilete %, igy az eredeti 6t-, hat
vagy hétszog teriilete mindenképpen nagyobb lesz, mint 1. 0

31. Feladat. Feszitsetek ki a paroddal olyan hdrom és négyszogeket a 9 szogre, melyek

ugyanakkordk, de nem ugyanolyanok! (Sajdat feladat)

Megoldds. A 9 szogre kifeszithet6 nyolc kiilonbozé haromszog kozil a 20. abra els6 sordban
lathat6é haromszogek tertilete %, a masodik sordban lathaté haromszogek tertilete pedig 2.
Az 9 szogre feszithetd 16 kiillonb6z6é négyszog koziil a 20. abra harmadik soraban lathaté

négyszogek tertilete %, a negyedik soraban lathato négyszogek teriilete pedig 2. 0
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20. abra. A 9 szogre kifeszitheté ugyanakkora, de nem ugyanolyan haromszogek és

négyszogek.

32. Feladat. Az aldbbi szavakat a 9 szdgre feszitettiik ki. Pdroddal szdmitsdtok ki mekkora
a teriletik! (21. dbra)(Sajdt feladat)

< O < W
ENRA

21. abra. A 9 szogre kifeszitett szavak, mint tertiletmeghatarozasi feladatok.

Megoldas. A 21. abran 16vé elso sz6 teriilete 6, a masodik szo teriilete pedig 9,5 egység. [

7. 6ra: Racssokszogek teriiletének kapcsolata a racspontokkal,

racsnégyszogek
Rdcssokszogek teritiletének kapcsolata a rdcspontokkal

Az alabbi tananyagrészben egy felsématematikai tételt, a Pick tételt céloztuk megsej-
tetni az 6todik osztalyos diakokkal. A tehetséggondozé foglalkozasokon résztvevo csoportok
esetében ezen egység a tananyag részét képezték, az altalanos iskolds csoportok tananyaga-

ban azonban id6 hidnyaban ezen egységre nem kertilt sor.

33. Feladat. (Belsd racspont nélkili sokszdgek terilete és hatdrpontjai kézotti dsszefiig-
gés.) Toltsétek ki az alabbi tablazat sorait (22. dabra)! Mit vesztek észre? Fogalmazz meg

szabalyt, majd sejtésedet ellendrizd tovdbbi sokszogeken! (Atvett feladat)
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Megoldds. A 33. feladat tablazata kitoltve az alabbi képen lathaté. (22. abra) O

Belsé racsponttal nem rendelkezo sokszogek

\GIN A E N

Teriilet (T)

Raespont

(n)

Szabaly:

22. abra. Belso racspont nélkiili sokszogek teriilete és hatarpontjai kozotti Osszefliggéssel

kapcsolatos feladat kitoltott tablazata.

34. Feladat. (Belsd rdcsponttal rendelkezd sokszogek terilete és hatdrpontjai kozotti dssze-
figgés.) Téltsétek ki az aldbbi tdbldzat sorait (23)! Mit vesztek észre? Fogalmazz meg szabdlyt,
majd sejtésedet ellendrizd tovabbi sokszégeken (/ftvett feladat)

Megoldds. A 34. feladat tablazata kitoltve az alabbi képen lathaté. (23. abra)

Belsé racsponttal rendelkezo sokszégek

A4 O] |8

Teriilet 2 2 2 és fel 3 4
réc‘:;‘;ﬁ?(n) 4 4 d 6 s
récsBpe:i? (b) ! ! ! ! !

Szabdly:

23. adbra. Belso racsponttal rendelkez6 sokszogek teriilete és hatarpontjai kozotti

osszefiiggéssel kapcsolatos feladat kitoltott tablazata.

Rdcsnégyzetek teriilete

A fogalakozasi egység a racsnégyzet fogalom tisztazasaval kezdédik. A tanar a kovetkezo
kérdést teszi fel a csoportnak: Mit gondoltok mit jelent az, hogy egy alakzat racsnégyzet?.
Erre a didkoktol érkezik a természetes valasz: ,négyzet, és a csicsai racspontokon vannak”.
Ezutén tisztazasra kertil az, hogy egy alakzat akkor négyzet, ha az oldalai egyenl hossziak

és szogei derékszogek.
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35. Feladat. Hany kiilonbozé racsnégyzet feszithetd ki a 9 szégi tdbldra? (Atvett feladat)

Megoldds. A 9 szogii téblara 3 kiillonboz6 racsnégyzet feszithetd ki (24. dbra).

24. abra. A 9 szogre kifeszithetd racsnégyzetek.

O

36. Feladat. Mekkora a 9 szogre kifeszithetd hdrom négyzet teriilete? (24. dbra) (Atvett
feladat)

Megoldds. A 24. dbra sora szerinti elsé négyzet teriilete 1, a masodik négyzet tertilete 4, a

harmadiké pedig 2 teriiletegység. 0

37. Feladat. Hdnyféleképpen feszithetd ki a 9 szégre a harom kilonbézd négyzet? (24.
dbra) (Atvett feladat)

Megoldas. A 24. dbra sora szerinti elsé négyzet négyféleképpen, a 2. és a 3. pedig egyféle-
képpen feszithetck ki a 9 szogl tablan. 0

38. Feladat. Nagyobbitsuk meg a 9 szogi tablat, és probdljunk meg olyan racsnégyzeteket
kifesziteni, melyeknek terilete nem 1, 2 vagy 4 teriiletegység, hanem mds egész szam! Ne

felejtsd el ellendrizni, hogy valoban négyzetet rajzoltdl-e! (Atvett feladat)

Megoldas. A foglalkozason az 25. abrén lathaté (piros) racsnégyzet teriiletének kiszamitdsara
keriil sor, mint példa. A racsnégyzetnek 5 egységnyi a teriilete, hiszen a koré rajzolt 9

egység teriiletil (kék) racsnégyzetbdl négy olyan haromszoget vagunk le, amelynek 1 egység

a tertlete.

25. abra. A tertiletszamitas kiterjesztését szemlélteto feladat.

A 26. abra szemlélteti, hogy mennyora egész szam nagysagu tertilete lehet a meg-
nagyobbitott 9 szogli tablara kifeszitett racsnégyzetnek illetve, hogy hogyan sziikséges
lerakni a négyzetet a racspontokra. Az abra 20 tertiletegységig mutatja be a lehetséges

racsnégyzeteket.
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26. abra. A megnagyobbitott 9 szogii tablara kifeszithetd egész, maximum 20

egységtertiletli négyzetek.
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3. Melléklet: Minta egy diak munkajabdl
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4. Melléklet: Kimeneti teszt

A 9 sz06g geometriaja — Tudaspréba Név:

1. Feladat. Karikdzd be az (A),(B),(C), (D) és (E) betiikkel jelolt tulajdonsdgok kézil
azokat, melyek az adott alakzatra jellemzdek! Figyelj, mert eléfordulhat, hogy egy alakzatra

egyetlen tulajdonsdg sem jellemzd, de olyan alakzattal is taldlkozhatsz, mely esetén eqyszerre

tobb tulajdonsdg is teljestil.

8

A OO0 7o

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(A) sikidom

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(B) sokszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog

(C) négyszog
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(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(D) konvex

(E) konkav

(E) konkav

(E) konkav

(E') konkav

(E) konkav

(E) konkav

(E') konkav

(E') konkav

(E) konkav

(E) konkav



2. Feladat. Melyik besatirozott résznek nagyobb a terilete? Ird a megfeleld <, > vagy =
jelet a négyzetbe!

@ [] ) []

o (] Z []

3. Feladat. Hdny egységnégyzetnek felel meg az aldbbi hdz terilete? Ird le hogyan dolgoztdl!

4. Feladat. Kosd dssze az ugyanolyan alakzatokat!

Nl

DDBV

Miért ugyanolyanok az dsszekotott alakzatok?
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5. Feladat. Az aldbbi haromszioget rdillesztettiik eqy négyzetrdcs kilenc racspontjdra. Raj-
zolj minél tobb a hdromszoggel ugyanolyan, de a rdacspontokra mdsképp illesztett haromszo-

get!
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6. Melléklet: A bels6 motivaciéot méro kérdoiv nyitott

végl kérdéseire adott valaszokbdl kiemelt példak

Altaldnos iskolds didkok vdlaszai

Nagyon kivincsi vagyok a véleményedre! Kérlek fejezd be a kivetkezd mondatokat. \
L. Nagyon ttxaet a saiges iblds foglalkozisokben sz, hogy_Szabaickidve evaedhelterm o Savitdziam

Nagyon kivéncsi vagyok a véleményedre! Kérlek fejezd be a kovetkezd mondatokat.

1. Nagyonmuttasmgﬁ&blﬁsfaghlkozﬂs?’kbu?z,hogy ML (lé le Jzihaﬁ'tpmm m ff/rj)\i'

Nagyon kivncsi vagyok a véleményedre! Kérlek fejezd be a k&vetkem tokat. /L L/L_L *
1.  MNagyon tetszett a GeoBoardos for-lkuzlsnkbm hogy ? 7 La' a C’t a J( «)ﬁ. ,
1] 3 -

AN L ey P ok e I i 1L

B " n‘l

P gwe—n - = ——wg =

J6 lett volna, ha Oyokr‘:- CZ.CP\A s z‘j (AW k M:?Iﬂa \') =

Tehetséggondzozo folgalkozdson résztvevd didkok vdlaszai

1. Nagyon tetszett a szoges tablas foglalkozdsokban az, hogy

65{/7?0[65, kollet m}‘ﬁm a M@dc;#ﬂ{é’ira'

1. Nagyon tetszett a szbges tablas foglalkozasokban az, hogy

1. Nagyon tetszett a széges tablas foglalkozasokban az, hogy

: _ {
uzda.lma.Sg.hb mlul—' gk% hormclu! mradet Iy .

1. Nagyon tetszett a GeoBoardos foglalkozasokban az, hogy

\F\Ma— N o mmm
. i llk kb, h
M I aglion b Lk, AL

1.

1. Nagyon tetszett a GeoBoardos foglalkozisokban az. hogy

: i
o laethe  Whade  © wew  guobudie wadoLotal,
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7. Melléklet: A foglalkozasokon késziilt képek
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8. Melléklet: Nyilatkozat mesterséges intelligencia hasz-

nalatarol

NYILATKOZAT

Kijelentem, hogy mesterséges intelligencia  alkalmazast/programot  (pl.  képalkoto,
szivegalkotd) nem hasznaltam a dolgozat készitése soran. Jelen nyilatkozat aldirasaval
tudomésul veszem, hogy amennyiben bizonyithat, hogy a dolgozatot nem magam készitettem,
illetve mesterséges intelligencia alkalmazas/program segitségét vettem igénybe vagy a
dolgozattal kapcsolatban szerz3i jogi jogsértés ténye meriil fel, a Szekcio megtagadja a dolgozat
befogadasit.

Pécs, 2025. januar 28.

Aldiras

Malmos Vanessza
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