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1. Bevezetés

Linearis leng6rendszerek modellezésénél az egyik gyakran alkalmazott alapfeltételezés, a
klasszikus normal mdédusok jelenléte. Klasszikus normal mdédusoknak azokat a lengésképeket
nevezzik, mikor a sajatlengést végzs szerkezet minden pontja egy-idében éri el széls6 helyzetét
(tiszta fazis/ellenfazis a lengésképben).

Az ilyen lengést végz6 szerkezet csillapitdsanak modellezésére széles korben a Rayleigh
csillapitast alkalmazzak, amikor a csillapitasi matrixot a tomegmatrix és a merevségi matrix
linearis kombinacidjaként irjak fel. A szakirodalombdl ismeretes, hogy ennél jéval szélesebb
azon csillapitasi matrixok kore, amelyek klasszikus normal moédusokat eredményeznek.
Matrixfliggvények alkalmazasaval klasszikus normal médusokat eredményezd csillapitdsi matrix
generalhato.

A vizsgdlt frekvenciatartomanyban méréssel meghatdrozott csillapitdsi tényezd és
sajatfrekvencia adatokra illesztett regresszios fliggvény alapjan egyrészt elGallithatd a
csillapitdsi matrix explicit alakja, masrészt pedig, extrapolaciéval becslés nyerhets a csillapitasra
az outband mdédusok tartomanyara is.

A regresszalt, illetve extrapoldlt csillapitasi értékek felhaszndlasaval a végeselemes modellek
csillapitottd tehetdk.

A kutatds célja annak vizsgalata, hogy milyen mennyiségek abrazoldsa torténjen a regresszid
szamitdsahoz, milyen legyen a regresszids gorbe analitikus alakja, ez milyen reolégia modellel
leirhatd csillapitdsi mechanizmushoz koéthet6.

Esettanulmanyokon keresztil vizsgalni szlikséges a mdodszer alkalmazhatdsaganak hatarait és
lehetGségeit.

A dolgozat a kévetkez6 problémakoroket elemazi:

1. A kisérleti mérésekkel meghatarozott értékparok lehetséges abrazolasi mddjainak
attekintése.

2. Adiagramon abrazolt értékparokra illeszthets regresszids gorbék meghatdrozasi mddjainak
bemutatasa.

3. A szoba j6hetd regresszios fliggvények analitikus alakjainak és az ennek megfeleld reoldgiai
modell elemzése.

4. Kilonboz6 szerkezet tipusokra (hidak, épilletek, antennaoszlopok, gatak, daruk, stb.)
szakirodalmi esettanulmanyok végzése.

5. Milyen tipusu szerkezeteknél van értelme a mdédusok csoportositasanak?

6. A regressziot kovet6 extrapolacid lehet6ségének vizsgalata az Outband moddusok
frekvenciatartomanydra, annak érdekében, hogy a végeselemes modellek csillapitottd
tehet6k legyenek ezekre a modusokra is.



2. Linearis csillapitott lengérendszerek mozgasegyenlete

A linearis csillapitott lengérendszerek mozgasegyenlete
MXx + Cx + Kx = f(t), (1)

ahol M a tomegmatrix, C a csillapitasi matrix, K merevségi matrix és x=x(t) a leng6rendszer
modelljének altaldanositott elmozdulas koordinatdibdl alkotott n elem( oszlopvektor. f(t) a
gerjesztés. A leng6rendszer rendszermatrixa

ZA) =AM+ AC+K (2)

alakban irhatd fel. Csillapitatlan esetben (C=0) (2) sajatértékei 4; = jw; (i = 1,2...n) komplex
mennyiségek, ahol w a csillapitatlan sajatkorfrekvencia. Csillapitott esetben ez A; = §; +
jv; (i = 1,2 ...n), ahol § a csillapitdsi faktor, v pedig a csillapitott sajatkorfrekvencia.

Ismeretes, hogy szimmetrikus, csillapitismentes rendszereknél a Z(1) = A1*M + K

rendszermatrix A; sajatértékei tiszta képzetes mennyiségek, és 1,,; = —4; (i =1,2,...,n) -
A%, = A7 = —Q?% miatt n szdmU «; linedrisan fiiggetlen sajatvektor Iétezik, melyek megfelels

normalassal valés elem( vektorokkd tehet6k. Ezekbél a sajatvektorokbdl képezett ¢p = [¢;]
modalmatrixszal végzett ekvivalens transzformacié egyidejlileg diagonalizdlja az M, K
matrixokat. Az ilyen csillapitatlan rendszerek lengésképeit a szakirodalomban normdl
modusoknak, vagy klasszikus normdl mddusoknak nevezik. Normal médusok azok a
lengésképek, melyeknél a sajatlengést végzd szerkezet minden elmozdulds-koordinataja
egyidSben éri el szélsé helyzetét, |étezik alléhulldam a lengésképben.

Csillapitott rendszerek klasszikus normal médusainak fogalmat Lord Rayleigh (1877) vezette be,
bebizonyitotta, hogy csillapitott rendszereknek is |étezhetnek klasszikus normal mdédusai. llyen
eset példdul az un. proporciondlis csillapitas, amelynél a C csillapitdsi matrix az M tomegmatrix
és a K merevségi matrix linedris kombinacidja, tehat kielégiti az alabbi egyenlGséget:

C =aM + K. (3)

A fenti egyenletet nevezziik Rayleigh-féle csillapitasnak, ahol o, B anyagjellemz6tél fligg6 skalar
konstansok.

Caughey és O’Kelly (1965) [1] bebizonyitotta, hogy a klasszikus normal modusok |étezésének
szilkséges és elégséges feltétele, hogy az egyltthatdmatrixokra teljesiljon az dn.
felcserélhetségi relacid.

M~'C)- (M'K) = (M™'K) - (M~'C) (4)
CM K = KM™C (5)

Feltéve tehat, hogy a rendszer egylitthatd matrixaira teljesll ez az egyenlGség, elvégezhet6 az
eredeti x elmozdulds koordinatdkon a modalis koordinata-transzformacio
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x = dq. (6)

Behelyettesités utan a szimmetrikus, klasszikus normdal moddusokkal rendelkezé rendszer
mozgdsegyenlete

M®g + CPq + KPq = f(t), (7)

ezt beszorozva ®'-vel
OTMPG + PTCDG + PTKDqg = ®Tf(t) (8)

alakra jutunk, ahol:

®"MP =E, (9)
PTCPD = (-26;), (10)
PTKD = (Q?) = Q?, (11)
DTF(L) = £ (O). (12)

A q elmozdulds-koordinatak altal kifeszitett teret modadlis térnek szokas nevezni.

Caughey (1960) [2] bebizonyitotta, hogy ezek a normal médusok megegyeznek a csillapitatlan
rendszer moédusaival. , Csillapitott rendszer esetén a klasszikus normal mdédusok |étezésének
szilkséges és elégséges feltétele, hogy a csillapitasi matrixot ugyanaz a transzformdcié
diagonalizidlja, amelyik csatolasmentesiti a csillapitasmentes rendszert.” Az
egyltthatomatrixokra nézve elégséges feltételt fogalmazott meg: ,Csillapitott rendszerek
esetén a klasszikus normal médusok létezésének elégséges feltétele, hogy az M~1C szorzat
kifejezhetd legyen M~1K hatvanyaival az alabbi sor alakjaban”:

w n-1 , (13)
M7C=)" Y gy (M K)n.

Adhikari (2000) [3] értekezésében a proporcionadlis csillapitas tovabbi altalanositasat javasolja,
és igazolja, hogy az aldbbi mddon generalt csillapitasi matrixok is kielégitik a felcserélhetGségi

relaciot:
C=Mf,(M™K), (14)
C=Kf,(K M), (15)
C=Mfi(M'K,K~'M) + Kf,(M™'K, K~ M), (16)
C=f;(KM ', MK-)M + f,(KM~', MK~ ")K, (17)

ahol f,(), 20), f30), fo() analitikus, azaz sorbafejtheté matrixflggvények.
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A modalis jellemz8k és a csillapitasi matrix kapcsolatanak vizsgdlatahoz tekintsik az Adhikari
szerinti

C = Mf,(M'K) (18)

Osszefliggést. A modalis térbe transzformdlt rendszer mozgasegyenletének 0Osszefliggései
alapjan M, M~ 1, K helyébe helyettesitsiik be a sajatértékekkel és a sajatvektorokkal kifejezett
alakjukat, mds néven spektralfelbontasukat:

C=0 "o (P> TQ2P™ 1) = o T 1f, (PQ2P1). (19)

Az igy megadott C csillapitasi matrixot transzformaljuk a modalis térbe, azaz szorozzuk meg
balrél @ T-vel és jobbrél ®-vel:

OTCP = dTd T 1f, (PQ2D 1) D. (20)
Az f1 (®Q2P~1) spektralfelbontasbdl emeljiik ki @, @~ tényezbket, ekkor:
PTCh =dTo To 1df,(Q2)P 1 = f,(Q?). (21)
A modalis csillapitasra vonatkozé @7 C® = (—26;) 6sszefliggést behelyettesitve az

(—26;) = f1(2?) (22)
egyszerU Osszefliggést kapjuk. Ez tételszerlien megfogalmazva a kdvetkez6t fejezi ki [10]:

»Klasszikus normal modusu, egyszeres sajatértékekkel rendelkez6 szimmetrikus rendszerek
—26; modalis csillapitasa egyenl6 az dltaldnositott Rayleigh csillapitdsi mdtrixot generdld f;(.)
fliggvény helyettesitési értékével az ﬂiz csillapitatlan sajatkorfrekvencia négyzetének helyén.”

A dolgozat célja az f, generald flggvény mérési adatok alapjan torténé meghatarozdsa. Ennek
soran vizsgaljuk a célszerld abrazoldsi moddokat, a regresszalasi feladathoz célszerd
koordinatarendszer megvalasztdasat. Megvizsgalom az egyszer( reoldégiai modelleket, és azok
altalanositasait, csoportositasi lehetGségeiket. Célszerlien valdés anyagmodell alapjan
generalhatd regresszids fliggvény segitségével prébalom identifikalni az esettanulmanyok soran
a csillapitasi matrixot generald f; (.) fuggvény alakjat.

Kitérek tovabba a médusok csoportositasara, globalis regressziés fliggvényt kell-e alkalmazni, az
Osszes mért mddus adatait figyelembe véve, vagy elvégezhet6-e a regresszido kiulon-kilon
maodustipusonként.



3. Kisérleti mérésekkel meghatarozott értékparok lehetséges
abrazolasi mdédjainak attekintése

A generdld flggvény identifikdcidjahoz célszer(i alkalmas koordindtarendszert vdlasztani. A
csillapitas és a sajatkorfrekvencia kapcsolatanak dbrdazoldsara a szakirodalomban az (Qi;fi)

(csillapitatlan sajatkorfrekvencia és a Lehr féle csillapitas), illetve mérésekkel meghatarozott
sajatfrekvenciak esetén az ezt kozelité (v,;&) (csillapitott sajatkorfrekvencia és a Lehr
csillapitas) dbrazolasa terjedt el (1. abra). A csillapitas jellegének abrazolasa és megitélése
szempontjabdél a 2. dbra szerinti kedvez6bb abrazoldsi mddokat javasolom, amikor a
csillapitatlan sajatkorfrekvencia-négyzet fliggvényében a modalis csillapitdst abrazolom.
Példaként méréssel meghatarozott adatsort [4] masoltam be, ennek részletes ismertetésére az
esettanulmanyok soran térek ki.

0035 L S S SR R :
—+— hending : :
D|:|3 L = tDrSICII"I ...... ......... ......... ........ .
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0015

Damping ratio [%)]

0.1

0.005 5 i - ' ' i
0 10 20 30 40 a0 B0
Frequency [radis]

1. dbra Lehr-féle csillapitds a frekvencia fliggvényében
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2. dbra Javasolt dbrdzoldsi mod d(jw)=f(w) és d(jw)=f(w2)

A (22) szerinti f;(.) fuggvényt a tovdbbiakban d(jw)-val (modalis csillapitas) jeloljuk. A
sajatkorfrekvencia-négyzet fliggvényében abrazolt modalis csillapitds Rayleigh csillapitas esetén
linearis, sokkal egyszerlbben illeszthets rad regresszids fliggvény, mint a klasszikus abrazolasi
esetben.



4. Linearis viszkoelasztikus modellek vizsgalata

Ebben a fejezetben egyszer(i és Osszetett viszkoelasztikus reoldgiai modelleket vizsgalok
részletesen, ugyanis a csillapitdsi matrixot generdlé fliggvényt a megvaldsithaté anyagmodellek
korében keresem. Az egyes modellek veszteségi tényez6jét és  csillapitdsat
frekvenciatartomanyban csak a kés6bbi fejezetben targyalom, ennek a fejezetnek a célja az
anyagmodellek differencidlegyenleteinek és atviteli fliggvényeik meghatarozasa.

A reoldgia a deformacidk és a deformacié-sebességek, valamint az 6ket el6idéz6 er6k, vagy
terhelések, kiilonb6z6 kilsé kortilmények (nyomas, h6mérséklet) kozotti torvényszerlségekkel
foglalkozik. Dolgozatomban a modellek paramétereinek hémérsékletfliggését nem vizsgdlom.

A viszkoelasztikus sz6 a viszkdzus és elasztikus szavakbdl ered, tehat az ilyen anyag egyszerre
rendelkezik mindkét tulajdonsaggal. A reoldgiai modellek mechanikai viselkedésének
szemléltetésére és a differencidlegyenlet felirdsdt megkonnyitendd, a linearis elasztikus
rugdkbdl és linearis viszkdzus csillapitdsokbdl 6sszeallitott mechanikai rendszerek alkalmazasa
terjedt el. A reoldgiai modelleket a szakirodalomban [5] konstitucids egyenletiikkel adjak meg,
ami a fesziltség és megnyulas leirdsdra alkalmas differencidlegyenlet. Az egyenletekben a
fesziiltség (o) és a megnyulds (€) derivaltjai is szerepelnek, melyeknek egylitthatéi a modell E és
n paramétereinek kombinacidi, ahol E a rugalmassagi modulusz és n a viszkozitasi tényez6. A
konstitlcids egyenlet altalanos megadasa szerint a feszliltséget és derivaltjait a baloldalra, a
megnyulast és derivaltjait pedig a jobboldalra rendezziik.

A modellek vizsgdlata sordn a konstituciés egyenletek felirdsan tul, meghatdrozom a modell
operator tartomdanyban felirt atviteli fliggvényét, ami o és & Laplace-transzformaltjainak
hanyadosa. A szakirodalomnak megfeleléen [6],[7] ezt 9/, alakban keressiik, ami mechanikai
analdgia reciprokaként definialja az atviteli fliggvényt, a dolgozat soran én is ezt a mddszert
kovetem, ugyanis igy megegyezik a komplex rugalmassagi modulusszal

O]
Z(s) = ) (23)
A komplex rugalmassdgi modulusz az atviteli fliggvény frekvenciatartomanybeli
reprezentacidjanak felel meg, melynek valds része a tarolasi modulusz E'(jw) = Re(Z(jw)), a
képzetes része pedig a veszteségi modulusz E"(jw) = Im(Z(jw)) a korfrekvencia
figgvényében. Ez alapjan tehat felirhatjuk a komplex rugalmassagi moduluszt a kovetkezé
alakban:

Z(jw) = ch(j)) = E'(jw) + E" (jw). (24)



4.1. Egyelemii alapelemek

A modellek felépitésekor két alapelem kombindcidit haszndljuk tetszélegesen bonyolult
strukturak felépitésére. Az alapelemek, ahogy a bevezetésben emlitettiik a linearis elasztikus
rugd, mas néven Hooke-test, és a linedris viszkdzus csillapitas, a Newton-test.

4.1.1. Linearis elasztikus rugé

A konstiticidés egyenletében az E merevségli linearis elasztikus rugd teremt kapcsolatot a
fesziiltség és megnyulas kozott:

o=F-¢. (25)

A modell fesziiltség hatasara azonnal megnyulik, és a terhelés ideje alatt tartja konstans
megnyuldsat, ami az egyenlet alapjan E-vel aranyos. A terhelés megsz(intekor azonnal visszatér
az eredeti dllapotdba.

E
(e
— - —
lep

3. dbra A Hooke test modellje

Az atviteli figgvény és a komplex rugalmassagi modulusz kénnyen kifejezhet6 a konstitucids
egyenletbdl:

) . :
Z(s) = % —E, Z(jw) = % = E. (26)

4.1.2. Linearis viszkdzus csillapitas

A modell alapja egy viszkézus folyadékkal toltott munkahenger, mely fesziiltség hatdsara
megnyulik. A megnyulas id6 szerinti derivaltja, az alakvaltozas sebessége aranyos a
fesziiltséggel. Nagyobb fesziltség esetén gyorsabb a megnyulds, ez a jellemz6 viselkedés a
legtobb folyadékra. Az aranyossagi tényez6 a folyadék viszkozitdsa. A konstitucids egyenlet id6
és operatortartomanyban a kovetkez6.

é=%0—> o =né o0 =S5"1n¢E (27)

Az Aatviteli fluggvény és a komplex rugalmassagi modulusz ez alapjan. Ahol j a komplex
egységvektor.

2() =22 =5 Z(jo) =1 jo (28)

n

4. dbra A Newton test modellje



4.2. Kételemii egyszerii modellek

A két alapmodell kombindcidja 0Osszetett reoldgiai modellt eredményez. Két modellt
emlithetlink itt, az elsé a jellemz&en elasztikus viselkedés(i Kelvin (Voigt) modell, a masik a
viszkdzus tulajdonsagi Maxwell modell.

4.2.1. Kelvin modell

A modell egy parhuzamosan kotott rugd és csillapitas rendszere. A modell a 6. dbran lathaté
elrendezést reprezentalja, az eredd fesziiltség a két ag fesziiltségeinek Osszegeként all eld, a
megnyulas pedig azonos mindkét elemen.

o
Ul
n
5. dbra A Kelvin (Voigt) test modellje
1 . 1
€ =0y s=;az; o = 01 + 0y. (29)

Behelyettesitve és o-ra rendezve megkapjuk a modell konstitlciés egyenletét id6 és operator
tartomanyban:
o =Ee+né, (30)

o(s) = Ee(s) + s - ne(s). (31)

Az atviteli fuggvény felirasakor észrevehetjik, hogy ez a Hooke-test és a Newton-test atviteli
fliggvényének Osszege, ezt a felirasi mddot részletesen bemutatom a fejezet késébbi pontjaban:

ZKelvin(S) = % =E+s-n= ZHooke(S) + ZNewton(S)r (32)

Z(jw) =E+1n jo. (33)
4.2.2. Maxwell modell

Egy sorosan kotott rugalmas elem és egy csillapitdas segitségével modellezhets, az eredd
megnyulas a két elem megnyuldsanak 6sszege, mikézben a fesziiltség azonos a modell elemein.

E
oy UWWU

& &,

n

6. dbra A Maxwell test modellje

. 1
& ==0; €2=;O'; £E=¢& + &, (34)
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A konstitucidés egyenlet a behelyettesités utan a mar megszokott médon id6 és operator
tartomanyban

0+%d=r]é, (35)
0(1+%-s)=£n-s, (36)

ebbdl képezhetd az atviteli fliggvény és komplex rugalmassagi modulusz a kovetkezé

Z(s) =2 =15 . g(jw) =1 (37)

T 14 n;
£(s) 1+Es 1+E jw

alakban. A tarolasi és veszteségi modulusz felirdsahoz a komplex tagoktdl mentesiteni kell a
nevezG6t, amit a nevezd konjugaltjaval vald beszorzassal tehetiink meg:

) n-jw 1—g-jw n-jw-(l—%-ja)) n-jw+§a)2
260 = e e ™ @ @ -
n? 2 .
E’(](U) = RE(Z(]G))) = ﬁ(;zwz; E”(i(u) = Im(Z(/cu)) = #{ng (39)

4.3. Harom vagy tobb elemet tartalmazo 6sszetett modellek

A kovetkez6 pontokban két javasolt eljarast mutatok be tetszéleges szamu elemet tartalmazé
modellek esetére. Harom vagy tObb elem esetén a differencidlegyenlet megadasa a
feszliltségek és megnyulasok alapjan felirhaté linearis egyenletrendszer segitségével egyre
bonyolultabba valik. A médszereket a harom elemet tartalmazé standard solid és standard fluid
modelleken, valamint 4 elemet tartalmazé altaldnos Maxwell és Kelvin modelleken mutatom
be.

4.3.1. Haromelemi modellek

Osszesen 4 darab hadromelemd modell hozhaté |étre az alaptagokbdl, a modelljeiket a 7. dbran
[athatjuk:

(a) — —_— (b) —— — —

(c) — — h— (d) — —

7. abra Haromelem(i modellek
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A haromelem( modellek rendre a kbvetkez6ek: (a) standard solid I. modell, (b) standard solid Il.
modell, (c) standard fluid I. modell és (d) standard fluid Il. modell. Az (a) és (b) modellek un.
solid modellek, ami azt jelenti, hogy jellemz&en rugalmas viselkedésliek, terhelés hatasara
azonnal elasztikus anyagként reagalnak, és a terhelés megszlintével visszanyerik eredeti
alakjukat. A (c) és (d) fluid modellek, viszkdzus jellegliek, a terhelés megjelenésekor viszkdzus
csillapitéként reagdlnak, és az alakjukat nem nyerik vissza a terhelés megsz(intével.

4.3.2. Altalanos Maxwell és Kelvin modellek

Még Osszetettebb modellek hozhatdk létre tobb és tobb elem felhasznaldsaval. Altaldban a
komplex viszkoelasztikus modellek a szakirodalomban vagy daltalanositott Maxwell-testek, vagy
altalanositott Kelvin-testek [5], [11].

[o

E, E
E n
— - ~ 11—
L L

1, 1,

8. dbra Altaldnos Maxwell modell (fent) és dltaldnos Kelvin modell (lent)

Az altalanos Maxwell-test tetsz6leges szamu parhuzamosan kapcsolt Maxwell elembdl éplil fel,
ezek mindegyike egyedi paraméterekkel rendelkezik. Ezekkel parhuzamosan kétve szerepelhet
még csillapitas és rugd. Rugd hianyaban a modell fluid tipusd rendszerek modellezésére
alkalmas, a rugdval pedig solid tipusi modellt kapunk.

Az altalanositott Kelvin modell N darab sorosan kapcsolt Kelvin elembdl all (Kelvin-lanc) [5]. A
modell szintén alkalmas egyarant fluid és solid rendszerek modellezésére. Ha a sorosan kapcsolt
rugoét kivesszik a lancbdl fluid modellt kapunk, ha a viszkdzus csillapitd elemet tavolitjuk el solid
modellt kapunk.

Altaldnossagban jogosan feltételezhetjiik, hogy minél tdbb elemet tartalmaz a modelliink, annal
pontosabban képes modellezni valds anyagok viselkedését. Azonban ez azt eredményezi, hogy
komplexebb modell esetében tobb paramétert kell kisérleti Gton meghatdroznunk. A
paraméterek meghatarozasa novekvs elemszam mellett egyre nehezebb, gyakorlatilag ez szab
hatart a modell pontossaganak.
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4.4. Konstitucids egyenletek felirasa atviteli fiiggvény segitségével

A Kelvin modell egyenleteinek felirasa soran utaltam arra, hogy a modell atviteli fliggvénye
felfoghatd az 6t felépité elemek atviteli fliggvényének kapcsolasaként. Kétféle kapcsolast
kiilonboztethetlink meg, elemek soros és parhuzamos kapcsolasat.

A pdarhuzamosan kapcsolt elemek eredd atviteli fliggvénye egyenlé az atviteli figgvények
Osszegével. Soros kapcsolds esetén az eredd atviteli fliggvény reciproka egyenl6 az egyes
elemek atviteli fliggvényeinek reciprokanak 6sszegével:

€parhuzamos (S) = Z1 (S) + ZZ (S) éS (40)
N S IPAGEAO)
Zesoros(s) S () Z(9) - Zesoros (S) Z1(8)+Z5(s)’

(41)

A mddszer analég a mechanikdban alkalmazott rugdkapcsoldssal, vagy a villamos technikaban
az admittancia halézatok mddszerével.

Az atviteli flggvény datrendezésével konnyen megkaphatjuk az operdtoros konstiticids
egyenletet, amit £~ transzformalva megkaphatjuk a modellt leiré differencidlegyenletet.

Miel6tt a harom és négyelem( modellekre tériink, ldssuk be a mddszert az egyszerld Maxwell-
testre, ami egy Hooke-test és egy Newton-test soros kapcsolasa

_ Zu(s)zZn(s) _ Ems _ ms _o(s)
Zu(s) = Zu()+Zn(s)  E+ms  14is e(s) (42)

A 4.2.2. pontban a differencidlegyenlet alapjan felirt atviteli fliggvény megegyezik az ezzel a
maddszerrel felirt egyenlettel. Keresztbe szorozva az egyenl6séget megkapjuk a konstitucids
egyenlet operdatoros alakjat, majd visszatranszformadlva az id6tartomanybeli egyenletet:
a(s)+%-0-s=s-n-s és (43)
o+ %d’ = n¢. (44)
Az atviteli figgvény és konstitucids egyenlet egymadsbdl kifejezése ezen az egyszerl példan
lathatéan mindkét irdnybdl jarhatd at, azonban ne felejtsiik el, hogy bonyolultabb modellek
esetén a differencidlegyenlet felirdsa sokkal nehezebbé valik.

4.4.1. Haromelemi standard solid I. modell egyenlete

A modell egy Kelvin-test és egy elasztikus Hooke test soros kapcsoldsa. Ez alapjan az eredd

atviteli figgvény felirhatd a mar emlitett modon:
Zg'Zy _ E1(E;+n's) _ E1E;+nE;s _ o(s)

Ze (S) - Zg+Zy - E1+E>+1's - E1+E>+n's - e(s)’ (45)

amibdl a konstitlucios egyenlet operator és id6tartomanybeli alakja szamithato:
o+ 550 S = E]ii:z £+ Erfzz £-s (46)
c+—1 =224 0 s (47)

Ei+E,  Eq+E, E1+E,
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4.4.2. Altalanos Kelvin modell felirdsa négy elemmel

A modellt két Kelvin-testek soros kapcsolasaként irjuk fel, az eredé atviteli fliggvénye:

Z,(s) = ZKyZKy — (E1tn1:5)(Ea+m2°s) _ E1Ep+(Eq12+E3n1) S+ 175> (48)
€ Zg,1t+Zk, E1+11'S+Ez+132°S E1+Ez+(M1+12)'s '

Felhasznalva, hogy Ze(s)zg, felirhatjuk a mar bemutatott mddon az operatoros és

id6tartomanybeli konstitucids egyenletet:

+ E E E +E
o_+771 nZO"SZ 1Eb2 1M2+E27M1 s+ N1M2 8'52, (49)
E1+E; E1+E; E1+E, E1+E,
+ . E+E; E +E. . .
O_+771 leo_ — f1f2 € 112 27118 N1M2 £ (50)

4.4.3. Altalanos Maxwell modell felirasa négy elemmel

A modellt alkossa két parhuzamosan kapcsolt Maxwell-test, az atviteli fliggvény ekkor:

n1n2 (E1+E2) 2

Z (s) _ Z + Z 1S n2's (771+7]2)-S+ E1E; N _ O'(S) (51)
e - “My Mz =™ [ M, M2.. — L, E1mp+Epna _ MMz, o
1+E15 1+E25 1+ FiE, s.ElEzs £(s)

Felirva ez alapjan a konstitucios egyenletet a szokdsos formaban:

E. +FE. ‘(E1+E
o+ 172 27710__S+7717720__Sz:(n1+n2)€_s+7)1772(1 2)6'52 (52)
EqE; E,E; E1E;
Eina+ExNy . |, NNz . _ ., MmNz (E1+E3) ..
o+ 5E O + 5.5 0 = (L +1n)é+ pE, (53)

Az atviteli flggvény ezen meghatdrozasi formdja akkor vezet célszerl, ha a teljes rendszer
felbonthatd nagyobb ismétl6d6 alrendszerek kapcsoldsdra. A formadlis egyenlet-atalakitasok
megkonnyitésére bonyolult struktira esetén célszerl szimbolikus matematikai szoftvert
alkalmazni.

A kovetkez6 bemutatandd mddszer egy ennél még hatékonyabb eszkézt ad a keziinkbe a
rendszer leirasahoz.

4.5. Konstitucios egyenletek felirasa a rendszermatrix segitségével

Ebben a pontban bemutatom, hogy irhaté fel egy tetsz6leges rendszer konstitlcids egyenlete a
viszkozitdsi és rugalmassdgi modulusokbdl képezett matrixok segitségével. A feladat analdg a
linearis leng6rendszerek rendszermatrixanak meghatdrozasi mddjaval.

A differencialegyenlet felirasdhoz most az atviteli fliggvény inverzének operatoros alakjat fogjuk
felhasznalni, ennek kiszamitasi mddja eltéré az el6z6en bemutatott mddszert6l. A megoldashoz
keressiik az I'-val és W-vel jeldlt rugalmassagi modulusokhoz és viszkozitasi tényez6khoz tartozé
matrixokat. A matrixok a modell alapjan irhatok fel, az abban szerepl6 fliggetlen elmozdulasok
segitségével. I' és W kvadratikus n*n méretl matrixok, ahol n a rendszer szabadsagi foka.
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A modellek felirasakor ugy tekintjik, hogy az egyik szabad végéhez a koordinatarendszerhez
rogzitett €y elmozduldsa tartozik, a masik vég koordinatdjat pedig célszerlien a matrixok (n,n)
eleméhez tartozé elmozdulasnak valasztjuk meg, ugyanis itt kapja a modell a gerjesztést.

Elsé lépésben meghatdrozzuk a modell alapjan T' és W matrixokat, majd ebbdl képezziik a
modell rendszermatrixat a kovetkezd alakban:

Z(s)=s"W+T. (54)

A Z(s) rendszermatrix inverze az un. atviteli matrix, jelélése H(s). Mivel a rendszermatrix elemei
s flggvényei, azért a rendszermatrix inverzét formalis mdédon képezzik. Az inverz matrix
formalis meghatdrozdsa soran a MATLAB Symbolic Math Toolboxanak fliggvényeit haszndltam
fel.

Ha a modell szabad végének elmozduldsat a matrixok (n,n) eleméhez vettiik fel, akkor az atviteli
matrix (n,n) eleme megegyezik a modell atviteli fliggvényének inverzével:

H(s) = Z7'(s), (55)

Han(s) = Z74(s) = 532, (56)
A reoldgiai modelleknél haszndlt atviteli fliggvény meghatdrozdsakor a mechanikai analégia
reciprokaval dolgoztam [6], a komplex rugalmassagi modulusz konnyebb meghatarozasa, és a
tovabbi szamitasok egyszer(ibbé tétele miatt. Az atviteli matrix alapjan adédd mechanikaival
analog atviteli figgvény igy a reciproka az daltalam haszndltnak. Konzekvensen tovabbra is a
reoldgiai modellek atviteli fliggvényét haszndlom, nem a mechanikai analégidbdl kovetkezé
alakot.

A modszer [épéseit és szemléltetését a kett§, harom és négyelem( modelleken mutatom be; a
négy elemet tartalmazé daltaldanos Maxwell modell esetén az invertalandd rendszermatrix 3*3
méretd, a tobbi esetben 2*2, amik igy kdnnyen ellenérizhet6ek kézzel is.

Hooke-test, Newton-test és Kelvin-test esetén a modellek szabadsagi foka 1, ezért a matrix
egyenlet helyett egyszerU skaldregyenletet irhatunk fel, ezért ennek felirasatdl eltekintek.

4.5.1. Egyszeri(i Maxwell modell

Tekintstk a 9. abran lathato elrendezést.

_ E 7

$o— ~

g, & &

9. dbra Egyszerii Maxwell modell és az elmozduldsok
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Legyen a modell rogzitett végén &, elmozdulds 0, a rugd utan &; és a modell végpontjan a
csillapité elem utdn &, az elmozdulas. A rendszer szabadsdagi foka 2, tehat egy 2*2 méret(
rendszermatrix felirdsa a cél. A rugalmassagi modulusok I' matrixanak felirasakor a rug6zé
elemeket, mig a viszkozitasi tényez6k Y matrixanak felirasakor a csillapitasokat vessziik
figyelembe.

Azon elemek, amik az g és g, kozott talalhatdk, jelen esetben egyetlen rugd, a matrixok (1,1)
elemébe kerlilnek pozitiv elGjellel, azok az elemek, amik az €; és &, kdzo6tt taldlhatdk, a matrixok
(2,2) elemébe keriilnek pozitiv elGjellel. A vonatkoztatdsi rendszerrel, €0-val, kozvetlenil
kapcsolatban allé elemek tisztan a féatldba keriilnek pozitiv elGjellel, mig azon elemek, amik
nem kapcsolédnak kozvetleniil a vonatkoztatdsi rendszerhez a f6atldba pozitiv el6jellel kertilnek
az Osszekotott pontoknak megfelel6 helyre, és ezen kival a f6atldba keriilt elemek
metszéspontjaiba negativ elGjellel. Lassuk ezt a fent bemutatott Maxwell modellen:

r= [g 8 és W= [—nn _nn] (57)

A rugd a vonatkoztatdsi rendszerhez és az 1 ponthoz kapcsoldodik ezért a f6atlé elsé helyén
jelenik meg, a csillapitds pedig az 1 és 2 pontokat koti Ossze, igy a f6éatloban pozitiv elGjellel
szerepel mindkét helyen, az elemek talalkozasi pontjaban pedig negativ eldjellel.

Képezziik ebbdl a rendszermatrixot a mar emlitett Z = W - s 4+ I' mddon:

E+n-s —-n-s

Z(s) = —n+s  ns| (58)
Ha invertdljuk a rendszermatrixot, akkor megkapjuk az atviteli matrixot:
11
H(s) =Z71(s) = i i . (59)
E Ens

Az invertalashoz a MATLAB Symbolic Math Toolboxat hasznalom fel, amiben a sym(...) metddus
segitségével definidlhatjuk a matrixunkat és az inv(..) metddus segitségével invertalhatjuk
azokat. A feladathoz megoldasahoz tartozé6 MATLAB kéd megtalalhato a fliggelékben.

Mivel a modell végpontjanak, és a gerjesztés helyének a 2. pontot valasztottuk, ezért a matrix
(2,2) eleme szolgaltatja a modell atviteli figgvényének inverzét:

E+n's @
Ens  o(s)

Z7N(s) = (60)

Ezt atrendezve megkapjuk a modell konstitlcids egyenletét operator és idGtartomanyban. Az
igy kapott differencidlegyenlet megegyezik a korabban felirt egyenlettel

a+%a-s=ne-s, (61)

0'+%a' = né. (62)
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4.5.2. Standard solid I. modell

AT
I,

& E, & &
10. abra Standard solid I. modell

A modell szintén két szabadsagi fokkal rendelkezik, ehhez 2 fliggetlen elmozdulas tartozik. A 2.
pontot és ezzel e,-t célszerlien tovabbra is a modell gerjesztett végével tarsitjuk. Az el6bb
bemutatott minta szerint irom fel a I' és ¥ matrixokat:

E2 + E1 _El] , T’ 0
[ _E, E, és [0 0 (63)

A rendszermatrix ekkor

E,+E,+n-s —-E
Z(s)=‘P-s+I‘=[2 L 1 El] (64)
—Lq 1
alaku, ennek inverzeként megkapjuk az atviteli matrixot:
1 1
— Ei+1m-s Ei1+7m's
H(s)=Z7(s) ="} E1+1Ez+77's . (65)
E1+7]'S E1E2+E17}'S
Ekkor H, ,(s) = ialapjén felirhatd a konstitucids egyenlet:
E{+Ey+n's _£ (66)
E1E2+E17')'S o
o+ o5 =1 L} (67)
E1+E2 E1+E2 E1+E2
c+—1 =222 4 0 s (68)
E1+E, E1+E, E1+E;

A tovabbi haromelem( solid és fluid modellek egyenleteinek levezetését a fliggelék F2 pontja
tartalmazza.

4.5.3. Altalanos Kelvin modell négy elemmel

1 2

EI E:
s
a
—9—
s p & 7 £
11. dbra Altaldnos Kelvin modell
A rugalmassagi modulusz és a viszkozitasi tényez6k matrixa:
E,+E, —E 3 + -
r=|" 2 2] és w— [771 M2 le]' (69)
—E, E, —12 M2
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A rendszermatrix ekkor:

Ex+E;+(Mi+m)s —E;—mys
Z(s)=‘l’-s+[‘=[1 . (70)
—E; =125 Ey+my-s
A rendszermatrix inverzeként megkapjuk az atviteli matrixot:
1 1
_ -1 _ E1+T’1'S E1+T’1'S
H(s)=2"(s) = 1 Eq+Ex+(M1412)'s (71)
Ey+11'S  E1Ez+(E1n2+E2N1)'S+1172°52
Ekkor H, ,(s) = galapja'n felirhaté a konstitucids egyenlet:
E1+E3+(M1412)'s _£ (72)
E1Ep+(Eqna+E2n1)-s+m1M2s2 o
+ 771+le0_ .5 = E1Ep E1le+527118 s+ Mz ., g2 (73)
0_+7I1+7720-_ — 55 €+E1772+52771é+ N172 g (74)
E1+E, Ei+E, E1+E, E1+E,

4.5.4. Altaldnos Maxwell modell négy elemmel

=

12. dbra Altaldnos Maxwell modell

A modell ez esetben 3 szabadsagi fokkal rendelkezik, ez azt jelenti, hogy a rugalmassagi
modulusz és a viszkozitas matrixa 3*3 méretd lesz. A modell gerjesztett vége a 3. pont.

A rugalmassagi modulusz és a viszkozitasi tényez6k matrixa:

E, 0 0 n2 0 —12
= 0 E1 0 és P = 0 Nt - (75)
0 0 O M2 —M1 M1t
A rendszermatrix ekkor:
Ey+1my-s 0 —MN2*S
Z(s) =¥ -s+T = 0 El+n,-s —1Ny°S (76)
—Nz"S —Nni's  (Mtn)-s
A rendszermatrix inverzeként megkapjuk az atviteli matrixot, melynek a (3,3) eleme:
H(s) = Z7(s) (77)
E1Ep+(E1n2+E3n1):5+1,1p°5> £
H — fabatlEy _£
3‘3(5) E1E;(N1+72)s+11M2(E1+E2)'s2 @ (78)
EinatExn. MmNz . .2 _ . nanz(E1+E) | 2
o+ ~g °°S + 550 S = (M +nx)e-s+ — g &S (79)
Eina+Exny . | MaN2 .. ., Mz (E1+Es) ..
o+ e, O + 5.5, 0 = (1 +1n)é+ ~hE & (80)
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5. Szerkezet tipusok csoportositasa és a csillapitasi mechanizmus
vizsgalata

Az eddigi eredményeket alapul véve, felirhatdé egy altalanos differencidl egyenletet
tetsz6legesen sok elemet tartalmazé reoldgiai modellre:

D00 + P16 + P20 + p36 + pacV + - = qoe + q1€ + @28 + q3E + qus’V + - (81)

A konstitucids egyenletben a po paramétert a szakirodalom szerint altalaban 1-nek valasztjak
meg [5],[6]. A go paraméter megléte hatarozza meg a modell fluid vagy solid viselkedését. Fluid
modellek esetében a gg = 0, ugyanis a rendszert fluidda tev6 tényezdk (példdul egy sorosan
kapcsolt csillapitd elem — vagy fluid alrendszerek parhuzamos kapcsolata, amik szintén soros
csillapitd elemeket tartalmaznak) megkovetelik, hogy € nulladik derivaltja nem szerepelhet az
egyenletben. Ez az atviteli figgvények mar ismertetett kapcsoldsi modszerével egyszerlien
belathato példaul egy tetsz6leges rendszer és egy csillapitas soros kapcsoldsara:

Zs(S)+Zcsittapitas(S) €

Z(s) = Z5(8) Zesittapitas(s) _ o (82)

Ahol Zs(s) a tetsz6leges eredeti rendszer atviteli fliggvénye. A konstitlciés egyenletté valo
atalakitaskor € egyitthatéi a szamlalébdl szarmaznak, amiben Z g apirss () = 15 szorzés miatt
nem szerepelhet € nulladik derivéltja, ez operdtortartomdnyban kifejezve azt jelenti, nem
létezik olyan € tag, aminek az egyutthatdja s° lenne.

Az differencidlegyenletet altalanos alakja a kovetkez6 formdban is megadhaté:

Po = Q¢ ,ahol
o

Mivel a dolgozatban frekvencia és operator tartomanyban vizsgalom a modelleket, ezért
attérek a kovetkez§ alakra:

P =Y, pis’; Q=XY7,q;s’. (84)

P és Q fokszama nem fliggetlen egymastdl, ennek vizsgalatdhoz visszatérek az atviteli
fliggvényhez:
7=2=2 (85)
& P

5.1. Szerkezettipusok csoportositasa

P-ben és Q-ban szerepl6 paraméterek szama a modell elemszamaval van kapcsolatban, a
paraméterek szama egyenl6 a modell elemeinek szdma +1. Legyen a szamldlo fokszdma m és a
nevez6é n. Fennadll az a kapcsolat, hogy m=n vagy m=n+1, ez kdnnyen beldthaté a mar
ismertetett modellek alapjan. Ha ezt 6sszevetjiik a kordbbi allitassal, miszerint qo megléte solid
tipusi modellt, a hidanya pedig fluid tipusut eredményez, akkor az 1. tdblazat szerinti
csoportositasra juthatunk.



1. tablazat Solid és fluid modellek 6sszefiiggése az elemek szamdval

solid tipusu modell

fluid tipusu modell

paros elemszam

m=n+1 go#0

m=n 0o=0

paratlan elemszam

m=n go#0

m=n+1 0o=0

19

Lassuk, mit jelent ez frekvenciatartomdanyban. Frekvenciatartomanybeli vizsgalatot célszerlien
w=0 és w=00 esetekre néziink.

2. tabldazat A modellek vizsgdlata frekvenciatartomdnyban

o o)
Osztaly — . do m Modell
Jo—>0 | Jo—>x©
S1 véges véges 0go20 | m=n Solid 1
S2 véges ) go%20 | m=n+1 | Solid 2
F1 0 véges go=0 =n Fluid 1
F2 0 o0 0o=0 | m=n+1 | Fluid 2

A fenti tdblazat a szakirodalombdl [6] ismert csoportositast mutatja. Az értelmezéséhez fontos
megismerni néhany torvényszerliséget. llyen a csillapitdsok viselkedése w=ooesetén, ekkor
ugyanis egy csillapitd elemet merev szerkezetként kell modellezniink, aminek nincs
deformdcidja, ugyanis a csillapitdsa ardnyos a gerjesztés sebességével, igy a frekvencidval.
Tetsz6leges modell épitésekor két és egyeleml alapmodellekbdl épitkezhetlink, Kelvin és
Maxwell testekbdl, illetve Hooke és Newton testekbdl.

A szemléletes bemutatas érdekében feltételezziik, hogy 2 elemi alapmodellekbdl épitjik az
alaprendszeriinket dltalanos Maxwell vagy Kelvin modellként. Egy dltaldnos Kelvin modell,
kiegészit6 rugd és csillapitas nélkil, paros elemszamu solid jellegli modell, ami azt jelenti, hogy
ekkor a szamlalé fokszama eggyel nagyobb a nevez6énél, ez azt jelenti, hogy:

Q oo

;=5 = (86)

ahol p; a nevez6 legmagasabb derivaltjanak egylitthatdja, tehat konstans. Ezt Osszevetve a fenti

limjg, 0 Z(jw) =

kijelentéssel, hogy a csillapitas ,merevwé” valik a nagy frekvencidkon, alatamasztja a
csoportositas eredményét. llyenkor az 6sszekapcsolt Kelvin testekben Iévé pdarhuzamosan
kapcsolt csillapitas merevvé teszi a szerkezetet, nem deformalddik.

Ha ezt megvizsgdljuk egy altaldanos Maxwell modellre, ahol a pdros elemszam és a fluid jelleg
miatt:

limg, e Z(j) = % = Z— =, (87)

ahol C véges konstans érték. Ez azt jelenti, hogy a modelliink nagy frekvencian parhuzamos
rugdk eredGjének felel meg, ami visszavezethets egy egyszerl Hooke testre, tehat teljesen
rugalmassa valik. Azonban egy ilyen paros elemet tartalmazé modell tulajdonsagat alapvetGen
megvaltoztathatjuk egyelemes modell rendszerhez kapcsoldsdval. A mar emlitett altaldnos
Maxwell modellbe kapcsoljunk egy pdrhuzamosan kapcsolt csillapitast, ezzel paratlan
elemszdmu fluid modellt kapunk, ami a tabldzatnak megfelel6en teljesen merev testként

viselkedik, ha w= tehat nincs deformacidja.
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5.2. Csillapitasi mechanizmusok

A csillapitdsi mechanizmusok vizsgalata soran a fent csoportokba sorolt modelltipusokat
vizsgalom tovdabb, ehhez vezessiik be a veszteségi tényezé fogalmat, ami a veszteségi modulusz
és a taroldsi modulusz hanyadosa, j a komplex egységvektor jele:

En(jw) _ Im(Z(jw))

t9600) = Fiiay = Rezio) (88)
A Lehr-féle csillapitas ekkor felirhato
{(jw) =1/, tgé(jw) (89)
alakban, amibdél a szamunkra sziikséges modalis csillapitast kifejezhetjik:
d(jw) = w-&(w) = 1/2 w - tgé(jw). (90)

A tgé(jw) meghatarozdsdhoz a Z(jw) atviteli fuggvény nevezgjébdl ki kell kiiszobolniink a
komplex mennyiségeket, amihez az egyenletet be kell szorozni a nevezd konjugaltjaval. irjuk fel
az atviteli figgvényt az el6bbi alakkal frekvenciatartomdanyban:

. Yrtoar(jw)” ag+yrt s arj"w"
Z(jw) = = . 91
(] ) ;(lzo pk(jw)k 1+Z}r(1=1 bkjkwk ( )
A tovabbiakban a és b paraméterek hasznalatara térek at, ezeket Ugy valasztottam meg, hogy a
régi (p,q) paraméterekkel kifejezve po, azaz a o nulladik derivaltjdhoz tartozé paraméter legyen

1. Az ap paramétert pedig qo és pp paraméter hanyadosa, tovabbra is ez hatarozza meg a modell
fluid vagy solid jellegét. Ekkor a nevez6bdl a komplex mennyiséget kikliszobolve:

k

Z(]w) _ ag+Yres arj  w" . 1+Zz=1 bkj_kw (92)
T14YR bRk 143R_ brjkwk”
k=10k] W k=1Pk] "W
Mivel jk konjugaltja j'k—nak felel meg, ezért az egyenlet
. a +Zm= ariTw +a Zn_ b -—kwk +Zm= a -rwr_zn_ b -—kwk
Z(]a)) — %otZr=19r] 0 2k=10kJ r=1%r] k=1PkJ (93)

(1+X%oy brjkwk ) (A+XR_, brj~kwk)
alaku, ahol szamlaldban w kitevGje 0-t6l m+n-ig fut, mig a j kitevéje —n-t6l m-ig.

A tgd(jw) képzésekor a szamlalo tartalmazza az atviteli fuggvény szamlaldjaban szereplé w
paratlan kitevdit, és a nevezs az atviteli fliggvény szamlaléjanak paros kitevéit, ugyanis az egyes
w-hoz tartozé komplex mennyiség kitevGje is paros vagy paratlan. Emiatt j paratlan kitevGihez
w paratlan kitevGi tartoznak, ezek képzetesek, és j paros kitev6ihez w pdros kitevéi tartoznak,
ezek valdsak. Felirhaté a Z(jw) a kovetkez olyan

Ao+A1jw+A2a)2+A3jw3+~-~+Am+njm_nwm+”
(1+X}= brj*wk ) (1+XR=, brj~*wk)

Z(jw) = (94)
alakban, ahol a nevez6 valds. Ekkor meg kell kiildnboztetniink azokat az eseteket, ahol Z(jw)
nevezéjének és szamlaléjanak fokszama azonos volt, mert ekkor a szamldlé w-hoz tartozé
legnagyobb kitev6je m + n = 2n paros, és az ehhez tartozé j kitev6je m — n is paros, tehat
valds mennyiség.
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Tovabba meg kell kiilonboztetni 2 esetet az Ag alapjan, ami 4y = a, = %, ez hatdrozza meg a
0

solid vagy fluid jellegét a modellnek. igy tehat a 3. tablazatban lathaté csoportositasra jutunk.

3. tdbldzat Csoportositds solid és fluid modellek nevezdjének és szamldléjanak fokszéma alapjdn

m=n m=n+1
Solid modell (m+n) és (m-n) paros, Ap#0 (m+n) és (m-n) paratlan, Ap#0
Fluid modell (m+n) és (m-n) paros, Ap=0 | (m+n)és (m-n) paratlan, Ap=0

Ez alapjan 4 esetet kell meghataroznunk a csillapitasi mechanizmusok vizsgalatara. A
csoportositas felirhaté tgd (jw) alakjara, ahol

Im(Z(jw))

Re(Z(jw))’ (95)

tgé(jw) =

4. tabldzat tg s modelleknek megfelels alakja m és n alapjén

tgo(jw) =
Ajw + Az0° + -+ A1 @™ Ajw + Az 4 4 A 0™t
S T Ag + A2 ¥ o+ A @™ | Ag + A2 + -+ Apn_q @™
Ajw+ A303 + -+ A1 0™ | Ajw + Az + o+ A 0™t
F Asz + -+ Am+nwm+n AZwZ + -+ Am+n_1wm+n—1
ha m=n ha m=n+1

Ha felhasznaljuk, hogy m=n vagy m=n+1, és ezt behelyettesitjiik az w kitev6ibe, akkor felirhaté
az el6bb tablazat a kdvetkezé mdédon.

5. tabldzat tg S modellek csoportositdsa

tgé(jw) =
Al(,l) + A3(U3 + e + AZn_lwzn_l Al(l) + A3(1)3 + b + A2n+1(1)2n+1
S Ao + A2 + -+ Ayp?® Ao + A2 + -+ Agp?n
Al(,l) + A3(U3 + e + AZn_lwzn_l Al(l) + A3(1)3 + b + A2n+1(1)2n+1
F Ayw? + -+ Ayt Ayw? + -+ Ajpw?h
ha m=n ha m=n+1

Ez alapjan készithetlink az atviteli fliggvény frekvenciatartomanybeli viselkedéséhez hasonld
Osszefoglalast a tgd (jw) vizsgalatahoz is; fontos, hogy fluid modellek esetén egyszer(Gsithettink

w-val.
6. tablazat tg J frekvenciatartomdnybeli vizsgdlata

Osataly gg 6(’;‘2_) — A m Modell
S1 0 0 Ap20 m=n Solid 1
S2 0 00 Aq20 m=n+1 | Solid2
F1 véges 0 Ap=0 m=n Fluid 1
F2 véges 00 Ap=0 m=n+1 Fluid 2
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Vizsgaljuk még meg tovabba a modalis csillapitasok alakuldsat is. Ez a mar bemutatott képlet
alapjan szamithaté:

d(jw) = w-&(w) = 1/2 w - tgé(jw). (96)
A fenti tablazatokat felhasznalva felirhatjuk tehat a 7. tablazat 6sszefliggéseit.

7. tdblazat A modellek csoportositdsa a d(jw) fiiggvények alakja alapjdn

1 Ajw? + Azw* + -+ AZn_la)ZS(lwl) Alw? + Asw* + -+ Ay 0?22
S 12 T Ag+ Ay + o+ Ag?® | 2 Ag + A0 + -+ Ag®”
1 Ajw? + Azt + -+ Ay | 1 Ajw? + Azw* + - + Ay w?™H2
Fl2 Ayw? + -+ Ajpw?™ 2 Ayw? + -+ Ay
ha m=n (1. tipus) ha m=n+1 (2. tipus)

Fluid rendszerek esetén ismét végezzik el az egyszer(isitést, azonban most w?vel, majd
tekintslik a 8. tablazatban szerepld frekvenciatartomanybeli vizsgdlatot.

8. tabldzat d(jw) frekvenciatartomdnybeli vizsgdlata

. d(jw)

Osztaly j050 | jo—o A m Modell
S1 0 véges Apz0 | m=n Solid 1
S2 0 o0 Agz0 | m=n+1 | Solid 2
F1 véges véges A=0 | m=n Fluid 1
F2 véges o0 Ap=0 | m=n+1 | Fluid 2

5.3. Csillapitasi mechanizmus vizsgalatinak bemutatasa a standard
solid I. modell példajan

A standard solid I. modell példajan keresztil mutatom be a fejezetben elért eredményeket. A
modell egyenleteinek levezetése megtaldlhaté a reoldgiai modelleket vizsgald fejezetben, igy
most a modell

0+ b0 =age+ a€ (97)

differencialegyenlete a kiindulasi alap ahol:

n EqE; nEy
b, = 9 =— ag,=F =—=; a, = = -
1 0 1=N E,+E,

- E1+E2; T E+E,’ (8)

Miel6tt felirnank a rendszer atviteli fliggvényét az 5.1 fejezet tablazatai alapjan tegyik meg az
elvart feltevéseket:

e amodell paratlan elemszdmu és solid jellegl, ami azt jelenti, hogy

e m=n a fokszamokra nézve és qy#0.

e A 2. tablazat alapjan feltételezziik, hogy a modell atviteli fliggvénye a kévetkez6 médon
viselkedik:
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9. tablazat Standard solid I. modell atviteli fliggvényének frekvenciatartomdnybeli vizsgdlata

, Z(jo)
Osztaly . - do m Modell
jo=0 Jw — o
S1 véges véges go#0 | m=n | Solid 1

Ezek wutan lassuk a konstituciés egyenlet alapjan szamithaté atviteli fliggvényt
frekvenciatartomanyban, vessiik ezt 6ssze a feltételezésekkel:

. 0 aptajjo  agtaijw 1-bijw  ag+a,jw—agbijw+aib;w?
Z(]w):_: otad1jw _ Qo+ai] % 1] — % 1] 001] 101 ' (99)

£ 1+b;jw 1+bijw  1-bijw 1+b2 w2

Az atviteli fuggvény az elvarasoknak megfelel6en viselkedik jow = 0 és jw — o esetén is. A
nevez6bdl a komplex mennyiségeket kikliszobolt alakra hoztam, hogy tovabb szamolhassunk
vele a modalis csillapitds meghatarozasahoz, de el6szor az 5.2 fejezet tablazatai alapjan tegylink
feltételezéseket a tgd (jw) alakulasara is.

10. tabldzat Standard solid I. modell tgd'frekvenciatartomdnybeli vizsgdlata
tgo(jw)
jo=0 | jo—>o©
S1 0 0 Apz0 | m=n | Solid 1

Osztaly Ao m Modell

Felirva a tgé (jw) fliggvényt valdban a tablazat alapjan vart értékekre jutunk:

, _ Im(Z(jw)) _ (a1—aghi)w
tg6(]w) T Re(Z(jw))  ap+aibiw?’

Végil tegyik meg a megfelel6 feltételezéseket a modalis csillapitds frekvenciatartomanybeli

ao == Ao. (100)

viselkedésére is, ez a 8. tablazat alapjan:

11. tabldzat Standard solid I. modell moddlis csillapitdsdnak frekvenciatartomdnybeli vizsgdlata

, d(jw)
Osztaly - - Ag m Modell
jJo=0 Jo— ©
S1 0 véges Agz0 | m=n | Solid 1

A modalis csillapitasra vonatkozé tényleges egyenlet pedig a kovetkez6:

ai—agb
(aq 01)w2

. . 1 (a;—aghy)w? 1 Aw?
d(jw) = w * 1/2 tgé(jw) = 2 a(1)+a(1jbiw2 -2 1.,_“1‘()1&“)2 ~ 4Bw?’ (101)
ap

Lathatjuk, a modell valéban a tdblazatok elvdrasai szerint m(ikodott, a mddszer pedig
kiterjeszthet6 bonyolultabb modellek irdnydba is ugy, hogy minden lehetséges modell
besorolhaté az elemi 4 csoportba.

A gyakorlatban a feladat inverz, ugyanis egy d(jw) = f(w) alaku csillapitasi flggvényt
kereslink, de d(jw) mérési adatsor alapjan kovetkeztethetiink a generalé fliggvény alakjara és
regressziot végezhetiink a megfelel6 fokszam kivalasztasa utdn a tablazatok segitségével. Ezt a
vizsgalja a kovetkez6 fejezet.



24

6. Linearis regresszio két polinom hanyadosaval

A regresszidés feladatoknal adott egy pontsorozat, mely lehet sikbeli, térbeli, vagy egy
id6fliiggvénynek a mintavételezett értékei, és keressiik a pontsorozatra legjobban illeszked6
analitikus fliggvény paramétereit.

A legkisebb négyzetek moddszerén alapuld regresszid a kozelité fliggvény paramétereit ugy
hatdrozza meg, hogy képezve az adott mérési pontoknak az analitikus flggvényt6l valo
tdvolsagat, a tdvolsagok négyzetének 6sszege minimalis legyen.

Linedris regresszidbnak azokat a feladatokat nevezziik, melyeknél a legkisebb négyzetes
funkcional minimumfeladata inhomogén linearis egyenletrendszerre vezet. A megoldast ekkor
egy lépésben kapjuk meg, az egyenletrendszer egyltthatdmatrixanak invertdlasaval.

6.1. Polinomok hanyadosaval torténo regresszio

Vizsgdljuk most azt a regressziot, amikor a regresszald fliggvény két polinom hanyadosa [8],[9]

y(x) = % (102)
Atrendezve az egyenléséget
yXTobix) = Tyaxt, (103)
az r-edik mérési pontra felirhaté, hogy
Y So bix) = Yo aixt, (104)
¥ 2o bix] — ¥, axt = 0. (105)

A fenti dsszefliggés N szamu homogén egyenletet jelent a keresett b;, a; paraméterekre. A
homogén linedris egyenletrendszer megoldasa azonban nem egyértelmd. Egyértelm(
megoldast akkor kapunk, ha a regresszids fliggvényt modositjuk, bo-val elosztjuk a szamlalét és
nevez6t is:

,
Toaixt  agtaix+abx+e+anx™

Y= 1+27;1 b]’-xj - 14+b]x+byx2+--+bjx™’ (106)
Ezt felirva az r-edik mérési pontra:
Yr + Z;nzl b]’x;yr = ‘ln=0 a{xﬁ (107)

Yioaix; — X7ty bixly, =y, (108)
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Matrixos alakban ez a kovetkez6:

Qo
!
a;
i n 2 j m., ] /
1 x X1 Xt | s Xy e TxYr e x| | G V11
i n 2 j m :
1 x X2 X3 | Xy XY e TXRY2 e XY a V2
. | N . . : . . n E
i n 2 j m N
1 x o X o X0 | =X SXFYr e X Ve o XUV | (B 3?
. . . E . E | . . . . . H bé
1 i n _ 2 ) _.m : -V
XN XN xy | XNYN XNYN - XNYN - XN YN g
bj
b,
Az egyenletrendszer atirhatd a kovetkez6 alakra, ahol a p paramétervektort keressiik
Q- p=w. (109)

Az egyenletrendszer megolddsdhoz nem kvadratikus matrix inverzének kiszamitdsara van
sziikség, ami a Moore—Penrose-féle altalanositott inverz matrix, mas néven a pszeudoinverz
segitségével oldhaté meg. Ekkor az egyenletrendszer megoldasa:

p=0Q"QQ"'wW=0Q"w. (110)

Azonban kovetkez6 pontban részletesen bemutatom ennek a médszernek a korlatait, amelyek
felmertltek az esettanulmanyok kiértékelése soran.

Ha a mérési pontok szdma N egyenl6 a keresett paraméterek (n+1) szdmaval, akkor a Q
egyltthatomatrix kvadratikus és invertdlhatdé. Ekkor a meghatarozott egyltthatdok egy
interpolaciés polinomot adnak. Meérési adatok kiértékelésekor azonban keriljik az
interpolacids polinomok alkalmazasat, mert durva hibdkhoz vezet.

6.2. A meghatarozott csillapitasi modelleknek megfelel6 regresszio

Valds anyagmodellek esetén meghataroztam a csillapitasi fliggvények alakjat 4 tipusba sorolva
azokat. Regressziot ezeknek megfelel6en végezhetiink, ez egy specialis esete a fent targyalt
polinomok hanyadosdaval torténd regresszidnak.

12. tablazat d(jw) modellek csoportositdsa

djjw) =

1 Ajw? + Az0* + -+ Ay 0™ 1 Ajw? + Azw* + -+ + Ay ™2
S 2 A+ Ayt + -+ At 2 A+ A%+ -+ Ayt

1 Ajw? + Az0* + -+ Ay 0™ 1 Ajw? + Azw* + -+ + Ay ™2
F 2 Ayw?+ Aot 4+ Ay 0?h 2 Ayw? + -+ Ayp®t

1. tipus (m=n) 2. tipus (m=n+1)
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A 12. tdblazat nem alkalmas egyértelm( regressziora, ezért rogzitem az A, illetve, ahol nem
szerepel a nevez6ben, ott az A, paraméter értékét 1-nek. Tovabba fluid esetben a szamlaldt és
nevez6t is egyszer(isitem w’-tel, ezzel a 13. tablazatnak megfelel§ csoportositasra jutunk, ami
mar kozvetlen kiindulasi alapot ad a regressziéhoz.

13. tablazat d(jw) csillapitdsi modellek csoportositdsa regressziohoz

d(jw) =
1 Alwz + A3(I)4 + e + AZn_la)zn 1 Al(l)z + A3(I)4 + o + A2n+1a)2n+2
S 2 1+4,0% + -+ Agpw®” 2 1+ A,02 + -+ Ayeo?n
1 Al + A3(U2 + + AZn_l(Uzn_z 1 Al + A3(I)2 + + A2n+10)2n
F 2 1+ A,0% + -+ Agpw?n2 2 1+ Ay + -+ Agp?n?
1. tipus (m=n) 2. tipus (m=n+1)

Az igy megkllonboztetett négy esetre regresszids algoritmusokat készitettem MATLAB
segitségével, ahol bemeneti paraméterként adhatjuk meg a kivant tetszéleges fokszamot. A
figgvények kodjai megtalalhatdk a fliggelék F3 részében.

A fluggvényeket rendre solid 1 és solid 2 valamint fluid 1 és fluid 2 tipusnak neveztem el. A solid
modellek az origdbdl indulnak, szemben a fluid modellekkel, amik nem nulla helyen metszik az y
tengelyt. Ahogy mar megallapitottuk a paraméterek szamdanak a mérési pontok szamahoz valo
kdzeledtével a regresszids fliggvény instabilla valik, alkalmatlan a generdld fliggvény
meghatdrozasara és a kés6bbi extrapoldciéra egyarant. Az algoritmusok alkalmazasat az
esettanulmanyok fejezetben mutatom be.
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7. Mddusok csoportositasa

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy a modalis csillapitdsok regresszidjara képezhetbk-e
moduscsoportok, és a moduscsoportonként ~meghatarozott regressziés fliggvény
felhasznaldasaval elGallithaté-e 4dltalanos proporciondlis C csillapitdsi matrix [10]. A mar
ismertetett ® M®=E (9) és (I)TKq):<Qi2>:QZ(11) Osszefliggések felhasznalasaval képezziik az

M™K matrix spektralfelbontésat:

A 21
M™K =®dQ°®D (111)

ami n szamu diad Osszege. Képezziink m szamu mdduscsoportot és ennek megfelelGen
particionaljuk ®-t oszlopai szerint, a Q spektralmatrixot diagonal elemei szerint ®*-et pedig
sorai szerint, a kovetkezé moédon:

] ] Q

¥, Q,

o=lo, », ... ® .. o] ol_yp |’ Q=

(112)

ahol @ a modalmatrix p-edik csoportba tartozé oszlopvektorai, ¥ a modalmatrix inverzének
p-edik csoportba tartozd sorvektorai, o, pedig a spektralmatrix p-edik csoportba tartozd

elemei. A mdéduscsoportokkal kifejezve MK spektrélfelbontasa:

MK = Zmlmpszillﬂp
- (113)

Igazolhato, hogy a (115) felhasznalasaval moéduscsoportonként definialt f () fuggvényekkel

generalt

c:m-ifp(cbpgi\rg)
pL (114)
csillapitasi matrix kielégiti a cM'K =KMcfelcserélhet8ségi relaciot, tehat az igy képzett
csillapitdsi matrixd rendszer klasszikus normal modusokkal rendelkezik. Az @"M® =E alapjan a
fenti kifejezés ¥ tényezGjére ¥, =@, -M, igy a moduscsoportonként definialt

generaléfiiggvénnyel a klasszikus normdal modusokat eredményez6 csillapitasi matrix kifejezése:

c-m$a, 1f0).0] m
= . (115)
Amennyiben a regresszids fiiggvény nem globadlis, de a csillapitatlan rendszer lengésképei
alapjan a moddusok csoportositasa biztonsdggal megtorténhet, és modduscsoportonként
regresszios fluggvényt alkalmazunk, akkor kovetkezd eljards és felhasznaldsi lehetGségek

adddnak:
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Kisérleti modalis elemzést végziink, és a vizsgalt frekvenciatartomanyban meghatarozzuk a
rendszer sajatfrekvenciait és csillapitasi értékeit.

A sajatfrekvencia-csillapitas értékparokat diagramban Aabrazoljuk, a diagram alapjan
moduscsoportokat képeziink. (Kés6bbiekben megvizsgalandd, hogy a mddusok
csoportositasa megtorténhet-e automatikusan a lengésképek alapjan.)
Mdduscsoportonként a pontsorozatokra regresszios fliggvényeket illesztiink.
Moduscsoportonként a  regresszios  flggvényeket  extrapoldlva a  vizsgalt
frekvenciatartomanyon kivil es6 (outband) mdédusokra, a FEM programok szamara
méréseken alapuld csillapitasi adatok lesznek megadhatodk.

Az 3altaldnositott proporciondlis csillapitasi matrix a (115) Osszefliggés alkalmazasaval
explicit alakban is felirhato.
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8. Esettanulmanyok

Az esettanulmanyok sordn kevés mérési pont all rendelkezésemre, ezért a megbizhatdbb
regresszio érdekében igyekszem minimalizalni a meghatarozandd paramétereket. A kdnnyebb
atlathatosdg érdekében a 14. tdbldzatban gy(jtottem Ossze a modelltipusokhoz tartozé
regresszios fliggvények analitikus alakjat kilonb6z6 fokszamokra, az &ltaldanos alakbdl
meghatarozva, tovabba feltliintettem az igy meghatarozandd paraméterek szamat is.

14. tabldzat A gyakorlatban regresszidra haszndlt fliggvények analitikus alakjai

Modelltipus FOk(;Z)ém Parjzrgi;csrek Analitikus fuggvényalak
Solid 1 1 2 djw) = 5 %
Solid 1 2 4 d(jw) = % - f_ljz(; f—ﬁfwﬁf
Solid 2 0 1 d(jw) = % A w?
Solid 2 2 5 d(jw) = % Allwi Z:{ljzw : ;jﬁffG
Fluid 1 2 3 d(jw) = % %
Fluid 1 3 5 d(jw) = % Af::jﬁ;:j::):
Fluid 2 1 2 d(jjw) = % (A1 + Az0?)
Fluid 2 2 4 d(jw) = % - +1A_3|_aj:4:;45w4

Az esettanulmanyok sordn a kdnnyebb atlathatésag érdekében az adott abrak alatt feltlintetem
a hozzdajuk tartozd regresszid tablazatnak megfelel§ fliggvényalakjat. Az esettanulmanyok soran
kiilonb6z6 szerkezettipusokat vizsgdlok meg, amiken az elkészitett linearis modell
alkalmazhatd; majd olyan szerkezeteket is, melyekre a mddszer jelenleg nem alkalmas. Ezek
modellezésére tovabbi kutatasok és fejlesztések szlikségesek.

8.1. Aregresszio numerikus stabilitasa

A megoldas sordn els6é kozelitésben a mar emlitett Moore—Penrose-féle altalanositott inverz
matrixot a MATLAB beépitett ,pinv(..)” fluggvényével szamitottam ki, azonban ez sulyos
hibakra vezetett. (109) alapjan meghatarozott Q matrix a valdsagban sokszor rosszul
kondicionalt, ezért ha invertdlhatd is, kozel eshet a szinguldris matrixhoz.
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Esetenként el6fordult akar tobb tiz nagysagrend kilonbség is a matrix egyes elemei kozo6tt, igy a
numerikusan torténd invertdlas instabilld valt, durva hibdkhoz vezetett.

A probléma megoldasara alkalmas eszkdz lehet a Cholesky-faktorizacid, vagy az ortogonalis-
faktorizdciot. Ezek ismerete mélyebb matematikai tuddast igényel, és tovabbi kutatdsok
szlikségesek részemrél a feldolgozasukhoz. Az esettanulmdanyok vizsgalata soran sziikséges volt
a probléma athidaldsa, amit Dr. Gyurkovics Eva segitségének koszonhetéen sikeriilt
megoldanom.  Ortogonalis-faktorizaciét alkalmaztam linedris egyenletrendszer megoldasa
soran, amit a MATLAB ,\” parancsaval implementaltam, ez felhasznalas szempontjabdl kielégité
megoldast nydjtott az esettanulmdanyok sordn. A mddszerek alapos megértése, és a regresszio
pontossaganak javitasa részét képezi a jov6beni feladatoknak. A kovetkez6 két abran a
numerikus inverz szdmitdssal és az ortogondlis-faktorizacioval végzett interpolacié kozotti
kilonbséget mutatom be, interpolacids esetben az illesztett gorbének minden mérési ponton at
kell haladnia.
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14. abra Interpoldcios gérbe, az egyenletrendszer megolddsa ortogondlis faktorizdcioval
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8.2. Heritage Court Tower épiilet vizsgalata

A vizsgalt toronyhaz [13] a Brit-kolumbiai Vancouver belvarosaban taldlhatd. Beton szerkezet(
15 emeletes épllet foldalatti mélygarazzsal. A méréseket Output-Only mddszerrel végezték,
ilyenkor a gerjesztést a kornyezeti rezgések szolgdltatjak, és csak a kimenet mérhetd. Az ilyen
mérések kevésbé adnak pontos eredményt, mint az ismert gerjesztéssel torténdk. Az
egyszerlség kedvéért az Output-Only mérések soran Gauss-eloszldsu nulla atlagértékl fehérzajt
feltételeznek a rendszer gerjesztéseként [14].

15. dbra A Heritage Court Tower épiilete

8.2.1. A mérési eredmények és a regresszid

A mérési eredményeket a 15. tdbldzat foglalja 6ssze. A hajlité és torzids lengéskép tipusok
megkllonboztetését a publikdcidban nem végezték el, ezért a kozzétett lengésképek alapjan
hataroztam meg. A lengésképeket a fliggelék F4 részében mutatom be. A mérések kiértékelését
két eltér6 moddszerrel, FDD (Frequency Domain Decomposition) és SSI (Stochastic Subspace
Identification) eljardssal hatdroztdak meg, mivel a kiértékelések eredményei néhol jelent8s
eltéréseket mutatnak, ezért csak az SS/ és az FDD eredményi mindenképpen &sszevetésre
szorulnak. Az FDD frekvenciatartomanybeli, az SS/ pedig id6tartomanybeli mddszer, de ezek
pontos elemezése nem képezi részét a dolgozatnak.

15. tablazat A Heritage Court Tower mérési adatai

Lengéskép fssi &ssi frop &roD
(Hz) (%) (Hz) (%)

Hajlité 1,23 2,12 1,23 2,17
Torziods 1,29 1,77 1,27 1,97
Hajlito 1,46 1,20 1,44 3,35
Torzids 3,85 1,16 3,87 1,44
Hajlité 4,26 1,52 4,25 1,67
Hajlité 5,35 1,69 5,35 2,06
Torzids 6,39 1,54 6,40 1,60
Hajlité 7,47 2,20 7,54 2,17
Haijlito 7,59 2,31 7,57 1,21
Hajlité 8,23 2,66 8,22 1,48
Torzids 9,26 1,95 9,29 1,05
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7 _

Az el6z6 fejezet eredményeit alapul véve a regresszidt elvégezhetjik méduscsoportonként. A
modell solid vagy fluid jellegét az hatarozza meg, hogy w—0 esetén a modalis csillapitas nulla
vagy konstans értékhez tart. EI&sz6r a mérési adatokat dbrazolom a 16. és 17. dbran.
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17. abra A Heritage Court Tower mérési eredménye 3 dbrdzoldsi médban FDD alapjdn

Lathatjuk, hogy az FDD kiértékeléssel kapott eredmény bizonyos pontokban erGsen eltér az
SSi-vel
pontossdgat valamilyen ismeretlen tényez6 befolydsolta. Csak az SS/ eredményire végzek

kapott eredményektdl, feltételezem, hogy az FDD kiértékelés eredményének
regressziot, ugyanis ez felel meg a modell elvardsainak, ahol a modalis csillapitas értéke a

sajatkorfrekvencia négyzetének fliggvényében kozel linearis jelleg(.

A 16. dbra alapjan lathatd, hogy a csillapitasi mechanizmus fluid jellegli, mert w—0 esetén a
modalis csillapitds egy konstans értékhez tart. A kovetkezékben fluid 1 és fluid 2 tipusu
modelleknek megfelel6 regresszids fliggvényeket illesztek a mérési pontokra kilonbozé
fokszamok mellett, majd az dbrak utdn részletesen elemzem az eredményeket. A regressziot
kiilon végzem el a torzids és hajlitd lengéskép tipusokra. A 6.2. fejezet alapjan a regressziora

7 7

hasznalt fluid jellegl figgvények a 16. tdblazatnak megfelel6 altaldnos alakban keresenddk.

16. tablazat A regresszidohoz haszndlt csillapitdsi fiiggvények alakja fluid mechanizmus esetén

d(jw) =

1 Al + A3(1)2 + + AZn_l(,l)zn_z

1 A1 + A3(1)2 + + A2n+1w2n

2 144,02+ -+ A2

2 14 A2 + -+ Agpw?n2

fluid 1 (m=n)

fluid 2 (m=n+1)
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18. dbra Fluid 1 tipusu regresszid illesztése a hajlito lengéstipusokra n=2 esetén
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20. dbra Fluid 2 tipusu regresszio illesztése a hajlito lengéstipusokra n=2 esetén

A fenti dbrdakon lathaté, hogy j6é eredményeket kaptunk a hajlité lengésképek mérési pontjaira

illesztett fluid jel
hataroztak meg a

legl regresszioval. Az illesztések sorban haladva 3, 2 és 4 paramétert
7 mérési pont alapjan, ennél nagyobb fokszammal t6rténd regresszié nem

9 s . s 2 , . P2 s . s . .
szilkséges. Fluid 2, n=1 esetén az w"-d nézetben a regresszié els6foku gorbét jelent, ami

egyszer(i Osszefliggésre vezet, és kell6 pontossaggal modellezi a szerkezet csillapitdsat, ez

bizonyult a legalkalmasabb kozelitésnek. Az n=2 fokszdmmal végzett regresszié mind fluid 1,

mind fluid 2 esetb
esetén, ennek rész

en szép eredményt hozott, azonban jelentGs eltérést mutathat extrapolacio
letes elemzésével az extrapolaciét vizsgald fejezetben foglalkozom.
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21. dbra Fluid 1 tipusu regresszio illesztése a torzids lengéstipusokra n=2 esetén
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22. dbra Fluid 2 tipusu regresszid illesztése a torzids lengéstipusokra n=1 esetén

Torzidés lengéstipusokra minddssze 4 mérési ponttal rendelkeztem, igy a szoba joheté
regressziok maximalisan fluid 1 tipus esetén n=2 fokszamu és fluid 2 tipus esetén n=1 fokszamu.
Ennél magasabb fokszam interpolaciés gorbéhez vezetne, amit kerilni kell. A fluid 2 tipusu
illesztés most is els6foku gorbéhez vezet a w’—d(jw) nézetben, ami kelléen pontosan modellezi
a csillapitasi mechanizmust, és egyszerld megoldast kinal.

Osszefoglalva a dolgozatban feldllitott csillapitasi modellek jol szerepeltek a kiértékelések sordn,
az n=1 fokszammal torténd fluid 2 tipusu regresszid pedig a legalkalmasabb véalasztasnak tlnik
egyszer(isége és kell6 pontossaga miatt. Tovabbi esettanulmanyok soran vizsgalom a modellek
josagat.

8.3. A Vittoria Sora hid vizsgalata

A feldolgozashoz sziikséges mérési adatok Francesco Benedettini és Carmelo Gentile
publikaciéjabadl [4] szarmaznak, a Vittoria Sora ferdekabeles hid vizsgdlatardl. A publikdcidban
végeselemes mddszerrel meghatdrozott eredmények vizsgalatatdl eltekintek — a dolgozat a
mérési adatokkal meghatdrozott adatsorokkal foglalkozik —, csak a lengésképek abrait
hasznalom fel a mddusok csoportositasdéhoz. A hid mérési eredményeit abrazoltam a 3.

fejezetben szemléltetéshez a célszer(i dbrazolasi médok megvalasztasakor.
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23. dabra Ponte Vittoria Sora

8.3.1. A hid ismertetése

A Ponte Vittoria Sora az Oglio folydn ivel at Bordolano és Quinzano kdzott, két ivelt betonpillért
tartja az utfellletet 12 acélsodrony segitségével. A ferdekdbeles hidak jellemzdje, hogy a
fliggeszt6kabelek kozvetleniil a pilonhoz csatlakoznak tartokabel kdzvetitése nélkil [12].

A hid 106,5 m hosszu és 13,5 m széles, a pilonok magassaga 35,65 m, tetejikon a kabelek
rogzitéséhez sziikséges acélszerkezettel.

8.3.2. A mérési koriilmények

A mérés szintén Output-Only kornyezeti rezgésvizsgalaton alapul, tehat a hid gerjesztése nem
mért, Gauss eloszlasu fehérzajt feltételeztek. A mérés sordn 16 csatornas mérdérendszert és
Sprengnether gyorsuldsméréket alkalmaztak, amelyek mérési tartomanya 0-25 Hz. A
mérGrendszer 400 Hz mintavételezési frekvencian mikodott, és egy aluldtereszté szlr6
segitségével a 0-10 Hz tartomanyt vizsgaltak.

8.3.3. A mérési eredmények

A mérési eredményeket a 17. tablazatban foglaltam 6ssze. A pilonok lengésképeihez tartozo
adatokat nem vesszem figyelembe, csak az uttest hajlité és torzids lengéseit, melyeket a
publikacié keretein belll csoportositottak. Az id6tartomdanybeli mérési adatsort szintén két
modszerrel dolgoztak fel, EFDD (Enhanced Frequency Domain Decomposition) és SSI eljarassal
hataroztak meg az adatokat, ezek szintén kilon vizsgdlatra szorulnak az eltérések miatt.

17. tablazat A Vittoria Sora hid mérési adatai

Lengéskép fSSI ESSI fEFDD EEFDD
(Hz) (%) (Hz) (%)

Hajlito 1,06 1,81 1,06 2,94
Torziés 2,18 0,68 2,19 0,86
Hajlito 2,26 1,58 2,26 1,87
Torziés 3,99 0,83 3,98 0,95
Hajlito 4,25 1,19 4,25 1,69
Torzi6s 6,04 0,89 6,03 1,83
Hajlito 6,86 1,58 6,85 1,71
Hajlito 9,33 3,31 9,44 3,14
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Az identifikacio els6 lIépéseként a mérési adatokat abrazolom.
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25. dbra A Vittoria Sora hid mérési eredménye 3 dbrdzoldsi médban EFDD alapjdn

8.3.4. Hajlitd lengésekre torténd regresszié 6sszehasonlitasa SSI és EFDD esetben

A mérési eredmények alapjan mindkét kiértékelési méd alkalmasnak tlnik a regresszid
elvégzésére. Mivel 5 mérési pont all a rendelkezésemre, regressziét fluid 1 esetben n=2 és fluid
2 esetben n=1 fokszamu modellel végzek, a feladat soran elsGsorban a két kiértékelési mddszer
kozti eltérésekre vilagitok ra.
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26. abra Fluid 1 n=2 regresszié a hajlité lengésekre SSI esetén
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27. dbra Fluid 1 n=2 regresszid a hajlité lengésekre EFDD esetén

Mindkét kiértékeléssel hasonld eredményekre jutunk, nincs nagy eltérés az illesztett gorbe

alakjaban, mindketté jo kozelitést ad, mikdzben 3 paramétert hataroz meg 5 mérési pont

alapjan. llyen kevés pont esetén jobb valasztas lehet egy alacsonyabb paraméterszamu modell

valasztasa, ilyen a fluid 2 n=1, lassuk ezt is SS/ és EFDD esetre.
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28. dbra Fluid 2 n=1 regresszio a hajlitoé lengésekre SSI esetén
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29. dbra Fluid 2 n=1 regresszio a hajlito lengésekre EFDD esetén

Azzal a feltételezéssel vizsgdltam a modellt, hogy az alacsonyabb paraméterszam el6ny6sebb,

emellett a Heritage Court Tower példajan egyszer(i és pontos modellre vezetett. Ebben az

esetben a modell szignifikdns eltérést mutat a két kiértékelés eredményei kozott. EFDD esetén

a modell jé kozelitést adott, azonban az SS/ eredménye nem feltétlenl jo valasztds a csillapitasi

mechanizmus kozelitésére. Az eredmények alapjan arra jutottam, hogy az alacsonyabb

paraméterszamu modell érzékenyebb lehet a mérési adatokban fellépé perturbacidkra.
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8.3.5. Torzios lengésekre torténd regresszio 6sszehasonlitasa SS/ és EFDD esetben

Osszesen 3 mérési pont all rendelkezésre a regresszié elvégzéséhez, ezért a fluid 1 n=2 modell
mar interpolaciés gorbét eredményez hdrom paraméterével, ami problémak forrdsat
jelenthetné. Ennek ellenére megvizsgaltam ezeket az eseteket is.
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30. dbra Fluid 1 n=2 regresszio a torzios lengésekre SS| esetén
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31. d@bra Fluid 1 n=2 regresszié a torzids lengésekre EFDD esetén

Mivel interpolacidés gorbéket kaptunk mindkét esetben, igy nehéz lenne meghatarozni a
modellek josagat. Torekedni kell minél nagyobb mintdn végezni a regressziét, a mostani
eredmények alapjan ugy tlnik, a mérési tartomanyban mindkét modell elfogadhatdnak
igérkezik, de extrapolacidra feltehetéen egyik sem alkalmas. Lathatjuk majd a 33. abran, hogy
EFDD esetén a kétparaméter fluid 2, n=1 modell w—0 esetén negativ csillapitasi értékhez tart,
ez feltétezhet6en hibas mérési eredményekbdl kovetkezik, a csillapitasi mechanizmus
modellezésére nem feltétlenil alkalmas.
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32. dbra Fluid 2 n=1 regresszio a torzids lengésekre SSI esetén
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33. dbra Fluid 2 n=1 regresszio a torzios lengésekre EFDD esetén

5SSl esetén a fluid 2 modell szerencsés valasztas lehet, szintén kelléen pontos modellt
eredményez, bar EFDD esetén mérési hibak miatt negativ csillapitasi értékeket is felvesz. A
torzids lengésképek kiértékelése sordn az alacsony mintaszdm miatt nem vonhatunk le
messzemend kovetkeztetéseket a modellek tulajdonsagairdl, de biztosan kijelenthetjiik azt,
hogy torekedni kell a mérési pontok és a meghatarozott paraméterek szdma kozti legnagyobb
kilonbségre, ami fluid 2 modell esetén érhet6 el.

8.4. Szerkezeti csillapitas vizsgalata

Ha egy adott szerkezet rezgésbe hozunk, majd hagyjuk, hogy szabad lengést végezzen, a rezgés
akkor is csillapodni fok, ha nincs kiilsé rezgéscsillapitds. Ennek oka a szerkezeti csillapitas, ami a
szerkezet kapcsolatainal fellép6 surléddds és az anyag belsé surléddsa, azaz az anyag nem
tokéletesen rugalmas volta. Valds szerkezeteknél a szerkezeti csillapitas a sajatkdrfrekvenciara
nincs jelentGs hatassal. Szerkezeti csillapitas esetén tehat (90) értelmében a moddlis csillapitds
w korfrekvencia fuggvényében linedris, és nem w? kérfrekvencia négyzet fiiggvényében, ahogy
az eddig vizsgalt szerkezetek esetében lathattuk.

8.4.1. Mérési eredmények

Adhikari publikacidjabol szarmazd [15], szerkezeti csillapitast vizsgalé mérés adatait dolgozom
fel ebben a pontban. A vizsgdlt szerkezetet és a mérési Osszeallitdst a 34. dbran lathatjuk. A
kisérlet sordn a gerjesztés is mért, tehat az eddigi Output-Only mérésekhez képest
megbizhatdbb eredményekkel dolgozunk.

3 DoF System

OFV 3001-8
Impulse hammer | Scanning head
Laser beam od
_aser bea —_—
T % © 0oo@

OFV— 0555

Vibrometer

Damping source

Charge amplifier

]
PC with NI DAQ card

34. abra Mérési dsszedllitds bemetszett lemez vizsgdlatdra
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A mérési adatokat a 18. tablazatban foglaltam 6ssze, a hajlitd és torzids lengéskép tipusok kiviil
itt megjelent egy harmadik, un. vegyes tipus, amikor a szerkezet tisztan megkilénbdztethetéen
egyszerre végez torzids és hajlitd lengéseket. A mérési eredményeket grafikusan a 35. dbran
l[athatjuk.

18. tablazat Adhikari mérési eredményei

f 3

(Hz) (%)

Hajlité 12,46 0,1032
Torzids 14,36 0,0969
Vegyes 15,01 0,1159
Hajlitd 75,6 0,1404
Torzids 88,94 0,1389
Vegyes 93,97 0,1254
Hajlité 232,74 | 0,1494
Torzids 243,37 | 0,0953
Vegyes 261,93 | 0,1260
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35. dbra A mérési eredmények grafikus dbrdzoldsa

Moduscsoportonként ugyan kevés mérési ponttal rendelkeziink, de ezek valéban a
korfrekvencia fliggvényében elséfoku jellegliek, ami azt jelenti, hogy a klasszikus nézetben ezek
konstans fliggvényekhez kozelitenek. Lathatjuk, hogy a csillapitasi mechanizmus solid jellegd,
ezért ilyen tipusu regresszidt végzek, célszerlien 2, maximum 3 paraméter meghatarozasaval.

8.4.2. A lengéstipusok regresszidja solid 2 modell alapjan

Solid tipusu modellt feltételezve egy interpolacids kozelitést mutatok be a levezett solid 2
modell segitségével. Latni fogjuk, hogy a targyalt reolégiai modellek jelenleg nem alkalmasak
ennek a szerkezettipusnak a modellezésére. Osszehasonlitasképp pedig bemutatok egy nem a
modellek alapjan végzett regressziot, ami w korfrekvencia fliggvényében els6foku gorbe.
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37. abra Solid 2 n=1 regresszio a torzios lengésekre
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38. dabra Solid 2 n=1 regresszio a vegyes lengésekre

Ahogy az abrdk el6tt el6revetitettem a jelenlegi reoldgiai modellek alapjan a mddszer nem
alkalmas a szerkezeti csillapitas kezelésére. A szerkezeti csillapitas esetének modellezése
azonban kiemelt fontossagu, ezért a tovabbi vizsgdlatok, és a modellek finomitasa
elengedhetetlen feladat. A modellek fejlesztésének lehetséges iranya tehat, hogy képes legyen
kezelni azokat az eseteket, amikor a mérési pontok w korfrekvencia fliggvényében linearisak.
Ennek szemléltetésére végeztem el a kovetkezd regresszidsorozatot.
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39. abra w kérfrekvencia fiiggvényében elséfoku regressziok a lengéstipusokra

8.5. Polimerek csillapitasi mechanizmusa

Catania publikaciojaban [16] részletes vizsgalatot végzett kiilonb6z6 anyagu polimer rudak és
lemezek koérében. Arra jutott, hogy polimerek esetén az atviteli fliggvényben a komplex tagok
tortkitevdjlek lehetnek, igy ez nagyban kiterjeszti a modellek lehetGségeit. Ez tovabbi iranyt
mutat a modellek fejlesztésére, ami akdr a szerkezeti csillapitds megfelel§ kozelitésére is
alkalmassa valhat. A kovetkez6 mérési adatsor egy 952x100x25 mm méretd PE rud vizsgalatarol

készilt. A numerikus adatokat a 19. tdblazat tartalmazza, és a 45. abran lathatjuk az

eredményeket.
19. tabldzat A PE rid mérési adatsora
L f
Lengéskép §
(Hz) (%)
Hajlité 40,8 1,39
Hajlité | 114,8 1,09
Hajlito 224,8 1,06
Hajlito 503,9 1,20
Hajlité6 | 595,5 1,19
Hajlité | 789,2 1,15
Hajlitd 1025,8 1,18
Hajlito 1303,9 1,13
100 3 . 1 100 - : H . 0014 .
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40. abra A mérési adatok grafikus dbrdzoldsa



8.5.1. A mérési adatokra illesztett regresszio
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A mérés sordn 8 mérési értékpart hataroztak meg, jellegre ugy tlinik, hogy a korfrekvencia
fliggvényében linearis, és a klasszikus nézeten jél [atszik, hogy valdszindleg fluid jelleg.
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41. abra Fluid 1 n=2 tipusu regresszio
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A 41. abra szerint a modell a klasszikus nézetben jél kdzeliti a mérési pontokat, azonban nagy

eltérést mutat a javasolt nézetekben alacsony frekvencidkon a modalis csillapitasban.

Magasabb fokszamu fluid 1 tipusu modell nem volt alkalmas a jelenlegi implementacié mellett a
regressziora. A 42. és 43. abran fluid 2 tipusu modellekkel kozelitem a mérési pontokat,
azonban ezek sem alkalmasak rd, hogy kell6 pontossaggal modellezzék a csillapitds alakjat. A 2
paraméterld modell a szerkezeti csillapitas esetén alkalmazotthoz hasonléan nem képes leirni a
korfrekvencia flggvényében linedris flggvényt, mert ilyenkor a korfrekvencia négyzetében

abrazolva négyzetgyok jelleget kellene felvennie.

modelleket feltételezve nem megvalédsithato.
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42. abra Fluid 2 n=1 tipusu regresszio
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43. dbra Fluid 2 n=2 tipusu regresszio

A modell 2 vagy magasabb paraméterszdm meghatarozdsa esetén solid jelleget vesz fel, ezt a
klasszikus nézetben lathatjuk, ugyanis nem végtelen irdnydbdl konvergdl a mérési
eredményekhez, hanem nulldbdl. Ez azt jelenti, hogy a regresszié6 szamitdsa sordn az A;
paraméter 0 értéklinek adddik, ami a paraméterek meghatdrozasara szolgdld Q matrix
rangjanak csokkenését jelenti. A modell tovabbi paraméterei igy megegyeznek a solid 2 n=2
regresszio paramétereivel a rangcsokkenés kovetkeztében.

A szerkezeti csillapitds esete, valamint a polimerek csillapitasi mechanizmusa jél megmutatta a
jelenlegi modell korlatait, ezzel megalapozta a tovabbfejlesztés iranyat. Zarasként bemutatok
egy, nem a reolégiai modellek alapjan végzett, w korfrekvencia fliggvényében els6foku
regressziot, ahogy azt a szerkezeti csillapitds esetén tettem.
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44. abra w kérfrekvencia fiiggvényében elsGfoku regresszio
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9. Aregressziot koveto extrapolacio lehet6ségei

Az extrapolacid lehetdséget nyujthat a végeselemes szoftvereknek, hogy a modellt a mérési
Ez
fliggvénybehelyettesitéssel elvégezhetS lenne a meghatarozott analitikus alak alapjan. Az

tartomanyon tuli, Un. Outband mddusokra is csillapitottd tegye. egyszerU
extrapolacidhoz azonban nagy biztonsaggal kell feltételezniink azt, hogy a regresszids fliggvény
valéban felhasznalhatd ehhez. Az extrapolacidé jésaganak meghatdrozdsara olyan regressziot
végzek a mérési adatokon, amibél az utolsé méréssel meghatarozott értékpart kihagyom, majd

az illesztett fliggvényt dbrazolva lathatjuk, hogy ez mennyire kozeliti a kihagyott pontot.

A vizsgdlat soran a Vittoria Sora hid SS/-vel végzett mérési adatai alapjan dolgoztam a hajlité
lengésképek csoportjan. A mddszer hatranya, hogy az eddig is kevés mérési pontok szamat
tovabb csokkenti eggyel. A 49. és 50. abran a két szdba johet6 fokszamu regressziét végeztem
el, ugyanis extrapolacié esetén fokozottan figyelni kell az interpolacids fliggvény elkeriilését.
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45. abra Extrapoldcio fluid 1 n=2 modell alapjan
regression regression 0.05 regression :
G- measurement -3 measurerment G- measurermnent : :
25 : : 25 : : : : :
: ! A = :
= = 2 003 o
£ = il
295 £15 2002
= & =
=z z £
= = < 002p
2 : 1 :
0 i i ; i i a i 2 0 i i ; i i
] 2000 4000 G000 B000 10000 0 20 40 60 a0 100 ] 20 40 =] 80 100

Frequency [rad/s] Frequency [rad/s]

Frequency2 [rzadi"a]2

46. abra Extrapoldcio fluid 2 n=1 modell alapjan

Az abrak szerint a fluid 1 modell alapjan végzett extrapolacié pontosabban kozeliti az utolsd
mérési eredményt a mért korfrekvencidk kétszeres tartomanyan. Azonban fontos az, hogy a
8. tablazat értelmében a fluid 1 modellek egy véges értékhez tartanak w—oo-ben, tehat valahol
a mérési tartomanyon kivil a regresszios fliggvény instabilla valik, ami alkalmatlan az Outband
maddusok kezeléséhez. A fluid 2 tipus azonban megbizhatdan a végtelenbe tart az adott trend
mentén.
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10. Osszefoglalas

A dolgozat sordn bemutattam a megfogalmazott feladat sziikségességének dinamikai hatterét
és a csillapitds abrazolasanak moddjat. A klasszikus nézet mellett bemutattam a javasolt
abrazolasi mdédokat, ahol célszerl lehet a regressziot elvégezni. Fontos, hogy ezeket nem a
klasszikus nézet helyett kell alkalmazni, hanem 0Osszhangban azzal. Minden dabrazolasi mod
hordoz elengedhetetlen informacidkat, amiket egylttesen kell vizsgdlni a minél pontosabb
modell felallitasanak érdekében.

Alaposan megvizsgaltam a linearis viszkoelasztikus reoldgiai modelleket. Az egyszer(
modellektSl kezdve épitettem fel a vizsgalatokat a tetsz6legesen Osszetett modellek irdnydba.
Két lehetséges mddszert mutattam be dltaldnos, bonyolult modell differencidlegyenletének és
atviteli figgvényének felirasara. Az atviteli fliggvényen alapulé mddszer szamitasat részletesen
bemutatom a dolgozat fliggelék részében. A rendszermatrixon alapulé mddszert az ismereteim
szerint az eddigi szakirodalomban reolégiai modellek felirdsara nem alkalmaztak. A megoldas
soran szikséges szimbolikus matrix inverz szamitasi modszert MATLAB segitségével oldottam
meg, ezt a dolgozatban fliggelékében is bemutattam.

A modellek frekvenciatartomanybeli viselkedését és a csillapitdsi tulajdonsdgokat egyarant
osztdlyoztam. Bemutattam a négy meghatarozott lehetséges csillapitasi mechanizmust, amit a
linedris viszkoelasztikus modellek képesek megvalésitani. Ezek osztdlyozasan alapulva analitikus
formdaban adtam meg a veszteségi tényezd és a modalis csillapitasi fliggvények alakjait.

Megvizsgaltam a polinomok hanyadosaként torténd, legkisebb négyzetek modszerén alapuld
linedris regresszidt. Ennek alapos tanulmanyozasa utan, a meghatdrozott fliggvényalakok
segitségével, MATLAB kornyezetben készitettem el a regresszids algoritmusokat. Ezeket késSbb
tobb lépésben finomitottam, mig végil Dr. Gyurkovics Eva segitségével elnyerhették a
bemutatott formajukat. A felmeril6, numerikus szamitasbol adédé problémakat, és a megoldas
iranyat részletesen ismertettem. Az algoritmusok segitségével regressziot végeztem négy eltéré
szerkezettipuson, melyeken bemutathattam a modellek alkalmazasanak erésségét, és korlatait.
Hidak és épiletek csillapitasi mechanizmusanak modellezésére alkalmas mddszert kinaltam
ezzel, és ezt az esettanulmanyok soran alaposan elemeztem. Megmutattam, hogy a modell
egyel6re nem képes kielégit6en kezelni a polimer szerkezeteket, és a hiszterézises szerkezeti
csillapitdst.

Az esettanulmdnyok soran igyekeztem bemutatni az egyes modellek kozti kiilonbségeket, illetve
azok josagat a meghatarozott mérési pontok szamanak és pontossaguknak fliggvényében.
Ezutan rovid kitekintést tettem az extrapolacidéra torténd hasznalatuk lehetéségeire. A
dolgozatban szamos alkalommal utaltam vissza a korabbi eredményekre. Fokozatosan
épitettem fel az egyszer( alapoktdl kezdve a bonyolult modellalkotas fazisaig a probléma
megoldasat, mindekdzben igyekeztem kiemelni a tovabbfejlesztés lehetGségeit.

A feladatkiirdsban megfogalmazott pontokat a dolgozat igyekezett maradéktalanul teljesiteni,
ahol lehetGség nyilt ra, ott részletekbe menden alaposan vizsgalta a felmerilé problémakat. A
meg nem oldott feladatokat nyitva hagyva, lehet6séget nyujt a dolgozatban ismertetett
madszerek jovibeli fejlesztésére.
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13. Figgelék

13.1. F1: Haromelemii modellek egyenletének felirasa az atviteli
fliggvény alapjan

13.1.1. Haromelemd(i standard solid Il. modell egyenlete

A modell egy Maxwell-test és egy elasztikus Hooke test parhuzamos kapcsolasa.

n(E1+E3)

E i+ 'S
ns PR O] 3
Z,(8)=Zy+Zy=E + Bls T T nils e (F1-1)
2 2
A konstitucids egyenlet operator és id6tartomanyban:

a+la-s=E1£+Me-s (F1-2)

E3 E;
o+Lg=Ee+ 1EtE), (F1-3)

E, E,

13.1.2. Haromelemdi standard fluid I. modell egyenlete

A modell egy Maxwell-test és egy viszkdzus csillapitasu Newton test parhuzamos kapcsoldsa.

Z,(S)=Zy+Zy=n-s+ 12"%_5 = T+ s = % (F1-4)

A konstitucids egyenlet operator és idétartomanyban:
o+ %2 s=(n + 1) s+ 2 771772 - 52 (F1-5)
o+ —a = (g, +ny)é + L2 ’“"2 (F1-6)

13.1.3. Haromelemd(i standard fluid Il. modell egyenlete
A modell egy Kelvin-test és egy viszkdzus csillapitdsu Newton-test test soros kapcsolasa.

. . . g2
Z,(s) = ZgZN _ NuS(E+ngs) _ mEstmngs® _ o(s) (F1-7)

Zx+Zy  E+mas+nys  E+(atmi)s  &(S)

A konstituciés egyenlet operator és id6tartomanyban:

Nitn2
E

o++—0-s=me s+ 771E772 - 52 (F1-8)

Nitn2

G =€+ ’“"2 (F1-9)

o+—-
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13.2. F2: Haromelemii modellek egyenletének felirasa a rendszermatrix
alapjan
13.2.1.Egyszerli Maxwell modell megoldasa MATLAB segitségével
syms s E eta;
Z=sym([E+s*eta, -s*eta;-s*eta,s*eta]);
inv(Z)

ans =

[ 1/E, 1/E]
[ 1/E, (E + eta*s)/(E*eta*s)]

13.2.2.Standard solid Il. modell

47. abra Standard solid Il. modell

A rugalmassagi moduluszok és a viszkozitasi tényezé matrixa:

ro[B R

_ O _
CE E+E, 6 w=| (F2-1)

A rendszermatrix ekkor:

_ _ EZ + T] ) _EZ
Z(s)=W-s+T _[ o E1+E2] (F2-2)
A rendszermatrix inverzeként megkapjuk az atviteli matrixot.
— E1Ey;+(E1+E)n's  E1Ex+(E1+E2)N's
Hs)=Z"'(s)="" E12 ’ ' I:2“1+E;+77'zs (F2-3)
E1E2+(E1+E2)T]'S E1E2+(E1+E2)T]'S
Ekkor H, ,(s) = ialapjén felirhato a konstitucids egyenlet.
L (F2-4)
E1E2+(E1+E2)T]'S o
a+la-s=Ele+Me-s (F2-5)
E; E;
o+Ls=Ee+ 1EtE), (F2-6)
E; 2



13.2.3.Standard fluid I. modell

\

",
48. abra Standard fluid I. modell

A rugalmassagi modulusz és a viszkozitasi tényez6k matrixa:

_[E -E ,
I‘—_E E és P = [O 771]

A rendszermatrix ekkor:

z(s)=lP-s+r=[E+”2'S -k ]

—F E+ni-s

A rendszermatrix inverzeként megkapjuk az atviteli matrixot.

E+7]1'S E
1 _ |EM1tm2)-s+nings? E(My+n2)-s+n11y°s?
H(s)=Z"(s) = E E+7y's

EM1+m2)'s+n1n2's2  EM1+12)s+1m172°52
Ekkor H, ,(s) = ialapjén felirhato a konstitucids egyenlet.

E+ny's

E(M1+12)s+M1m2's2 @

o+ =05 = (M +1y)e s+771772 - 52

a+—a =(n +n2)s+"1n2

13.2.4.Standard fluid Il. modell

1 2
E
= n,
g
_. —_
=
£,
° & &

49. abra Standard fluid Il. modell
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(F2-7)

(F2-8)

(F2-9)

(F2-10)

(F2-11)

(F2-12)



A rugalmassdagi modulusz és a viszkozitasi tényez6k matrixa:

_[E O , _Mtn2 —Mm
I‘_[0 0 es v= —m 771]

A rendszermatrix ekkor:

Z(s)=W-s+T = E+ @ +tn2):s —771'5]
NS /F

A rendszermatrix inverzeként megkapjuk az atviteli matrixot.

1 1
_ -1 _ E+T’2'S E+T]2'S
H(s)=27"(s) = 1 E+(M1412)'s

E+12'S  ENq-S+1172°s2
Ekkor H, 5(s) = ialapjén felirhato a konstitucids egyenlet.

E+(mitm2)s _ €

ENg-s+n1nzs? o

+
E E
N1tn2 . ninz ..

O'+TO':Y]18+T€

52

(F2-13)

(F2-14)

(F2-15)

(F2-16)

(F2-17)

(F2-18)
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13.3. F3: A csillapitasi mechanizmusoknak megfelelé6 regresszios
fiiggvények megvaldsitasa MATLAB segitségével
13.3.1.Solid 1. tipus
. _ 1. Aw?+Azw* 4+ Ay w3
d(jw) T2 1+A0% 4+ APt (F3-1)
function [x,y] = regSl(data,n,d,m)

$input: data array and max grade of polinoms
Soutput: x and y=f (x) vectors

o

Standard solid 1.

o

o\

1 Al*w"2 + A3*w™4 + + A2n-1*w2n
A o= mF o
2 A0 + A2w"2 + + A2n*w”2n

o° o oe

o

R E L EEEE e
# Q*w=p #
T E LT EE LT

o°

o°

data(l, :)=data(l,:).~(1/2);

n=n*2;
if nargin==
m=1;
end
$creating Q matrix w/ 2 partitions
Q = zeros(length(data(l,:)),n);
for i = 1l:1length(data(l,:))
for k = 1:n/2
Q (i, k)
Q(i,k+n/2)
end

= data(l,1i)"(2*k)/2;
-data(2,1i) *data(1l,1i) " (2*k);

end

w = data(2,:)"';
P = O\w;3%pinv (Q) *w;

%calculating the output vectors
x=0:d:data(l,length(data(l,:))) *m;
y=zeros (l,length(x));
for i=l:length (x)
num=0;
den=1;
for k=1:n/2
num=num+ (p (k) *x (1) * (2*k) ) ;
den=den+ (p (k+n/2) *x (i) ~ (2*k) ) ;
end
y(1,1)=num/den/2;
end

%init Q matrix w/ Os

%i: meas.points

%the fst part of Q
%the scnd part of Q

$init x
$init y

%init numerator
$init denominator

Fnumerator
%$denominator

o\

y



13.3.2.Solid 2. tipus

2n+2

d . _ 1 A1w2+A3w4+~-~+A2n+1a)
(Jw) =3 24... 2n
2 1+A,w4+--+Aqn0

function [x,y] = regS2(data,n,d,m)
%$input: data array and max grade of polinoms

Soutput: x and y=f(x) vectors

o\

Standard solid 2.

o

S 1 Al*w"2 + A3*w"4 + + A2n+1*w2n+2
% d:_* _____________________________________
% 2 AO0 + A2w"2 + + A2n*w”™2n

% R T L EEEE ST

% # Q*w=p #

% FAH A

data (1, :)=data(l,:).~(1/2);

n=nx*2;
if nargin==

m=1;
end
$creating Q matrix w/ 2 partitions
Q=zeros (length(data(l,:)),n+1);
for i=l:length(data(l,:))

for k=1:n/2

Q(i,k) = data(l,i)"(2*k)/2;

Q(i,k+n/2+1) = -data(2,i)*data(l,i)” (2*k);
end
Q(i,n/2+1)=data(1l,1)~(n+2)/2;

end

w=data (2, :)"';
P=Q\w; Spinv (Q) *w;
%calculating output vectors
x=0:d:data(l,length(data(l,:))) *m;
y=zeros (l,length(x));
for i=l:length (x)
num=0;
den=1;
for k=1:n/2
num=num+ (p (k) *x (1) * (2*k)) ;
den=den+ (p (k+n/2+1) *x (1) * (2*k) ) ;
end
num=num+ (p (n/2+1) *x (1)~ (n+2) ) ;
y (i)=num/den/2;
end

x=x."(2);

(F3-2)

%init Q matrix w/ Os
meas.points

i

%the fst part of Q
$the scnd part of Q

$last element of Qpl

$w vector

p = Q(+)*w

$init x
$init y

numerator
denominator

%init
%init

$numerator
$denominator

$last element of num
5y



13.3.3. Fluid 1. tipus

. 1 A1+A3w2+~'+A2n_1a)2”_2
d(jw) == F3-3
() 2 144,024+ Arpw?h? ( )
function [x,y] = regFl(data,n,d,m)
%$input: data array and max grade of polinoms

Soutput: x and y=f(x) vectors

o\

Standard fluid 1.

o

S 1 Al*w"2 + A3*w™4 + ... + A2n-1*w2n
% d:_* ___________________________________
% 2 A2w"h2 + + A2n*w”™2n

% R T L EEEE ST

% # Q*w=p #

% FAH A

data (1, :)=data(l,:).~(1/2);

n=n*2;

if nargin==
m=1;

end

%$creating Q matrix w/ 2 partitions

Q=zeros (length(data(l,:)),n-1); %$init Q matrix w/ Os
for i=l:1length(data(l,:)) %1i: meas.points
0(i,1)=1/2; $the fst column of Q=1/2
for k=1:n/2-1
Q(i, k+1) = data(l,1i)"(2*k)/2; $the fst part of Q
Q(i,k+n/2) = -data(2,1)*data(l,1i)”(2*k); %the scnd part of O
end
end
w=data(2,:)"'; $w vector
P=Q\w; spinv (Q) *w; $p=0 (+) *w

[

%calculating output vectors

x=0:d:data(l,length(data(l,:))) *m; $init x
y=zeros (l,length(x)); %init vy
for i=l:length (x)
num=p (1) ; $init numerator
den=1; $init denominator
for k=1:n/2-1
num=num+ (p (k+1) *x (1) * (2*k) ) ; Snumerator
den=den+ (p (k+n/2) *x (i) ~ (2*k) ) ; $denominator
end
y (i) =num/den/2; %y
end

x=x."(2);



13.3.4.Fluid 2. tipus

d . _ 1 A1+A3(J)2+"'+A2n+10)2n
(]w) -5 24... 2n-2
2 1+Asw4++Aynw

function [x,y] = regF2(data,n,d,m)
%$input: data array and max grade of polinoms

Soutput: x and y=f(x) vectors

o\

Standard fluid 2.

o

S 1 Al*w"2 + A3*w™4 + ... + A2n-1*w2n+2
% d:_* _____________________________________
% 2 A2w"h2 + + A2n*w”™2n

% R T L EEEE ST

% # Q*w=p #

% FAH A

data (1, :)=data(l,:).~(1/2);

n=n*2;

if nargin==
m=1;

end

%$creating Q matrix w/ 2 partitions
Q=zeros (length(data(l,:)),n); %init Q matrix w/ Os

for i=l:1length(data(l,:))
Q (1, 1)=1/2;
for k=1:n/2
Q(i,k+1) = data(l,i)~(2*k)/2;
end
for k=1:n/2-1
Q(i,n/2+1+k)
end
end

-data(2,1)*data(1,1i)" (2*k);

w=data (2, :)"';
P=0\w; $pinv (Q) *w;

%calculating output vectors
x=0:d:data(l,length(data(l,:))) *m;
y=zeros (l, length (x));
for i=1l:length (x)
num=p (1) ;
den=1;
for k=1:n/2
num=num+ (p (k+1) *x (1) ~ (2*k) ) ;
end
for k=1:n/2-1
den=den+ (p(n/2+1+Kk) *x (1) ~ (2*k) ) ;
end
y (i) =num/den/2;
end

x=x."(2);

(F3-4)

%1i: meas.points
$the fst column of Q=1/2

$the fst part of Q

%the scnd part of Q

$w vector
Sp=0Q (+) *w

%init x
%init vy

$init numerator
$init denominator

$numerator

$denominator

oe

y

56
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13.4. F4

13.4.1. A Heritage Court Tower épiilet lengésképei
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