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Kivonat

A Kklasszikus kép szerint a fajok egyiitt-létezése 6koldgiai niche-eik (példaul: taplélékforrasaik) elkiiloniilésén

mulik. Egy ilyen differencidlédés esetén ugyanis egy megnovekedett 1étszamu faj hatranyba keriil a tobbi-
ekhez képest, s igy 1étrejon egy, az egyiittélést stabilizalé negativ visszacsatolas.

A kozelmiltban végzett empirikus vizsgalatok azonban olyan - Uin. kriptikus - fajok egyiittélését tartak
fel, melyek morfoldgiailag megkiilonboztethetetlenek, genetikailag azonban mégis eltérnek egymastol. Mi-
vel nincs kozottiik ismert okoldgiai kiillonbség, felmeriilt, hogy egyiittélésiiket szexudlis kolcsonhatasok
stabilizalhatjak.

Munkédnk soran két ilyen lehetséges kolcsonhatdst vizsgdltunk meg: a him kompeticiét, valamint a
him-néstény szexudlis konfliktus egy olyan vélfajat, melynél a tdl sok him pérzasi prébalkozasa mar a
néstények termékenységének és élettartamanak csokkenéséhez vezet.

A kolesénhaté populédcidk viselkedését csatolt differencidl-egyenletekkel modelleztiik, és vizsgaltuk az
egyiittélési fixpontok strukturdlis és dinamikai stabilitasat. Eredményeink azt igazoljak, hogy a kétféle
szexualis kolcsonhatas kovetkezményei jelentésen eltérnek egymastol.

Mig a néstények himek altali bantalmazédsa onmagaban képes szabdlyozni egy populédcié névekedését,
és képes az Okoldgiailag egyenértékii populacidk egyiittélésének stabilizdlasara, addig a him kompeticié
nem, hogy nem tudja fenntartani az egyiittélést, hanem destabilizalja azt. Ha azonban a két kdlcsonhatés
egylittesen van jelen a populdciéban, akkor a ndstények fizikai drtalmédnak hatdsa elég robosztus ahhoz,
hogy a him kompeticié okozta instabilitdst kompenzélja.

Eredményeink segitségével lehet6ség nyilik a kriptikus fajok egyiittélésének mélyebb megértésére: a
szexudlis konfliktus célzott empirikus vizsgalatdval eldonthet6 lenne, hogy ez a hatds valéban jelentds
szerepet jatszik-e a kriptikus fajok egytittélésében.
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1. Bevezetés

1.1. Elméleti hattér: fajok egyiittélése

A rengeteg faj léte a biolégia egyik alapélménye, egyik legfontosabb megmagyarazni valé ténye. A leginkabb
bevett — de azért kordntsem konszenzusos — kép szerint a fajok egyiittélésének lényege az, hogy mindegyikiik
mas szerepet tolt be az adott tarsulasban. Ennek képszert kifejezése az a gondolat, hogy minden fajnak van
egy elkiiloniilé okologiai niche-e, azaz felosztanak maguk kozott egy ,,niche-teret”.

A kompetitiv kizards elve, vagy Gause-elv kimondja, hogy ,,complete competitors cannot coexist” (Hardin
1960)), azaz ,,komplett kompetitorok nem élhetnek egyiitt”. Az elv mogott a 1étért vald kiizdelem darwini
gondolata &ll: ha két faj pontosan ugyanazt a szerepet probalna betolteni, akkor egymaéssal versenyben
lennének, és valamelyikiik megnyerné ezt a versenyt. Kicsi ugyanis annak az esélye, hogy két kiillonb6zo faj
pontosan ugyannyira legyen sikeres, pontosan ugyanakkora legyen a fitnesziik. Masképp megfogalmazva, a
fajok akkor keriilhetik el a kompetitiv kizardst, ha a niche-eik elkiilontilnek a niche-térben.

Az elv részletesebb, és leggyakrabban idézett megfogalmazasa azt allitja, hogy tdplalékért versengd fajok-
bél legfeljebb annyi élhet egyiitt, ahdnyféle tapanyagforrds van (MacArthur et al.|1964)). A gondolat indoklasa
a termodinamika faziegyensulyi szabalyara hajaz. A fajok novekedési rataja a tdpanyagkoncentracioktdl fiigg.
Egyensilyban minden egyes fajra vonatkozik egy-egy egyensilyi egyenlet, a véltozok pedig a tapanyag-
koncentriciok. Az egyenletrendszernek generikusan — azaz a paramétereknek nem nullmértékii halmazéan —
csak akkor lesz megolddsa, ha van annyi valtozd, ahdny egyenlet. Amennyiben ez nem igy van, akkor, ha létezik
is egy olyan fixpontja a dinamikdnak, melyben az Gsszes faj pozitiv létszammal van jelen, az strukturélisan
instabil: a paraméterek tetszélegesen kis megvaltozasaval eltiinik. Ilyen egyiittélésre a valésdgban — dltalaban
— nem szamitunk.

A téplalékforrasok leszamoldsan alapulé kompetitiv kizarasi elv csak akkor érvényes, ha a populdcidk egy
stabil fixpontban élnek egyiitt, és kozottiik semmilyen mas kolcsonhatas nincs, mint a tapanyagokért folyd
versengés. Matematikailag teljesen altaldnosan csak az mondhat6 el, hogy a fajok szdma nem lehet nagyobb,
mint a fajok egyensilyi egyenleteiben 16vé véltozok szdma (Levin|[1970). Az ilyen kornyezeti valtozdkat
reguldlé valtozéknak nevezziik (Krebs|[2001). A legegyszeriibb példa a tédpanyagkoncentricidk, de reguldlé
valtozo lehet barmi, ami kolcsonhatasokat kozvetit a versengd egyedek, populaciok kozott.

Témavezetém eredménye (Meszéna et al.|[2006), hogy a robusztus egyiittéléshez a fajoknak mind a re-
gulalé valtozékra valé hatasukban, mind pedig a téliik valé fliggésiikben elegendden kiilonbozniiik kell — s ez
a niche-szegregacié matematikailag pontos megfogalmazasa. Minél kisebb ez az elkiiloniilés, annél sziikebb
lesz az egyiittélést lehetévé tevd paraméter-tartomany. Ha az elkiiloniilés megsziinik, az egyiittélés lehet&sége
besziikiil a nullmértékii paramétertartomanyra, vagyis arra az esetre, amikor a fitneszek pontosan megegyez-
nek.

Az egytittélési fixponttdl nem csak strukturdlis, hanem dinamikai stabilitdst is elvarunk. Két faj esetén ha
az egyik gyakorisaga egy kis perturbacié hatasara csokken vagy novekszik, akkor az 6 novekedési rataja ugy
no vagy csokken, hogy a perturbaciét kompenzélja. Ezt nevezziik negativ gyakorisagfiiggésnek. Szokasos meg-
fogalmazdsa az, hogy a versengésnek er6sebbnek kell lennie a fajokon beliil, mint azok kozott. Az alappélda:
két taplalékért versengd faj, részlegesen elkiiloniild taplalékpreferencidval. Az egyedek elsésorban a fajtarsak,
és csak mdsodsorban a mésik faj egyedei eldl eszik el az elfogyasztott tapldlékot. (Megjegyzendd, hogy a
dinamikus stabilitds erésebb fogalom a strukturélisnal.)

A populédciék dinamikédjaban egyébként pozitiv gyakorisagfiiggés, és ebbél ereden instabil fixpontok is
elofordulhatnak. Elképzelheté példaul, hogy egy igen kis létszamn, ritkdsan €l populdciéban nehéz part
taldlni, s ez lecsokkenti a termékenységet. Ezt a jelenséget Allee-effektusnak hivjak, és késébb fontos szerepe
lesz a dolgozatban.

A kompetitiv kizdras vs. egyiittélés kérdéseir6l szolé vitak végigkisérik az okoldgia torténetét, a kez-
detektdl napjainkig. A kozelmultban keriilt az érdeklédés kozéppontjaba a ,kriptikus”, vagyis a ranézésre
megkiilonboztethetetlen fajok egytlittélése, mely kérdés e dolgozat kozponti témaéja.

1.2. Kriptikus fajok

Bar az eddig kifejtettek alapjan két faj nem foglalhatja el ugyanazt a niche-t, az utébbi idében megszaporod-
tak az olyan empirikus eredmények, melyek azt mutatjak, hogy morfolégiailag lényegében megkiilonboztet-
hetetlen, genetikailag mégis kiillonb6z6 fajok képesek a stabil egyiittélésre (Montero-Pau et al.[2011)).



Az ilyen un. kriptikus fajok az élovildg széles korében elterjedtek. Képvisel6ik megtalalhaték a gombéaktol
az édesvizi halakig, az izeltlabuiaktdl a sarkvidéki novényekig. Létezésiik mér koriilbelill 300 éve ismert a
biolégusok szdamara, am csak a gyorsan fejlédo és egyre olcsébban elérheté DNS-szekvendlas tudta megoldani
a taxonémiai besoroldsuk jelentette problémdt (Bickford et al.||[2007).

Mivel nincs ismert 6kologiai kiilonbség kozottiik, a kriptikus fajok egyiittélése egyéb magyarazatot kivan.
Felmeriilt tobbek kozott, hogy talan ezeknek a fajoknak a niche-beli elkiiloniilése még feltarasra var, és nem
tiikrozédik a morfolégidjukban (lasd: kriptikus niche-szegregécid), vagy neutrilisan élnek egytlitt
. Ez utébbi gondolat a 2000-es évek végén sziiletett a populdcidgenetikdaban értelmezett neutralitds-
fogalmat alapul véve, mely az olyan genetikai mutacidkat jelenti, melyek nem vonnak maguk utan fenotipusos
valtozast. Ha feltessziik, hogy két faj teljesen egyforma, azaz semmiféle szamottevo kiilonbség nincs kézottitk
— csak azért tekintjiik oket kiilon fajnak, mert nem parosodnak egymassal —, akkor e két faj kozott fitnesz-
kiilonbség sem lesz, nem fogja az egyik a masikat kiszoritani. Ezt az esetet mégsem mondhatjuk strukturalisan
instablnak, hiszen nincs olyan paraméteriink, melynek a megvaltozasa ezt az egyenlGséget megsziintetné.
Egy ilyen neutralisnak mondott egyiittélés esetén természetesen nincs stabilizdlé visszacsatolas a két faj
létszamanak aranyara, igy az tetszolegesen fluktualhat. Mégis, az egyiittélés elég hoszan fennmaradhat, ha
a populédcidk kell6en nagy létszamuak. Izgalmas kérdés, hogy ez a matematikai lehetség megvaldsul-e a
természetben, bar kevéssé valészinii, hiszen a paraméterek olyan mértékii finomhangolasat jelentené, mely a
természetben jellemzGen nem fordul el (Purves et al.|[2010)).

1. dbra. A kriptikussig fogalmanak szemléltetése. A példdban szerepls halfajok, bar genetikailag eltérnek egyméstdl,
morfolégiailag megkiilonboztethetetlenek. (A kép forrdsa: https://theg-cat.com/tag/cryptic-species/)

Gomez-Llano és tarsai alltak el6 azzal az otlettel a ,,When Ecology Fails: How Reproductive Interactions
Promote Species Coexistence”, vagyis az ,,Amikor az Okolégia cs6d6t mond: Hogyan segitik el a fajok
egylittélését a szaporodasi kdlesonhatasok?” cimli munkédjukban, hogy a kriptikus fajok egyiittélését szexualis
visszacsatoldsok stabilizdlhatjdk (Gémez-Llano et al[[2021)). Ennek a gondolatnak az alapja 6sszhangban van
a fent targyalt okolégiai képpel, mindGssze azzal a kiilonbséggel, hogy itt nem csupan Okoldgiai, hanem
szexualis visszacsatolasok is betolthetik a regulald valtozdk szerepét.

Bar elméleti vizsgédlatok kimutattdk, hogy szexudlis kolcsonhatasok vezethetnek — akéar pozitiv, akér
negativ — gyakorisagfiiggéshez (M’Gonigle et al.|[2012), (Yamamichi et al|[2023), és {gy lehetnek a po-
pulaciédinamika hajtéeroi, konkrét kolesonhatasok mechanisztikus vizsgalatara még nem keriilt sor.

Jelen munkédban az volt a célom, hogy konkrét szexudlis kolcsonhatasokat modellezve kideritsem, azok
jatszhatnak-e szabdlyozd szerepet a kriptikus fajok egytittélésében.

1.3. A vizsgalt kolcsonhatasok

Goémez-Llano és tarsai munkdjukban (Gomez-Llano et al.[2021)) szdmos szexudlis kolcsonhatdst osszegyijtottek,
mint lehetséges jelolteket. Ezek koziil keriilt kivalasztasra témavezetém altal és dltalam a szamunkra két
legigéretesebb.

Viélasztasunk a him kompeticiéra, valamint a him-néstény szexudlis konfliktus egy bizonyos vélfajara esett,
melynél a til sok him parzasi probalkozasa mar a néstények termékenységének és élettartamanak csokkenéséhez
vezet.




2. abra. Példdk fajokra, melyeknél a vizsgilt szexudlis kolcsonhatdsok megfigyelhetSk. (A képek forrdsa:
https://pixabay.com) (a) Agyi poloska (CIMEX LECTULARIUS). (b) Ecetmuslinca (DROSOPHILA MELANOGASTER). (c) Egy, a
Tanganyika-téban é16 ciklidafaj (PETROCHROMIS sP. MOSHI).

1.3.1. Szexudlis konfliktus

A szexudlis konfliktus &dltaldnossagban egy, a nemek kozotti érdekkiilonbséget jelent. Ennek egyik meg-
nyilvanulasa az, hogy a himek hajlamosak a nostényekkel erészakosan parzani annak érdekében, hogy minél

tobb utédjuk sziilessen, valamint gyakran a szaporitoszerveik osszeférhetetlensége miatt parzas kozben sériiléseket

okoznak a nostényeknek. Ez egyrészt csokkenti a nostények termékenységét, masrészt azok élettartamat
(Zhang et al.|[1998)), (Reinhardt et al.|[2015, (Gémez-Llano et al.[2018)), (Kobayashi [2019)).

A szexualis konfliktus ezen forméja megfigyelheté példdul az esetmuslincaknal és az agyi poloskdakndl
(lasd és abra). Elbbiek himjei parzdskor enyhe mérget jutattnak a néstények testébe, hogy meg-
akaddlyozzdk azokat a m&s himekkel valé parzdsban (Rice et al.|[2006), (Kamimural2012). Az dgyi poloskdk
himjei pedig a minél gyorsabb — és igy szamban minél tobb — parzas érdekében szaporitdszerviiket gyakran a
ndstények testébe hasitjék, ezzel komoly sériilést okozva az adott nésténynek (Reinhardt et al|2003). Ezt a
jelenséget traumatikus inszemindciénak nevezzik, és az agyi poloskdkon kiviil példaul bizonyos pdkfajoknal
is megfigyelhetd )

A mechanizmust a kriptikus fajok egyiittélésének vizsgalataval kapcsolatban igéretessé teszi, hogy azon
fajok kozott, melyekre jellemz6 a fent emlitett szexudlis konfliktus, nagy szamban talalhatéak kriptikus fajok.

1.3.2. Him kompeticié

Him kompetici alatt a himek mas himekkel szemben mutatott agressziv, territoridlis viselkedését értjiik. A
feltételezés az, hogy a territorialis harcok soran a himek nagyobb agresszivitdst mutatnak a sajat fajtarsaikkal
szemben, mint a més faji himek esetében (Kohda/|[1995), (Kohda|[1998)), (Mikami et al|2004). Ennek hatésa
a himek élettartamanak csokkenésében mutatkozik meg, illetve akar térbeli szeparécio is kialakulhat altala.
Hiszen, ha a himek a sajat fajtarsaikat messzire iildozik a territériumaik hatératol, akkor a két azonos faji
himhez tartozé teriilet kozé konnyedén beékel6dhet egy maés faji him territériuma.

A fajon beliili him kompeticié negativ gyakorisagfiiggést okozhat, és igy elésegitheti a fajok egylittélését.
A fajok kozotti him kompeticiérdl ellentétben azt feltételezhetjiik, hogy hatdsa kozvetett mdédon csokkenti
az egyuttélés esélyét azaltal, hogy a rendelkezésre 4ll6 himek szaménak csokkentésével a nostények himektél
elszenvedett bantalmazasanak koltségeit is csokkenti.

Erre a mechanizmusra talalhatunk empirikus példakat tobb kriptikus fajnal, tobbek kozott afrikai ta-
vakban é16 cikliddkndl (lasd abra). Ezen halfajok himjei bizonyitottan messzebbre {izik a fajtérsaikat
a territoridlis harcok soran, mint a méas fajhoz tartozé him egyedeket, mely felmeriilt a fajgazdagsdgukra
adott lehetséges magyarazatként — bar a legtijabb vizsgalatok ez esetben inkabb a régi ge-
netikai valtozatossdgot (vagyis a kozos &s genetikai sokszin{iségét) emelik ki, mint kulcsfontossdgu tényezot
(Seehausen|2015)), (Marques et al.|[2020).

1.4. A dolgozat célkitiizése

Munkam célja az volt, hogy megvizsgaljam, a kivélasztott két szexualis interakcié képes lehet-e betolteni
annak a szabalyozé mechanizmusnak a szerepét, mely a kriptikus fajok egytittélését fenntarthatja. Meg-
vizsgaltam a him kompeticié és a szexualis konfliktus egyedi hatasait, valamint azt is, hogy a két interakcid



miként hat kolcson egymassal, milyen az egyiittes hatdasuk az ckoldgiailag hasonléan viselkedé populaciok
dinamikéjéra.

A nostények himek édltali bantalmazasat Gj megkozelitsében targyaltam azzal, hogy szepardlva, két kiillon
tagként vizsgaltam annak kévetkezményeit. fgy mind a n6stény termékenység, mind az élettartam csokkenésének
hatasait egyedileg és egytittesen is analizalhattam.

A szexudlis kolcsonhatdsok dinamikai kdvetkezményeit egy fajra, valamint két 6kolégiailag hasonléan vi-
selked6, egymassal kompeticiéban all6 fajra modelleztem. Az egy fajra vonatkozé modell vizsgalataval arra
kerestem a valaszt, hogy az adott interakcidknak milyen a reguldld képességiik, vagyis tudjak-e szabalyozni
egy populacié novekedését. A két fajra vonatkozé modellel a kolcsonhatasok egyiittélés-fenntarté képességét
vizsgaltam. A numerikus szimuldciék eredményeit témavezetdmmel egyiitt analitikus szdmitasokkal is aldtamasztottuk.



2. Modellek

2.1. Egy fajra

A szexualis kolecsonhatdsok dinamikai kovetkezményei elészor egyetlen szexudlisan szaporodd populédciéban
keriiltek vizsgélatra.

A nostények szaporodasa fiigg a himek szamatdél. A modell feltevése ezen feliil, hogy nostények a repro-
dukcié sordn egyenlé ardnyban hoznak létre néstény és him utédokat. A til sok him csékkenti a néstények
termékenységét, és noveli azok haldlozasat. Hasonlé médon a him kompeticié a himek haldlozasat noveli.

A populacié dinamikéjat az aldbbi differencidlegyenlet-rendszer modellezi:

iljf = 12 (o(y) — s1y) — ha — az (z + y) — s2y, O
Y=1a(o(y) — s1y) — hy —ay (x +y) —vy?,

ahol x és y rendre a néstények és a himek egyedszama. A néstények termékenységének him egyedszamtol vald
fiiggését a Holling II. tipust funkciondlis vélasz irja le (Péasztor et al.|[2016):

by
o) = T )
Itt Ty, a néstények un. ,,handling-time”-ja, vagyis az az id6, mely eltelik, mig egy péarzas utdn a ndstény
Ujra termékeny lesz. (Feltessziik, hogy a himek esetében nincs handling-time.) b pedig annak a teriiletnek a
nagysaga, melyet egy him egyed egységnyi id6 alatt atfésiil potencidlis néstények utan kutatva.
A Holling II. tipust funkciondlis valasz analdg a a reakcidkinetikabdl ismert Michaelis-Menten egyenlettel.
Ez a legegyszeriibb esete a telitésnek, vagyis jelen esetben annak, hogy a nostények termékenysége nem néhet
korlatlanul a him egyedszam novekedésével.
A szexudlis konfliktus két hatdsat az s; és sy paraméterek irjdk le. Elébbi a néstények termékenységének
csOkkenését, utébbi a megnovekedett haldlozast. A v paraméter a him kompeticié mértékét jellemzi, h a
természetes haldlozds mértéke, az okoldgiai szabdlyozast pedig az a egyiitthaté hatdrozza meg.

2.2. Két fajra

Két faj (A és B) esetében sziikséges megkiilonboztetni a fajon beliili, vagy idegen széval intraspecifikus (vaa,

vpB) és a fajok kozotti (vap, vBa ), vagyis interspecifikus him kompeticiét.

A modell feltevése az, hogy fajok kozotti parzasi kisérletek torténhetnek — igy a néstények elszenvedhet-

nek bantalmazdst ellenkezé faju himektél is (s1aB, S1BA, S2aB €S sapa) — , de ezek a prébalkozdsok nem

eredményeznek életképes utédokat. Megjegyzendd azonban, hogy a szimulaciok soran az interspecifikus sze-

xudlis konfliktus mértékét egyébként nullanak vettem, melynek okat a diszkusszidban fejtem ki részletesen.
A két szexudlis populacidébdl allé rendszer dinamikéjat a kovetkezd differencidlegyenletek irjdk le:

Ga = Swa (0a(ya) — 51AAYA — S1ABYB) — haZa — axa (TA + YA + TB + YB) — S24ATAYA — S2ABTAYB,
dra — 1za (0a(ya) )—h (xa +ya+ 2B +y)
Wa = 1up (0a(ya) — S1AAYA — S1ABYB) — haya — aya (Ta + Ya + T8 + YB) — VAAYA — VABYAYE.

(3)
dzp _ 1

it = 7B (¢0B(yB) — 51BBYB — 51BAYA) — hBZB — axB (TA + YA + TB + YB) — S2BBTBYB — S2BATBYA,
dyp
dt

[y

578 (0B(YB) — 51BBYB — $1BAYA) — hBYB — aya (A +ya + B +yB) — UBBYRE — UBAYBYA-
(1)
A modellek numerikus kiértékelését egy Python nyelven irt kéddal végeztem, a scipy.integrate.odeint
beépitett fiiggvény hasznélatdval, mely a numerikus integraciéhoz az LSODA-mdédszert alkalmazta. (A tel-
jes kéd megtaldlhaté a fiiggelékben.) Az opciondlis paraméterek (mint példdul a kezdeti egyedszdm,
a természetes haldlozdsi rétédk stb.) a szimuldcié kezdetén kézzel keriiltek bedllitdsra oly mddon, hogy a
bedllitott paraméterek Osszességével az egyszerii 0koldgiai szabalyozas stabilan megvalésuljon. Ezutan keriilt
sor a paraméterek szexudlis konfliktust és him kompeticiot leiré tagokkal valé bovitésére.



3. Eredmények

3.1. A regulaloképesség vizsgalata

Amennyiben a szexudlis kolcsonhatasokat nem vessziik figyelembe, vagyis kizardlag 0kolégiai visszacsatolds
van jelen a populdciéban, az egy fajra vonatkozé modellnek két fixpontja van (lasd ) Ezek kozil az egyik
az Allee-effektushoz kothetd, mig az Allee-kiiszobtél tévol a populdciét az 6sszlétszém (x+y) korlatozza (lasd

abra).
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3. abra. Az egy fajos modell fazisdiagramjai szexudlis visszacsatoldsok nélkiil, kizdrélag Skolégiai visszacsa-
tolassal. A nyilak szinei ardnyosak a sebsséggel: minél vildgosabb a szin, annal nagyobb a sebesség. A folytonos fekete vonalak a
rendszer ndstény, a szaggatott fekete vonalak pedig a him izoklindit jelolik. Az instabil fixpontokat iires korokkel, a stabilakat teli
korokkel jeloljik. Az egybefiiggd fekete nyilak az adott pontok gradienseit mutatjik. (a) Az Allee-kiiszobtél tavol a populdcié
novekedését a populdcié (z + y) Osszlétszdma limitdlja, tehdt a ndstény izoklina egy 45 fokos meredekségii egyenesbe megy &t.
Ha azonban a himek ritkédk, ritkasdguk korldtozza a ndstények termékenységét, ami hatdssal van a néstény izoklinika alakjara.
(Paraméterek: h = 0.2, b = %, T, = 0.02, a = %) (b) A rendszer két fixpontja. (Paraméterek: h = 0.2, b = %, T, = 0.2,
a= ;—5)

Vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor nincs okoldgiai visszacsatolds (vagyis a = 0), megjelennek azon-
ban szexudlis visszacsatoldsok! (Itt megjegyezném, hogy az dkoldgiai visszacsatolds hatdsa szexuédlis vissza-
csatolasok nélkill a kovetkezokkel teljesen analég mddon vizsgdlhatd. Ennek részletei megtalalhatok a
fiiggelékben.)

Ekkor az modell alapjan az egyensulyt leir6 egyenletek a kovetkezd alakot oOltik:

f(a,y) = 52 (o(y) — s1y) — hx — saay =0, 5)

9(z,y) = 32 (0(y) — s1y) — hy — vy* = 0.
Itt az atlathatosag érdekében nem feltételezziik, hogy a néstények termékenysége egy megadott formaja —
példaul a osszefiiggéssel leirt Holling II. tipusi — taggal adhaté meg, hanem az alabbi feltételeket szabjuk:

e o(y) a himek létszdménak (y > 0) ndvekvd fiiggvénye, melyre igaz, hogy (0) = 0 és limy_, 0(y) = Om.
e A fliggvény derivéltja o' (y) csokkend.
Ezek a feltételek garantaljak, hogy:

d(y) < == minden y > O-ra. (6)



A néstények nem trividlis egyensulydnak egyenlete igy a kdvetkezd:

(o(y) = s1y) —h — s2y =0, (7)

DN =

mely egy unimodalis fiiggvény.

Amennyiben a himek szama lecstkken, a szaporodast akadalyozza a himek hidnya. A til sok him azonban
a szexudlis konfliktus hatésat erositi, mely szintén a szaporodas korlatozasahoz vezet.

A rendszernek — akéar csak szexudlis kolesonhatdsok hidnyaban, kizarélag 6kolégiai visszacsatoldssal — két
fixpontja van (lasd abra), melyek koziil az alacsonyabb y értékhez tartozé az instabil Allee-egyensily.
A magasabb y értékhez tartozé egyensiilyi pont stabil. Ez utébbi esetben a populécidt a szexualis konfliktus
szabdlyozza: ez az egyensulyi pont nem létezik, ha a rendszerben nincs jelen ez a szexudlis interakcié (lasd
abra). Megjegyezziik, hogy amennyiben a természetes haldlozdsi rata (h) til magas, nincs egyensilyi
pontja a rendszernek.

A kifejezéssel leirt néstény egyensulyi egyenlet minden megoldéasahoz az

2
ooy tuy” (8)
o(y) — s1y
egyenlettel leirt him egyenstlyi feltétel egyetlen meghatérozott x értéket ad. Ez azt jelenti, hogy az egyensulyi
egyenleteknek legfeljebb két nem triviadlis megoldasa lehet, mely szam egyre csokken, amennyiben s; = s5 = 0,
ha pedig h tdl nagy, akkor csak a trividlis megoldés létezik.
A fixpontok stabilitasdnak vizsgdlatdhoz irjuk fel az (1)) egyenletekkel jellemzett dinamikai rendszer Jacobi-
métrixat (M)! A métrix elemei a kévetkezdk:

a= 90 = 2 (oly) ~ s1) ~ b2y
= o)~ s - s
0
vzizé(g(y)* 1 )‘Z(ggjy) 1)
5= G = (&) )~ h- 20y

A néstények egyenstlyi egyenletébdl adddik, hogy egyensilyban o« = 0. A Jacobi-matrix sajatértékei
tehat:

trM + VtrM? — 4detM = 1
! r2 ¢ -3 (51\/52+457). 9)

Mivel v > «, igy egyensulyban v > 0. Tovabba a @ egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy 0 < 0. 3 el6jele
attol fligg, hogy a egyenletnek melyik gyokét vessziik figyelembe: igy az Allee-effektushoz tartozé fixpont
esetében, amikor t6bb himre lenne sziikség a megfelel6 szaporodasi ratahoz 5 > 0, mig a szexudlis konfliktussal
szabalyozott fixpont esetében < 0.

Amennyiben a

Al =

2+ By<0 (10)

feltétel teljesiil, a Jacobi-métrix sajatértékei képzetesek. Ez azt jelenti, hogy ilyenkor az egyedszamokban
megjelenik egy oszcillacio. A fenti megallapitasok figyelembevételével az oszcillacié megjelenésének sziikséges
feltétele a S < 0 egyenlétlenségre egyszertisodik.

Az Allee-egyensiilynak tehat valds sajatértékei vannak, és mivel 6 < 0, igy az egyik sajatérték pozitiv, a
masik pedig negativ: az Allee-hatdshoz tartozé egyensilyi pont egy nyeregpont.

A szexualis konfliktussal regulalt fixpont stabil, a paraméter-beallitastol fiiggéen stabil fékuszpont vagy
stabil csomépont.

Ha vizsgéljuk a rendszer paraméterfiiggését (lasd abra), lathatjuk, hogy mind a ndstények handling-
time-jdnak csokkenése (ldsd abra), mind a ndstények szexudlis konfliktus miatti élettartam-csokkenése
(lasd abra) oszcillaciét hoz a rendszerbe. Ezekben az esetekben tehdt az egyensilyi pont stabil fékuszpont.
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Az (bd]) dbran lithatd, hogy ha csak him kompeticié van jelen a populdciéban, akkor, mivel csak az
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4. abra. Az egy fajos modell fazisdiagramjai 6kolégiai visszacsatolds nélkiil, kizarélag szexudlis visszacsatoldssal.
A nyilak szinei ardnyosak a sebsséggel: minél vildgosabb a szin, annal nagyobb a sebesség. A folytonos fekete vonalak a rendszer
ndstény, a szaggatott fekete vonalak pedig a him izoklinait jelolik. Az instabil fixpontokat iires korokkel, a stabilakat teli korokkel
jeloljiik. Az egybefliggd fekete nyilak az adott pontok gradienseit mutatjdk. (a) A him kompeticié hatdsa. A rendszernek ekkor
nincsen stabil egyensilyi pontja. (Paraméterek: h = 0.2, v = 0.1, b = 0.1, T}, = 0.9819, a = 0.) (b) A szexuélis konfliktus
hatdsdra megjelenik egy stabil egyenstlyi pont, hasonléan, mint az ckoldgiai visszacsatolds esetében. (Paraméterek: h = 0.2,
Ty = 0.8, a = 0.) (¢) A him kompeticié és a szexudlis konfliktus egyiittes hatdsa. A him kompeticié
instabilitdst hoz a rendszerbe, melynek hatdsdra a stabil egyenstilyi pont kozelebb keriil az Allee-egyenstlyhoz. (Paraméterek:



versengés mértékének tetszoleges valtoztatasaval sem érheto el.

Okolégiai visszacsatolas hidnyaban tehat a him kompeticié 6nmagaban nem tudja reguldlni a populaciénove-
kedést, ellenben a szexudlis konfliktus igen. A két szexualis kolecsonhatds egyiittes jelenlétében megjelenik a
reguldcidhoz sziikséges stabil fixpont, &m ennek megjelenését a szexudlis konfliktus hatasa okozza. A him
kompeticié hatdsa kimeriil abban, hogy édltala a reguldlt fixpont kozelebb keriil az Allee-egyenstlyhoz (ldsd

abra).

3.2. Az egyiuittélés fenntartasa

Annak vizsgalatakor, hogy a szexudlis kolcsonhatasok képesek-e fenntartani kriptikus fajok egytittélését,
Okoldgiailag azonos fajokat feltételeziink. Ebben az esetben a és a egyenletekkel leirt modell a két
fajra nézve azonos paraméterekkel lesz érvényes:

dra 1

- = §«TA(Q(9A) — 511YA — S12YB) — hoa — axa (TA +Ya + B + YB) — S21YA — S22UB,

dya 1 h 2

e §«TA(Q(QA) — s11YA — S12UB) — hya — aya (zA +ya + 2B + YB) — V1Y — V2YAYB )
dx 1

723 = §$B(Q(yB) — $11YB — S12YA) — hap — axp (TA + Y4 + 2B + YB) — S21YB — S22VA,

dys 1 h 2

ke §$B(Q(yB) — s11yB — S12yA) — hys — aya (xa + ya + TB + YB) — V1YE — V2UBYA,

ahol az azonos paraméterekhez bevezettiik a kovetkezd véltozokat: v; = vaa = vp, V2 = Vap = UBa,
511 = S1AA = S1BB, S12 = S1AB = S1BA, 521 = S52AA = S2BB; S22 = S2AB = S2BA-
Térjink at az
rA + 2B

_ 12
Ty 9 5 ( )
A — TB
== = 13
T 2 ) ( )
+
YA —YB
y = A8 (15)

kifejezésekkel definialt 1j valtozékra! (Megjegyezendd, hogy xp = x4 + x_, g = x4 — x_, és hasonléan az
y-okra is.) Ekkor az egyenletek a kovetkezé alakot oltik:
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5. dbra. Az egy fajos modell paraméterfiiggése 6kolégiai visszacsatolds hidnydban. (a) A szexuélis konfliktus hatésa a
termékenységcsokkenés mértékének fliggvényében. E szexudlis interakcié komponensei kiilon-kiilon is képesek a populdciénove-
kedés stabilizéldsdra. (Paraméterek: zo = yo = 25, h = 0.2, s = 0, b = 2, T}, = 0.8, a = 0, s1 pedig 0.005 és 0.1 kozott
véaltozik.) (b) A szexudlis konfliktus hatdsa a plusz haldlozds mértékének fiiggvényében. Ekkor megjelenik egy oszcillacié az
egyedszdmokban. (Paraméterek: zo = yo = 25, h = 0.2, s1 =0, b = 2, T, = 0.8, a = 0, s2 pedig 0.005 és 0.1 kozott valtozik.)
(¢) A szexudlis konfliktus hatdsa a handling time véiltoztatdsdnak fliggvényében. Az oszcilldcié mértékét leginkdbb a handlig-
time nagysdga befolyédsolja. (Paraméterek: zg = yo = 25, h = 0.2, s1 = s2 = 0.01, b = 2, a = 0, T, pedig 0.04 és 1 kozott
valtozik.) (d) A him kompeticié hatdsa a kompeticié mértékének fiiggvényében. A rendszer insatbilitdsa jol ldthaté: egy adott
mértékiinél erésebb kompeticié esetén a populdcié kihal, annal gyengébb esetén exponencidlisan né. (Paraméterek: zo = yo = 25,
h=02,b=0.1,T, =0.9819, a = 0, v pedig 0.01 és 0.1 kdzdtt valtozik.)
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B = o+ o) [ols ) —sualys ) —sualys —y )]+

dt
+Hay —2)[o(ys —y-) —s11(ys —y—) — s12(ys +y-)|}—
— 2(s21 + s22)y+ — hay — 2azy (24 +y4),
W a2 [olws ) — sn(ws +90) — sualu —y)] +
g —z-) [o(y+ —y-) — sty —y-) — si2(y4+ +y-)]}—
— hyy —2ayy (x4 +y4) =201y +92) —va (¥3 —42), (16)
dx_ 1
o Z{(%— +z)[o(y+ +y-) —su(y+ +y-) —s12(y+ —y-)| —
—(@4 —z-) [oy+ —y-) — suly+ —y-) — s12(y+ +y-)|}—
—2(821 — S22)y— — ha_ —2ax_ (x4 +y4),
% = %{(m +a-) oY+ +y-) —su(y+ +y-) — sia(ys —y-)] —

—(xg —z_) [o(yy —y-) —s11(y+ —y—) — s12(y+ + y-)|}—
—hy— —2ay_ (4 +y4) — dv1y4y-.

Koénnyedén belathatd, hogy egyensulyban xz_ = y_ = 0, igy ekkor:

dx 1

d7t+ =57+ [0(y+) — (s11 + s12)y4] — hoy — 2(s21 + s22)y+ — 20z (24 +yy),

dy 1

CT: =50+ [o(y+) — (s11 + s12)y+] — hyy — 2ay (24 + y4) — (201 + v2)y3,

i (17)
. 7

dy_

A
dt ’

vagyis, ha egy adott id6pillanatban x_ = y_ = 0, ez valtozatlanul igy marad. A két populdcié kozos
dinamikdja hasonld az egyetlen fajbol all6 rendszer dinamikéjahoz, de nem azonos vele.
Tegyiik fel, hogy az x_ és az y_ valtozdk kicsik, és linearizaljuk &ket!

dx 1

T: = 5%+ lo(y+) = (s11 + s12)y+] — hoy — 2azy (x4 +y4),

dy 1

CT: = 5%+ [0 (y+) — (s11 + s12)y+] — hyy — 2ayy (24 +yy) — (201 +v2)y7,
dx_ 1

- 5[9570(?#) + 2430 (y4) y— — x4 (511 — s12)y— +x_(s11 + s12)y+] — 2(s21 — s22)y— — hx_ —2azx_ (x4 +y4),

dy_ 1
Y Sl o) w0 () Yo — w511 — s12)y- @ (s11+ s12)ys] — hy_ — 2ay_ (4 +yy) — dvrysy .

dt 2
(18)

»

Vegyiik észre, hogy a ,,4+” és ,,—” mennyiségek linedris rendben fiiggetlenek egymastél! Ezutan tegyiik fel,
hogy el6bbiek egyensilyi allapotban vannak, és perturbaljuk meg az utébbiakat!
A Jacobi-métrix elemei ekkor az aldbbi médon irhatdk fel:
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6. dbra. A szexudlis interakcidk képessége a stabil egyiittélés fenntartdsira. (a) A B faj eldnye az A fajjal szemben
szexudlis szabdlyozds hidnydban. (Paraméterek: zga = yoa = o = Yo = 15, ha = 0.2, hg = 0.18, bp = b = 17,
Tha = Th,p = 0.8, a = 0.001.) (b) A him kompeticié 6nmagiban nem kepes fenntartani az egyiittélést, ha a két faj kozul
az egyiknek Okoldgiai elénye van. (Paraméterek: zoga = yoa = ZoB = Yo = 25, ha = 0.2, hg = 0.18, vap = v = 0.1,
vAB = vBA =0, bao = b = 0.1, T, A = Th,B = 0.2, a = 0.001.) (c) A szexudlis konfliktus akkor is képes fenntartani az A és B
faj egyliittélését, ha a két faj koziil az egyiknek Gkolégiai elénye van. (Paraméterek: xga = yoa = Zo = YoB = 25, ha = 0.2,
hp = 0.18, S1,A = S2,A = S1,B = S2.B = 0.01, b = bg = 0.1, Th,A = Th,B = 0.2, a = 0.001.) (d) Az A és a B faj egyiittélése
a két szexudlis inerakcié egyiittes hatdsa altal, mikozben a B fajnak okoldgiai elénye van az A fajjal szemben. (Paraméterek:
Zo,A = Y0,A = Z0,B = Yo,B = 15, ha = 0.2, hg = 0.18, vaa = v = 0.1, vap = vBa =0, s1,A = s2.A = s1,B = s2. = 0.01,
ba =bg =12, Tha = Th,s = 0.8, a = 0.001.)

1 do_ 1
a=-———r= 5[@(y+) + (11 +512)y+] —h —2a (x4 +y4),
1 dr_ 1
B= = —[z40' (y+) — 24 (s11 — s12)] — 2(s21 — $22),
Y At 2 (19)
1 dy- 1
Y= T d E[Q(ZH) + (s11 + S12)Y+),
1 dy- 1

o 3 [+0'(y+) =z (s11 = s12)] = h = 2a (24 +y) — dvrys.

A Jacobi-matrix sajatértékei pedig a kovetkezok lesznek:

5 — 52 +4
Mo (a+4d)+ (;l )"+ ﬁv. (20)

Lathato, hogy ha a rendszerben nincs jelen szexudlis konfliktus, vagyis s11 = s12 = S99 = 891 = 0, mind
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B, mind v pozitiv. Ebben az esetben két valés nem nulla sajatértéket kapunk, ellentétes eléjelekkel. Mivel a
dinamikai stabilitashoz két negativ sajatértékre lenne sziikség, kijelenthet6, hogy pusztan a him kompeticio
jelenlétében, szexualis konfliktus nélkiil a rendszer instabil. Amennyiben azonban a szexuélis konfliktus hatésa
kellden erés, 8 negativva valhat, mely, ha o + § < 0, a fixpont stabilitdsat eredményezi. Az egyensilyi pont
ekkor (hasonléan az egy fajra vonatkoz6 dinamikdhoz) egy stabil f6kusz- vagy egy satbil csomépont lesz.

Elmondhaté tehat, hogy a szexualis konfliktus stabilizalhatja az egyiittélést, amennyiben ez a hatés kell6en
eros.

A @ abra a fenti analitikus eredmények numerikus implementéciéjat mutatja. Lathatd, hogy amennyi-
ben a két okoldgiailag hasonléan viselked6 faj kozil az egyiknek elénye van a mdsikhoz képest (lasd
abra), akkor a him kompeticié 6nmagédban nem képes fenntartani ezen fajok egyiittélését (lasd abra). A
szexudlis konfliktus ellenben képes azt stabilizélni (14sd dbra). Ez a hatds elég robusztus ahhoz, hogy ha
a két szexudlis interakcio egyiitt van jelen a populaciéoban, akkor kompenzalja a him kompeticié destabilizald

hatédsét (1dsd abra).
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4. Diszkusszio

Munkam soran megvizsgaltam kétféle szexualis interakcid, a him kompeticié és szexudlis konfliktus, ezen
beliil is a n6stények himek altali bantalmazasdanak populdciédinamikai hatdsait annak tiikrében, hogy ezen
kolesonhatasok vajon képesek lehetnek-e satbilizalni okologiailag hasonléan viselkedd fajok egyiittélését.
Vizsgaltam ezen interakcidknak a hatasat kiilon-kiilon, egyiittesen és az Okoldgiai szabalyozéds figyelem-
bevételével is. A probléma ilyen dtfogd elméleti vizsgalatdra kordbban nem keriilt sor.

Azt taldltam, hogy a kétféle interakcié hatdsa nem csak, hogy kiilonb6z6, de — meglepé médon — teljesen
ellentétes.

A szexualis konfliktus valéban megvaldsit egy olyan negativ gyakorisagfiiggést, amelyet szemléletesen
varndnk. A ndévekvs populdciéban egyre tobb a him egyed, ami noveli a néstények bantalmazottsagit,
csOkkentve a termékenységiiket és novelve a haldlozasukat. Ez viszont csokkenti a populécié novekedési
ratajat. fgy a szexualis konfliktus képes megallitani egy populacié névekedését, akar okoldgiai visszacsatolas
hidnyaban is. Mindez természetesen csak akkor torténik, ha a pouldcié az Allee-kiiszob felett indul. Lesz
tehat két fixpontunk: egy instabil az Allee-hatasbdl, és egy stabil, a populaciénévekedés szexudlis eredetli
korlatjabdl szarmazdan.

A valésdgban természetesen elképzelhetetlen, hogy egyaltalan ne 1étezzen a novekedésnek 6kolégiai korlatja,
példéul a tapanyag végessége miatt. De az elvileg elképzelhetd, hogy egy populacié novekedése a szexualis
konfliktus miatt megdll egy, az 6koldgiai korldtnal joval alacsonyabb szinten.

S mivel a szexuélis konfliktus képes korlatozni és megéllitani egy populdcié névekedését, képes stabilizalni
két okologiailag egyforma faj egyiittélését is — feltéve, hogy a szexudlis konfliktus csak, vagy tilnyomorészt egy
fajon beliil 1ép fel. Amelyik faj létszama megno6, abban meger6sodik a szexudlis konfliktus, és visszanyomja
a fajt a stabil egytittélési pontnak megfelelo 1étszamra. Miikodik tehat a negativ gyakorisagfiiggés: a fajok
jobban korlatozzék sajat novekedésiiket, mint a masikét — megfeleléen annak a képnek, amikor a fajon beliili
versengés erésebb a fajok kozottinél.

Ezzel szemben a him kompeticié — a varakozéassal ellentétben — alkalmatlan arra, hogy megallitsa egy
populécié névekedését. Ebben az esetben a populacié novekedésének a himek a vesztesei, az ¢ haldlozasukat
noveli a sajat 1étszamuk novekedése. A himek szdma tehat nem tud 1épést tartani a populdcié névekedésével.
Ez azonban nem befolyédsolja a néstények termékenységét — csak akkor, ha az Allee-kiiszob kozelében vagyunk.
Emiatt az okoldgiai visszacsatolds és szexualis konfliktus nélkiili dinamikdnak him kompeticié jelenlétében
nincs mas fixpontja, mint az Allee-hatds instabil pontja.

Két ilyen populacié egytittélését egy kozos 0koldgiai korlattal lehet vizsgalni. A vizsgalatbdl az dertlt ki,
hogy az az egylittélési fixpont, amely him kompeticié nélkiil neutralis lenne, instabilld vélik a him kompeticié
hataséra.

Kimondhatjuk tehéat, hogy a him kompeticié 6nmagdban alkalmatlan arra, hogy egytittélést stabilizaljon.

A szexualis konfliktus esetében bizonyos empirikus ismeretek alapjan azt gondolhatnank, hogy ennél a me-
chanizmusnal nem teljesiil a fajon beliili kompeticio és a fajok kozotti kompeticié mértékének ardanyéra vonat-
kozo6 feltétel. Ez a feltétel jelen esetben azt jelentené, hogy az intraspecifikus, vagyis fajon beliili bantalmazas
koltségesebb a ndstények szamaéra, mint az interspecifikus, vagyis fajok kozotti. Ennek azonban az empirikus
vizsgalatok eredményei alapjan éppen az ellenkezbje igaz (Reinhardt et al.| (2015))).

A fajok kozotti bantalmazas két okbdl is koltségesebb a ndstényeknek. Elészor is, az elszenvedett sériilés —
foként a rovaroknal — legtobbszor a szaporitészervek osszeférhetetlenségébol szarmazik, mely probléma joval
t6bbszor fordul el§ az interspecifikus parzési probalkozasok esetében (Reinhardt et al| (2015)). Masodszor,
amennyiben a himek altali bantalmazas gyakori, a néstények jellemzoen gyorsan alkalmazkodnak, és kifejlesz-
tenek ellene valamilyen védekezést (példdul egy kemény pancélszovetet, mint ahogy azt az dgyipoloskdk és a
pékok esetében megfigyelték (Reinhardt et al.|2003)), (Rezac|2009)). Ha azonban a bantalmazds alkalmi, akkor
a nostények nem adaptaléodnak hozzd, és igy, amikor bekovetkezik, akkor nagy koltséget jelent szamukra.

Ezek a latszdlagos ellentmondésra utald tényezok azonban a modellt nem befolyasoljak. Ugyanis a szexudlis
konfliktus anatémiai osszeférhetetlenségbol szarmazo koltsége sokszor olyan nagy, hogy képes gatat képezni
a hibridizécid, vagyis a fajok egymads kozotti parzdsdval szemben (Reinhardt et al.|2015). Ebben az esetben,
mivel a fajok kozott nincs hibridizacid, az interspecifikus parzasi préobélkozéasokat, és igy az azokbdl szarmazd
termékenység- és élettartamcsokkentd hatast modelliinkben valéban vehetjiik nulldinak — mint ahogy azt a
fejezetben leirt modelldefiniciéndl emlitettiik.

Jelen munka soran, tisztan matematikai elemzéssel egy ranézésre nem nyilvanvald eredményre deriilt fény,
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miszerint a him kompeticié — a vartakkal ellentétben — nem képes 6koldgiailag hasonléan viselkedd populaciok
egylittélését fenntartani, a szexualis konfliktus azonban igen.

Ezen eredmény segitségével egy lépéssel kozelebb juthatunk a kriptikus fajok egyiittélésének mélyebb
megértéséhez. Célszeri lenne empirikusan megvizsgalni azt, hogy ezekben az esetekben valéban nincs-e krip-
tikus niche-szegregécié (példdul ldrvadllapotban egy eddig feltdratlan limitdls tényezd), illetve a populdcidik
egyensulyi 1étszdma valéban alacsonyabb-e, mint azt az Okolégiai szabédlyozas indokolnd (mely egy attol
kiilénboz6 reguldcié jelenlétére utalhat). A neutralis egyiittélés lehet&ségének kizarasihoz érdemes lenne meg-
vizsgalni, hogy a kriptikus fajok populacié-létszamai mennyire fluktualnak, hiszen a kis fluktudcié a regulécio,
a nagy fluktudcié azonban a neutrélis egytittélés jele lehet.

Az ilyen vizsgalatok kivitelezése meglehet&sen nehézkes és bonyolult, &m anndl kifizet6débb lehetne. Hi-
szen az egyéb lehetOségek kizarasa utan a szexudlis konfliktus célzott empirikus vizsgalata megerosithetné,
hogy ez a szexudlis kolesonhatds valéban hangsilyos szerepet jatszik-e a kriptikus fajok egyiittélésében.
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A. Filggelék: Sajat eredmények

Jelen mellékletben tételesen Gsszefoglaltam azokat a tudoméanyos kérdéseket, melyeket a munkam soran meg-
oldottam, a mdédszereket, melyeket a megoldas soran alkalmaztam, valamint az dltalam kapott eredményeket.

e Az éltalam vizsgdlt kérdések és a megolddsukhoz hasznalt mddszerek:
— Az egy és két fajra vonatkozé modellek numerikus szimulédcidja egy altalam irt, Python nyelvii
kdd segitségével. (A kéd a fiiggelékben olvashaté.)

— Az egy fajra vonatkozd, csak Skolégiai visszacsatoldst tartalmazé modell analitikus vizsgélata
fixpontanalizis itjan. (Ennek részetei a fiiggelékben olvashatok.)

— Irodalomkutataés.
o A témavezetémmel kozos munka:

— Részvétel a modellalkotdsban.
— Részvétel a két fajra vonatkoz6 modell analitikus vizsgalatdban.
e A kapott eredményeim:
— A két vizsgalt szexualis kolcsonhatds reguldlé képességeiben vald alapvetd kiilonbség kvalitativ
kimutatésa.

— A szexudlis konfliktus két kiillonboz6 hatdsdnak (a ndstény termékenység csokkenésének és a
néstények megnovekedett haldlozasdnak) kiilon-kiilon is tulajdonithaté reguldlé képességek fel-
ismerése.

— A szexudlis konfliktus kovetkeztében egy faj esetében fellépd oszcillacié paraméterfiiggésének feltérképezése.

— A szexudlis konfliktus egyiittélés-fenntarté képességének, valamint a him kompeticié esetében an-
nak hidnyanak kvalitativ kimutatésa.
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B. Fiiggelék: Az okoldgiailag szabalyozott populacié dinamikajanak
egyensilyi pontjai

Szexudlis kolcsonhatdasok hidnyaban, de feltéve, hogy az egy fajbdl allé rendszert Okoldgiai visszacsatolds
szabdlyozza (vagyis a # 0), az egyenstily feltétele a kovetkezd:

f(a,y) = swo(y) — he — az(z +y) =0, (A1)
9(x,y) = z20(y) — hy — ay(x +y) =0.
Ekkor a néstények egyensilyi egyenlete az alabbi alakot 6lti:

1
70y) —h—az—ay=0, (A2)

mig a himek egyensilyi egyenlete a kovetkezo lesz:

h 2
= 13’&_ (A3)
§Q(y) —ay
Ez utébbit behelyettesitve az (A2)) egyenletbe:
1 hy + ay?
50 —h—ar— —ay =, (A)
2 z0(y) —ay
majd atszorozva a behelyettesitett tort nevezdjével, és egyszeriisités utan:
1, 1
12 W) — ely)ay — Se(y)h = 0. (A5)
Kiemelve az ig(y) tagot, a kovetkez6 szorzatot kapjuk:
1
12W) [e(y) —day —2h] = 0. (A6)
Feltéve, hogy o(y) # 0, ebbdl kdvetkezik, hogy:
o(y) — day —2h = 0. (A7)

Mivel (A7) egy unimodalis fiiggvény, legfeljebb két megolddsunk lesz y-ra, és az (A3)) egyenlet ezek mind-
egyikéhez egyetlen x értéket rendel.
A dinamikahoz tartozé Jacobi-matrix (M) elemei a kévetkezok:

_of 1
f%fig(y)—h—an—ay
0 1
5:8710:,:@/@),%,
v (48)
Y Oz 2Qy Y,
_ 99 1
0 3y x0'(y) — h — 2ay — ax.

Az egyensulyi feltételbdl kovetkezik, hogy a < 0, v > 0, valamint figyelembe véve a @ egyenl6tlenségeket,
lathatd, hogy 6 < 0.
A Jacobi-matrix sajatértékei ekkor az alabbi médon irhaték:

GM £ VoM —4detM (01 8) £ /(o +0)° — 4 (ad — )
2 _

2

. (A9)

Ao =
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Itt a diszkriminans értéke:
(o — 8)? +487. (A10)

Lathato tehat, hogy a komplex sajatértékek, vagyis az oszcillacié megjelenésének feltétele: 8 < 0.

Ha a himek létszdma alacsony, § és v el8jele megegyezik (mindkettd pozitiv), {gy az Allee-egyensilyhoz
tartozo sajatértékek valdsak. Es mivel a és § negativ, ezért a két sajatérték eldjelei kiillonbozok lesznek,
melybél kovetkezik, hogy az Allee-egyensilyhoz egy nyeregpont tartozik.

Az Okolégiailag regulalt egyensulyi pont stabil. Ha a himek koncentraciéja a populdciéban magas, 8 csak
akkor lehet pozitiv, ha:

oy
¢~ 20 < h - a. (A1)
Mivel ¢'(y) csékkend fiiggvény, valamint limy o 0(y) = om (l8sd: (6) egyenldtlenségek), nagy him kon-

centracio esetén a fenti feltétel teljesiil. Ez azt jelenti, hogy az okolégiailag szabdlyozott egyensilyi ponthoz
tartozo sajatértékek is valésak, ez a fixpont tehat egy stabil csomoépont.
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C. Fuggelék: A modellek numerikus vizsgalatahoz hasznalt Python-
kéd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import integrate
import matplotlib.cm as cm

H*

This code is used for creating the simualtions of the article "Coexistence Maintained
by Sexual Interactions” by Adina F. Fébert and Géza Meszéna,
and also the simulations for this TDK work.

W

First we intoduce a general flow chart function, then we generate the figures

both for the single species model and the two species model.

The code fragment marked SINGLE SPECIES I. is needed to generate Figure 1 of the article,
and Figure 3 of this work.

The code fragments marked TWO SPECIES II-IV. are needed to generate Figure 2 of the article,
Figure 4 of this work.

The code fragment marked SINGLE SPECIES V. generates Figure 3 of the article,

and Figure 5 of this work.

The code fragments marked TWO SPECIES VI-IX. are needed to generate Figure 4 of the article,
and figure 6 of this work.

RO R R R W™ W R R
Q
3
ISH

def plot_flow_field(f, x_range, y_range, args=(), n_grid=100,
color='thistle', density=2.4, line_width=1, arrow_size=7,
markers=None, isoclines=None, plot_width=2200, plot_height=2040, *xkwargs):
This ptece of code is based on the work of Justin S. Bois (2018):
http://bel50.caltech. edu/2018/handouts/118_phase_portraits.html

Some changes had been made, including the representation of markers.

Plots the flow field with line thickness proportional to speed.

Parameters
f : function for form f(y, t, *args)
Must return a 2-array.
z_range : array_like, shape (2,)
Range of wvalues for z-azis.
y_range : array_like, shape (2,)
Range of wvalues for y-azis.
args : tuple, default ()
Additional arguments to be passed to f
n_grid : int, default 100
Number of grid points to use in computing
derivatives on phase portrait.
markers : list or Nome, default None
List of tuples where each tuple contains a point, its corresponding color, and marker style.
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Returns
output : Matplotlidb Axzis instance

Azis with streamplot included.
mmn

# Set up u,v space

x = np.linspace(x_range[0], x_range[1], n_grid)
y = np.linspace(y_range[0], y_range[1], n_grid)
XX, yy = np.meshgrid(x, y)

# Compute derivatives
u = np.empty_like(xx)
v = np.empty_like(xx)
for i in range(xx.shape[0]):
for j in range(xx.shape[1]):
uli, jl, vli, j]l = f(ap.array([xx[i, jl, yy[i, jl1), None, *args)

# Make stream plot
ax = plt.streamplot(x,

Y

u,

v,
density=density,
color=u,
cmap='viridis',
**kwargs)

# Adding markers tf points are provided
if markers is not None:
for point, color, marker, markerfacecolor in markers:
plt.plot(point[0], point[1], marker=marker, markersize=10, color=color,
markerfacecolor=markerfacecolor)

return ax

# I. SINGLE SPECIES: ecological regulation
# (generating Figure 1 of the article and Figure 3 of this work)

def EcologicalRegulation(Q, t, h, k, b, T, a):
"""ODEs for ecologically regulated system"""
x, y=Q
dotx = 1/2#x*bxy/(1+b*y*T) - h*x - axx*(x + y)
doty = 1/2*x*bxy/(1+b*y*T) - kxy - axy*(x + y)
return np.array([dotx, dotyl)

# Params

h_ecol = 0.2 # natural mortality rate of females
k_ecol = 0.2 # natural mortality rate of males
T_ecol = 0.2/10 # handling time

b_ecol = 1/15%10

x0_ecol = 25 # initial number of females

yO_ecol = 25 # anttial number of males
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a_ecol = 1/15%0.8 # ecological regulation

# Calcluating the fized points

fix_ecol_x1 = -(np.sqrt((4*a_ecol + b_ecol*(2+¥h_ecol*T_ecol - 1))**2 -
32*a_ecol*b_ecol*h_ecol*T_ecol) + 4*a_ecol + 2xb_ecol*h_ecol*T_ecol

- b_ecol)/(8*a_ecol*b_ecol*T_ecol)

fix_ecol_yl = —(np.sqrt((4*a_ecol + b_ecol*(2*h_ecol*T_ecol - 1))**2 -
32*a_ecol*b_ecol*h_ecol*T_ecol) + 4*a_ecol + 2*b_ecol*h_ecol*T_ecol -
b_ecol)/(8*a_ecol*b_ecol*T_ecol)

fix_ecol_x2 = (np.sqrt((4*a_ecol + b_ecol*(2*h_ecol*T_ecol - 1))**2

- 32*a_ecol*b_ecol*h_ecol*T_ecol) - 4*a_ecol - 2*b_ecol*h_ecol*T_ecol + b_ecol)/
(8*a_ecol*b_ecol*T_ecol)

fix_ecol_y2 = (np.sqrt((4*a_ecol + b_ecol*(2*h_ecol*T_ecol - 1))**2

- 32*a_ecol*b_ecol*h_ecol*T_ecol) - 4*a_ecol - 2*b_ecol*h_ecol*T_ecol + b_ecol)/
(8*a_ecol*b_ecol*T_ecol)

# Calculating the gradients

def grad_ecol_f(x, y, h, b, T, a):
dx = a*(-2*x - y) - (2*h + b*(-1 + 2xh*T)*y) /(2% (1 + b*T*y))
dy = (xx(b - 2xa*x(b*Txy + 1)*%x2)) /(2% (o*T*y + 1)*%2)
return (dx, dy)

def grad_ecol_g(x, y, h, b, T, a):
dx = (bxy)/(2+2%b*y*T) - axy
dy = -—ax(x+2*y) + (b*x)/(2%(1+b*y*T)**2)-h
return (dx, dy)

grad_ecol_f_saddle grad_ecol_f(fix_ecol_x1, fix_ecol_yl, h_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol)
grad_ecol_g_saddle = grad_ecol_g(fix_ecol_x1, fix_ecol_yl, h_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol)

grad_ecol_f_fix grad_ecol_f(fix_ecol_x2, fix_ecol_y2, h_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol)
grad_ecol_g_fix = grad_ecol_g(fix_ecol_xQ, fix_ecol_y2, h_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol)

# Fized points to plot on phase diagram
points_ecol = [((fix_ecol_x1, fix_ecol_yl), 'black', 'o', 'none'), ((fix_ecol_x2, fix_ecol_y2),
'black', 'o', 'black')]

# Plotting phase diagram

plt.figure(figsize=(10,10))

p_ecol = plot_flow_field(EcologicalRegulation, (0,450), (0,450),
args=(h_ecol, k_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol), markers=points_ecol)
plt.xlabel('Number of Females', fontsize='14')

plt.ylabel('Number of Males',fontsize='14"')

# Points for isoclines
x_ecol=np.linspace(0,450,100000)

# Iscolines for females and males respectively
def isocline_ecol_x1(x, h, b, T, a):
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mmnn

First part of female tsocline.

(The two functions are valid for a section of the curve.

On the non-assigned segment, both functions have a negative number below the rToot sign.
Thts is indicated by the error messages, but it is not a significant issue

since the two functions are used to calculate the entire curve.)

mimn

return (np.sqrt((2*a*xb*Txx + 2xa + 2xb*h*T - b)**2 - 8*axb*T*(2*kaxx + 2xh))

- 2xaxb*Txx - 2%a — 2%bxh*T + b)/(4*a*xb*T)

def isocline_ecol_x2(x, h, b, T, a):
mmn
Second part of female isocline.
(The two functions are valid for a section of the curve.
On the non—-assigned segment, both functions have a negative number below the rToot sign.
This is indicated by the error messages, but it s not a significant issue
since the two functions are used to calculate the entire curve.)
mmn
return (-np.sqrt((2*axb*T*x + 2%a + 2%b*xh*T - b)**2 - 8xa*xb*T*(2*a*xx + 2*h))
- 2xaxb*Txx - 2%a — 2%bxh*T + b)/(4*a*xb*T)

def isocline_ecol_y(x, k, b, T, a):

mmnn

Male isocline.
return -(a + bxk*T + a*b*T*x - 1/2*np.sqrt(-8*a*bxT*(2xk + 2*a*x - bxx) + 4*x(a + b*kxT +
axb*T*x)*x2)) / (2+axb*T)

plt.plot(x_ecol, isocline_ecol_x1(x_ecol, h_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol), color='black',
linewidth=2.5)

plt.plot(x_ecol, isocline_ecol_x2(x_ecol, h_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol), color='black',
linewidth=2.5)

plt.plot(x_ecol, isocline_ecol_y(x_ecol, k_ecol, b_ecol, T_ecol, a_ecol), color='black',
linestyle='--', linewidth=2.5)

plt.quiver(fix_ecol_x1, fix_ecol_yl, grad_ecol_f_saddle[0],

grad_ecol_f_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.quiver(fix_ecol_x1, fix_ecol_yl, grad_ecol_g_saddle[0],

grad_ecol_g_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.quiver(fix_ecol_x2, fix_ecol_y2, grad_ecol_f_£fix[0],

grad_ecol_f_fix[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.quiver(fix_ecol_x2, fix_ecol_y2, grad_ecol_g_fix[0],

grad_ecol_g_fix[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.ylim(0,450)

plt.x1im(0,450)

plt.show()

# II. SINGLE SPECIES: individual effects of female harm
# (generating Figure 2/B of the article and Figure 4/B of this work)

def SexualConflict(Q, t, h, k, si, s2, b, T, a):
"""ODEs for a system regulated by female harm

X, y=Q

nmnn
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dotx = 1/2%x*(b*xy/(1+b*y*T)-slxy) - h*x - a*x*(x + y) - s2¥x*y
doty = 1/2*x*(bxy/(1+b*xy*T)-slxy) - kxy - axy*(x + y)
return np.array([dotx, dotyl)

# Params

h_femharm = 0.2 # natural mortality rate of females
k_femharm = 0.2 # natural mortality rate of males
b_femharm = 1/15%2

a_femharm = 1/15%0

T_femharm = 0.8 # handling time

sl_femharm = 1/15%0.08 # decrease in ferility
s2_femharm = 1/15%0.08 # decrease in female lifespan

# Fized points

# stable fized point:

x_eq_femharm = 1/(2*%(b_femharm+h_femharm+sl_femharm*T_femharm + b_femharm*s2_femharm -
s1_femharm*s2_femharm))*(np.sqrt ((2*b_femharm+h_femharm+k_femharm+T_femharm-
b_femharm*k_femharm-2*k_femharm*s2_femharm+k_femharm*sl_femharm) **2

-8*k_femharm**2* (b_femharm*h_femharm*sl1_femharm*T_femharm+b_femharm*s2_femharm-
s1_femharm*s2_femharm))-2*b_femharm+h_femharm*k_femharm+T_femharm+b_femharm*k_femharm
+2*k_femharm*s2_femharm-k_femharm*s2_femharm)

y_eq_femharm = (np.sqrt(b_femharm+*2*(1-2*xh_femharm*T_femharm) **2

-2%b_femharm* (2*xh_femharm*T_femharm+1)* (s1_femharm+2*s2_femharm)+
(s1_femharm+2*s2_femharm)**2)-2*b_femharm*h_femharm*T_femharm+b_femharm-s1_femharm-2*s2_femharm)
/ (2xb_femharm*T_femharm* (s1_femharm+2+*s2_femharm))

# saddle:

x_saddle_femharm = 1/(2*(b_femharm*h_femharm*sl_femharm+T_femharm + b_femharm+*s2_femharm -
s1_femharm*s2_femharm))* (-np.sqrt ((2*xb_femharm*h_femharm*k_femharm*T_femharm-
b_femharm+k_femharm-2*k_femharm+s2_femharm+k_femharm*s1_femharm) **2

-8*k_femharm**2* (b_femharm*h_femharm+sl_femharm*T_femharm+b_femharm*s2_femharm-
s1_femharm*s2_femharm) )-2*b_femharm+h_femharm*k_femharm+T_femharm
+b_femharm+k_femharm+2+k_femharm+s2_femharm-k_femharm*s2_femharm)

y_saddle_femharm = (-np.sqrt(b_femharm**2*(1-2*h_femharm+T_femharm) **2

-2%b_femharm* (2+xh_femharm*T_femharm+1) * (s1_femharm+2+*s2_femharm)
+(s1_femharm+2*s2_femharm) **2)-2*b_femharm+h_femharm*T_femharm+b_femharm-si_femharm-2*s2_femharm)
/ (2xb_femharm*T_femharm* (s1_femharm+2+*s2_femharm))

# Gradients

def grad_femharm f(x, y, h, s1, s2, b, T, a):
dx = -—ax(2*x+y) + 1/2xy*(b/(1+b*y*T) - sl - 2%s2) - h
dy = 1/2xx*(-2%a + b/ (1+b*y*T)**2 - sl - 2xs2)
return (dx, dy)

def grad_femharm_g(x, y, h, si, b, T, a):
dx = 1/2xy*(-2%a + b/(b*Txy + 1) - s1)
dy = 1/2%(-2%h - sl*x - 2*a*x(x + 2*y) + (b*x)/(1 + b*T*y)**2)
return (dx, dy)

grad_femharm_f_saddle = grad_femharm_f (x_saddle_femharm, y_saddle_femharm, h_femharm, si_femharm,
s2_femharm, b_femharm, T_femharm, a_femharm)
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grad_femharm_g_saddle = grad_femharm_g(x_saddle_femharm, y_saddle_femharm, h_femharm, sl1_femharm,
b_femharm, T_femharm, a_femharm)

grad_femharm_f_fix = grad_femharm_f(x_eq_femharm, y_eq_femharm, h_femharm, si_femharm, s2_femharm,
b_femharm, T_femharm, a_femharm)

grad_femharm_g_fix = grad_femharm_g(x_eq_femharm, y_eq_femharm, h_femharm, si_femharm, b_femharm,
T_femharm, a_femharm)

# Fized points to plot on phase diagram
points_femharm = [((x_saddle_femharm, y_saddle_femharm), 'black', 'o', 'mone'), ((x_eq_femharm,
y_eq_femharm), 'black', 'o', 'black')]

# Plotting phase diagram

plt.figure(figsize=(10,10))

p_femharm = plot_flow_field(SexualConflict, (0,50), (0,50), args=(h_femharm, k_femharm, sl_femharm,
s2_femharm, b_femharm, T_femharm, a_femharm), markers=points_femharm)

plt.xlabel('Number of Females', fontsize='14"')

plt.ylabel('Number of Males',fontsize='14"')

# Points for isoclines
x_femharm=np.linspace(0,50,1000)

def isocline_y_femharm(x, h, k, sl, b, T, a):
""" Male isocline. Note: female isocline is =0 in this case."""
return -(2*%a + 2*b*k+T + 2xaxb*T*x + b*sl*T*x - np.sqrt(-8+a*xbxTx(2+¢k + (2*%a - b + sl)*x) +
(b*T*(2¥k + sl*x) + 2*a*x(l + b*T*x))**2))/(4*a*b*T)

plt.axhline(y=y_saddle_femharm, color='black', linewidth=2.5)
plt.axhline(y=y_eq_femharm, color='black', linewidth=2.5)

# Note: A negligible amount of ecological feedback was applied to avoid

# the appearance of a division by zero.

plt.plot(x_femharm, isocline_y_femharm(x_femharm, h_femharm, k_femharm, sl_femharm,
b_femharm, T_femharm, 10%*(-10)), color='black', linestyle='--', linewidth=2.5)
plt.quiver(x_saddle_femharm, y_saddle_femharm, grad_femharm_f_saddle[0],
grad_femharm_f_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_saddle_femharm, y_saddle_femharm, grad_femharm_g_saddle[0],
grad_femharm_g_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_eq_femharm, y_eq_femharm, grad_femharm f_fix[0],
grad_femharm_f_fix[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_eq_femharm, y_eq_femharm, grad_femharm_g_fix[0],
grad_femharm_g_fix[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.ylim(0,50)

plt.x1im(0,50)

plt.show()

# III. SINGLE SPECIES: indivtidual effects of male-male competition
# (generating Figure 2/A of the article and Figure 4/A of this work)

def MaleCompetition(Q, t, h, k, v, b, T, a):
"""ODEs for a system regulated by male-male competition"""
X, y=Q
dotx = 1/2#x*bxy/(1+b*y*T) - h*x - axx*(x + y)
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doty = 1/2#x*bxy/(1+b*y*T) - kkxy — axy*(x + y) - wky**2
return np.array([dotx, dotyl)

# Params

h_malecomp = 0.2 # natural mortality rate of females
k_malecomp = 0.2 # natural mortality rate of males
T_malecomp = 0.2 # handling time

b_malecomp = 10

T2_malecomp = 0.9819

b2_malecomp = 0.1

a_malecomp = 0 # ecological regulation

v_malecomp = 0.1 # strength of male-male competition

# Fized point

# saddle

x_saddle_malecomp = (b2_malecomp*k_malecomp*(2-4*h_malecomp*T2_malecomp)+4*h_malecomp*v_malecomp)
/ ((b2_malecomp-2+h_malecomp*b2_malecomp*T2_malecomp)**2)

y_saddle_malecomp = (2*h_malecomp)/(b2_malecomp-2+h_malecomp*b2_malecomp*T2_malecomp)

# Gradients

def grad_malecomp_f(x, y, h, b, T, a):
dx = a*(-2*x - y) - (b*y*x(2xh*T - 1) + 2xh)/(2x(bxT*y + 1))
dy = (b*x)/(2*%(b*T*y + 1)*%2) - a*x
return (dx, dy)

def grad_malecomp_g(x, y, h, v, b, T, a):
dx = y*(b/ (2% (b*Txy + 1)) - a)
dy = -2xy*(a + v) - axx + (b*x)/(2x(b*T+y + 1)**2) - h
return (dx, dy)

grad_malecomp_f_saddle = grad_malecomp_f (x_saddle_malecomp, y_saddle_malecomp,
h_malecomp, b2_malecomp, T2_malecomp, a_malecomp)

grad_malecomp_g_saddle = grad_malecomp_g(x_saddle_malecomp, y_saddle_malecomp,
h_malecomp, v_malecomp, b2_malecomp, T2_malecomp, a_malecomp)

# Fized points to plot on phase diagram
points_malecomp=[((x_saddle_malecomp,y_saddle_malecomp), 'black', 'o', 'none')]

# Plotting phase diagram

plt.figure(figsize=(10,10))

p = plot_flow_field(MaleCompetition, (0,50), (0,50), args=(h_malecomp, k_malecomp,
v_malecomp, b2_malecomp, T2_malecomp, a_malecomp), markers=points_malecomp)
plt.xlabel('Number of Females', fontsize='14"')

plt.ylabel('Number of Males',fontsize='14"')

# Points for isoclines
x_malecomp=np.linspace(0,50,100000)

def isocline_y_malecomp(x, h, k, v, b, T):

""" Male isocline. Note: female isocline is z=0 in this case. """
return -(b*k*T + v - np.sqrt(-2*bxk*T*v + v *2 + bk*2*xTx (k**2+T + 2%v*x)))/(2%b*T*v)
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plt.plot(x_malecomp, isocline_y_malecomp(x_malecomp, h_malecomp, k_malecomp, v_malecomp,
b2_malecomp, T2_malecomp), color='black', linestyle='--', linewidth=2.5)
plt.axhline(y=y_saddle_malecomp, color='black', linewidth=2.5)
plt.quiver(x_saddle_malecomp, y_saddle_malecomp, grad_malecomp_f_saddlel[0],
grad_malecomp_f_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_saddle_malecomp,y_saddle_malecomp, grad_malecomp_g_saddle[0],
grad_malecomp_g_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.ylim(0,50)

plt.x1im(0,50)

plt.show()

# IV. SINGLE SPECIES: collective effects of female harm and male-male competition
# (generating Figure 2/C of the article and Figure 4/C of this work)

def SingleSpecies(Q, t, h, k, sl, s2, v, b, T, a):
"""ODEs for a system regulated by both female harm and male-male competitzon”""
X, y=Q
dotx = 1/2*x*(b*xy/(1+b*y*T)-slxy) - h*x - axx*x(x + y) - sS2*x*y
doty = 1/2xx*(bxy/(1+b*y*T)-sl*y) - k¥xy - a*y*(x + y) — vky**2
return np.array([dotx, dotyl)

# Params

T_single = 0.8 # handling time

b_single=10%1/170%10

aO_single = 0 # ecological regulation

a_single = 0.001

h_single = 0.2 # natural mortality rate of females
k_single = 0.2 # natural mortality rate of males
v_single 1/2%0.1 # strength of male-male competition
sl_single = 1/3%0.08 # decrease in ferility

s2_single 1/3%0.08 # decrease in female lifespan

# Fized points

y_eq_single = (-2+b_singlexh_single*T_single+b_single
-s1l_single-2*s2_single+np.sqrt(b_singlex*2*(1-2*h_single*T_single) **2

-2*b_single* (2*h_single*T_single+1)*(sl_single+2*s2_single)
+(sl_single+2*s2_single)**2))/(2+b_single*T_single*(sl_single+2*s2_single))
x_eq_single = -(2+(1+b_single*y_eq_single*T_single)*(k_single+v_single*y_eq_single))
/(b_single*(s1l_single*T_singlexy_eq_single-1)+sl_single)

y_saddle_single = (-2*b_single*h_single*T_single+b_single-sl_single-2*s2_single
-np.sqrt(b_single**2*(1-2+h_single*T_single)**2

-2*b_single* (2*h_single*T_single+1)*(sl_single+2*s2_single)
+(sl_single+2*s2_single)**2))/(2+b_single*T_single*(sl_single+2*s2_single))
x_saddle_single = -(2*(l+b_single*y_saddle_single*T_single)*(k_single+v_single*y_saddle_single))
/(b_single*(s1_single*T_single*y_saddle_single-1)+sl_single)

# Gradients
def grad_single_f(x, y, h, s1, s2, b, T, a):
dx = -a*x(2xx+y) + 1/2xy*(b/(1+b*y*T) - sl - 2*%s2) - h

dy = 1/2xxx(-2%a + b/(1+b*y*T)**2 - sl - 2%s2)
return (dx, dy)
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def grad_single_g(x, y, h, s1, v, b, T, a):
dx = 1/2xy*(-2xa + b/(1+b*y*T) - sl1)
dy = 1/2x(-x*x(2*a + sl1) - 4xy*x(a+v) + (b*x)/(1+b*y*T)**2 - 2xh)
return (dx, dy)

grad_single_f_saddle = grad_single_f (x_saddle_single, y_saddle_single, h_single,
sl_single, s2_single, b_single, T_single, aO_single)
grad_single_g_saddle = grad_single_g(x_saddle_single, y_saddle_single, h_single,
sl_single, v_single, b_single, T_single, aO_single)

grad_single_f_eq = grad_single_f(x_eq_single, y_eq_single, h_single, sl_single,
s2_single, b_single, T_single, aO_single)
grad_single_g_eq = grad_single_g(x_eq_single, y_eq_single, h_single, sl_single,
v_single, b_single, T_single, aO_single)

# Fized points to plot on phase diagram

points_single = [((x_saddle_single, y_saddle_single), 'black', 'o', 'none'),
((x_eq_single, y_eq_single), 'black', 'o', 'black')]

# Plotting phase diagram

plt.figure(figsize=(10,10))

p = plot_flow_field(SingleSpecies, (0,18), (0,18), args=(h_single, k_single,
sl_single, s2_single, v_single, b_single, T_single, aO_single), markers=points_sing1e)
plt.xlabel('Number of Females', fontsize='14"')

plt.ylabel('Number of Males',fontsize='14"')

# Points for isoclines
x_single=np.linspace(0,18,1000)

def isocline_y_single(x, k,v, sl, b, T):
" Male isocline. Note: female isocline is =0 in this case.
return (-2%b*k*T - 2%v - b*sl*T*x + np.sqrt(8*b*Txv*(-2xk + (b - s1)*x)
+ (2xv + b*T*(2xk + sl¥x))*%2))/(4*b*T*v)

nmnn

plt.plot(x_single, isocline_y_single(x_single, k_single, v_single, sl_single,
b_single, T_single), color='black', linestyle='--', linewidth=2.5)
plt.axhline(y=y_saddle_single, color='black', linewidth=2.5)
plt.axhline(y=y_eq_single, color='black', linewidth=2.5)
plt.quiver(x_saddle_single, y_saddle_single, grad_single_f_saddle[0],
grad_single_f_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_saddle_single, y_saddle_single, grad_single_g_saddle[0],
grad_single_g_saddle[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_eq_single, y_eq_single, grad_single_f_eq[0],
grad_single_f_eq[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)
plt.quiver(x_eq_single, y_eq_single, grad_single_g_eql[0],
grad_single_g_eq[1] ,headlength=3.5,headaxislength=2.5)

plt.ylim(0,18)

plt.x1im(0,18)

plt.show()

# V. SINGLE SPECIES: Parameter dependence
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# (generating Figure 3 of the article and Figure 5 of this work)

Nt = 1000 # number of time points
tmax_longer = 80 # mazimal time
t_longer = np.linspace(0.,tmax_longer, Nt) # time

x0 = 25 # initial number of females
yO = 25 # initial number of males
X0 = [x0, yO]

# General wvalues of parameters

h =0.2 # natural mortality rate of females
k = 0.2 # natural mortality rate of males
T =0.8 # handling time

b=2

a =0 # ecological regulation

sl = 0 # decrease in fertlity

s2 = 0 # decrease in female lifespan

s1_T = 0.01 # decrease in ferility in case of different handling times
s2_T = 0.01 # decrease in lifespan in case of different handling times

T_v = 0.9819 # handling time in case of different v parameters
b_v =0.1

# parameter scales

s = np.linspace(0.005, 0.1, 5) # a scale for the strength of female harm
#(either a decrease in fertility or lifespan)
T_h = np.linspace(0.04, 1, 5) # a scale for the length of handling time
v_s = np.linspace(0.01, 0.1, 5) # a scale for the strength of male-male competition

# numbers of parameter wvalues and creating different colours for ploting each of them
nums_s=np.random.random((5,1len(s))) # the number of different s parameter values
# chosen from the scale
colors_s = cm.rainbow(np.linspace(0, 1, nums_s.shape[0])) # different colour
# for each s wvalue
nums_T=np.random.random((5,1len(s))) # the number of different T parameter wvalues
# chosen from the scale
colors_T = cm.rainbow(np.linspace(0, 1, nums_T.shapel[0])) # different colour for
# each T walue
nums_v=np.random.random((10,len(v_s))) # the number of different v parameter values
# chosen from the scale
colors_v = cm.rainbow(np.linspace(0, 1, nums_v.shape[0])) # different colour for
# each v wvalue

# The effect of female harm according to the strength of decrease in female fertility
# Changing the value of parameter sl while every other parameter remains the same

fig, axes = plt.subplots(l,3, figsize=(15, 5)) # three subplots in a row

for i, s1 in enumerate(s):

res_i = integrate.odeint(SexualConflict, X0, t_longer, args=(h, k, sl, s2, b, T, a))
x_i, y_i = res_i.T
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ax_x = axes[0] # subplot for females
ax_y = axes[1] # subplot for males
ax_total = axes[2] # subplot for the total population

ax_x.plot(t_longer, x_i, linestyle='-', color = colors_s[i], label=f'si={sl:.3f}')
ax_y.plot(t_longer, y_i, linestyle='-', color = colors_s[i], label=f'sl={sl:.3f}')
ax_total.plot(t_longer, x_i + y_i, linestyle='-', color = colors_s[i], label=f'sl={s1:.3f}')

ax_x.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_x.set_ylabel('Number of Females', fontsize=14)
ax_y.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_y.set_ylabel ('Number of Males', fontsize=14)
ax_total.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_total.set_ylabel('Total Population', fontsize=14)

ax_x.legend(loc='center right')
ax_y.legend(loc='center right')
ax_total.legend(loc='center right')
ax_x.grid()

ax_y.grid()

ax_total.grid()

plt.tight_layout ()
plt.subplots_adjust(top=0.85) # positioning of title
plt.show()

# The effect of female harm according to the strength of decrease in female lifespan
# Changing the value of parameter s2 while every other parameter remains the same

fig, axes = plt.subplots(1,3, figsize=(15, 5)) # three subplots in a row

for i, s2 in enumerate(s):
res_i = integrate.odeint(SexualConflict, [2, 2], t_longer, args=(h, k, s1, s2, b, T, a))
x_1i, y_i = res_i.T
ax_x = axes[0] # subplot for females
ax_y = axes[1] # subplot for males
ax_total = axes[2] # subplot for the total population

ax_x.plot(t_longer, x_i, linestyle='-', color = colors_s[i], label=f's2={s2:.3f}')
ax_y.plot(t_longer, y_i, linestyle='-', color = colors_s[i], label=f's2={s2:.3f}')
ax_total.plot(t_longer, x_i + y_i, linestyle='-', color = colors_s[i], label=f's2={s2:.3f}')

ax_x.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_x.set_ylabel ('Number of Females', fontsize=14)
ax_y.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_y.set_ylabel('Number of Males', fontsize=14)
ax_total.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_total.set_ylabel('Total Population', fontsize=14)

ax_x.legend(loc="upper right')
ax_y.legend(loc="upper right')
ax_total.legend(loc='upper right')
ax_x.grid()

ax_y.grid()
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ax_total.grid()

plt.tight_layout()
plt.subplots_adjust(top=0.85) # positioning of title
plt.show()

# The effect of female harm according to the length of handling time
# Changing the value of parameter T while every other parameter remains the same

fig, axes = plt.subplots(1,3, figsize=(15, 5)) # three subplots in a Tow

for i, T in enumerate(T_h):
res_i = integrate.odeint(SexualConflict, X0, t_longer, args=(h, k, s1_T, s2_T, b, T, a))
x_i, y_i = res_i.T
ax_x = axes[0] # subplot for females
ax_y = axes[1] # subplot for males
ax_total = axes[2] # subplot for the total population

ax_x.plot(t_longer, x_i, linestyle='-', color = colors_T[i], label=f'T_h={T:.3f}')
ax_y.plot(t_longer, y_i, linestyle='-', color = colors_T[i], label=f'T_h={T:.3f}')
ax_total.plot(t_longer, x_i + y_i, linestyle='-', color = colors_T[i], label=f'T_h={T:.3f}')

ax_x.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_x.set_ylabel('Number of Females', fontsize=14)
ax_y.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_y.set_ylabel ('Number of Males', fontsize=14)
ax_total.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_total.set_ylabel('Total Population', fontsize=14)

ax_x.legend(loc="upper right')
ax_y.legend(loc="'upper right')
ax_total.legend(loc='upper right')
ax_x.grid()

ax_y.grid()

ax_total.grid()

plt.tight_layout ()
plt.subplots_adjust(top=0.85) # positioning of title
plt.show()

# The effect of male-male competition according to the length of handling time
# Changing the value of parameter v while every other parameter rTemains the same

fig, axes = plt.subplots(1,3, figsize=(15, 5)) # three subplots in a row

for i, v in enumerate(v_s):
res_i = integrate.odeint(MaleCompetition, X0, t_longer, args=(h, k, v, b_v, T_v, a))
x_1i, y_i = res_i.T
ax_x = axes[0] # subplot for females
ax_y = axes[1] # subplot for males
ax_total = axes[2] # subplot for total population
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ax_x.plot(t_longer, x_i, linestyle='-', color = colors_v[i], label=f'v={v:.3f}')
ax_y.plot(t_longer, y_i, linestyle='-', color = colors_v[i], label=f'v={v:.3f}"')
ax_total.plot(t_longer, x_i + y_i, linestyle='-', color = colors_v[i], label=f'v={v:.3f}"')

ax_x.axhline(y=x_saddle_malecomp,linestyle='--', color='r', zorder=0,label='saddle point')

ax_y.axhline(y=y_saddle_malecomp,linestyle='--',color='r',zorder=0,label="'saddle point')
ax_total.axhline(y=x_saddle_malecomp+y_saddle_malecomp,linestyle='--',color='r',
zorder=0,label='saddle point')

ax_x.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_x.set_ylabel ('Number of Females', fontsize=14)
ax_y.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_y.set_ylabel('Number of Males', fontsize=14)
ax_total.set_xlabel('Time (t)', fontsize=14)
ax_total.set_ylabel('Total Population', fontsize=14)

ax_x.set_ylim(0,100)
ax_y.set_ylim(0,100)
ax_total.set_ylim(0,100)

ax_x.legend ()
ax_y.legend()
ax_total.legend()
ax_x.grid()
ax_y.grid()
ax_total.grid()

plt.tight_layout ()
plt.subplots_adjust(top=0.85) # positioning of title
plt.show()

# VI. TWO SPECIES: In absence of sezual interactions
# (generating Figure 4/A of the article and Figure 6/A of this work)

def TwoSpecies(Q, t, h_A, k_A, h B, k B, s1_A, s1_B, s2_A, s2_B, v_AA, v_BB, v_AB,
v_BA, b_A, b_B, T_A, T_B, a):
"""ODEs for two populations with both female harm and male-male competition”""
x_A, y_A, x B, y.B=1Q
dotx_A = 1/2%x_A*x(b_A*xy_A/(1+b_A*y_A*T_A)-s1_Axy_A) - h_A*x_A - ax(x_Ax*2
+ x_Axy_A + x_A*x_B + x_A*y_B) - s2_Axx_A*y_A
doty_A = 1/2*%x_A*x(b_A*y_A/(1+b_A*xy_AxT_A)-sl_Axy_A) - k_Axy_A - ax(y_A*x2
+ y_A*x_A + y_Axy_B + y_A*x_B)
dotx_B = 1/2%x_B*(b_B*y_B/(1+b_B*y_B+T_B)-sl1_B*y_B) - h_B*x_B - a*(x_B**2
+ x_B*y_B + x_Bxx_A + x_B*y_A) - s2_Bxx_B*y_B
doty_B = 1/2%x_B*(b_B*y_B/(1+b_B*y_B*T_B)-s1_Bx*y_B)
+ y_B*x_B + y_Bxy_A + y_B*x_A)
return np.array([dotx_A, doty_A, dotx_B, doty_B])

k_Bxy_B - ax(y_B**2

# General parameters
x0_A= 15 # 4initial number of females A
yO_A = 15 # initial number of males 4
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x0_B = 156 # 4initial number of females B
= 15 # initzal number of males B
= [x0_A, yO_A, x0_B, yO_B]

=<
O|O
N o
[N

x0_A2= 25 # 4nitial number of females A
yO_A2 = 256 # 4nittal number of males A
x0_B2 = 256 # initial number of females B
yO_B2 = 25 # initial number of males B
X0_3 = [x0_A2, yO_A2, x0_B2, yO_B2]

h A =0.2 # natural mortality rate of females 4
k_ A =0.2 # natural mortality rate of males A

h B = 0.18 # natural mortality rate of females B
k_ B = 0.18 # natural mortality rate of males B

# strength of male competition
v_AA = 0.
v_AB =
v_BB

1]
o o o
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# strength of female harm

s1_A = 0.01
s1_B = 0.01
s2_A = 0.01
s2_B = 0.01

T_two = 0.8 # handling time
b_two=10%1/170%10

a0_two = 0

a_two .001

T_A =
b_A =
T_B =
b_B =

O O O O
= N = N O

Nt_two = 1000 # number of time points
tmax_two = 80 # mazimal time
t_two = np.linspace(0.,tmax_two, Nt_two) # time

Nt_two2 = 1000 # number of time points
tmax_two2 = 30 # mazimal time
t_two2 = np.linspace(0.,tmax_two2, Nt_two2) # time

# antegrating function 'TwoSpecies' with the wvalue zero for parameter v, sl and s2
res_ecol = integrate.odeint(TwoSpecies, X0_2, t_two, args = (h_A, k_A, h_ B, k_B, 0, O,
o, 0, 0, 0, 0, 0, b_two, b_two, T_two, T_two, a_two))

x_A_ecol, y_A_ecol, x_B_ecol, y_B_ecol = res_ecol.T

plt.figure(figsize=(10,6))
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plt.grid

plt.plot(t_two, x_A_ecol+y_A_ecol, linestyle='-', label = 'total population A')
plt.plot(t_two, x_B_ecol+y_B_ecol, linestyle='-', label = 'total population B')
plt.plot(t_two, x_A_ecol, linestyle='dotted', label='females A')
plt.plot(t_two, y_A_ecol, linestyle='dotted', label = 'males A'
plt.plot(t_two, x_B_ecol, linestyle='dotted', label='females
plt.plot(t_two, y_B_ecol, linestyle='dotted', label = 'males
plt.xlabel('Time (t)', fontsize='14"')

plt.ylabel('Number of Individuals (N)', fontsize='14"')
plt.legend(loc=(0.72,0.15))

W w =
(NN

plt.show()

# VII. TWO SPECIES: Effect of male-male competition
# (generating Figure 4/B of the article and Figure 6/B of this work)

def MaleCompetition2(Q, t, h_A, k_A, h_B, k_B, v_AA, v_BB, v_AB, v_BA, b_A, b_B, T_A, T_B, a):
"""ODEs for two populations with male-male competition alone"""
x_A, y_A, x B, y.B=0Q

dotx_A = 1/2%x_Axb_A*xy_A/(1+b_Axy_A+T_A) - h_A*x_A - a*x_Ax(x_A + y_A + x_B + y_B)
doty_A = 1/2%x_A*b_Axy_A/(1+b_A*xy_AxT_A) - k_Axy_A - a*xy_A*(x_A + y_A + x_B + y_B)
- V_AAxy_A*x2 - v_ABxy_Axy_B

dotx_B = 1/2%x_B*b_B*y_B/(1+b_B*y_B*T_B) - h_B*x_B - a*x_B*(x_A + y_A + x_B + y_B)
doty_B = 1/2%x_B*b_B*y_B/(1+b_B*y_B+T_B) - k_B*y_B - a*y_Bx(x_A + y_A + x_B + y_B)

- v_BBxy_B**2 - v_BAxy_Bxy_A
return np.array([dotx_A, doty_A, dotx_B, doty_B])

# integration

res_male = integrate.odeint(MaleCompetition2, X0_3, t_two2, args = (h_A, k_A, h_B,
k_B, v_AA, v_BB, v_AB, v_BA, b_A, b_B, T_A, T_B, a_two))

x_A_male, y_A_male, x_B_male, y_B_male = res_male.T

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.grid()
plt.plot(t_two2, x_A_male+y_A_male, linestyle='-', label = 'total population A')
plt.plot(t_two2, x_B_male+y_B_male, linestyle='-', label = 'total population B')

plt.plot(t_two2, x_A_male, linestyle='dotted', label='females A')
plt.plot(t_two2, y_A_male, linestyle='dotted', label = 'males A')
plt.plot(t_two2, x_B_male, linestyle='dotted', label='females B')
plt.plot(t_two2, y_B_male, linestyle='dotted', label = 'males B')
plt.xlabel('Time (t)', fontsize='14"')

plt.ylabel('Number of Individuals (N)', fontsize='14"')
plt.legend()

plt.show()

# VIII. TWO SPECIES: Effect of female harm

# (generating Figure 4/C of the article and Figure 6/C of this work)

def SexualConflict2(Q, t, h_A, k_A, h_B, k_B, si1_A, s1_B, s2_A, s2_B, b_A, b_B, T_A, T_B, a):

"""ODEs for two populations with female harm alone"""
x_A, y_A, x B, yB=Q
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dotx_A = 1/2*%x_A*x(b_A*y_A/(1+b_A*xy_A*xT_A)-sl1_Axy_A) - h_A*x_A - ax(x_A**2
+ x_Axy_A + x_A*x_B + x_A*y_B) - s2_A*x_A*xy_A

doty_A = 1/2*x_A*x(b_Axy_A/(1+b_Axy_A+T_A)-sl1_Axy_A) - k_Axy_A - ax(y_A*x2
+ y_A*xx_A + y_Axy_B + y_A*x_B)

dotx_B = 1/2*x_B*(b_B*y_B/(1+b_B*y_B*T_B)-s1_Bx*y_B)
+ x_Bxy_B + x_B*x_A + x_B*y_A) - s2_B*x_B*y_B
doty_B = 1/2*x_B*(b_B*y_B/(1+b_B*y_B*T_B)-s1_B*y_B)
+ y_B*x_B + y_Bxy_A + y_B*x_A)

return np.array([dotx_A, doty_A, dotx_B, doty_Bl)

h_B*x_B - ax(x_B**2

k_Bxy_B - ax(y_B*x*2

#integration

res_femharm = integrate.odeint(SexualConflict2, X0_3, t_two2,

args = (h_A, k_A, h B, k_ B, s1_A, s1_B, s2_A, s2_B, b_A, b_B, T_A, T_B, a_two))
x_A_femharm, y_A_femharm, x_B_femharm, y_B_femharm = res_femharm.T

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.grid
plt.plot(t_two2, x_A_femharm+y_A_femharm, linestyle='-', label = 'total population A')
plt.plot(t_two2, x_B_femharmt+y_B_femharm, linestyle='-', label = 'total population B')

plt.plot(t_two2, x_A_femharm, linestyle='dotted', label='females A')
plt.plot(t_two2, y_A_femharm, linestyle='dotted', label = 'males A'
plt.plot(t_two2, x_B_femharm, linestyle='dotted', label='females
plt.plot(t_two2, y_B_femharm, linestyle='dotted', label = 'males
plt.xlabel('Time (t)', fontsize='14"')

plt.ylabel('Number of Individuals (N)', fontsize='14"')
plt.legend(loc=(0.7,0.15))

W W =
NN N

plt.show()

# IX. TWO SPECIES: Collective effect of female harm and male-male competition
# (generating Figure 4/D of the article and Figure 6/D of this work)

# integration

res_coll = integrate.odeint(TwoSpecies, X0_2, t_two, args = (h_A, k_A, h_ B, k_B, s1_A,
s1_B, s2_A, s2_B, v_AA, v_BB, v_AB, v_BA, b, b, T, T, a))

x_A_coll, y_A_coll, x_B_coll, y_B_coll = res_coll.T

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.grid )
plt.plot(t_two, x_A_coll+y_A_coll, linestyle='-', label = 'total population A')
plt.plot(t_two, x_B_coll+y_B_coll, linestyle='-', label = 'total population B')

plt.plot(t_two, x_A_coll, linestyle='dotted', label='females A')

plt.plot(t_two, y_A_coll, linestyle='dotted', label = 'males A')
plt.plot(t_two, x_B_coll, linestyle='dotted', label='females B')
plt.plot(t_two, y_B_coll, linestyle='dotted', label = 'males B')

plt.xlabel('Time (t)', fontsize='14')
plt.ylabel('Number of Individuals (N)', fontsize='14"')
plt.legend()

plt.show()
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