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1. fejezet
Motivacid

A nemlinearis dinamikai rendszerek elméletében a kaotikus viselkedés alapvetd
fontossagu jelenségkor. Ezzel kapcsolatban, legyen az alapkutatéis vagy szertedgazo
alkalmazés, megkeriilhetetlen ismereteket szereztiink az elmilt 50 évben. A kialakult
fogalmi rendszer alkalmas disszipativ és konzervativ esetekben az alacsonydimenzios
determinisztikus kdosz modern leirasara. A kiforott modszerek biztos alapokat szol-
galtatnak a témakor jol ismert alapvet modelljein tul [1], az &sszetettebb problémak
vizsgalatara (dinamikai csillagaszat [2], fizios modellek [3], 6ceani aramlas, klima-
és jarvanydinamika [4, 5, 6]).

A klimavaltozas vizsgalatanak dinamikai rendszer megkozelitése (azaz alacsony
dimenzios reprezentacioja) |7, 8, 9] az utobbi években ravilagitott arra, hogy az eddig
hasznalt technikdk nem alkalmasak a kaotikus rendszer leirdsara abban az esetben,
ha a rendszer paramétere(i) (pl. szén-dioxid koncentracio) idében szamottevéen, a
belss idéskalaval osszemérhetGen, valtozik(nak), tehat a probléma nem autonom.
Konkrétabban fogalmazva, kimutathato, hogy a gyors paramétervaltozas kovetkez-
tében a rendszer mar nem ergodikus tobbé, azaz az idGatlag nem egyezik meg a
sokasag atlaggal [10]. Ilyen esetben az eddigi eljarasrend cs6dot mond, és ujfajta
megkozelités sziikséges a rendszer dinamikai fejlédésének leiraséara. [11]

Napjainkban az latszik korvonalazddni, hogy a fenti megkozelités altalanos érvé-
nyt az alacsonydimenziés kaotikus rendszerekben. Mivel érdekl6désem a nemlinearis
dinamika irant mar tobb évre visszanyulik tgy dontottiink témavezetémmel, hogy
egy eddig nem vizsgélt teriileten is feltérképezziik az 1j irdny alkalmazhatosagat.
Ennek érdekében dolgozatomban a naptevékenység leirasara szolgal6 alacsonydimen-

zi6s dinamomodellt viselkedését tanulmanyozom idében valtozo rendszerparaméte-
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rek fliggvényében. A munka soran szamtalan olyan jelenséggel talalkoztunk, amirsl
tudasunk szerint még nem sziiletett tudoményos koézlemény. Igykeztem a dolgozat-
ban az eddigi eredményeket tomoren Osszefoglalni, és ramutatni, hogy milyen 1j
irdnyok korvonalazédnak mind a dinamikai rendszerek elméletében, mind pedig a
napaktivitas megismerésében determinisztikus, kis szabadsagi fokd rendszerek ese-

tén.



2. fejezet

Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

2.1. Mi a kaotikus rendszer?

A 20. szazad masodik felében kibontakozott 0j irany az elméleti fizikai kutata-
sok terén, a kidoszelmélet. Ez megmutatta, hogy a nemlinearis erétorvények hatéasara
létrejovs bonyolult mozgasformak a természetben tipikusnak mondhatok, rendkiviil
sok helyen el6fordulnak. Az ilyen mozgasformak kozott is vannak jelentds kiilonb-
ségek és kideriilt, hogy egy résziik, habar rendezetlennek tiinik, megfelels fogalmi
apparatussal jol kezelhets. Az ilyen viselkedést mutato rendszereket nevezték el ké-
s6bb kaotikus rendszereknek [12].

A kiosz nem egy matematikai fogalom, nincs neki tokéletes definicioja, azért
a szakirodalomban sem mindenki ugyantugy fogalmazza meg. A Tél Tamas altal

megadott definici6 az, hogy [13]:
"A kdosz egyszeri rendszerek bonyolult idébeli viselkedése."

Ennek a meghatarozasnak megfeleléen a kdosz egy olyan mozgas vagy idébeli fej-
16dés, amely bonyolult és OGsszetett formaban jelenik meg. A témakorben vizsgalt
rendszerek mozgésegyenletekkel rendelkeznek, tehat a megoldasok jol definialt ma-
tematikai strukturakhoz kotottek. A rendszerek egyszertisége abban rejlik, hogy csu-
pan néhany valtozo hatérozza meg az allapotot, és a mozgas néhany kozonséges
differencidlegyenlettel irhato le. Ebbdl a meghatarozasbol a kovetkezd meglepd tény
kovetkezik: Egyszerd egyenleteknek, illetve egyenletrendszereknek is lehetnek bo-
nyolult megoldésai. Ilyen példaul a kettds inga, melynek dinamikajat le lehet irni
egyszeru differencidlegyenletekkel, mégis amikor elinditjuk, akkor teljesen véletlen-

szertinek tiinik a mozgasa.



2. Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

A kaosz felfedezése és széles kord elfogadésa azért varatott magara a XX. sza-
zad méasodik feléig, mert ezek a bonyolult megoldasok altalaban csupan numerikus
szimulalasokkal kezelhet&ek. Tisztaznunk kell, mit is jelent a bonyolultsdg. Ez sem

definicié, hanem sok ilyen rendszer vizsgalatabol lesztirt tapasztalat:

e Idében szabalytalan, aperiodikus viselkedés, ami nem &ll el§ tetszéleges szamu

periodikus mozgas Osszegeként sem.

e El6rejelezhetetlen, mivel a mozgés rendkiviil érzékeny a kezdéfeltételekre, me-

lyeket a mérési hibakbol adoédoéan sosem ismerhetiink meg teljesen pontosan.

e A mozgas jellemzésére a fazistérben bonyolult, de rendezett fraktalszerkezetet

lehet talalni.

Ezek a jellemzok altaldban egyiittesen fordulnak els, és egy kozos vonasuk van: a
hosszt tava mozgas id6ben véletlenszert, igy csak valoszintiségi fogalmakkal irhato
le. Ennek a véletlenszeri viselkedésnek az oka bizonyithatdéan a kevés 0sszetevs erGs
és nemlinearis kolcsonhatasa. Ez meglepd, mivel olyan rendszerekrdl van szo, ame-
lyeknél egy adott allapot ismeretében teljes pontossaggal lehet a jovét megjosolni.
Ez alapjan elmondhatjuk, hogy determinisztikus rendszerek véletlenszeri viselkedést
is mutathatnak. Fontos hangstlyozni, hogy egy jelenséget csak akkor tekinthetiink
kaotikusnak, ha talalunk egy olyan egyszert modellt, amely a szabalytalan mozgast
kell¢ pontossaggal visszaadja.

A kéosz tehat érdekes, a hagyoméanyoshoz képest eltéré mozgasforma, amely
idében szabalytalan, de mégis jol kezelhets. A kaotikus viselkedésnek a fenti tulaj-

donségokon kiviil van két nemtrivialis feltételte:

e A mozgasat legalabb 3 autonom elsérendt differencialegyenlet irja le,

e &s azok nemlineérisak.

Ha nincs legalabb 3, akkor nem lesz elég bonyolult a rendszer, igy mindig eléreje-
lezhets. Ha pedig nem autondémak az egyenletek, akkor az id6tsl fliggd tag miatt
a fazistéren a trajektoridk metszhetik egymast (errél nemsokara részletesebben).
Végiil linearis esetben a mozgas felbonthaté exponencidlis sajatmodusok Osszegére,
ez is ellentmond a definiciénak.

Na de hogyan lehet abrazolni ezeket az id6ben bonyolult mozgasforméakat? A
hagyomanyos kitérés-ids, vagy sebesség-id§ grafikonok nem leszenk alkalmasak er-

re, hiszen akarmeddig kovetjiik a kitérést, a kovetkezdkben mindig szamithatunk
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tjabb viselkedésformékra. Igy az dbrazolasbol valahogy ki kell vanni az id6t, ezért

abrazoljuk inkabb kitérés-sebesség diagramon a mozgast, ez lesz a fazistér.

2.2. A fazistér

Amikor egy dinamikai rendszer pillanatnyi allapotat akarjuk meghatarozni, ak-
kor a hely- és sebességkoordinatdkra vagyunk kivancsiak. FEzen koordinatak és a
dinamikai egyenletek ismeretében a mozgés egyértelmiien folytathaté. Ha a mozgés
egydimenzios, akkor a fazistere kétdimenzios lesz. Ha viszont a mozgés tobb mint
egydimenzids, akkor a fazistér dimenziosazma is emelkedik. A kordbban leirt szaba-
lyok szerint egy kaotikus mozgast legalabb hédrom differencidlegyenlet ir le, eszerint
a fazistere legalabb haromdimenzios.

A rendszer mozgésallapota egy adott pillanatban a fazistéren egy pont, és ahogy
a rendszer mozog, a pont ugy vandorol a fazistéren. A mozgés fazistérbeli palyajat
trajektorianak hivjuk. A trajektoria nem mutatja az id6é mulasat, mégis attekinthets
képed ad a rendszer kiilonb6z& mozgasi lehet&ségeirsl. Fontos, hogy a trajektoriak
nem metszhetik egymast, mivel a mozgasegyenlet egyértelmt, egy pont csak egy
iranyba haladhat. (Ez aldl kivételek a fixpontok, de arrél majd késsbb)

Korabban emlitettem, hogy egy kaotikus rendszer fazistere legalabb 3 dimenzi-
6s, de altalaban lehet ennél tobb is. Ezekben a sokdimenziés fazisterekben nehéz
leolvasni barmit is, ezért valahogy csokkenteni kell a dimenziészamot. Erre kétféle

metodus hasznalhato:

1. A trajektoriakat levetitjiik bizonyos tengelyek mentén. Méasnéven bizonyos val-
tozokat elhagyunk az abrazolasnal. Példaul ha egy test két dimenzioban sik-
mozgast végez, akkor a teljes fazistér az (x, &, y, y ) tengelyekkel rendelkezik.
Ha ezt levetitjiik y, majd ¥ mentén, akkor csak az x,& véaltozokat dbrazoljuk

egy sikon.

2. A Poincaré-leképezés, amikor a fazisteret lesziikitjiikk valamilyen feltétel sze-
rint, tipikusan elmetssziik egy sikkal. Példaul, ha egy test 1D-ben mozog, akkor
a teljes fazisteret az x, & tengelyek alkotjak, ha ezt elmetssziik az x = 1 egye-
nessel, akkor az egy Poincaré-leképezés lesz. Ekkor megkaptunk az @(x = 1)
ponthalmazt. Ezt a modszert kiegészithetjiik tigy, hogy csak azokat a trajekto-
ridkat vessziik figyelembe amik egy adott iranybol metszik a sikot (vagy egyéb
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felilletet). Az el6z6 példaban ez ugy nézne ki, hogy csak azokat a trajekto-
ridkat metssziik el az x = 1 egyenessel, amik "jobbra" haladnak, masnéven
@ > 0 feltételt is figyelembe vessziik. Igy csak egy részét kapjuk meg az el6z6

ponthalmaznak, de ez is elegend§ a dinamika tanulmanyozasahoz.

Fontos kiilonbség a kettd kozott, hogy az els6 leképezés trajektoriakat ad vissza, mig

a masodik csak pontokat azokhoz kothetd diszkrét pontokat.

2.3. Fixpontok és a mozgas korulottiik

Vegyiink egy kétdimenzios fazistérrel leirhato rendszert. Legyen a két valtozo x,
és xq, és a mozgast leird egyenletek #y = f1(x1, 22) és ¥y = fo(xy, z2). Ha megfelelGek
az egyenletek, akkor azt kapjuk, a fazistérben van egy fixpont. Legyen ez a pont (7,
xh), mivel fixpont fi(x),2}) = fo(x], z4) = 0. Ha megnézziik ennek a pontnak egy

kicsi kornyezetét, akkor némi szdmoléas utan a kovetkezdt kapjuk:

8- (8 ) (&) wsn-acsmioia

oz o1

A (2.1) egyenlet megoldésa
(22) (t) = AvieMt + Buyet, (2.2)

ahol A1, Ao, 01, v5 az el6bbi matrix sajatértékei, sajatvektorai. Ebbdl az deriil ki, hogy
a matrix sajatértékeibdl, sajatvekotraibél meg lehet hatarozni a trajektoriak alakjat
a fixpont kornyékén. Ha ezek valosak, akkor a fixpont lehet: csomépont attraktor,
csomopont repellor, hiperbolikus pont. Ha képzetesek, akkor lehet: elliptikus pont,
spiralis repellor, spiralis attraktor (lasd 2.1 abra).

Nézziink meg egy hiperbolikus pontot (2.1 abra, origohoz kozel), ekkor az egyik
valés sajatérték pozitiv, a masik negativ. Azt vehetjik észre, hogy van két tra-
jektoria, amik bemennek a fixpontba, és ezzel ,metszik” egymast, ami els6é ranzésre

ellentmond a fazistér alapvetd tulajdonsagainak: Avje! és Buyet?!

. Valojaban azért
nem metszik egymést, mert az egyik trajektoria a fixponttol ellenkezs iranyba halad,
a masik meg véges idén beliil nem éri el a fixpontot. Ez a két trajektoria lesz rendre
az instabil és stabil sokasédg. Ha a stabil sokasagra rarakunk egy pontot, akkor az

pont a a fixponthoz fog tartani. Viszont minden mas trajektoria el6bb utobb az
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instabil sokasag irdnyaba tériil el, méghozza a fixponttol exponencialisan tavolodva.
Tehat a hiperbolikus pont kornyékén az instabil sokasag dominal, ez egy instabil
fixpont lesz.

x ¢

stabil sokasag
(szeparatrix)

- .- spiralis repellor

hatarciklus

X

instabil sokasag

hiperbolilcu's fixpont

2.1. dbra. A fixpontok fazistérbeli tulajdonsagai kiillénbo6z6 sajatértékek esetén.
Forras:|13]

2.4. Disszipativ rendszerek, a koatikus attraktor

2.4.1. Az attraktor jelenléte

Vannak tugynezvezett disszipativ rendszerek. Ezekre az jellemz§, hogy a kezdd-
feltétel hosszi tdvon nem hatarozza meg a mozgas jellegét. Masképp megfogalmazva
a rendszer elfelejti a kezddfeltételeket”. Ilyen rendszerek példaul a surlédéasos rend-
szerek, egy surlodésos inga bizonyos id6 utan megall, vagy ha gerjesztve van, akkor
a rezgés adott frekvenicaval és amplitidoval allandoésul.

Léteznek disszipativ kaotikus rendszerek is, melyekre érvényes a fent emlitett révid
tava memoria, de a megoldasuk mégis megjosolhatatlan. Ez tgy lehetséges, hogy
a mozgas csak idében véletlenszert, a fazistéren nem az. Adott paraméterek esetén
barmilyen kezddéfeltétellel inditjuk el a rendszert, a fazistéren a trajektoridk mindig
ugyanolyan fraktalszerkezetd alakzatot rajzolnak ki. Ezt azt az alakzatot nevezziik
kaotikus attraktornak. Az, hogy az attraktoron hol van éppen a rendszer, pontosan

nem megjosolhatd viszont az attraktor tokéletesen meghatérozhato.



2. Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

2.4.2. A fazistérfogat valtozasa

Disszipativ rendszerekben az attrakor dimenzi6ja kisebb, mint a teljes fazistéré,
igy a teljes fazistréfogata 0. Tehat, ha egy V' fazistérfogatu kockabol az 6sszes kez-
défeltételbdl elinditjuk a trajektoriakat, akkor a fazistérfogatuk 0-hoz tart. Nézziik
meg, hogy hogyan valtozik a fazistérfogat egy ilyen rendszerben.

Lattuk, hogy egy dinamikai rendszer fazistere a rendszer Osszes lehetséges alla-
potabol allo tobbdimenzios tér. Egy fazistérbeli térfogat egy allapotok gytijteményét
képviseli (példaul egy kis ,felhdnyi” péalya kiilonbo6zs kezdeti feltételekbdl kiindulva).
Legyenenk egy pont koordinatéi (zq,xs, xs...) azaz x;. Legyenek a differencélegyen-
leteink #; = f;(x1,x9,....). Vegyiink egy V térfogatu kockat amely elegend@en kicsi
ahhoz, hogy az f; sorbafejtett alakjabol a masod, vagy annél nagyobb rendd tagok
elhanyagolhatok. A fazistérben egy kis térfogat V (¢) idébeli véaltozasanak sebessé-
gét a rendszer vektormezdGjének divergencidja hatarozza meg. Kis szdmolas utan a

kovetkezot kapjuk:

ahol f; a rendszer mozgéasegyenleteit leir6 vektormez6 komponensei. A divergencia,

gﬁ, a fazistér lokalis tagulasi vagy zsugorodési sebességét méri. A fenti Osszefiig-

Ofi

i Ox;

gésbol az kovetkezik, hogy disszipativ rendszerekben ) < 0, azaz a fazistér
térfogata idGvel zsugorodik.

Mindezek értelmében disszipativ rendszerekben az energiavesztés vagy csillapi-
tas miatt a palyak egy alacsonyabb dimenzi6ju sokasagra, példaul egy attraktorra
huzoédnak Gssze. A zsugorodasi sebesség azt tiikrozi, milyen gyorsan kozelednek egy-
méshoz a palyak. Az allandosult allapotban a fazistér térfogata addig zsugorodik,

amig a rendszer egy attraktorra nem all be, példaul egy fixpontra, hatéarciklusra

vagy kaotikus attraktorra.

2.4.3. Valo6szintliség-eloszlas

Ha egy kaotikus rendszerben egy tetszéleges kezdéfeltételbdl elinditunk egy pon-
tot, akkor a trajektoria rahiizodik az attraktorra. Azt, hogy azon pontosan hol lesz,
nem lehet megjoésolni, viszont valoszintiségi fogalmakkal lehet kezelni. Vezessiik be
a természetes eloszlast. Ez az mondja meg, hogy mekkora valoszintiséggel van az

attraktor valamelyik pontjan (vagy inkabb annak egy éaltalunk vélszatott kicsi kor-

10
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nyezetében) egy trajektoria, ami rasimult az attraktorra. Ha egy kezddfeltételbdl
egy trajektoriat sokaig futtatunk, és mintavételeziink tetszdéleges T’ id6kozonként,
akkor a kapott pontok eloszlasa meg fog egyezni az attraktorhoz tartozé természe-
tes eloszlassal.

Ugyanigy igaz lesz, hogyha egy V térfogatu térrészbdl egyszerre elinditjuk az
osszes kezddfeltételbdl a trajektoriakat, és utana egy elegendGen nagy 7T id6 milva
megéllitjuk Gket, akkor azok eloszlasa is a természetes eloszlassal fog megegyezni.
Ennek a ténynek a sériilése fontos szerepet jatszik majd a dolgozatban vizsgalt

explicit id6fejlédési rendszerek esetében (lasd részletesebben a 3.3.6 fejezetben).

2.4.4. Bifurkacio

Amikor egy dinamikai rendszer differencidlegyenleteit leirjuk, akkor abban els-
fordul, hogy nem csak valtozok szerepelnek, hanem egyéb paraméterek is. Példaul
nézziik meg a Lorenz-modellt: & = p(y —x) y=rz—y—xz 2Z=—0Fz+zy.
Kiilonb6z6 paraméterek mellett kiillonbozd jellemzé mozgéasokat kapunk: bizonyos
értékeknél a trajektoriak egy ciklikus mozgéshoz tartanak, més paramétereknél meg
kaotius attraktorhoz. Induljunk el olyan paraméterekbdl, amelyek esetén 1-es ciklus-
hoz tartanak a trajketoriak. Ezutan nézziik meg més paraméterértékekre a mozgast,
azt tapasztaljuk, hogy az el6bbi stabil 1-es ciklusi palyanak az alakja véltozik, és
egy ponton instabilla valik. Ekkor viszont megjelenik egy masik stabil palya, ami
egy 2-es ciklushoz tartozik. Ha még tovabb valtoztatjuk a paramétert, akkor ez a
2-es ciklus is instabilla valtozik, és megjelenik egy stabil 4-es ciklus. Ahogy igy val-
toztatjuk a paramétert egyszer csak mar elériink egy kaotikus savba. Hogyan lehet
ezt vizualizalni?

A ciklikus mozgas a fazistérben egy zart gorbe, ilyen értelemben nincs kiilénb-
ség a periodikus palyak ciklusainak szaméaban. Viszont hogyha vessziik ezen palyak
Poincaré-metszetét, akkor a periodikus pélyak pontok lesznek a leképezésen. Ha
1 pontot kapunk, akkor 1-es ciklusii a palya, ha 2 pontot, akkor 2-es ciklusi, stb.
Tehat a Poincaré-metszeten a pontok szama mondja meg, hogy milyen tulajdonsagt
a periodikus palya [13].

Egy masik modszer a dinamika Osszetettségének szemléltetésére az, hogy a tra-
jektorianak csak az egyik komponensét vizsgaljuk meg, és azt idében abrazoljuk [14].

Ha megkeressiik ezen valtozoban a maximumokat, akkor az 1-es ciklusnal 1 maximu-
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2. Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

mot kapunk, a kettes ciklusnal két maximumot, és igy tovabb. Tehat a maximumok
szama megegyezik a ciklusok szaméval. Ezzel jellemezve a mozgas periodicitasat.
Bizonyos esetekben praktikusabb az adott komponensnek a négyzetét venni, és an-
nak megkeresni a maximumait. Ekkor 2-szer annyi maximumot kapunk, mint az
el6z6 esetben.

A fenti algoritmus alapjan elkészithetjiik egy adott rendszer un. bifurkacios di-
agramjat. Ennek az egyik tengelye a valtoztatott paraméter értéke lesz, a méasik
pedig egy altalunk kivélasztott komponenese a trajektoéridknak. A diagramon a sta-
bil palyak komponensének maximumai, vagy a komponens négyzetének maximumai
talalhatoak. A Lorenz-rendszer bifurkacios diagramja § € [0.2,0.8],p = 10,0 = 28

értékeknél a 2.2 dbran szerepel.

a Lorentz rendszer bifurkacios diagrammja p = 28 és o =10 ertékeknél

140 4 T ey AT e

120 4

100 +

80 1

X2 maximumai

60

40

204

02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

2.2. abra. A Lorenz-rendszer bifurkicios diagramja 3 € [0.2,0.8], p = 10,0 = 28
értékeknél az x idGsor négyzeteinek maximumait abrazolva. Az abra ,sima’” részei
adott 8 pareméter esetére (pl. 0.2 < 3 < 0.55) periodikus mozgasnak felelnek meg,

mig a szort pontok a kaotikus tartomanyokat jelenitik meg (pl. 8 ~ 0.6).
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3. fejezet

A napdinamoé modell

Ebben a fejezetben bemutatom a Nap magneses terét leir6 egyszerti dinamikai
rendszert [15], melynek segitségével munkam sordn a dinamikai rendszerek elméle-
tében megismert foglamakkal és modszerekkel tanulméanyoztam a naptevékenyéget

befolyésol6 méagneses dinamikat.

3.1. Bevezet6 a Nap bels6 magneses mezejének dina-
mikajaba

A Nap felszinén talalhato sotét foltok szamat mar a tizenkilencedik szazad elsd
fele ota szisztematikusan megfigzelik és rogzitik. Jelenleg gy gondoljuk, hogy a
napfoltszam és a Nap belsejében fennall6 magneses dinamika allapota kozott erds
kapcsolat all fent, igy ez a mérészam egy jo alap a naptevékenység tanulmanyozasara.

A Nap belsejében a nagyméret magneses mezt egy magnetohidrodinamikai di-
namo gerjeszti, amely a plazmamozgésok kinetikus energidjanak egy részét mégne-
ses energiava alakitja at. Ennek készonhetGen a Nap polaritdsa nagyjabol 11 évente
megcserélédik, igy egy 22 éves ciklust létrehozva. Minden periodus soran a magne-
ses aktivitas kétszer tet6zik, amikor a tachoklina rétegben (egy vékony réteg a kiilss
konvekcios réteg alatt) jelenlévds fluxusaramlasok felhajtoers hatasara feljonnek a
felszire, igy napfoltok keletkeznek [16].

A koztudatban altalanosan elfogadott, hogy a méagneses tér toroidalis kompo-
nenséért felelGs (-effektus a tachoklina rétegben jatszodik le, viszont a poloidalis
irdnyért felel6s a-effektust még sok bizonytalnsag kiséri. Ennek a problémakdrnek a

kezelésére tobb modszert is hasznalnak, mint példaul a 2.5D (két térbeli, és egy id6-

13



3. A napdinamé modell

beli koordinata) dinamo6 modellek, melyeket rendszerint atlagtér kozelitéssel (mean
field theory) oldanak meg. Ezekkel a megfigyelt jelenségek széles kore magyarazha-
to, de bizonyos hatasokat elhanyagolnak ennek kovetkeztében csak a mez6 hat a
részecskékre, forditva nem

Egy maésik modszerrel 3D magnetohidrodinamikai (MHD) szimulaciokat végez-
nek a konvekcios zonaban. Ennek sordn megoldjak az osszes MHD egyenletet, igy
joval kevesebb kozelitést alkalmaznak, viszont rendkiviil szamolasigényesek, ezért
nehezebb hasznalni Sket.

A modellezési spektrum masik végén olyan oszcillator modelleket talalhatunk,
amik a leegyszertsitett és kozelitett paraméterezései az eredeti MHD egyenleteknek
[17, 15]. Ezekkel az alacsonydimenziés dinamo6 modellekkel (Low-Order Dynamo
Model — LODM) a magneses ciklus szamos tulajdonsaga magyarazhato. Tovabba
ezeket a legkonnyebb alkalmazni, mivel a 2.5D és 3D modellekkel ellentétben sokkal
kevesebb a szdmolési igényiik és a fazistér szerkezete is szemléletesen tanulményoz-
hat6. A munkam soran és is ilyen LODM-et hasznaltam.

Az mivel az LODM-ek szabadsagi fokainak szama sokkal alacsonyabb, mint az
eredeti rendszernek, sokszor ezt tigy kompenzaljak, hogy az egyenletekben szerep-
16 paramétereket valtoztatjak. Ilyen példaul, amikor a napdinamikai aktivitasnak
egy tobb periéduson kereszetiil tarté6 minimuméat sztohatsztikus szoérassal magya-
razzak. Ennek fényében érdemes feltérképezni, hogy ez a dinamikai rendszer (és az
ehhez hasonl6 alacsonydimenzios dinamikai rendszerek) hogyan viselkednek para-
métervaltozéas esetén. Ennek az elsd 1épése, hogy megnézziik statikus paraméterek,
illetve idében lassan valtozé paraméterek mellett. A TDK munkam soran ezeknek a

meghatarozasa az elsGdleges célom.

3.2. LODM levezetése MHD egyenletekbdl

Ebben a fejezetben Passos és munkatéarsai altal bemutatott modszer alapjan
mutatom be, miként kapjuk meg a vizsgalt alacsonydimenzios oszcillator modellt az
MHD egyenletekbdl. [17]

Az alapvetd egyenletek az MHD indukciobol és a Navier-Stokes egyenletekbdl
jonnek, amiket egy Lorentz-erGért felelés taggal egészitiink ki. Az altalanos elv sze-
rint taldlunk egy U aramlasi sebességet, ami képes fennmaradni Ohmikus disszipa-

cioval szemben, és ebbdl hatarozzuk meg a B magneses teret. Olyan modellt kell
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3. A napdinamé modell

talalni, hogy a bel6liilk kapott dinamika teljesitse a napciklusnél tapasztalt f6bb
tulajdonsagokat:

e kb. 22 éves periodusidé
e /2 fazistolas a toroidalis és poloidalis komponenesek kézott

e anitszimmetrikus tulajdonsidgokkal rendelkezik, ami azért kell hogy az egynlité

alatti és feletti féltekékre szimmetrikus legyen

e a kapott egyenleteket lehet illeszteni a napfoltokbdl mért kisérleti adatokra.

Az MHD indukciés egyenlet:

B
%—t:Vx(UxB—kaB—anB)

Ahol 1 a magneses tér diffuziojaért felelGs tag, és a a kordbban leirt kapcsolat a
toroidalis és poloidalis méagneses tér kozott.
Ezutan feltételezziik, hogy B, U felirhatoé poloidais és toroidalis komponensek

Osszegeként.

B(r,0,1) = V x (A,(r.0,0)e,) + By(r,0,t)e,  U(r,0) = u,(r,0) + 7 Qr, 0)e,

Ahol 7 = rsin(6), Q a nap szogsebessége, u, a poloidalis dramlas sebessége. Az 1]

egyenleteket behelyettesitve az MHD egyenletbe ezt kapjuk:

0A

a_tp =1 (V2 — 77_2) A, — f_lup -V(7A,) + aBy,
0B

_0t¢ = (V2 =7 2) By —fu, - V(F ' By)+

+ T [V X (Ape¢)] . VQ — F(B¢)B¢

Ebben benne van egy extra tag, ami a mégneses felhajtoerGért felelss.

A kapott egyenelteket egy kombinalt van der Pol-Duffing oszcillator egyenletté
alakithatjuk, melynek soran V-t egy olyan taggal kozelitetjiik, ami vezetd rendben
%—al aranyos. Ezeknek megfelelGen:

dB,

dA
F = ClB¢ + CQAP — C3B§;, d_tp = ClAp + OéB¢.

Itt u, mér nincs benne expliciten az egyenletekben, hanem a ¢; paraméter tartal-

mazza, mint v, dtlagos aramlési sebesség. Ennél a pontnal rakjuk bele a Lorentz-erd
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3. A napdinamé modell

visszacsatolasat az egyenletekbe, mégpedig v,(t) = vo + v(t) alakban, ahol vy a
Nap forgasabol jovs atlagos sebesség és v(t) az ehhez képesti eltérés. Igy a végss

mozgasegyenletek:

do(t)

Tl aAB — bu(t)

dBy vo + v(t)

T = <Cl — —lo B¢ + CQAp — CgB(:; (31)
dA vo + v(t)

d_tp: <01—T) Ap‘i‘OéB¢

Ahol az allandok:
e a: Lorentz-ergért felelgs paraméter. Tovabbiakban az értéke: a € [0;0.3]

e b: A részecskékre hato kozegellenallasért felelgs allandd. A tovabbiakban az

értéke: b € [0;0.5]

e vy: Az atlagos aramlasi sebesség értéke. A tovabbiakban az az értéke: vy €

[0.1,0.15]

e o A toroidalisbol magneses mez&bdl poloidélist generalod folyamatbol kapott

alland6. A tovabbiakban az értéke: o = —0.1

® 1,09, c3 Az MHD egyenletek egyszertsitésébdl kapott allandok. A tovabbiak-
ban az értékeik rendre [15] alapjan: —0.01,0.95,0.002

e [y egy a Napra jellemz§ karakteriszitkus téavolsag. A tovabbiakban az értéke :

ly=1

Az allandok értékét ugy vettem fel, hogy megeggyezzenek az eredeti cikkben [15]
szerepls értékekkel. A dolgozat jelenlegi forméajaban és a kutatdsom iranyvonaléval
osszhangban egyel6re nem tekintettem feladatomnak a parcialis differencialegyenlet-
rendszerbdl teljes részletességgel levezetni, és ezaltal a kozelités helyességét ellen-
6rizni a LODM-modellre. Elfogadtam viszont [15] szerz6i altal a napfoltok szamabol
kapott adatokra vonatkozo illesztéseket, melyekben a gorbe nem tokéletes ugyan,
de a hiba meértéke kicsi. Ennek fényében felteszem, hogy a (3.1) egyenletekkel fel-
irt modell relevans fizikai tartalommal bir. A fizikai tartalom érvényességérdl [18] ir

bévebben.
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3. A napdinamé modell

3.3. Numerikus szimulaciok statikus paraméterek

mellett

Ebben a fejezetben az altalam irt Python kod segitségével reprodukalom [15]-
ben megadott alacsonydimenziés dinamémodell margneses térre vonatkozo fazistér
szerkezetét, és 1j eredményként targyalom, hogy bizonyos paraméterértékek mellett

tobb attraktor is jellemzi a rendszer dinamikai viselkedését.

3.3.1. Az idGsor meghatarozasa

Most, hogy meghataroztuk a modellt leir6 differencidlegyenleteket, ezek meg-
oldasat numerikusan vizsagljuk. Ezt, ahogy fentebb emlitettem, Python program-
nyelvben tettem meg. Mivel a differencidlegyenlet kiszamitasa kézben nem tudtam
minden 1épést pontosan kovetni nem tudom megmondani, hogy a program soran
kapott B = 1 érték a valosagban mekkora, és milyen mégneses térnek felel meg. A
célom nem is konkrétan a nap mégneses terének meghatarozasa, hanem a dinamika
lefrasa. Ugyanez elmondhaté az A és v érétkekre vonatkozoan is. A differencialegyen-
let megoldasara a scipy.integrate.odeint metodust hasznaltam. Ennek a fiiggvénynek

hérom argumentumot adtam meg:

o Kezdofeltételek: a kutatasom eljén a kezdéfeléttel mindig az (1,1,1) volt, de

késsbb attértem a véletlenszerd kezddsfeltételre.
o A differencialegyenlet alakja

e A iddsor, amire szamoljon. A korabbiakban években szamoltunk, a programo-
zési kornyezetben 1 év 1 idGegységnek fog megfelelni. Igy a periodusids 22 kell
legyen, ezt nemsokara leellendrizziik.

Az lépéskozt 1/20 — 1/100 kozott valtoztattam. Igy periodusonként legalabb

400 pont van, ami elegendSen pontos szamolas.

A kapott megoldasokat matplotlib.pyplot programcsomaggal dbrézoltam.
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3. A napdinamé modell

Statikus paraméterekkel futtatott idésor
a=0.075 v0= -0.14, b=0.3

44 — BlY)
— A(l)
— wit)

A(t), B(t), v(t) numerikus értékei

L i
T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

3.1. dbra. Adott a, b, vy paraméterekre véletlen kezddfeltételekbdl indulo
megoldasok B(t), A(t), v(t), rendre kék, piros és zold gorbék. Nagyjabol 120
idGegységnyi tranziens szakasz utan a trajektoria eléri az attraktort.

A 3.1 abrarol leolvashato, hogy a palya a valasztott kezdéfeltételbdl par peridodus
alatt mar kozel keriil az attraktorhoz, és ezeknél a paramétereknél kaotikus a mozgas.
A két fliggbleges vonal két egymast kdvetd maximumot jelol. A koztik eltelt idé:
At = 21.18, ami kozel van az altalunk elvart értékhez, a modell ilyen tekintetben

megéllja a helyét.

3.3.2. A fazistérbeli szerkezet (attraktorok, Poincaré metsze-

tek)

A (3.1) differenialegyenletekbdl adodoan a fazistér haromdimenzios, B, A, v ten-
gelyekkel. Nézzilink meg egy kaotikus, és egy periddikus mozgast ebben a koordinata-
rendszerben. A paraméterek a kovetkezdk: kaotikus (kék): a = 0.075,b = 0.3,v =
—0.14 és periodikus (sérga): a = 0.05,b = 0.1,v = —0.14
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3. A napdinamé modell

Statikus paraméterekkel futtatott trajektoriak

—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14
—— @a=0.05, b=0.1, v0=-0.14

15
1.0

5 O.SV(t)

0.0

3.2. abra. A megadott paramétereknek megfelels kétféles mozgastipus (magneses
mez6 dinamika). Erdekes észrevenni, hogy a periodikus megoldas el6tt a
trajektoria nagy v értékekrsl kozeliti a B — A sikon az origot, majd gyorsan
rahtzodik az 1-es ciklusi periodikus palyara.

Az abran jellegzetesen szalas, fraktal szerkezeti alakzat (kék) a kaotikus attrak-
tor, a zart gorbe (sarga)pedig a periodikus palya.

Jol megfigyelhets, hogy a periodikus megoldas esetén a kezdéfeltételbsl nagy
iveben elindulnak a trajektoridk, majd a (0,0, v) egyenes mentén bemennek az origo
kozelébe és onnan spiral alakban rasimulnak az attraktorra. Ez azért van, mert a
fazistérben fixpont ay origo, (0,0,0), és stabil sokasag a (0,0, v) egyenes. A spiral-
alakbol pedig arra lehet kovetkeztetni, hogy az origé kérnyékén a mésik két sajat-
érték nem valos. Ez a mozgasforma tipikusnak mondhaté barmilyen futtatasnal. Ha
nem az attraktor kozelébdl, (vagy valamelyik stabil sokasdganak kozelébdl) indit-
juk a trajektoriat, akkor mindig bemegy az origd kozelébe, és csak utana tér ra az
attraktorra. Valojaban a Grand minima jelenségek mogott is ez all.

Ezutan vetitsiik le a trajektoriat egy elére definialt sikra, és nézziik meg az igy
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3. A napdinamé modell

kapott Poincaré-metszetet. A hosszi tava viselkedés korrekt térgyalasa érdekében
levagtam az idGsor elsG felérdl a tranziens szakaszt. Ekkor csak az attraktorra és

annak Poincaré-metszetére voltam kivancsi.

A fazistér A,B sikra vetitve A fazistér B,v sikra vetitve

—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14
0.6 - —— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14

0.4 1

0.2 §

—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14
—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14 =0.2 4

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 —4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

A fazistér A,v sikra vetitve A fazistér Poincaré metszete a B=0 siknal

— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14 / \
0.6 4 0.05 A /£ '\
L
K
0.00 ; -
rd \
0.4 4
/ \
-0.05 N
\
> 02 >
-0.10 4 . R
0.0 q ~0.15 N
. . a=0.075, b=0.3, v0=-0.14 W
~0.2 0209 ¢ . a=0.05 b=0.1, v0=-0.14 -,
4 0 1 20 -15 -1o -05 00 05 10 15 20
A A

3.3. abra. A 3.2 abra palyainak vetiiletei a haromdimenzios fazistérben, valamint a
B = 0 sikra vett Poincaré-metszet (jobb als6 panel).

A periodikus palyan megfigyelhets, hogy a mogzas nem szimmetrikus, tehat ha
tikkroznénk a B = 0, vagy A = 0 sikra akkor nem kapnénk vissza az eredeti attrak-
tort. Az ilyen palydkat nemsokéra a bifurkicios diagrammon tgy fogjuk azonositani,
mint amiben mar 1 bifurkacié megvolt.

Itt megemlitem, hogy a differencidlegyenlet alkajabol kévetkezik, hogy ha egy
(B(t), A(t), v(t)) trajektoria megoldas, akkor a (—B(t), —A(t), v(t)) is megoldas
lesz. Emiatt minden paraméter mellett két attraktor van jelen a fazistérben, amik

egymas tiirkorképei a B = 0, vagy A = 0 sikra (3.3 abra).

3.3.3. Bifurkaci6s diagramok

A dinamika attekintéséhez a legbeszédesebb abra a bifurkacios diagram. A ko-
vetkezSkben a diagramok elkészitése soran a valtoztatott paraméter az a illetve b
lesz. Kezdeti 1épésként meghatarozom az intervallumot, amiben valtoztatom a pa-
ramétert, tipikusan: a € [0,0.3] és b € [0,0.6] . Ebben az intervallumban felveszek
minnél tobb értéket, és mindegyik értékre futtatok tébb véletlenszert kezddfeltétel-

bél induld trajektoridkat. Utdna a trajektoriak els tranziens szakaszat levagom, ez
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3. A napdinamé modell

tipikusan ¢ = 500 -nal torténik, azaz kb. 25 periodus utan. Ezutan veszem a B?(t)
idGsort, és megkeresem a maximumainak az értékeit, a végs§ abran ezeket fogom
a paraméter fiiggvényében abrazolni. Azért emeltem négyzetre B-t, mert ha csak a
maximumokat keresném, akkor az el6bb emlitett szimmetrikussag miatt ugyanazon
mozgasformahoz két trajektoria tartozik, és emiatt ami az egyikben maximum, a
méasikban minimumként jelenne meg. Ha négyzetre emeliink, akkor ez a probléma

megsziinik. Nézziink meg két ilyen bifurkéciés diagramot.

Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél

251

204

15 A

BZ

10

| | b/

A T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

b

3.4. dbra. A (3.1) rendszer bifurkicios diagramja véaltozo b paraméter esetén.
Kaotikus viselkedés kozepes b értékekre 0.15 < b < 0.35 figyelhets meg.

A 3.4 abrérdl le tudjuk olvasni, hogy a b paramétert névelve elGszor szimpla 1-es
ciklust latunk (0 < b < 0.1), ami aztan perioduskettsz6 bifurkaciok sorozatén szépen
atmegy kaotikus mozgéasba (b & 0.15), majd egy maésik peridduskett&z6 bifurkacion
keresztiil vissza 2-es ciklusba (b ~ 0.45). Ha b értékét mégtovabb noveltiik volna,
akkor az utolso két ag is dsszér (b > 0.5). Erdemes megfigyelni, hogy a & bifurkacios

ag mellett néhol felbukkannak kisebb 3-as ciklusok, amik maguk is atmennek egy
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3. A napdinamé modell

peridoduskett6z6 bifurkacion, majd hirtelen megsziinnek. Ezek egy teljesen mésik
attraktorhoz tartoznak, ilyenkor bizonyos kezdéfeltételbdl az egyik attraktorra, mas
kezddfeltételek esetén a masik attraktorra hizodnak ra a trajektoridk, és utana

mindvégig ott is maradnak.

Bifurkacids diagramm v0=-0.14 és b=0.3 paramétereknél

B2
S

3.5. dbra. Az el6z6 3.4 dbrahoz hasonl6 bifurkacios diagram. Itt azonban az a
paraméter fiiggvényében van abrazolva B? hosszu tavi idsfejlodése.

A 3.5 dbran lathato esetben az a paramétert valtoztattam és itt is elmondhato,
hogy a bifurkacié két maradék széra ossze fog érni (a=0-ra). Erdemes megfigyelni,
hogy az a = 0.08 koriili periodikus ablak utan megjelenik két 4j &g, ami szintén
egy 3-as ciklus, és ez is teljesen kiilonboz6 attraktor a f6agban 1évétsl. Ez a 3-as
ciklus @ = 0.21 utdn mar dominéns lesz, az eredeti attraktor eltiinik, tovabba ha
belenagyitunk, lathato, hogy ez a harmas ciklus is végigmegy perioduskett6zd bifur-
kaciokon és ugyanugy megjelennek periodikus ablakok, igy ez is felveszi a kaotikus
attraktorok tulajdonsagait.

Mivel eddig a két paraméter valtozasat két kiilon dbran kovettiik nyomon, érde-
mes lehet valahogy ezeket egyszerre abrazolni. Erre a legjobb médszer, amit talaltam
a kovetkezd, 3.6 abra. Mindegyik bifurkacios diagramnak az egyik tengelyén a sze-
repel mint valtoztatott paraméter, a méasik tengelyén pedig az eddig hasznalt B?

maximumok.
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3. A napdinamé modell

Bifurkakcios diagrammok kilénbdzd b-nél. v0=-0.14

b=0.12 b=0.15 b=0.18
40— 40 40—

304 & 304 iy

201 201

10 4 10 4

0-— 0-

b=0.24

40 40
30 4 30 4
20 20 4
10 A 10 A
i oL . : | g 3
0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.1 0.2 0.3

3.6. dbra. B% — a bifurkacios diagramok szemléltetése kiilonbozd b értékeke
esetében.

Az ébran érdemes megfigyelni, hogy a f6 ag melletti 3-as ciklusok mennyire val-
tozatosak tudnak lenni. A b = 0.27-es dbraban van egy ablak a = 0.13 kdrnyékén.
Ahogyan b-t noveljiik igy né meg ennek az ablaknak a mérete, és végiil eljutunk a
3.5-6s abréba (b = 0.3), ahol mar nem is ablakként jelenik meg, hanem egy hatar-
ként (a =~ 0.2). A hossza tavi dinamika ilyen vizsgalata ramutat, hogy a magne-
ses erGvonalak idébeli valtozasat tanulmanyozva el kell fogadjuk, hogy adott fizikai
paraméterekre a kezddfeltételekre érzékeny megvalosulést kapunk. Azaz, tobb att-
raktor esetén a fazisteret ezeknek megfelelGen tobb kiilonbozé részhalmazzal lehet

jellemezni attol fliggéen, hogy melyik tartomanybol, melyik attraktor érhetd el.

3.3.4. A két attraktor vonzasi tartomanya

Viszgaljuk meg kicsit részletesebben a probléméat, amikor két attraktor van jelen.
Ehhez kivalasztjuk az a = 0.15,b = 0.3 paramétereket (lasd a 3.5 abra szerkezetét).

Nézziik meg, hogy néz ki a két attraktor a haromdimenzios fazistérben.
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3. A napdinamé modell

A koatiukus attraktor és a periodikus palya
v0=-0.14 a=0.15 b=0.3

—— kaotikus attraktor
—— periodikus palya

3.7. dbra. Két kiilonbozd attraktor jelenléte adott paraméter esetén a (3.1)
rendszer haromdimenzios fazisterében.

A 3.7 abran a feltlintett paraméter értékek mellett két kiilonb6z6 szinnel jeloltem
a két attraktort. Els§ ranézésre nagyon hasonld az alakjuk, olyan mintha a perio-
dikus palya (narancs) rajta lenne a kaotikus attraktoron (kék). Viszont van egy jol
észreveheté nem elhanyagolhatd méretd rés a kettd kozott. Ebben a résbe beagyaz-
va varjuk a két vonzési tartomany hatarat is. Arra is kivancsiak lehetiink, hogy
ha véletlenszerd kezddfeltétellel elinditunk egy trajektoriat, akkor mekkora eséllyel
valasztja az egyik vagy masik mozgastipust. Fontos azonban megjegyezni, hogy ez
fiigghet attol, miként valasztjuk meg a véletlenszerd kezdéfeltételt.

Ennek a vizsélatara lerogzitettem a kezdéfeltételeket a v = 0.1 adott értékre,
ahol 0.1 egy altalam valasztott paraméter. A B — A sikon ezzel a feltétellel futattok
sok trajektoriat, és megnézem, hogy melyik attraktorba fejlédnek. Amelyik kezd6-
felételbdl a periodikusba tartanak a palyak, azt pirossal, a tobbit kékkel szinezem

ki. Az igy kapott vonzasi tartomanyok v = 0.1 érték mellett a 3.8 abran lathatok.
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3. A napdinamé modell

Vonzasi tartoméanyok a v=0.1 sikon
a=0.15 b=0.3

a kozepébe fokuszalva a teljes sikra fékuszalva

10 4

0.5 1

—0.5 1

-1.0

-1.5 1
—-10

—2.0

3.8. abra. Kezddsfeltételtsl fiiggs hosszu tava viselkedés. A B — A sik piros
tartoményai a periodikus palyahoz, mig a kék részek a kaotikus attraktorhoz
tartanak.

A 3.5 bifrukaciés diagramrol leolvashato, hogy a > 0.21 esetén mar a periodikus
ciklus lesz dominans, a < 0.1-nél pedig a kaotikus attraktor. Ebbél arra lehet ko-
vetkeztetni, hogy a novelésével a fenti dbran a piros rész teriilete névekszik a B — A
sikon, 0.21-nél pedig majdnem teljesen lefedi azt. Ennek forditottja elmondhat6 a

csokkentésével is.

3.3.5. fourier trf. (opcionalis)

3.3.6. Természetes eloszlas az attraktoron

A dinamikai rendszerek elméletében a kaotikus attraktor természetes eloszlasa
gyakran az attraktorhoz tarsitott invarians mértékre vagy ergodikus mértékre utal.
Ez az eloszlas az attraktoron talalhatd péalyak hosszi tava statisztikai viselkedését
irjale. A természetes eloszlas egy invarians mérték, amely az attraktoron helyezkedik
el. Ez azt jelenti, hogy a dinamikai rendszer fejlédése soran véltozatlan marad. Ha
1 a mérték, és f a rendszer dinamikijat reprezentalja, akkor barmely mérhets A

halmazra:

A kaotikus attraktorok gyakran fraktalszerkezetet mutatnak, ami azt jelenti, hogy
a mérték egy fraktaldimenzioval rendelkez6 halmazon helyezkedik el. Emiatt az el-

oszlas erGsen nem egyenletes, és az attraktor bizonyos régiéiban koncentralodik. A

25



3. A napdinamé modell

természetes eloszlds gyakran numerikusan kozelithets, ha a rendszer hosszu palya-
it mintavételezziik, és megfigyeljiik, milyen gyakran latogatjék a fazistér kiillonbo6zé
régioit. A 3.9. abran az LODM kaotikus dinamikat leir6 paramétereihez tartozé in-
varians mértéket szemléltetem. A hisztogram a 3.3. abra Poincaré-metszetén lathato
attraktor jobb szarnyahoz tartozik. A trajektoria attraktoron vald tartézkodésénak

eloszlasat az A-tengelyre vetitve mutatom be.

Természetes eloszlas az attraktoron az A-tengelyre vetitve

800 ©a2=02,b=0.3,v0=-0.13

600

2.
400

200

0.25 0.50 0.75 1.00
A

3.9. abra. A természetes eloszlas vetiilete az A-tengelyre. Az egy kezddfeltételbdl
inditott hosszt integracios idejd (T=10000) trajektoria nem egyenletesen jarja be a
kaotikus attraktort. A csicsok kornyékén nagyobb a relativ gyakorisidg, mint
masutt.

Ha a rendszer ergodikus, akkor az attraktoron 1évé szinte minden kezdeti feltétel
az attraktor kiillonboz6 régioit a mérték altal adott valdszintiségek szerint latogatja.
Ez a tulajdonsag lehet6vé teszi, hogy egyetlen palya id6beli atlaga tiikrozze az egész
rendszer statisztikai tulajdonsagait. A Birkhoff-ergodelmélet [12]| kapcsolatot teremt
az invarians mértékek és a hosszii tavi statisztikai tulajdonsdgok kozott. Ez azt
jelenti, hogy az id6beli atlagok egyetlen palyan a térbeli atlagokhoz konvergalnak az
invarians mérték szerint. Azaz, ha a rendszer ergodius, egyetlen palya hosszu tava
vizsgalata helyett bevezethetiink egy sokasagot, melynek rovid idejd vizsgélata is

megadja az attraktor invarians mértékeét.
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3. A napdinamé modell

62500 kezdébfeltételbdl indul6 trajektériak végpontjai

® sokasag vegpontok
0.01
>
-0.11
-0.21
0.25 0.50 0.75 1.00
A

3.10. dbra. Nagy elemszamu sokasag vizsgalata Poincaré-metszeten. Az egyes
trajektoridk T=250 idGegységig lettek szamolva és az utolsé pontokhoz tartozo
alakzat van feltiintetve az A — v (B = 0) metszeten. Nyilvanvalo az egyezés a 3.3
abran lathato kaotikus attraktorral.

A 3.10 abréan 62500 kezddfeltétel rovid idejd integraldsanak utolsé pontjait ab-
razoltam. Tisztan latszik, hogy a Poincaré-metszeten megjelend alakzat lefedi a 3.3.

abra kaotikus attraktorat.

Természetes eloszlas a sokasagon és egy referencia trajektorian

1000+ ©a=0.2,b=0.3,v0=-0.13
® sokasdg végpontok

< 500

0.25 0.50 0.75 1.00
A

3.11. dbra. Az ergodikus feltétel bizonyitéka, hogy az egy hosszu trajektoria
természetes eloszlasa (kék) megegyezik a sokasag rovid integracios idejd
eloszlasaval (zold).
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3. A napdinamé modell

Tovabbé, ha abrazoljuk a sokasag elemeinek utols6 pontjait az attraktoron valo
elhelyezkedésiik fiiggvényében (z6ld) a 3.9. dbranak megfelels természetes eloszlast
kapjuk (kék).

A dolgozatom egyik fontos eredménye, hogy kimutatom, hogy idében véltozo
paraméter esetén sériil az ergodicitas a rendszerben. Kévetkezésképpen az attraktor
is id6ben valtozo alakzatta valik a fazistérben. Ezt a valtozast koveti a rajta mérhetd

természetes eloszlas is.
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4. fejezet

Eredmények

4.1. Az id6ében folytonosan valtoz6 paraméter

Ebben a fejezetben ott fogunk eltérni a kordbban alkalmazott metddusoktol,
hogy a paraméter idében valtozik, ezért szigora értelemben nem lesznek autonémok
a (3.1) LODM differencélegyenletek. Mivel a paraméter csak lassan, folytonosan
valtozik, ezért még mindig relevans lesz a (B, A, v) fazistér. A célom tanulményozni,
hogy a valtoz6 paraméter trajektoriai mennyire tudjak lekovetni az adott pillanathoz
tartozo attraktort.

A paraméter valtoztatasara nézziilk meg a legyegyszeriibb esetet, amikor linea-
risan valtozik a paraméter. Legyen a p a valtozté paraméter (a kés6bbiekben az a,
vagy b rendszerparaméter). Valtozzon t; és ty kozott, p1-r6l po-re. t = 0-t6l t1-ig és

t; utan pedig legyen allando.

D1 hat <ty
p(t) =8 pi+ (p2—p1)E2- haty <t <ty
b2 ha t > (2

A két konstans rész koziil az elsére azért van sziikség, hogy a kezddfeltételbdl a
trajektoria rasimuljon az attraktorra, a méasodikra pedig azért, hogy megnézziik a
paramétervaltoztatas hatasara a rendszer ugyanugy viselkedik-e, mintha egy vélet-
lenszerd pontbdl inditottuk volna.

Hogyan tudjuk nyomonkdvetni, hogy hol jar a trajektoria a fazistérben, és ho-
gyan viszonyul az attraktorokhoz? ElGszor is mintavételezni kell a trajektoriat, ehhez

B2(t) idésor maximumait fogom megkeresni, igy kapok diszkrét B?(t;) és t; értéke-

29



4. Eredmények

ket. Ezeket ugy tudjuk az attraktorokhoz hasnolitani, hogy abréazoljuk a bifurkacios
diagrammon a p(t;, B(t;)) pontokat. Eszerint p; és p, értékénél sok adatpontot fo-

gunk felvenni, p tobbi értékére pedig maximum 1-et.

4.2. Valtoz6 paraméter két attraktor mellett

Induljunk ki a 3.5-6s abran lathatd mozgasokbol, legyen a valtoz6 paramétertink
az a. Legyenek tovabba t; = 1000, t5 = 5000, t.x = 6000, a; = 0.18, ay = 0.13.
A fent leirt metodus szerint a bifurkacios diagram két kiilonbo6z6 kezdésfeltételbsl
inditott trajektoriara a 4.1 abran lathato.

Bifurkacids diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; =1000, t; = 5000, a; = 0.18, a, = 0.13 paramétereknél

17.5 4

™

10.0
m

4.1. abra. Az a paraméter jobbrol balra csdkken ¢ és to id6pontok kozott. A
kezdeti tranziens szakasz alatt a palydk ,megtalaljak” sajat attraktorukat (piros -
periodikus pélya, fekete - kaotikus), majd a paraméter cstiszasa soran mindvégig

rajta is maradnak.

Azt tapasztaljuk — a varakozasnak megfelelGen, hogy amelyik attraktorra rament
a trajektoria a konstans paraméternél (a; = 0.18), uténa végig azon maradt.

A kovetkezkben modositsunk egy kicsit, legyen a; = 0.22, azaz kissé még jobbra
indulunk, mint az el6z6 esetben. Ekkor a trajektoria ugyantugy végig marad a sajat
attraktoran, viszont a kezd§ paraméter miatt a kaotikus attraktorra semmilyen (vagy
csak elhanyagolhatéan kevés) kezdéfelételb6l nem talal ra. Igy viszont mindig a
periodikus palyan fog mozogni

Ennek az a nagyon fontos koévetkezménye, hogy bizonyos esetekben a valtozo
paraméter soran a trajektoridk eloszlasa drasztikusan véltozik, és nem koveti az

allando paraméterek esetén latott invarianciat (lasd 4.4 fejezet).
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Bifurkacids diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; = 1000, t; = 5000, a; = 0.22, a; = 0.13 paramétereknél

20.0

17.5

4.2. abra. Amennyiben olyan paraméterértékrsl (a = 0.22) inditjuk a valtozast,
amelyhez csak egy attraktor (periodikus palya) tartozik, a mozgés ezen a
halmazon jatszodik le, és nem érintkezik az egyébként a ~ 0.2 kérnyékén megjelend
kaotikus attraktorral.

Ezutan nézziik meg, hogy mi térténik, hogyha az a paraméterben végigmegyiink
a periodikus palyan. Legyen a végso érték a, = 0.06, és a nagyobb diverzatas végett
most egyszerre 10 trajektoriat inditottam, mindegyikre kiilon t5 = ¢1 +200%7 értéket
megadva, ezzel a paraméter valtozas titemét modositva. Azaz joval gyorsabban érjiik
el a kivant végss értéket, ax = 0.06 (4.3 abra).

Bifurkacids diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; =1000,t, =t; + 200*/,a; =0.23, a; = 0,06 paramétereknél

4.3. dbra. Egy 10 elemi sokasag érdekes tulajdonsagot fed fel a fazsitérben. Az a
paraméter csokkenésének kovetkeztében a trajektoridk kovetik a periodikus
palyanak megfelel attraktort. S6t miutan az megsztinik (a =~ 0.87), akkor is

folytatodik a periodikus mozgas egy bizonyos ideig (a ~ 0.075) miutén a sokasig
elemei rdhuzédnak az abban a paraméter tartoményban jelen 1év6 kaotikus

attraktorra.
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Azt tapasztaljuk, hogy a trajektoridk kovetik a periodikus palyat még akkor is,
ha az a bifurdkcios diagramon mér nem dominéns, vagy teljesen elttint (a < 0.09).
Ezzel a trajektoriak mintha egy ,fantom” palyat kdvetnének. Errél a palyarol viszont
nagyjabol a = 0.79-nél letérnek, és megtalaljak a kaotikus attraktort, ami ekkorra
mar csak az egyetlen attraktora a rendszernek.

Ennél az esetnél mar nem csak az eloszlas valtozik az allandé paraméterekhez
képest, hanem egy olyan instabilnak mondhaté palyan maradnak rajta a trajekto-
ridk, amivel allandé paraméterek mellett nem talalkoztunk. Itt még el6fordulhatna,
hogy az a pélya stabil, csak nagyon kicsi a vonzasi tartomanya, ezért nehéz beleta-
lalni. Viszont ha ay = 0.83, akkor azt tapasztaljuk, hogy a trajektoriak csak addig
maradnak rajta a fantom palyan, amig a paraméter valtozik. Amint megall a pa-
raméter, a trajektoridk is atmennek az éllandd paramétereknél kapott attraktorra.
Ebbdl kovetkezik, hogy a trajektoridk valoban egy instabil palyan maradnak rajta.
Ezzel a fantom jelenséggel késébb is fogunk, talalkozni.

Még egy esetet nem néztiink meg, mégpedig amikor a névelésével (balrél jobbra
haladunk a bifurkacios diagramon) az egyszerre jelenlévs két attraktorbol atme-
gyiink a megmaradt egyre. Legyen a; = 0.12, a; = 0.28,¢; = 1000, t5 = 5000.

Bifurkacids diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; = 1000, t; = 5000, a; =0.12, a; = 0.28 paramétereknél

17.5 4

~

10.0
aa]

4.4. abra. A kaotikus attraktorrol a periodikus palyara is megfigyelhet dtmenet a
paramétervaltozas kovetkeztében. Az abran kiilonbo6zé szinnel (piros, fekete) jelolt
palyak lathatoan kiilonb6z6 id§ elteltével talalnak ra a 3-as ciklust mutato
periodikus palyat jelenté savokra, miutan megsziinik a kaotikus attraktor
a ~ 0.205 kornyékén.

Itt megint hasonl6 jelenséget latunk, mint a 4.3 abréan. A trajektoridk mintha

egy fantom attraktort kévetnének, jelen esetben ez kaotikus. Kiilonbség viszont az,
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P

hogy az el6z6vel ellentétben most nagyon valtozatos, hogy mikor térnek &t a fantom
attraktorrol a valos periodikus palyara, a > 0.205.
A 4.3 abran lathato események szamszertisitésének céljabol vizsgaltam a kovet-

kez6 mennyiségeket:

e Ha a trajektoria a fantom attraktoron végigment az a = ay értékig, akkor

utana mennyi id6 kellett neki, hogy attérjen a valos attraktorra.

e Mennyi ideig volt rajta a fantom attraktoron? Itt a fantom attraktor hatarat

a = 0.21-nél vettem fel.

e Mekkora volt a értéke, amikor a trjaektoria a fantom attraktorrél atment a

rendes attraktorra.

A levalés pillanatanak megtaldlasdhoz illesztettem egy gorbét a bifurkacios diagra-
mon az eredeti attraktor felss savja ala. Amikor a trajektoria B?(a(t))-e nagyobb
lesz, mint ez az illesztett fiiggvény, annal a paraméterértéknél veszem tgy, hogy a
fantom attraktorrél attért a rendesre. Ezutan tobb trajektoriat futtatam kiilonbozé
ty idGkre, azaz kiilénboz6 gyorsasdgi paraméter valtozasi iitemmel. Azokat a trajek-
toridkat, amelyek rogton atmentek a periodikus pélyara, kivettem a vizsgalatbol. A

kapott eredményeket a 4.5 dbra mutatja.

A fantom kaotikus attraktorrél levélas adatai
v0=-0.14 b=0.3

Eg]araméter megallasa utan eltelt idé a fantom attraktoron elt6ltétt id6 a(t) értéke amikor levalik
2500 +

2000 1
1500

04 F . 1000 A

0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000

t2 —fl t2 —fl t2 _tl
4.5. dbra. Novekvs a paraméter esetén az attraktorrol vald levaldsok idépontjainak

statisztikaja.

Ez alapjan azt mondhatjuk el, hogy ha a gyorsan valtozik, akkor a trajektoria
tovabb fejlédik a fantom attraktoron, viszont Gsszesen kevesebb id6t fog eltolteni

rajta. Ezenkiviil nincs egyértelmd mintazat az adatokban. Ebbdl az kovetkezik, hogy
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a levalast nem az adott paraméterénél érzékelt dinamikdnak valamilyen kiilonleges
tulajdonsaga okozza, hanem csak egyszertien valoszintiségi fogalmakkal irhato le.
Ezutan nézziik meg azt az esetet, amikor a b paramétert valtoztatom, 4.6 abra.
Lényegében ugyanazt csindljuk, mint a korabbi esetekben. Két abrat készitettem,
mindketténél 80 trajektoriat inditottam ¢; = 1000,t, = t; + 100 % i. A fliggdleges

vonalakat a statikus paramétereknél az attraktor hatarahoz huztam be.

Bifurkaciés diagramm v0=-0.14 a=0.05
t1 =1000,t; =t; + 100 %/

by=0.23,b,=0.16 b1=0.22,b,=0.3

T

N
AL i

4.6. abra. Bifurkacié valtozé paraméterrel, vy = 0.14, a = 0.05,a bal oldali
abran:b; = 0.23, b, = 0.16, a jobb oldali abran: by = 0.22, b, = 0.3

Itt azt tapasztaljuk, hogy a fantom attraktorrél sokkal hamarabb levilnak a
trajektoridk, a periodikus palyarol majdem rogton, a kaotikus részrél kicsit késébb
de nem sokkal.

Az imént bemutatott néhany példan keresztiil azt tapasztaltuk, hogy az idében
folytonosan valtozd paramétereknél a trajektoriak kovetik azt az eredeti attraktort,
amirdl indultak. Eléfordul, hogy az attraktor statikus paramétereknél eltiinik, vi-
szont a trajektoridk tovabbra is rajta maradnak. Az, hogy mennyi ideig maradnak
rajta, az esetenként valtozo, eddigi munkdm soran egyel6re nem tudtam altalanos

szabalyt felismerni.

4.3. Valtoz6 paraméter bifurkacié kornyékén

Ebben a szekcioban arra fogok fokuszalni, hogy mi torténik, ha a valtozd para-
méterrel dtmegyiink egy bifurkacion. ElGszor a bifurkacios villan visszafelé, azaz a
magasabb ciklus szamtol az alacsonyabb felé megyek. A moédszerem ugyanaz lesz,

mint az el6z6 fejezetben.
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Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b1 =0.15,b, =0.08,t; =1000, t; =6000

T T T T T T
0.08 0.09 0.10 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16

4.7. dbra. Valtozd paraméter bifurkacios pont koriil A b paraméter jobbrél balra
csOkken, aminek kovetkeztében a trajektoria a bifurkacios pont kdrnyékén nem
tudja tokéletesen kovetni a stabil palyakat.

A 4.7 abra alapjan megfigyelhetjiik, hogy a trajektoria nem tudja pontosan le-
kovetni a statikus paramétereknél megjelend kékkel abrazolt attraktort (periodikus
pélyét), a bifurkacio pontjaban ,levagja” a gorbét. Amennyiben a paramétert lassab-
ban valtoztattuk volna, akkor jobban tudta volna kovetni, de tokéletesen akkor sem.
Erre a mozgasformara onnan is lehetett volna koévetni, hogy a bifurkicié pillana-
taban az attraktor(ok) rendkiviil gyorsan valtoznak a valtozo paraméter (ebben az
esetben b) fiiggvényében. Ezt a gyors véltozast a trajektoria nem tudja tokéletesen
lekévetni, kell neki valamennyi id6, amig Gjra rasimul az attraktorra.

A kovetkezd esetben nézziik meg amikor a bifurkacion a méasik iranyban megytink

végig:
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4. Eredmények

Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b1 =0.07,b, =0.16,t; =1000, t; =6000

T T T T T
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

4.8. dbra. Valtozd paraméter bifurkacios pont koriil A b paraméter balrdl jobbra
né, aminek kovetkeztében a trajektoridk rajta maradnak az instabil palyan.

A 4.8 abran olyan jelenséget lathatunk, ami az intuiciéonak és korabbi ismerete-
inknek ellentmond. Mialatt atmegytlink a bifurkicion, a trajektoriak teljesen figyel-
men kiviil hagyjak a stabil palyat (2-es ciklus), és rajta maradnak a 2.4.4 szakaszban
targyalt instabil palyan. Ahogyan az instabil palyan haladnak, egy bizonyos ponton
onnan mégis csak levalnak, és az instabilitdsnak megfelelGen elkezdenek exponenci-
alis itemben tavolodni.

Ezt az esetet megismételtem kiilonbozé ¢y, to, by, by, és a paraméterekre is. Azt
tapasztaltam, hogy ez a mozgéasforma teljesen altalanos viselkedés, a trajektoridk
mindig rajta maradnak az instabil palyan egy bizonyos ideig. Tovabba nem csak az
elsé bifurkaciora, hanem az Gsszes tobbire is jellemzd lesz.

A tobb paraméter vizsgéilata soran azt figyeltem meg, hogy a levalas pillanata
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kiilmbo6z6 id6 utéan, és kiilonbozé b paraméter esetén torténik meg. Ebbdl arra kévet-
keztethetiink, hogy a levalast nem pusztan a pillanatszert dinamika okozza, hanem
a trajektoria idGbeli fejlédésének kovetkezménye is.

A levélas okénak és koriilményeinek részletes tanulmanyozasa ebben a TDK-ban
nem keriil sor, viszont egy késGbbi kutatdsi munka keretein beliil érdemes volna
tanulméanyozni.

A paraméter folytonos valtoztatasa, és az instabil péalya kovetése meglehetésen
szoros kapcsolatban allnak. Ennek személéltetésére megnéztem, mi térténik hogyha a
paraméter valtozasat még akkor megéllitjuk, amikor a trajektoria az instabil palyan
van. Ehhez a kovetkez6 metodust alkalmaztam:

Vegyiink egy valtoz6 paraméteri trajektoriat, amit az eddigiek soran alkalmazott
modszer szerint futtattam: b; = 0.07, by = 0.16, t; = 1000, ¢y, = 3000. Emellett
vegyiink egy masik trajektoriat, ami ugyanigy indul, mint az el6bbi, viszont ¢
pillanatban a 0’ paraméter megall. Az abrazolas soran ezeket nem B"(V/(t)) szerint
abréazolom, mert akkor a paraméter megallasa utan csak egy fiiggdleges vonalat

kapnék, hanem B’?(b(t)) szerint. Ekkor jol dsszevethets a két mozgasforma:
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Bifurkacios diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b; =0.07,b, =0.16, b5 =0.105, t; = 1000, t; = 3000, t;, = 1555

/
/

T T T T T
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

4.9. adbra. Valtozd paraméterek az instabil sokasdgon. A pirossal abrézolt
trajektoriaknal végig valtozott a paraméter, a zoldnél csak b = 0.105-ig. Mindkét
esetben 6-6 kiilonboz6 kezdsfeltételbsl inditottam trajektoriakat.

A 4.9 abran megfigyelhetd, hogy amennyiben a valtozé paramétert még az insta-
bil palyan megallitjuk, a trajektoriak azonnal elkezdenek tavolodni. Ez a tavolodas
az instabil palydknak megfelelen exponenciélis itemben torténik, amely lassan in-

dul.

4.3.1. A stabil palya és a trajektoriak tavolsaga

Az imént bemutatott jelenség megértéséhez elGszor meg kell vizsgalni, mit jelent,
amikor egy valtozo paramétert trajektoria kovet egy pélyat (ami szintugy valtozik a

paraméter fiiggvényében). Ezt a legegyszertibb esetben nézem meg, mégpedig amikor
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a trajektoriak a stabil 1-es ciklust kovetik, ami a 3.4 abréan a b € [0,0.1] interval-

lumnak felel meg.

Bifurkaciés diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b, =0.05, b, =0.15, t; =1000, t; =3000

7.86 I I I I LI

7.84
-

B2

7.82 1 i - T

7.80

7.78 A

T T T T T T T
0.09000 0.09025 0.09050 0.09075 0.09100 0.09125 0.09150

b

4.10. abra. Valtozo paraméterd trajektoriak pozicidja a bifurkacios diagramhoz
képest, kozelre ranagyitva. A piros pontok a trajketéridk maximumai, a kék pontok
a bifurkacios diagram elemei. A kettd kozott egy mérhetd tavolsdgot lathatunk.
v0 = 0.14, a = 0.05, b = 0.15, by = 0.08, t; = 1000, t5 = 6000

Amint a 4.10 abran latjuk a trajektoridk nagyon nem tudjak tokéletesen kovetni
az allando paraméterekhez tartozo stabil palyakat, lesz koztiik egy jol definialhatod
tavolsag.

A célom, hogy megnézzem, milyen tavolsagra vannak a trajektoriak a trajekto-
ridk a pillanatnyi attraktortol, és ez milyen kapcsolatban van a paraméter valtoza-
sanak sebességével.

Ehhez a Python scipy.interpolate konyvtar sprev és splev metddusaival

fiiggvényt illesztettem a bifurkaciés diagramon talalhato stabil palydkra a b €
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[0.05,0.09] intervallumon, igy kaptam egy f(b) gorbét. Ezutan kiilonbozs valtozo
b paraméterii trajektoriakat futtatam ugyanezen az intervallumon. A trajektoridk
B2(t),b(t) maximumait megkerestem, majd az f(b(t;)) — B%(t;) = AB?, vagyis a
tavolsag értékeket eltaroltam. A t; azt az idépontot jeloli, ahol a maximumpontok
kozott elGszor lesz b > 0.08. Ezt sok kiilonbozé trajektoridra megtettem, mind-
egyiknél by = 0.05, by = 0.09, t; = 1000, viszont ¢, € [1100,5000] intervallumbol
valasztottam meg, minden tarjektoriara mas értékkel. Ekkor a paraméter valtoza-
sanak sebességét a kovetkezSképpen hataroztam meg: db/dt=(by — by)/(ta — t1). A
db/dt és AB? kozott polinomialis kapcesolatot feltételeztem, ezért log-log diagramon

abrazoltam Gket, és egyenest illesztettem rajuk:

A trajektéridk és a stabil palyak kozti kiilonbésg db/dt fliggvényében.
v0= —-0.14, b, =0.051, b, =0.09

® szamolt adatpontoks
—— illesztett egyenes

—5.0

—55

log(AB*(t(b = 0.08)))

—6.0

—6.5

T T T T T T T
-11.5 -11.0 -10.5 -10.0 -9.5 -9.0 —8.5

log(db/dt)

4.11. abra. AB? és db/dt kozotti osszefiiggeés log-log diagrammon abrazolva. Az
illesztett egyenes meredeksége: 1.01661

Az egyenes meredeksége nagyon kozel van az 1-hez, igy db/dt és AB? kozott
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egyenes aranyossag van.
Ezt elméleti uton is meg lehet magyarazni:

A mozgd paraméternek koszonhetGen nem csak a trajektoria mozog a fazistérben,
hanem a stabil pélya is. A stabil palyanak a sebessége bifurkaciés diagrammon:
F)e

A trajektoria sebességét pedig a mozgéasegyenletekbdl hatarozzuk meg. A 2.4.4 sza-
kaszban targyalt modszerek lapajan a mozgasegyeneleteket sorba lehet fejteni, és a
lineéris tag fog dominalni. Igy a trajektoria sebessége aranyos lesz a fixponttol vett
tavolsagtol: AAB. Rovid szamolés atjan belathato, hogy a bifurkacios diagrammon
hasznalt AB? értékre ugyanigy egyenes aranyossag lesz érvényes. Ezek alapjan akkor

all be egyensuly, ha a stabil palya, és a trajektoria sebessége megyegyezik, tehat:

db
/ D ABQ
Fib) g =A
b A,
a7

Ezzel a korabban emlitett db/dt és AB? kozotti egyenes ardnyossidgot belattuk.
Persze a bizonyitas csak akkor allja meg helyét, ha f'(b) valtozési sebessége elha-
nyagolhat6 a dinamika egyéb elemeinek valtozasahoz képest, igy példaul nem alkal-

mazhato a bifurdkciés pont kornyékén (mint ahogy azt korabban lathattuk: 4.7).

4.4. A természetes eloszlas valtozasa

A 3.3.6 fejezetben lattuk, hogy autoném esetben a (3.1) LODM ergodikus, vagyis
a fazsitérben jelenlévs attraktoron egy kezddéfeltételbdl szamitott hossza idejd tra-
jektoria megtalalasi valoszintisége megegyezik a sokasagra vett rovidebb integrélasi
id6vel szamolt eloszlassal.

A kovetkezGkben nézziik meg ennek a ténynek az alakulasat abban az esetben,

ha a rendszer egyik fizikai paramétere (a) idében folytonosan valtozik.
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Kaotikus attraktor kezdeti és végallapota

©3=0.2,b=0.3,v0=-0.13
e valtozé paraméter végallapotaban
0.0
>
-0.11
-0.2]
0.5 1.0 15

A

4.12. abra. A paramétervaltozas kezdeti- és végallapotdhoz tartozo attraktorok. Az
idében folytonosan véltozo a érték nyomén az attraktorok pozicidja és alakja is
valtozik a szamolés soran.

A 4.12 &bran a statikus esethez tartozo kaotikus attraktor (kék) megegyezik a
3.10 abran lathato alakzattal. Tekintsiik azt a forgatokonyvet, hogy a; = 0.2, a; =
0.5, b = 0.2 és v = —0.14, azaz tehat kaotikus tartomanybol inditjuk és ugyancsak
kaotikus tartomanyba érkezik az a paraméter. Ebben az esetben a paramétervaltozés

soran az eredeti attraktor mind a helyét, mind pedig alakjat megvaltoztatja (zold).
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Természetes eloszlas statikus és valtoz6 paraméter esetén

1000+ ©3=0.2,b=0.3,v0=-0.13
® sokasag végpontok

<= 500/

05 1.0 15 2.0
A
4.13. abra. Az attraktoron mérhetd természetes eloszlas csak autoném esetben
invaridns. Valtozo paraméter esetén az egy trajektoriara vett idGatlag nem egyezik

meg a fazistérben vett sokasag atlaggal. A nemautoném esetben érvényét veszti az
ergodicitéas.

A végallapothoz tartozo relativ gyakorisidg hisztogramok a 4.13 abréan egymasra
vannak rajzolva. Mar az attraktorok alakjabol is nyilvanvalo volt, hogy a két elosz-
las nem egyezhet meg, de ezt a tényt erGsiti az egyiittes dbrézolés is. Tovabba az
is vilagos, hogy egy trajektoria hosszu idejd integralaséval egy elmosédott kép raj-
zolodik ki a Poincaré-metszeteken a cstisz6 paraméter hatasa miatt. Itt jelenik meg
a pillanatkép attraktorok és a sokasag megkozelités szerepe [19, 7, 9]. Ugyanis egy
adott kis térfogatelembdl inditott nagy szamu kezddfeltétel altal az egymast kove-
t6 metszeteken kirajzolodo sokasagkép lekoveti a rendszer explicit idsfejlédését [6].
Ennek megfelelGen kovetni lehet a kaotikus attrakatoron idében valtozo természetes
eloszlast.

Az eloszlas kvantitativ jellemzése (varhato érték, variancia) a nemautonom di-
namika mélyebb megértését biztositja. Ennek tanulméanyozésa a jovébeli feladatok

részét képezi.
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Osszegzés, nyitott kérdések

A tanulményom célja megvizsgalni, hogy a disszipativ kaotikus rendszerek le-
irasara alkalmazaott technikak miként modosulnak, amint a rendszerparamétereket
elkezdjiik folytonosan valtoztatni. Ennek fényében elemztem egy, a naptevékenység
leiraséara szolgald alacsonydimenzios dinamémodellt, amely kiilonb6z6 paraméterkek
mellett rendkiviil valtozatos dinamikat mutat.

A modell tanulmanyozasa soran elGszor megvizsgaltam a dinamikat statikus pa-
raméterek mellet. Eképpen megahtaroztam a trajektoriak fazistérbeli viselkedését, a
kaotikus attraktorokat, bifurkacios diagrammokat, valamint a természetes eloszlast.
Ezutan attértem a valtozo paraméterek esetére, és belattam, ahogyan az ergodicitas
sériil, megjelennek a ,fantom” attraktorok, és a bifurkicié utdn a trajektoriak rajta
maradnak egy instabil palyéan.

Osszességében sikeresen ravilagitanom arra, miszerint a valtozo paraméterek mel-
lett tapasztalt jelenségek megértéséhez a korabbi médszerek nem bizonyulnak elég-
ségesnek, ezért indokolt egy 10j fogalmi rendszer és eszkoztar kialakitésa.

A munkaim soran szamos nyitott kérdés meriilt fel bennem, amelyek kivalod alap-
anyagot adnak a jovébeli kutatasi munkalatok folytatasdhoz. Ezek koziil felsorolnam

a legfontosabbakat:

e Miért maradnak rajta a bifurkacié utan az instabil palyan a trajektoriak? Hol
helyezkednek el a stabil és instabil sokasdgok, illetve hogyan kovetik ezeket a

trajektoriak?

e Miért maradnak rajta a fantom attraktoron a trajektoriak? Valyon van-e 6ssze-

fliggés az elsd két kérdés kozott?
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5. Osszegzés, nyitott kérdések

A levalas jelenségének mélyrehato tanulményozasa, kvantitative jellemzése va-

loszintiségi fogalmakkal.

A sokasagkép, illetve eloszlas kvantitativ jellemzése, a nemautoném dinamikai

rendszerek jellemzésére kialakitott modszertan bévitése.

Milyen dinamikai rendszerekben teljesiilnek azok a jelneségek, amikre a tanul-
méanyomban ramutattam ( fantom attraktorok, instabil palyak kovetése), és
milyen altaldnos feltételeket szabhatunk meg ezekhez? Valyon ez a viselkedés
csak erre a rendszerre specifikus, vagy az alacsondimenzi6s dinamikai modellek

altalanos karakterisztikait hataroztuk meg?

A napdinamé tanulmanyozéasa soran kapott eredményeket vessiik Gssze mas
szimulacios modellekkel, mint példaul a 3D MHD modellek. Valyon ott is ta-
pasztalunk hasonl6 jelenségeket? Milyen mértékben térnek el a kapott ered-

mények?
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni mély halamat témavezetémnek, Kovacs Taméasnak, amiért
tobb mint masfél éve segiti tanulmanyaimat és mérhetetleniil sok id6t és energi-
at forditott ram. Ezalatt nem csak szakmai tanacsokkal latott el, de emberileg is
példat mutatott, elvézetes volt a kozos munka. Nélkiile ez a tanulmany nem valosul-
hatott volna meg. Tovabbé szeretném megkoszonni az Egyetemi Kutatoi Osztondi]
Program-nak valamint a MOL - Uj Eurépa Alapitvanynak amiért a kutatasi mun-

kdmat anyagilag tamogattak.
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Abrak jegyzéke

2.1.

2.2.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

A fixpontok fazistérbeli tulajdonsagai kiilonbo6zé sajatértékek esetén.
Forras:[13] . . . . . . . . 9
A Lorenz-rendszer bifurkacios diagramja 8 € [0.2,0.8],p = 10,0 =
28 értékeknél az x idGsor négyzeteinek maximumait abrazolva. Az
abra ,sima” részei adott [ pareméter esetére (pl. 0.2 < < 0.55)
periodikus mozgéasnak felelnek meg, mig a szort pontok a kaotikus

tartomanyokat jelenitik meg (pl. 52 0.6). . .. ... ... ... ... 12

Adott a, b, vy paraméterekre véletlen kezddfeltételekbsl induld meg-
oldasok B(t), A(t), v(t), rendre kék, piros és zold gorbék. Nagyjabol
120 idSegységnyi tranziens szakasz utan a trajektoria eléri az attrak-
tort. . .o 18
A megadott paramétereknek megfelels kétféles mozgéastipus (magne-
ses mez6 dinamika). Erdekes észrevenni, hogy a periodikus megoldas
el6tt a trajektoria nagy v értékekrdl kozeliti a B — A sikon az origot,
majd gyorsan rahizodik az 1-es ciklusu periodikus palyara. . . . . . . 19
A 3.2 abra palyainak vetiiletei a hdromdimenzi6s fazistérben, vala-
mint a B = 0 sikra vett Poincaré-metszet (jobb als6 panel). . . . . . . 20
A (3.1) rendszer bifurkacios diagramja valtozo b paraméter esetén.

Kaotikus viselkedés kozepes b értékekre 0.15 < b < 0.35 figyelhet6 meg. 21
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3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

4.1.

4.2.

Az el6z6 3.4 abrahoz hasonld bifurkacios diagram. Itt azonban az a
paraméter fiiggvényében van abrazolva B? hosszi téavi idéfejlédése.
B? — a bifurkacios diagramok szemléltetése kiilonbozs b értékeke ese-
tében. . . .. L L
Két kiilonboz6 attraktor jelenléte adott paraméter esetén a (3.1) rend-
szer haromdimenzios fazisterében. . . . . . . . . ..o
Kezdsfeltételtdl fliggs hossza tava viselkedés. A B — A sik piros tar-
tomanyai a periodikus palydhoz, mig a kék részek a kaotikus attrak-
torhoz tartanak. . . . . . . . .. ...
A természetes eloszlas vetiilete az A-tengelyre. Az egy kezddfeltételbsl
inditott hosszt integracios idejd (T=10000) trajektoria nem egyenle-
tesen jarja be a kaotikus attraktort. A csicsok kérnyékén nagyobb a
relativ gyakorisdg, mint méasutt. . . . . . ... ..o
Nagy elemszamu sokasag vizsgalata Poincaré-metszeten. Az egyes tra-
jektoriak T=250 idSegységig lettek szamolva és az utolsdé pontok-
hoz tartozo alakzat van feltiintetve az A — v (B = 0) metszeten.
Nyilvanvalo az egyezés a 3.3 dbran lathato kaotikus attraktorral. . . .
Az ergodikus feltétel bizonyitéka, hogy az egy hosszi trajektoria ter-
meészetes eloszlasa (kék) megegyezik a sokasag rovid integracios ideji

eloszlasaval (zold). . . . . . . ... o oo

Az a paraméter jobbrol balra csokken t; és ty id6pontok kozott. A
kezdeti tranziens szakasz alatt a palyak ,megtalaljak” sajat attrakto-
rukat (piros - periodikus palya, fekete - kaotikus), majd a paraméter
cstszéasa soran mindvégig rajta is maradnak. . . . . . . ... ...
Amennyiben olyan paraméterértékrsl (a = 0.22) inditjuk a valtozast,
amelyhez csak egy attraktor (periodikus palya) tartozik, a mozgés
ezen a halmazon jatszodik le, és nem érintkezik az egyébként a ~ 0.2

kornyékén megjelens kaotikus attraktorral. . . . . . . . .. ...
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

Egy 10 elemt sokaséag érdekes tulajdonsagot fed fel a fazsitérben. Az
a paraméter csokkenésének kovetkeztében a trajektoriak kovetik a
periodikus palyanak megfelel§ attraktort. S6t miutan az megsziinik
(a ~ 0.87), akkor is folytatodik a periodikus mozgés egy bizonyos
ideig (a ~ 0.075) miutdn a sokasag elemei rahtizodnak az abban a
paraméter tartomanyban jelen 1év6 kaotikus attraktorra. . . . . . . .
A kaotikus attraktorrol a periodikus palyara is megfigyelhetd atmenet
a paramétervaltozas kovetkeztében. Az abran kiilonbozs szinnel (pi-
ros, fekete) jelolt palyak lathatoan kiillonbo6zd id6 elteltével taldlnak
rd a 3-as ciklust mutato periodikus pélyat jelenté savokra, miutan
megsziinik a kaotikus attraktor a ~ 0.205 kérnyékén. . . . . . . . ..
Novekvs a paraméter esetén az attraktorrol valo levalasok idépontja-
inak statisztikaja. . . . . . ...
Bifurkécié valtozo paraméterrel, vo = 0.14, a = 0.05,a bal oldali
abran:b; = 0.23, by = 0.16, a jobb oldali abran: b = 0.22, by = 0.3 . .
Véaltozo paraméter bifurkacios pont koriil A b paraméter jobbroél balra
csOkken, aminek kovetkeztében a trajektoria a bifurkacios pont kor-
nyékén nem tudja tokéletesen kdvetni a stabil palyakat. . . . . . . ..
Valtozo paraméter bifurkacios pont koriil A b paraméter balrol jobbra

ng, aminek kovetkeztében a trajektoriak rajta maradnak az instabil

Valtozoé paraméterek az instabil sokasdgon. A pirossal abrézolt tra-
jektoridknal végig valtozott a paraméter, a zoldnél csak b = 0.105-ig.
Mindkét esetben 6-6 kiilonb6z6 kezddfeltételbdl inditottam trajekto-
ridkat. . ..o
Valtoz6 paramétert trajektoridk pozicidja a bifurkacios diagramhoz
képest, kozelre ranagyitva. A piros pontok a trajketoriak maximumai,
a kék pontok a bifurkécios diagram elemei. A ketts kozott egy mérhetd
tavolsagot lathatunk. v0 = 0.14, a = 0.05, by = 0.15, by = 0.08, t; =
1000, to = 6000 . . . . . . ..
AB? és db/dt kozotti sszefiiggés log-log diagrammon abrazolva. Az
illesztett egyenes meredeksége: 1.01661 . . . . . . . . . . . ... ...
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4.12. A paramétervaltozés kezdeti- és végallapotdhoz tartozo attraktorok.
Az id6ben folytonosan véltozo a érték nyoman az attraktorok pozici-
6ja és alakja is valtozik a szamolés sorén. . . . . . . . ... ... L.

4.13. Az attraktoron mérhetd természetes eloszlas csak autonéom esetben
invarians. Valtozo paraméter esetén az egy trajektoriara vett idéatlag
nem egyezik meg a fazistérben vett sokasag atlaggal. A nemautoném

esetben érvényét veszti az ergodicités. . . . . . ..o
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