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1. fejezet
Motivacio

A nemlinearis dinamikai rendszerek elméletében a kaotikus viselkedés alapvets fontos-
sagu jelenségkor. Ezzel kapcsolatban, legyen az alapkutatas vagy szertedgazé alkalmazas,
megkeriilhetetlen ismereteket szereztiink az elmult 50 évben. A kialakult fogalmi rend-
szer alkalmas disszipativ és konzervativ esetekben az alacsonydimenzios determinisztikus
kdosz modern lefrasara. A kiforrott modszerek biztos alapokat szolgaltatnak a témakor
jol ismert alapvetd modelljein tul [1], az Gsszetettebb problémak vizsgalatara (dinamikai
csillagaszat [2], fazios modellek [3], 6ceani dramlas, klima- és jarvanydinamika [4, 5, 6]).

A klimavaltozas vizsgalatanak dinamikai rendszer megkozelitése (azaz alacsony di-
menzids reprezentacioja) [7, 8, 9] az utébbi években ravilagitott arra, hogy az eddig
hasznalt technikdk nem alkalmasak a kaotikus rendszer leirasara abban az esetben, ha
a rendszer paramétere(i) (pl. szén-dioxid koncentréacio) idében szamottevéen, a belsd id6-
skalaval 6sszemérhetGen, valtozik(nak), tehat a probléma nem autoném. Konkrétabban
fogalmazva, kimutathato, hogy a gyors paramétervaltozas kovetkeztében a rendszer mar
nem ergodikus tobbé, azaz az idGatlag nem egyezik meg a sokasag atlaggal [10]. Tlyen
esetben az eddigi eljarasrend cs6dot mond, és tjfajta megkozelités sziikséges a rendszer
dinamikai fejlédésének leirasara. [11]

Napjainkban az latszik korvonalazodni, hogy a fenti megkozelités altalanos érvényt
az alacsonydimenzios kaotikus rendszerekben. Mivel érdekl6désem a nemlineéris dinami-
ka irdnt mar tobb évre visszanyulik tgy dontottiink témavezetémmel, hogy egy eddig
nem vizsgalt teriileten is feltérképezziik az 1j irany alkalmazhatosagat. Ennek érdekében
dolgozatomban a naptevékenység leirasara szolgald alacsonydimenziés dinamoémodellt vi-
selkedését tanulméanyozom idében valtozé rendszerparaméterek fliggvényében. A munka
soran szamtalan olyan jelenséggel talalkoztunk, amirdl tudasunk szerint még nem sziile-

tett tudomanyos kozlemény. Igyekeztem a dolgozatban az eddigi eredményeket témoren



osszefoglalni, és ramutatni, hogy milyen 14j irdnyok korvonalazédnak mind a dinamikai
rendszerek elméletében, mind pedig a napaktivitas megismerésében determinisztikus, kis

szabadsagi foku rendszerek esetén.

2. fejezet

Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

2.1. Mi a kaotikus rendszer?

A 20. szazad méasodik felében kibontakozott 1j irany az elméleti fizikai kutatésok te-
rén, a kioszelmélet. Ez megmutatta, hogy a nemlinearis er6torvények hatasara létrejove
bonyolult mozgasformak a természetben tipikusnak mondhatok, rendkiviil sok helyen els-
fordulnak. Az ilyen mozgasformak kozott is vannak jelentSs kiilonbségek és kideriilt, hogy
egy résziik, habar rendezetlennek tiinik, megfelel§ fogalmi apparéatussal jol kezelhets. Az
ilyen viselkedést mutatod rendszereket nevezték el késébb kaotikus rendszereknek [12].

A kéosz nem egy matematikai fogalom, nincs neki tokéletes definicidja, azért a szakiro-
dalomban sem mindenki ugyanugy fogalmazza meg. A Tél Taméas altal megadott definicio

az, hogy [13]:
"A kéosz egyszeri rendszerek bonyolult idébeli viselkedése."

Ennek a meghatarozédsnak megfelelen a kiosz egy olyan mozgas vagy idébeli fejlgdés,
amely bonyolult és Osszetett formaban jelenik meg. A témakorben vizsgélt rendszerek
mozgasegyenletekkel rendelkeznek, tehat a megoldasok jol definialt matematikai struk-
turdkhoz kotottek. A rendszerek egyszertisége abban rejlik, hogy csupan néhéany valtozo
hatarozza meg az allapotot, és a mozgas néhany kézonséges differencidlegyenlettel irhato
le. Ebb6l a meghatarozasbol a kivetkezs megleps tény kovetkezik: Egyszeri egyenletek-
nek, illetve egyenletrendszereknek is lehetnek bonyolult megoldasai. Ilyen példaul a kettds
inga, melynek dinamikéjat le lehet irni egyszerd differencialegyenletekkel, mégis amikor

elinditjuk, akkor teljesen véletlenszertinek tiinik a mozgasa.
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2. Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

A kéosz felfedezése és széles kort elfogadasa azért varatott magara a XX. szdzad maso-
dik feléig, mert ezek a bonyolult megoldasok altalaban csupan numerikus szimulélasokkal
kezelhetGek. Tisztaznunk kell, mit is jelent a bonyolultsag. Ez sem definicid, hanem sok

ilyen rendszer vizsgalatabol leszlirt tapasztalat:

e Idében szabalytalan, aperiodikus viselkedés, ami nem all el§ tetszGleges szami pe-

riodikus mozgas Osszegeként sem.

e Eldrejelezhetetlen, mivel a mozgas rendkiviil érzékeny a kezdéfeltételekre, melyeket

a mérési hibakbol adoédoéan sosem ismerhetiink meg teljesen pontosan.

e A mozgas jellemzésére a fazistérben bonyolult, de rendezett fraktalszerkezetet lehet

talalni.

Ezek a jellemzdk altalaban egyiittesen fordulnak els, és egy kézos vonasuk van: a hosszu
tava mozgas id6ben véletlenszert, igy csak valoszintségi fogalmakkal irhato le. Ennek a
véletlenszerd viselkedésnek az oka bizonyithatéan a kevés Osszetevs erds és nemlinearis
kolcsonhatasa. Ez meglepd, mivel olyan rendszerekrsl van szo, amelyeknél egy adott al-
lapot ismeretében teljes pontossaggal lehet a jov6t megjosolni. Ez alapjan elmondhatjuk,
hogy determinisztikus rendszerek véletlenszerd viselkedést is mutathatnak. Fontos hang-
silyozni, hogy egy jelenséget csak akkor tekinthetiink kaotikusnak, ha taldlunk egy olyan
egyszerd modellt, amely a szabalytalan mozgast kell6 pontossaggal visszaadja.

A kaosz tehat érdekes, a hagyomanyoshoz képest eltéré mozgasforma, amely idGben
szabalytalan, de mégis jol kezelhets. A kaotikus viselkedésnek a fenti tulajdonsagokon

kivil van két nem trivialis feltétele:

e A mozgasat legalabb 3 autoném elsérendd differencidlegyenlet irja le,

e ¢és azok nemlinedrisak.

Ha nincs legalabb 3, akkor nem lesz elég bonyolult a rendszer, igy mindig elérejelezhets.
Ha pedig nem autonémak az egyenletek, akkor az id6tsl fliggs tag miatt a fazistéren a
trajektoriak metszhetik egymast (errsl nemsokara részletesebben). Végiil linearis esetben a
mozgas felbonthato exponencialis sajatmodusok Gsszegére, ez is ellentmond a definiciénak.

Na de hogyan lehet abrézolni ezeket az id6ben bonyolult mozgasforméakat? A ha-
gyomanyos kitérés-idg, vagy sebesség-idé grafikonok nem lesznek alkalmasak erre, hiszen
akarmeddig kovetjiik a kitérést, a kovetkezékben mindig szamithatunk tjabb viselkedés-
formakra. Igy az &brazolasbol valahogy ki kell venni az id6t, ezért abrazoljuk inkabb

kitérés-sebesség diagramon a mozgast, ez lesz a fazistér.



2. Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

2.2. A fazistér

Amikor egy dinamikai rendszer pillanatnyi allapotat akarjuk meghatarozni, akkor
a hely- és sebességkoordinatakra vagyunk kivancsiak. Ezen koordinatak és a dinamikai
egyenletek ismeretében a mozgas egyértelmten folytathato. Ha a mozgas egydimenzios,
akkor a fazistere kétdimenzios lesz. Ha viszont a mozgés tobb mint egydimenzios, akkor
a fazistér dimenzioszama is emelkedik. A korabban leirt szabélyok szerint egy kaotikus
mozgast legalabb harom differencialegyenlet ir le, eszerint a fazistere legalabb héromdi-
menzios.

A rendszer mozgésallapota egy adott pillanatban a fazistéren egy pont, és ahogy a
rendszer mozog, a pont ugy vandorol a fazistéren. A mozgas fazistérbeli palyajat trajek-
torianak hivjuk. A trajektéria nem mutatja az id6 mulasat, mégis attekinthetd képed ad
a rendszer kiilonb6z6 mozgasi lehet&ségeirsl. Fontos, hogy a trajektoridk nem metszhetik
egymast, mivel a mozgasegyenlet egyértelmi, egy pont csak egy iranyba haladhat. (Ez
alol kivételek a fixpontok, de arrél majd késébb)

Korabban emlitettem, hogy egy kaotikus rendszer fazistere legalabb 3 dimenziés, de
altalaban lehet ennél tobb is. Ezekben a sokdimenzios fazisterekben nehéz leolvasni barmit

is, ezért valahogy csokkenteni kell a dimenziészamot. Erre kétféle metdédus hasznalhato:

1. A trajektoridkat levetitjiik bizonyos tengelyek mentén. Mas néven bizonyos vélto-
zokat elhagyunk az abrazolasnal. Példaul ha egy test két dimenzioban sikmozgést
végez, akkor a teljes fazistér az (z, &, y, ¥ ) tengelyekkel rendelkezik. Ha ezt levetitjiik

y, majd y mentén, akkor csak az x,r valtozokat dbrazoljuk egy sikon.

2. A Poincaré-leképezés, amikor a fazisteret lesziikitjiikk valamilyen feltétel szerint, ti-
pikusan elmetssziik egy sikkal. Példaul, ha egy test 1D-ben mozog, akkor a teljes
fazisteret az x, & tengelyek alkotjak, ha ezt elmetssziik az © = 1 egyenessel, akkor
az egy Poincaré-leképezés lesz. Ekkor megkaptunk az &(xz = 1) ponthalmazt. Ezt a
modszert kiegészithetjiik tgy, hogy csak azokat a trajektoriakat vessziik figyelembe
amik egy adott iranybol metszik a sikot (vagy egyéb feliiletet). Az el6z6 példaban
ez ugy nézne ki, hogy csak azokat a trajektoridkat metssziik el az x = 1 egyenes-
sel, amik "jobbra" haladnak, méas néven & > 0 feltételt is figyelembe vessziik. Igy
csak egy részét kapjuk meg az el6z6 ponthalmaznak, de ez is elegendé a dinamika

tanulméanyozasahoz.

Fontos kiilonbség a ketts kozott, hogy az elsé leképezés trajektoridkat ad vissza, mig a

masodik csak pontokat azokhoz kothets diszkrét pontokat.
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2.3. Fixpontok és a mozgas korulottiik

Vegyiink egy kétdimenzios fazistérrel leirhaté rendszert. Legyen a két valtozd xp és
To, és a mozgast leird egyenletek 1 = fi(x1,22) és Zo = fo(x1, 7). Ha megfelelgek
az egyenletek, akkor azt kapjuk, a fazistérben van egy fixpont. Legyen ez a pont (7,
xl), mivel fixpont fi(z],x}) = fo(a),x5) = 0. Ha megnézziik ennek a pontnak egy kicsi

kornyezetét, akkor némi szdmolas utan a kévetkezdt kapjuk:

Ax Oh O\ /Ay .
1 1

A (2.1) egyenlet megoldéasa

(501 0 = asie™+ B, (22

ahol Ai, Ao, v7, 05 az el6bbi matrix sajatértékei, sajatvektorai. Ebbdl az deriil ki, hogy
a matrix sajatértékeibdl, sajatvektoraibol meg lehet hatarozni a trajektoridk alakjat a
fixpont kornyékén. Ha ezek valosak, akkor a fixpont lehet: csomépont attraktor, csomopont
repellor, hiperbolikus pont. Ha képzetesek, akkor lehet: elliptikus pont, spirélis repellor,
spiralis attraktor (lasd 2.1 &bra).

Nézziink meg egy hiperbolikus pontot (2.1 abra, origohoz kozel), ekkor az egyik valos
sajatérték pozitiv, a mésik negativ. Azt vehetjiik észre, hogy van két trajektoria, amik
bemennek a fixpontba, és ezzel ,metszik” egymast, ami elsé ranézésre ellentmond a fazistér

t s Buye?t. Valojaban azért nem metszik egymést,

alapvets tulajdonsagainak: AvjeM
mert az egyik trajektoria a fixponttol ellenkezd iranyba halad, a masik meg véges idén
beliil nem éri el a fixpontot. Ez a két trajektoria lesz rendre az instabil és stabil sokasag. Ha
a stabil sokasagra rarakunk egy pontot, akkor az pont a a fixponthoz fog tartani. Viszont
minden mas trajektoria el6bb utoébb az instabil sokasig iranyaba tériil el, méghozza a

fixponttol exponencidlisan tavolodva. Tehat a hiperbolikus pont kornyékén az instabil

sokasag dominal, ez egy instabil fixpont lesz.
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stabil sokasig
(szeparatrix)

.- spiralis repellor

~
~
~

hatarcik]us
-
x

instabil sokasag

hiperbolilcu's fixpont

2.1. dbra. A fixpontok fazistérbeli tulajdonsagai kiillonbo6z6 sajatértékek esetén.
Forras:[13]

2.4. Disszipativ rendszerek, a kaotikus attraktor

2.4.1. Az attraktor jelenléte

A disszipativ rendszerek jellemzs, hogy a kezdéfeltétel hosszi tavon nem hatarozza
meg a mozgas jellegét. Masképp megfogalmazva a rendszer ,elfelejti a kezddfeltételeket”.
Ilyen rendszerek példaul a surlédasos rendszerek, egy sirlédasos inga bizonyos id6 utéan
megall, vagy ha gerjesztve van, akkor a rezgés adott frekvenciaval és amplitidoval allan-
dosul.

Léteznek disszipativ kaotikus rendszerek is, melyekre érvényes a fent emlitett rovid tava
memoria, de a megoldasuk mégis megjosolhatatlan. Ez tugy lehetséges, hogy a mozgas
csak id6ben véletlenszert, a fazistéren nem az. Adott paraméterek esetén barmilyen kez-
ddéfeltétellel inditjuk el a rendszert, a fazistéren a trajektoridk mindig ugyanolyan fraktal-
szerkezetd alakzatot rajzolnak ki. Ezt azt az alakzatot nevezziik kaotikus attraktornak.
Az, hogy az attraktoron hol van éppen a rendszer, pontosan nem megjosolhatd viszont az

attraktor tokéletesen meghatarozhato.

2.4.2. A fazistérfogat valtozasa

Disszipativ rendszerekben az attraktor dimenzidja kisebb, mint a teljes fazistéré, igy a

teljes fazistérfogata 0. Tehat, ha egy V' fazistérfogatii kockabol az 6sszes kezddfeltételbsl
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elinditjuk a trajektoridkat, akkor a fazistérfogatuk 0-hoz tart. Nézziik meg, hogy hogyan
valtozik a fazistérfogat egy ilyen rendszerben.

Lattuk, hogy egy dinamikai rendszer fazistere a rendszer Gsszes lehetséges allapotabol
allo tobbdimenzios tér. Egy fazistérbeli térfogat egy allapotok gytjteményét képviseli (pél-
daul egy kis , felhényi” palya kiilonboz6 kezdeti feltételekbdl kiindulva). Legyenek egy pont
koordinatai (1, xe,xs...) azaz x;. Legyenek a differencidlegyenleteink #; = f;(x1, za, ....).
Vegyiink egy V' térfogata kockat amely elegendGen kicsi ahhoz, hogy az f; sorba fejtett
alakjabol a masod, vagy annél nagyobb rendd tagok elhanyagolhatok. A fazistérben egy
kis térfogat V' (t) idbeli valtozasanak sebességét a rendszer vektormez§jének divergenciaja

hatarozza meg. Kis szamolas utan a kovetkezst kapjuk:

~ afi

ofi
ox;’

ahol f; a rendszer mozgasegyenleteit leir6 vektormezé komponensei. A divergencia,

a fazistér lokalis tagulasi vagy zsugorodasi sebességét méri. A fenti Osszefliggésbdl az
Ofi

kovetkezik, hogy disszipativ rendszerekben ). o, < 0, azaz a tazistér térfogata idével
zsugorodik.

Mindezek értelmében disszipativ rendszerekben az energiavesztés vagy csillapitas mi-
att a palyak egy alacsonyabb dimenzi6ju sokasagra, példaul egy attraktorra hizodnak
Ossze. A zsugorodasi sebesség azt tiikkrozi, milyen gyorsan kozelednek egyméshoz a pa-
lyak. Az allandosult allapotban a fazistér térfogata addig zsugorodik, amig a rendszer egy

attraktorra nem all be, példaul egy fixpontra, hatarciklusra vagy kaotikus attraktorra.

2.4.3. Bifurkacio

Amikor egy dinamikai rendszer differencidlegyenleteit leirjuk, akkor abban el6fordul,
hogy nem csak valtozok szerepelnek, hanem egyéb paraméterek is. Példaul nézziik meg a
Lorenz-modellt: © = p(y —x) ¢y=rx—y—xz 2= —[z+xy.

Kiilénb6z6 paraméterek mellett kiillonbozd jellemzE mozgasokat kapunk: bizonyos érté-
keknél a trajektoriak egy ciklikus mozgashoz tartanak, méas paramétereknél meg kaotikus
attraktorhoz. Induljunk el olyan paraméterekbdl, amelyek esetén 1-es ciklushoz tartanak
a trajektoridk. Ezutan nézziik meg més paraméterértékekre a mozgést, azt tapasztaljuk,
hogy az elébbi stabil 1-es ciklusti palyanak az alakja valtozik, és egy ponton instabilla
valik. Ekkor viszont megjelenik egy masik stabil palya, ami egy 2-es ciklushoz tartozik.

Ha még tovabb valtoztatjuk a paramétert, akkor ez a 2-es ciklus is instabilla valtozik, és
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megjelenik egy stabil 4-es ciklus. Ahogy igy valtoztatjuk a paramétert egyszer csak méar
elériink egy kaotikus savba. Hogyan lehet ezt vizualizalni?

A ciklikus mozgas a fazistérben egy zart gorbe, ilyen értelemben nincs kiilonbség a
periodikus pélyak ciklusainak szamaban. Viszont hogyha vessziik ezen palyadk Poincaré-
metszetét, akkor a periodikus péalyak pontok lesznek a leképezésen. Ha 1 pontot kapunk,
akkor 1-es ciklustu a palya, ha 2 pontot, akkor 2-es ciklust, stb. Tehéat a Poincaré-metszeten
a pontok szdma mondja meg, hogy milyen tulajdonsagu a periodikus palya [13].

Egy méasik modszer a dinamika Osszetettségének szemléltetésére az, hogy a trajektori-
anak csak az egyik komponensét vizsgaljuk meg, és azt idében abrazoljuk [14]. Ha meg-
keressiik ezen valtozoban a maximumokat, akkor az 1-es ciklusnal 1 maximumot kapunk,
a kettes ciklusnal két maximumot, és igy tovabb. Tehat a maximumok szdma megegyezik
a ciklusok szamaéaval. Ezzel jellemezve a mozgas periodicitasat. Bizonyos esetekben prak-
tikusabb az adott komponensnek a négyzetét venni, és annak megkeresni a maximumait.
Ekkor 2-szer annyi maximumot kapunk, mint az el6z6 esetben.

A fenti algoritmus alapjan elkészithetjiik egy adott rendszer un. bifurkacios diagramjéat.
Ennek az egyik tengelye a valtoztatott paraméter értéke lesz, a masik pedig egy altalunk
kivalasztott komponense a trajektoridknak. A diagramon a stabil palyak komponensének
maximumai, vagy a komponens négyzetének maximumai talalhatéak. A Lorenz-rendszer

bifurkacios diagramja 5 € [0.2,0.8], p = 10,0 = 28 értékeknél a 2.2 abran szerepel.

10
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a Lorentz rendszer bifurkacios diagrammja p = 28 és g =10 értékeknél

160 4

140 1 T ST =

120 +

100 +

X2 maximumai

40

T T T T T T T
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

B

2.2. abra. A Lorenz-rendszer bifurkacios diagramja 5 € [0.2,0.8], p = 10,0 = 28
értékeknél az x id@sor négyzeteinek maximumait abrazolva. Az abra ,sima” részei adott
f paraméter esetére (pl. 0.2 < 5 < 0.55) periodikus mozgasnak felelnek meg, mig a szort

pontok a kaotikus tartoményokat jelenitik meg (pl. 5 = 0.6).

2.4.4. Kaotikus nyereghalmaz

A kaotikus nyereghalmaz a dinamikai rendszerek elméletének egy izgalmas fogalma.
Ez egy olyan tipust kaotikus halmazra utal, amely egyszerre nem vonzoé és instabil, vagyis
a trajektoriak nem allnak meg benne, de ideiglenesen kozel maradhatnak hozza, miel6tt
végiil eltavolodnanak. Szorosan kapcsolodik a tranziensek kéosz fogalméahoz [15], ahol a
kaotikus viselkedés véges ideig tart, miel6tt a rendszer mas tipusi viselkedésbe valtana
at.

A kaotikus nyereghalmaz invarians halmaz a fazistérben, ami azt jelenti, hogy ha egy
trajektoria eléri, akkor (elméletileg) ott is marad. Az instabilitdsa miatt azonban a nyereg
kozelében 16vs trajektoriak idével eltavolodnak téle. Eppen ezért numerikusan csak egy
kozelits alakzat hatarozhato meg. Ellentétben egy attraktorral, amely a kozeli trajektoria-
kat magahoz vonzza, a kaotikus nyereghalmaz nem vonzza a trajektoridkat. Ehelyett azok
csak atmenetileg kozelithetik meg, mielstt végiil eltavolodnak téle. Altalanosan elmond-
hato, hogy a nyereghalmazon zajlé dinamika kaotikus, amelyet az érzékeny kezdd&feltétel-
fiiggdség, valamint Gsszetett, nem periodikus viselkedés jellemez. A kaotikus nyereghalmaz

jelenléte gyakran véges ideji kaotikus viselkedéshez vezet a rendszerben. A trajektoridk

11



2. Bevezetés a kaotikus rendszerekbe

véges ideig kaotikus mozgast mutathatnak, amikor kozel keriilnek a nyereghez, mielstt

eltavolodnanak tdle, és a fazistér egy maésik részére jutnanak (példaul egy attraktorhoz
vagy a végtelenbe).

A kaotikus nyereghalmaz a fazistér fixpontjainak vagy instabil periodikus pélydinak

stabil és instabil sokasédgainak metszéspontjai. A stabil sokasag ideiglenesen a nyereghez

vezeti a trajektoridkat, mig az instabil taszitja ket [15], hasonloan egy instabil fixponthoz
a fazistérben.

instabil sokasdg ---__

»
\
\

/
/
/

stabil sokasag

2.3. dbra. A kaotikus nyereghalmaz kettds fraktal szerkezete kétdimenzios fazistérben
Forras: [15].



3. fejezet

A napdinamé modell

Ebben a fejezetben bemutatom a Nap magneses terét leird egyszerti dinamikai rend-
szert [16], melynek segitségével munkam soran a dinamikai rendszerek elméletében megis-
mert fogalmakkal és modszerekkel tanulmanyoztam a naptevékenységet befolyasold még-

neses dinamikat.

3.1. Bevezet6 a Nap bels6 magneses mezejének dinami-

A Nap felszinén taladlhato sotét foltok szamat mér a tizenkilencedik szazad elsé fele
Ota szisztematikusan megfigyelik és rogzitik. Jelenleg tigy gondoljuk, hogy a napfoltszam
és a Nap belsejében fennall6 magneses dinamika allapota kozott erds kapcesolat all fent,
igy ez a mérgszam egy jo alap a naptevékenység tanulmanyozasara.

A Nap belsejében a nagy méretd magneses mez6t egy magnetohidrodinamikai dinamo
gerjeszti, amely a plazmamozgasok kinetikus energiajanak egy részét magneses energiava
alakitja at. Ennek koszonhetGen a Nap polaritasa nagyjabol 11 évente megceserélédik, igy
egy 22 éves ciklust létrehozva. Minden periddus soran a méagneses aktivitas kétszer tetézik,
amikor a tachoklina rétegben (egy vékony réteg a kiils6 konvekcios réteg alatt) jelenlévd
fluxusaramlasok felhajtoers hatasara feljonnek a felszinre, igy napfoltok keletkeznek [17].

A koztudatban altalanosan elfogadott, hogy a magneses tér toroidalis komponenséért
felelgs (2-effektus a tachoklina rétegben jatszodik le, viszont a poloidalis iranyért fele-
16s a-effektust még sok bizonytalansag kiséri. Ennek a problémakdrnek a kezelésére tobb
modszert is hasznalnak, mint példaul a 2.5D (két térbeli, és egy id6beli koordinata) di-

namé modellek, melyeket rendszerint atlagtér kozelitéssel (mean field theory) oldanak
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3. A napdinamé modell

meg. Ezekkel a megfigyelt jelenségek széles kore magyarazhato, de bizonyos hatasokat
elhanyagolnak ennek kévetkeztében csak a mezd hat a részecskékre, forditva nem

Egy masik modszerrel 3D magnetohidrodinamikai (MHD) szimulaciokat végeznek a
konvekcios zondban. Ennek soran megoldjak az 6sszes MHD egyenletet, igy joval kevesebb
kozelitést alkalmaznak, viszont rendkiviil szamolasigényesek, ezért nehezebb hasznélni
6ket.

A modellezési spektrum maésik végén olyan oszcillator modelleket talalhatunk, amik
a leegyszerisitett és kozelitett paraméterezései az eredeti MHD egyenleteknek [18, 16].
Ezekkel az alacsonydimenzios dinamé modellekkel (Low-Order Dynamo Model — LODM)
a magneses ciklus szamos tulajdonsaga magyarazhato. Tovabba ezeket a legkdnnyebb
alkalmazni, mivel a 2.5D és 3D modellekkel ellentétben sokkal kevesebb a szamolasi igé-
nyiik és a fazistér szerkezete is szemléletesen tanulményozhaté. A munkam soran és is
ilyen LODM-et hasznaltam.

Az mivel az LODM-ek szabadsagi fokainak szama sokkal alacsonyabb, mint az eredeti
rendszernek, sokszor ezt gy kompenzaljak, hogy az egyenletekben szerepld paramétere-
ket valtoztatjak. Ilyen példaul, amikor a napdinamikai aktivitdsnak egy tébb periéduson
keresztiil tarté minimumét sztohatsztikus szorassal magyarazzak. Ennek fényében érde-
mes feltérképezni, hogy ez a dinamikai rendszer (és az ehhez hasonlé alacsonydimenzios
dinamikai rendszerek) hogyan viselkednek paramétervaltozas esetén. Ennek az els 1épése,
hogy megnézziik statikus paraméterek, illetve idében lassan valtozé paraméterek mellett.

A TDK munkéam soran ezeknek a meghatarozasa az elsGdleges célom.

3.2. LODM levezetése MHD egyenletekb6l

Ebben a fejezetben Passos és munkatarsai altal bemutatott modszer alapjan muta-
tom be, miként kapjuk meg a vizsgalt alacsonydimenzios oszcillator modellt az MHD
egyenletekbdl. [18]

Az alapvets egyenletek az MHD indukciobol és a Navier-Stokes egyenletekbdl jonnek,
amiket egy Lorentz-erGért felelGs taggal egészitiink ki. Az &altaldnos elv szerint talalunk
egy U aramlési sebességet, ami képes fennmaradni Ohmikus disszipacidéval szemben, és
ebbdl hatarozzuk meg a B magneses teret. Olyan modellt kell taldlni, hogy a bel&liik

kapott dinamika teljesitse a napciklusnal tapasztalt f6bb tulajdonsagokat:

e kb. 22 éves periodusidé
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3. A napdinamé modell

e 7/2 fazistolas a toroidalis és poloidalis komponensek kozott

e antiszimmetrikus tulajdonsagokkal rendelkezik, ami azért kell hogy az egyenlité alat-

ti és feletti féltekékre szimmetrikus legyen
e a kapott egyenleteket lehet illeszteni a napfoltokbol mért kisérleti adatokra.

Az MHD indukciés egyenlet:

%—?:VX(UXB—FO&B—UVXB)

/////

Ahol n a magneses tér diffiziojaért felelGs tag, és o a korabban leirt kapcsolat a toroidélis
és poloidalis magneses tér kozott.
Ezutéan feltételezziik, hogy B, U felirhat6 poloidais és toroidalis komponensek Osszege-

ként.

B(r,0,t) =V x (Ay(r,0,t)e,) + By(r,0,t)e, U(r,0) = uy(r,0) + 78(r, 0)ey

Ahol 7 = rsin(f), 2 a nap szogsebessége, u, a poloidalis aramlas sebessége. Az 1 egyen-

leteket behelyettesitve az MHD egyenletbe ezt kapjuk:

A

_aé)tp =n(V?=7?) A, -7 'u,- V(FA,) + aBy,
B

_88t¢ = (V2 —72) By —u, - V(F~'By)+

+7 [V x (Ayey)] - VQ — T(By) By,

Ebben benne van egy extra tag, ami a magneses felhajtoeréért felels.
A kapott egyenleteket egy kombinalt van der Pol-Duffing oszcillator egyenletté alakit-
hatjuk, melynek soran V-t egy olyan taggal kozelitjiik, ami vezetd rendben %-al aranyos.

Ezeknek megfelelGen:

dB dA
d_t¢ = 1By + A, — 3 B3, d_tp = 1Ay +aBy.

Itt u, mar nincs benne expliciten az egyenletekben, hanem a ¢; paraméter tartalmazza,
mint v, atlagos aramlasi sebesség. Ennél a pontnél rakjuk bele a Lorentz-er$ visszacsato-

lasat az egyenletekbe, mégpedig v,(t) = vo + v(t) alakban, ahol vy a Nap forgasabol jovés
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3. A napdinamé modell

atlagos sebesség és v(t) az ehhez képesti eltérés. Igy a végss mozgasegyenletek:

do(t)

ek aAB — bu(t)

dB¢ Vo —|— U(t)

_dt = (Cl - —ZO B¢ + CQAp - Cng (31)
dA vo + v(t)

W= (o) A,

Ahol az allandok:
e a: Lorentz-eréért felel6s paraméter. Tovabbiakban az értéke: a € [0;0.3]

o b: A részecskékre hato kozegellenéllasért felelGs allandd. A tovabbiakban az értéke:

b € [0;0.5]

vo: Az atlagos aramlési sebesség értéke. A tovabbiakban az az értéke: vy € [0.1,0.15]

a A toroidalisbél magneses mezsbdl poloidalist generalo folyamatbol kapott allando.

A tovabbiakban az értéke: o = —0.1

c1, co, c3 Az MHD egyenletek egyszertisitésébdl kapott allandok. A tovabbiakban az
értékeik rendre [16] alapjan: —0.01,0.95,0.002

e [y egy a Napra jellemz6 karakterisztikus tavolsag. A tovabbiakban az értéke : [o = 1

Az allandok értékét ugy vettem fel, hogy megegyezzenek az eredeti cikkben [16] szerep-
16 értékekkel. A dolgozat jelenlegi formajaban és a kutatasom iranyvonalaval 6sszhangban
egyel6re nem tekintettem feladatomnak a parcialis differencidlegyenlet-rendszerbdl teljes
részletességgel levezetni, és ezéltal a kozelités helyességét ellenérizni a LODM-modellre.
Elfogadtam viszont [16] szerzdi altal a napfoltok szamabol kapott adatokra vonatkozo
illesztéseket, melyekben a gorbe nem tokéletes ugyan, de a hiba mértéke kicsi. Ennek fé-
nyében felteszem, hogy a (3.1) egyenletekkel felirt modell relevéans fizikai tartalommal bir.

A fizikai tartalom érvényességérdl [19] ir b6vebben.

3.3. Numerikus szimulaciék statikus paraméterek mel-

lett

Ebben a fejezetben az altalam irt Python kod segitségével reprodukalom [16]-ben meg-

adott alacsonydimenzids dinamémodell magneses térre vonatkozo fazistér szerkezetét, és
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3. A napdinamé modell

1j eredményként targyalom, hogy bizonyos paraméterértékek mellett tobb attraktor is

jellemzi a rendszer dinamikai viselkedését.

3.3.1. Az id6sor meghatarozasa

Most, hogy meghatéroztuk a modellt leiré differencidlegyenleteket, ezek megoldésat
numerikusan vizsgaljuk. Ezt, ahogy fentebb emlitettem, Python programnyelvben tettem
meg. Mivel a differencialegyenlet kiszamitasa kézben nem tudtam minden 1épést pontosan
kévetni nem tudom megmondani, hogy a program soran kapott B = 1 érték a valosagban
mekkora, és milyen méagneses térnek felel meg. A célom nem is konkrétan a nap magneses
terének meghatarozasa, hanem a dinamika lefrasa. Ugyanez elmondhato az A és v értékek-
re vonatkozoan is. A differencidlegyenlet megoldésara a scipy.integrate.odeint metddust

hasznaltam. Ennek a fiiggvénynek harom argumentumot adtam meg:

o Kezddfeltételek: a kutatasom elején a kezddfeltétel mindig az (1,1,1) volt, de késébb

attértem a véletlenszerd kezddsfeltételre.
e A differencialegyenlet alakja

e A idGsor, amire szamoljon. A korabbiakban években szamoltunk, a programozasi
kornyezetben 1 év 1 idGegységnek fog megfelelni. Igy a periodusids 22 kell legyen,
ezt nemsokara leellendrizziik.

Az 1épéskozt 1/20 — 1/100 kozott valtoztattam. Igy periédusonként legaldbb 400

pont van, ami elegendGen pontos szamolés.

A kapott megoldésokat matplotlib.pyplot programcsomaggal abrazoltam.
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3. A napdinamé modell

Statikus paraméterekkel futtatott idésor
a=0.075 v0= -0.14, b=0.3

44 — B(Y)
— Alt)
— v(t)

A(t), B(t), v(t) numerikus értékei

1 1
T T T T T
100 125 150 175 200

o
L)
o
u |
S
~
>

3.1. dbra. Adott a, b, vy paraméterekre véletlen kezdéfeltételekbdl indulé megoldasok
B(t), A(t), v(t), rendre kék, piros és zold gorbék. Nagyjabol 120 idGegységnyi tranziens
szakasz utan a trajektoria eléri az attraktort.

A 3.1 abrarol leolvashato, hogy a palya a valasztott kezddfeltételbsl par periodus alatt
mar kozel keriil az attraktorhoz, és ezeknél a paramétereknél kaotikus a mozgas. A két
fiiggbleges vonal két egymast kdveté maximumot jelol. A koztiik eltelt ids: At = 21.18,

ami kozel van az altalunk elvart értékhez, a modell ilyen tekintetben megallja a helyét.

3.3.2. A fazistérbeli szerkezet (attraktorok, Poincaré metszetek)

A (3.1) differencidlegyenletekbdl addéddan a fazistér haromdimenzios, B, A,v ten-
gelyekkel. Nézziink meg egy kaotikus, és egy periodikus mozgast ebben a koordinata-
rendszerben. A paraméterek a kovetkezok: kaotikus (kék): @ = 0.075,b = 0.3,v = —0.14
és periodikus (sarga): a = 0.05,b =0.1,v = —0.14
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3. A napdinamé modell

Statikus paraméterekkel futtatott trajektériak

—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14
—— a=0.05, b=0.1, v0=-0.14

15

1.0

T 05y(t)

0.0

3.2. abra. A megadott paramétereknek megfelels kétféles mozgéstipus (magneses mezs
dinamika). Erdekes észrevenni, hogy a periodikus megoldas elétt a trajektoria nagy v
értékekrol kozeliti a B — A sikon az origot, majd gyorsan rahuzodik az 1-es ciklusii
periodikus palyara.

Az &bran jellegzetesen szalas, fraktal szerkezetii alakzat (kék) a kaotikus attraktor, a
zart gorbe (sarga)pedig a periodikus pélya.

Jol megfigyelhets, hogy a periodikus megoldas esetén a kezddfeltételbdl nagy iveben
elindulnak a trajektoriak, majd a (0,0,v) egyenes mentén bemennek az origo kozelébe és
onnan spiral alakban rasimulnak az attraktorra. Ez azért van, mert a fazistérben fixpont
ay origo, (0,0,0), és stabil sokasag a (0,0,v) egyenes. A spiralalakbol pedig arra lehet
kovetkeztetni, hogy az origd kornyékén a masik két sajatérték nem valos. Ez a mozgas-
forma tipikusnak mondhat6 barmilyen futtatasnal. Ha nem az attraktor kozelébdl, (vagy
valamelyik stabil sokasaganak kozelébol) inditjuk a trajektoriat, akkor mindig bemegy az
origd kozelébe, és csak utana tér ra az attraktorra. Valojaban a Grand minima jelenségek

mogott is ez all.
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Ezutan vetitsiik le a trajektoriat egy elére definialt sikra, és nézziik meg az igy kapott
Poincaré-metszetet. A hosszi tava viselkedés korrekt targyalasa érdekében levagtam az
idGsor els6 felérdl a tranziens szakaszt. Ekkor csak az attraktorra és annak Poincaré-

metszetére voltam kivancsi.

A fazistér A,B sikra vetitve A fazistér B,v sikra vetitve

—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14

-2 = 3=0.075,b=0.3, v0=-0.14
—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14

T T T T T T T T T T T T T
-1 o 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

B B
A fazistér A,v sikra vetitve A fazistér Poincaré metszete a B=0 siknal
—— a=0.075, b=0.3, v0=-0.14 / \
0.6 — a=0.075, 0.05 1 7 \
/ \ v g .
s .
0.00 + 3 N
0.4 ,/ *
. Y
~0.05 1 A .
A Ay
> 021 > S Y
~0.10 Pt R
0.0 4 —-0.15 1 - ‘\.
L . a=0.075, b=0.3, v0=-0.14 .
02 0209y . a=0.05 b=0.1, v0=-0.14 *,
7‘2 7‘1 EJ Il i 72‘.0 71‘.5 71‘.0 70“5 0.‘0 0.‘5 l:O l.l5 2.‘0
A A

3.3. abra. A 3.2 abra palyainak vetiiletei a hdromdimenzioés fazistérben, valamint a
B = 0 sikra vett Poincaré-metszet (jobb alsé panel).

A periodikus pélyan megfigyelhetd, hogy a mozgas nem szimmetrikus, tehat ha tiik-
roznénk a B = 0, vagy A = 0 sikra akkor nem kapnénk vissza az eredeti attraktort. Az
ilyen palyadkat nemsokara a bifurkicios diagramon tugy fogjuk azonositani, mint amiben
mar 1 bifurkacié6 megvolt.

Itt megemlitem, hogy a differencidlegyenlet alakjabol kovetkezik, hogy ha egy
(B(t), A(t), v(t)) trajektoria megoldas, akkor a (—B(t), —A(t), v(t)) is megoldas lesz.
Emiatt minden paraméter mellett két attraktor van jelen a fazistérben, amik egymas

tiikorképei a B = 0, vagy A = 0 sikra (3.3 abra).

3.3.3. Bifurkaciés diagramok

A dinamika attekintéséhez a legbeszédesebb abra a bifurkacios diagram. A kovetke-
z6kben a diagramok elkészitése soran a valtoztatott paraméter az a illetve b lesz. Kezdeti
lépésként meghatarozom az intervallumot, amiben valtoztatom a paramétert, tipikusan:

a €[0,0.3] és b € [0,0.6] . Ebben az intervallumban felveszek minél t6bb értéket, és mind-
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3. A napdinamé modell

egyik értékre futtatok tobb véletlenszeri kezddéfeltételbdl induld trajektoridkat. Utana a
trajektoridk els6 tranziens szakaszat levagom, ez tipikusan ¢ = 500-nél torténik, azaz kb.
25 periodus utan. Ezutan veszem a B?(t) id6sort, és megkeresem a maximumainak az
értékeit, a végss dbran ezeket fogom a paraméter fiiggvényében abrazolni. Azért emeltem
négyzetre B-t, mert ha csak a maximumokat keresném, akkor az el6bb emlitett szim-
metrikussag miatt ugyanazon mozgasformahoz két trajektoria tartozik, és emiatt ami az
egyikben maximum, a masikban minimumként jelenne meg. Ha négyzetre emeliink, akkor

ez a probléma megsziinik. Nézziink meg két ilyen bifurkiciés diagramot.

Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél

3.4. abra. A (3.1) rendszer bifurkacios diagramja valtozo b paraméter esetén. Kaotikus
viselkedés kozepes b értékekre 0.15 < b < 0.35 figyelhets meg.

A 3.4 abrardl le tudjuk olvasni, hogy a b paramétert névelve elGszor szimpla 1-es ciklust
latunk (0 < b < 0.1), ami aztan peridduskettszs bifurkaciok sorozatan szépen adtmegy ka-
otikus mozgasba (b ~ 0.15), majd egy masik perioduskettsz bifurkacion keresztiil vissza

2-es ciklusba (b &~ 0.45). Ha b értékét még tovabb noveltiik volna, akkor az utolso két ag
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3. A napdinamé modell

is 6sszeér (b > 0.5). Erdemes megfigyelni, hogy a f& bifurkacios ag mellett néhol felbuk-
kannak kisebb 3-as ciklusok, amik maguk is atmennek egy perioduskett6zd bifurkécion,
majd hirtelen megsztinnek. Ezek egy teljesen masik attraktorhoz tartoznak, ilyenkor bizo-
nyos kezddéfeltételbdl az egyik attraktorra, més kezdsfeltételek esetén a mésik attraktorra

htzodnak ré a trajektoriak, és utdna mindvégig ott is maradnak.

Bifurkacios diagramm v0=-0.14 és b=0.3 paramétereknél

40

35 4

30

BZ

3.5. abra. Az el6z6 3.4 dbrdhoz hasonld bifurkiciés diagram. Itt azonban az a paraméter
fiiggvényében van abrazolva B? hosszii tavi idsfejlédése.

A 3.5 abran lathato esetben az a paramétert valtoztattam és itt is elmondhato, hogy
a bifurkacié két maradék szara Gssze fog érni (a=0-ra). Erdemes megfigyelni, hogy az
a = 0.08 koriili periodikus ablak utan megjelenik két Gj a4g, ami szintén egy 3-as ciklus,
és ez is teljesen kiilonbozd attraktor a f6agban 1évétsl. Ez a 3-as ciklus @ = 0.21 utéan
mar dominans lesz, az eredeti attraktor eltiinik, tovabba ha belenagyitunk, lathato, hogy
ez a harmas ciklus is végigmegy peridduskettézé bifurkaciokon és ugyantigy megjelennek
periodikus ablakok, igy ez is felveszi a kaotikus attraktorok tulajdonsagait.

Mivel eddig a két paraméter valtozasat két kiillon abran kdvettiik nyomon, érdemes
lehet valahogy ezeket egyszerre dbrézolni. Erre a legjobb modszer, amit talaltam a ko-
vetkezd, 3.6 abra. Mindegyik bifurkacios diagramnak az egyik tengelyén a szerepel mint

valtoztatott paraméter, a masik tengelyén pedig az eddig hasznalt B? maximumok.

22



3. A napdinamé modell

Bifurkakcios diagrammok kilonb6zé b-nél. v0=-0.14

b=0.12 b=0.15 bh=0.18
40— a0 a0

304 i 304 1%
20 4 5 20

10 4 10 4

0=

T 0-
0.0 0.1

b=0.24 b=0.27
40 40 T—
30 30
20 - 20
10 1 10 4
- 0 T T — 0
0.0 01 02 03 0.0 0.1 02 0.3 0.0 0.1 02 0.3

3.6. dbra. B% — a bifurkacios diagramok szemléltetése kiilonbozs b értékeke esetében.

Az abran érdemes megfigyelni, hogy a f6 4g melletti 3-as ciklusok mennyire valtoza-
tosak tudnak lenni. A b = 0.27-es abraban van egy ablak a = 0.13 koérnyékén. Ahogyan
b-t noveljiik gy n6 meg ennek az ablaknak a mérete, és végiil eljutunk a 3.5-6s dbraba
(b = 0.3), ahol mér nem is ablakként jelenik meg, hanem egy hatéarként (a =~ 0.2). A hosszi
tava dinamika ilyen vizsgélata ramutat, hogy a magneses erGvonalak idGbeli valtozésat
tanulmanyozva el kell fogadjuk, hogy adott fizikai paraméterekre a kezdéfeltételekre érzé-
keny megvalosulast kapunk. Azaz, tobb attraktor esetén a fazisteret ezeknek megfelelGen
tobb kiilonboz6 részhalmazzal lehet jellemezni attol fliggden, hogy melyik tartomanybol,

melyik attraktor érhetd el.

3.3.4. A két attraktor vonzasi tartomanya

Vizsgaljuk meg kicsit részletesebben a problémét, amikor két attraktor van jelen.
Ehhez kivalasztjuk az a = 0.15,b = 0.3 paramétereket (lasd a 3.5 abra szerkezetét).

Nézziik meg, hogy néz ki a két attraktor a haromdimenzios fazistérben.
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3. A napdinamé modell

A koatiukus attraktor és a periodikus palya
v0=-0.14 a=0.15 b=0.3

—— kaotikus attraktor
—— periodikus pélya

0.6

“V(t)

0.2

3.7. abra. Két kiilonboz6 attraktor jelenléte adott paraméter esetén a (3.1) rendszer
haromdimenzios fazisterében.

A 3.7 abran a feltiintetett paraméter értékek mellett két kiillonbozd szinnel jeloltem a
két attraktort. Els6 ranézésre nagyon hasonlé az alakjuk, olyan mintha a periodikus pélya
(narancs) rajta lenne a kaotikus attraktoron (kék). Viszont van egy jol észrevehetd nem
elhanyagolhatd méretd rés a ketts kozott. Ebben a résbe bedgyazva varjuk a két vonzasi
tartomany hatéarat is. Arra is kivancsiak lehetiink, hogy ha véletlenszert kezdd&feltétellel
elinditunk egy trajektoriat, akkor mekkora eséllyel valasztja az egyik vagy masik moz-
gastipust. Fontos azonban megjegyezni, hogy ez fligghet attél, miként vélasztjuk meg a
véletlenszertd kezddéfeltételt.

Ennek a vizsgélatara lerogzitettem a kezddéfeltételeket a v = 0.1 adott értékre, ahol
0.1 egy altalam valasztott paraméter. A B — A sikon ezzel a feltétellel futtatok sok tra-
jektoriat, és megnézem, hogy melyik attraktorba fejlédnek. Amelyik kezdéfeltételbsl a
periodikusba tartanak a palyak, azt pirossal, a tobbit kékkel szinezem ki. Az igy kapott
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3. A napdinamé modell

vonzasi tartomanyok v = 0.1 érték mellett a 3.8 dbran lathatok.

Vonzasi tartomanyok a v=0.1 sikon
2=0.15b=0.3

a kozepébe fokuszalva a teljes sikra fokuszalva

2.01

104

154

1.0+

0.5 4

—0.5

—1.0

=151
—10

2.0

3.8. abra. Kezddfeltételtdl fliggs hossziu tavi viselkedés. A B — A sik piros tartoméanyai a
periodikus palyahoz, mig a kék részek a kaotikus attraktorhoz tartanak.

A 3.5 bifurkaciés diagramrol leolvashatd, hogy a > 0.21 esetén mar a periodikus ciklus
lesz dominéns, a < 0.1-nél pedig a kaotikus attraktor. Ebbdl arra lehet kiévetkeztetni,
hogy a novelésével a fenti abran a piros rész teriilete novekszik a B — A sikon, 0.21-nél

pedig majdnem teljesen lefedi azt. Ennek forditottja elmondhat6 a csokkentésével is.
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4. fejezet

Eredmények

4.1. Az id6ben folytonosan valtozé paraméter

Ebben a fejezetben ott fogunk eltérni a kordbban alkalmazott metodusoktol, hogy
a paraméter idében valtozik, ezért szigoru értelemben nem lesznek autonéomok a (3.1)
LODM differencidlegyenletek. Mivel a paraméter csak lassan, folytonosan valtozik, ezért
még mindig relevans lesz a (B, A,v) fazistér. A célom tanulményozni, hogy a véltozod
paraméter trajektoriai mennyire tudjak lekovetni az adott pillanathoz tartozo attraktort.

A paraméter valtoztatasara nézziik meg a legegyszertibb esetet, amikor linearisan val-
tozik a paraméter. Legyen a p a valtozo paraméter (a késgbbiekben az a, vagy b rendszer-
paraméter). Valtozzon t; és to k6zott, pi-r6l po-re. t = 0-t6l t1-ig és t; utan pedig legyen

allando.

P ha t < tl
p(t) = 9P+ (p2—p1)iy haty<t<t (4.1)
D2 ha t >ty

A két konstans rész kozil az els6re azért van sziikség, hogy a kezddfeltételbdl a trajek-
toria rasimuljon az attraktorra, a masodikra pedig azért, hogy megnézziik a paraméter-
valtoztatas hatasara a rendszer ugyanugy viselkedik-e, mintha egy véletlenszert pontbol
inditottuk volna.

Hogyan tudjuk nyomon kévetni, hogy hol jar a trajektoria a fazistérben, és hogyan
viszonyul az attraktorokhoz? Elészor is mintavételezni kell a trajektoriat, ehhez B(t)
id6sor maximumait fogom megkeresni, fgy kapok diszkrét B2(t;) és t; értékeket. Ezeket
gy tudjuk az attraktorokhoz hasonlitani, hogy abrazoljuk a bifurkaciés diagramon a

p(t;, B(t;)) pontokat. Eszerint p; és p, értékénél sok adatpontot fogunk felvenni, p t6bbi
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4. Eredmények

értékére pedig maximum 1-et.

4.2. Valtoz6 paraméter két attraktor mellett

Induljunk ki a 3.5-0s 4bran lathaté mozgasokbol, legyen a valtozoé paraméteriink az a.
Legyenek tovabba t; = 1000, t5 = 5000, ¢, = 6000, a; = 0.18, as = 0.13. A fent leirt
metodus szerint a bifurkacios diagram két kiilonbo6zd kezdéfeltételbsl inditott trajektoriara
a 4.1 abran lathato.

Bifurkaciés diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; = 1000, t; = 5000, a; = 0.18, a, = 0.13 paramétereknél

20.0

17.5 1

4.1. dbra. Az a paraméter jobbrél balra csokken t; és to id6pontok kozott. A kezdeti
tranziens szakasz alatt a palyak ,megtalaljak” sajat attraktorukat (piros - periodikus
palya, fekete - kaotikus), majd a paraméter csuszésa soran mindvégig rajta is maradnak.

Azt tapasztaljuk — a varakozésnak megfelelGen, hogy amelyik attraktorra rdment a
trajektoria a konstans paraméternél (a; = 0.18), utana végig azon maradt.

A kovetkez6kben modositsunk egy kicsit, legyen a; = 0.22, azaz kissé még jobbra
indulunk, mint az eléz6 esetben. Ekkor a trajektoria ugyantugy végig marad a sajat att-
raktoran, viszont a kezd$ paraméter miatt a kaotikus attraktorra semmilyen (vagy csak
elhanyagolhatéan kevés) kezdéfeltételbsl nem talal ra. Igy viszont mindig a periodikus
palyan fog mozogni

Ennek az a nagyon fontos kdvetkezménye, hogy bizonyos esetekben a valtozd paraméter
soran a trajektoridk eloszlasa drasztikusan valtozik, és nem koveti az alland6 paraméterek

esetén latott invarianciat [10, 9, 6].
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4. Eredmények

Bifurkaciés diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; = 1000, t; = 5000, a; = 0.22, a; = 0.13 paramétereknél

20.0

17.5

4.2. abra. Amennyiben olyan paraméterértékrsl (a = 0.22) inditjuk a valtozast, amelyhez
csak egy attraktor (periodikus pélya) tartozik, a mozgés ezen a halmazon jatszodik le, és
nem érintkezik az egyébként a ~ 0.2 kornyékén megjelend kaotikus attraktorral.

Ezutan nézziik meg, hogy mi torténik, hogyha az a paraméterben végigmegyiink a
periodikus palyan. Legyen a végsé érték as = 0.06, és a nagyobb diverzitas végett most
egyszerre 10 trajektoriat inditottam, mindegyikre kiilon ¢ = t; 4+ 200 - ¢ értéket megadva,
ezzel a paramétervaltozas litemét modositva. Azaz joval gyorsabban érjiik el a kivant végsé
értéket, as = 0.06 (4.3 abra).

Bifurkacidés diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; =1000,t, =t + 200*i,a; =0.23, a; = 0.06 paramétereknél

20.0

4.3. édbra. Egy 10 elemii sokasag érdekes tulajdonsagot fed fel a fazistérben. Az a
paraméter csokkenésének kovetkeztében a trajektoridk kovetik a periodikus péalyanak
megfelel attraktort. S6t miutan az megsziinik (a ~ 0.87), akkor is folytatodik a
periodikus mozgas egy bizonyos ideig (a =~ 0.075) miutén a sokasig elemei rahuzodnak
az abban a paraméter tartoméanyban jelen 1év6 kaotikus attraktorra.
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4. Eredmények

Azt tapasztaljuk, hogy a trajektoriak kovetik a periodikus palyat még akkor is, ha
az a bifurkacios diagramon mar nem dominéns, vagy teljesen eltiint (a < 0.09). Ezzel a
trajektoridk mintha egy ,fantom” palyat kdvetnének. Errél a palyarol viszont nagyjabol
a = 0.79-nél letérnek, és megtaldljak a kaotikus attraktort, ami ekkorra mar csak az
egyetlen attraktora a rendszernek.

Ennél az esetnél mar nem csak az eloszlas valtozik az alland6 paraméterekhez képest,
hanem egy olyan instabilnak mondhat6 palyan maradnak rajta a trajektoriak, amivel al-
land6 paraméterek mellett nem talalkoztunk. Itt még el6fordulhatna, hogy az a pélya sta-
bil, csak nagyon kicsi a vonzasi tartoménya, ezért nehéz beletalalni. Viszont ha as = 0.83,
akkor azt tapasztaljuk, hogy a trajektoriak csak addig maradnak rajta a fantom palyén,
amig a paraméter valtozik. Amint megall a paraméter, a trajektoridk is atmennek az éllan-
do6 paramétereknél kapott attraktorra. Ebbdl kévetkezik, hogy a trajektoriak valoban egy
instabil palyan maradnak rajta. Ezzel a fantom jelenséggel késébb is fogunk, talalkozni.

Még egy esetet nem néztiink meg, mégpedig amikor a névelésével (balrél jobbra ha-
ladunk a bifurkacios diagramon) az egyszerre jelenlévd két attraktorbol atmegyiink a
megmaradt egyre. Legyen a; = 0.12, a5 = 0.28,¢; = 1000, t5 = 5000.

Bifurkacidés diagramm v0=-0.14 és b=0.3
t; =1000, t; =5000,a; = 0.12, a, = 0.28 paramétereknél

20.0

17.5 1

0.250 0.275 0.300

4.4. abra. A kaotikus attraktorrol a periodikus palyara is megfigyelhet dtmenet a
paramétervaltozas kovetkeztében. Az abréan kiillonbo6zd szinnel (piros, fekete) jelolt
palyak lathatoan kiillonbozd idé elteltével talalnak ré a 3-as ciklust mutato periodikus
palyat jelent6 savokra, miutdn megsziinik a kaotikus attraktor a ~ 0.205 kérnyékén.

Itt megint hasonld jelenséget latunk, mint a 4.3 abran. A trajektoéridk mintha egy

fantom attraktort kovetnének, jelen esetben ez kaotikus. Kiilénbség viszont az, hogy az
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v

el6zével ellentétben most nagyon véltozatos, hogy mikor térnek at a fantom attraktorrol
a valos periodikus palyara, a > 0.205.
A 4.3 &dbran lathaté események szamszertisitésének céljabol vizsgéaltam a kévetkezd

mennyiségeket:

e Ha a trajektoria a fantom attraktoron végigment az a = ay értékig, akkor utana

mennyi id6 kellett neki, hogy attérjen a valés attraktorra.

e Mennyi ideig volt rajta a fantom attraktoron? Itt a fantom attraktor hatérat a =

0.21-nél vettem fel.

e Mekkora volt a értéke, amikor a trajektoria a fantom attraktorrél dtment a rendes

attraktorra.

A levalas pillanatanak megtalalasahoz illesztettem egy gorbét a bifurkéicios diagramon az
eredeti attraktor fels6 savja ald. Amikor a trajektoria B?(a(t))-e nagyobb lesz, mint ez
az illesztett fiiggvény, annal a paraméterértéknél veszem gy, hogy a fantom attraktorrol
attért a rendesre. Ezutan tobb trajektoriat futtattam kiilonbo6zé t, idékre, azaz kiilon-
b6z6 gyorsasagu paraméter valtozasi titemmel. Azokat a trajektoridkat, amelyek rogton

atmentek a periodikus palyara, kivettem a vizsgalatbol. A kapott eredményeket a 4.5 abra

mutatja.
A fantom kaotikus attraktorrdl levalas adatai
v0=-0.14 b=0.3
B&araméter megallasa utén eltelt id6é a fantom attraktoron eltéltott idd a(t) értéke amikor levalik
25004
700 +
600 4 20001
500
1500

4 400+ - . +—

004 T . 1000 4

2004 °
500 A

100 4

01— T - - - = - r r y
0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000

fz—t]_ tz _tl tZ_tl

4.5. dbra. Novekvs a paraméter esetén az attraktorrol valo levalasok idépontjainak
statisztikaja.

Ez alapjan azt mondhatjuk el, hogy ha a gyorsan valtozik, akkor a trajektoria tovabb
fejlédik a fantom attraktoron, viszont Gsszesen kevesebb idét fog eltolteni rajta. Ezenkiviil

nincs egyértelmd mintazat az adatokban. Ebbdl az kovetkezik, hogy a levalast nem az
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adott paraméterénél érzékelt dinamikanak valamilyen kiilonleges tulajdonsaga okozza,
hanem csak egyszertien valoszintiségi fogalmakkal irhato le.

Ezutan nézziik meg azt az esetet, amikor a b paramétert valtoztatom, 4.6 abra.
Lényegében ugyanazt csinaljuk, mint a korabbi esetekben. Két dbréat készitettem, mind-
ketténél 80 trajektoriat inditottam t; = 1000, ¢, = t; + 100 - i. A fiiggSleges vonalakat a

statikus paramétereknél az attraktor hatarahoz huztam be.

Bifurkaciés diagramm v0=-0.14 a=0.05
t; =1000,t; =t; + 100 %)

by =023,b, =0.16 by=022,b,=0.3

4.6. abra. Bifurkaci6 valtozo paraméterrel, vg = 0.14, a = 0.05,a bal oldali
abran:b; = 0.23, by = 0.16, a jobb oldali abran: b, = 0.22, by = 0.3

Itt azt tapasztaljuk, hogy a fantom attraktorrél sokkal hamarabb levalnak a trajek-
toriak, a periodikus palyarél majdnem rogton, a kaotikus részrél kicsit késébb de nem
sokkal.

Az imént bemutatott néhany példan keresztiil azt tapasztaltuk, hogy az idében foly-
tonosan valtozd paramétereknél a trajektoridk kovetik azt az eredeti attraktort, amirdl
indultak. Eléfordul, hogy az attraktor statikus paramétereknél eltiinik, viszont a trajekto-
ridk jelentds ideig rajta maradnak az ekkor mar fantom attraktoron. Ez jelenség vélhetGen
szoros Osszefliggésben van a kaotikus nyereghalmazzal, amit a kovetkezs alfejezetben fogok

vizsgalni.

4.2.1. A kaotikus nyereghalmaz szerepe

A 2.4.4 fejezetben leirtak alapjan a kaotikus nyereghalmaz a fazistér olyan invarians
halmaza, amely a stabil és instabil sokasdgok metszéspontja, amennyiben egy trajekto-
ria rajta van, akkor rajta is marad. Ez viszont csak az elméletben lehetséges, annak a
valoszintisége, hogy véletlenszert kezdéfeltétellel ratalaljunk a nyereghalmazra 0, viszont

tetszdlegesen meg lehet kozeliteni (hasonloan az instabil sokasagokhoz). Amennyiben egy
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trajektoriat véletlenszertien inditunk el, akkor véges ideig megkozeliti a nyereghalmazt,
mignem eltéavolodik, és ratalal az attraktorra. Igy elmondhato, hogy a nyereghalmazon
bolyongas egy koztes allapot a tetszéleges kezddfeltétel, és az attraktor kozott. Az el-
mélet szerint [15] a nyereghalmaz egyik jellegzetes tulajdonsaga, hogy a rajta (illetve a
kornyezetében) eltoltott id6 exponencialis eloszlast mutat.

A nyereghalmaz szerepe az el6z8 fejezetben emlitett jelenségben ott jon eld, hogy
amikor a 3.5 bifurkaciés diagramon a kaotikus attraktor az a ~ 0.205 értéknél eltiinik,

akkor val6jaban atalakul egy kaotikus nyereghalmazzé. Fzt jol szemlélteti a 4.7. abra.

Statikus paraméterekkel futtatott trajektoriak
a=0.25, b=0.3, v0=-0.14

0.8

0.6

0.4
v(t)

0.2

2

—2.0

4.7. dbra. Alland6 paraméternél futtatott trajektoria, véletlenszert kezdéfeltételbdl,
a=0.25, b= 0.3, vop = —0.14 paramétereknél. Jol lathato, hogy a tranziens szakasz
(kék) eldszor a nyereghalmazt jarja koriil, majd csak ezutan éri el az attraktort (sarga).
A nyereghalmaz nagyon hasonlit a 3.7. dbran lathato kaotikus attraktorhoz, igy
feltételezhets, hogy a két alakzat kozott folytonos atmenet tapasztalhatd az a paraméter
valtoztatasaval.

Ezek alapjan el lehet mondani a fantom attraktor jelenségének egyik lehetséges ma-
gyarazatat. Kicsi a értékek esetén a trajektoria a kaotikus attraktorra hizodik ra, majd

a paraméter valtozas soran végig kozel marad az attraktorhoz. Amikor az atalakul nye-
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reghalmazza, akkor azt trajektoria mar lényegesen megkozelitette, igy a korabban leirtak
szerint véges ideig a nyereghalmazon bolyong, nem fog rogtén a mésik attraktorra dtmen-
ni. Igy a fantom attraktor és a tranziens kéosz kozott erés parhuzamot vonhatunk, még
ugy is, hogy a két jelenség nem tokéletesen ugyanaz. Ezt a fantom attraktoron, illetve

alland6 paramétereknél a nyereghalmazon eltoltott idsk eloszlasaval tudunk ravildgitani.

a=0.23 a=0.25 t, —t; =1500

103 4

1074 4

107 A
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 200

500 1000 1500

t, — t; =2500 t, — t; = 3500 t, — t; = 4500

1073

104 4

1075 4

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 2500

4.8. dbra. Az abran kék hisztogrammal dbrazoltam az alland6 paraméternél mért
nyereghalmazon toltott idket, zolddel a valtozd paraméternél tapasztalt idsk. A
hisztogramok mindegyike logaritmikus.

A valtozo paramétereknél a; = 0.15, as = 0.28.

Az abrarol leolvashatjuk, hogy az allandd paraméterek esetén exponencialis eloszlast
tapasztalunk (ami ugye a logaritmikus hisztogramon lineéris), a valtozo paraméterek ese-
tén ezt nem kapjuk vissza tokéletesen, egy kisebb gorbiilete van az eloszlasnak. Ennek
legfébb oka, hogy a valtozé paramétereknél a nyereghalmaz is folyamatosan valtozik, ezért
az eddig alkalmazott matematikai modellek nem irjak le tokéletesen. A részletes matema-
tikai modell megalkotasa a jovébeli feladatok kozé tartozik, jelen dolgozat keretei kozé
nem fér be egy ilyen elmélet megalkotésa. Viszont jol latszik, hogy a kapott idétartamok
nagyon hasonlé mintakat mutatnak, nagysigrendre megegyeznek. Ezzel, és a fazistérben
mutatott hasonld szerkezettel megmutattam, hogy a fantom attraktor jelensége mogott

valojaban a kaotikus nyereghalmaz okozza.
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4.3. Valtozo6 paraméter bifurkicié kornyékén

Ebben a szekcioban arra fogok fokuszalni, hogy mi torténik, ha a valtoz6 paraméterrel
atmegyiink egy bifurkacion. Elgszor a bifurkicios villan visszafelé, azaz a magasabb ciklus

szamtol az alacsonyabb felé megyek. A modszerem ugyanaz lesz, mint az el6z6 fejezetben.

Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b, =0.15,b, =0.08, t; =1000, t;, =6000

. 1 prree
T T T T T T T
0.08 0.09 0.10 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16

4.9. abra. Valtozo paraméter bifurkacios pont koril A b paraméter jobbrol balra
csokken, aminek kovetkeztében a trajektoria a bifurkacidos pont kdrnyékén nem tudja
tokéletesen kovetni a stabil palyakat.

A 4.9 abra alapjan megfigyelhetjiik, hogy a trajektoria nem tudja pontosan lekévetni
a statikus paramétereknél megjelens kékkel dbrazolt attraktort (periodikus pélyat), a
bifurkéci6 pontjaban ,levagja” a gorbét. Amennyiben a paramétert lassabban valtoztattuk
volna, akkor jobban tudta volna kovetni, de tokéletesen akkor sem. Erre a mozgasforméara
onnan is lehetett volna kovetni, hogy a bifurkacio pillanataban az attraktor(ok) rendkiviil
gyorsan valtoznak a véaltozd paraméter (ebben az esetben b) fliggvényében. Ezt a gyors
valtozast a trajektoria nem tudja tokéletesen lekovetni, kell neki valamennyi idg, amig

tjra rdsimul az attraktorra.
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A kovetkez6 esetben nézziik meg amikor a bifurkacion a masik iranyban megyiink

végig:
Bifurkaciés diagram v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b, =0.07, b, =0.16, t; =1000, t; =6000
14
12 A -
24 ,
| -~ 4
Vd i |
10 A : -
B

..

“w sase

4.10. abra. Valtozd paraméter bifurkacids pont koriil A b paraméter balrol jobbra ndg,
aminek kévetkeztében a trajektoria rajta marad az instabil palyéan.

A 4.10 4bran olyan jelenséget lathatunk, ami az intuiciénak és korabbi ismereteink-
nek ellentmond. Mialatt atmegyiink a bifurkacion, a trajektoriak teljesen figyelmen kiviil
hagyjak a stabil palyat (2-es ciklus), és rajta maradnak a 2.4.3 szakaszban targyalt insta-
bil palyan. Ahogyan az instabil palyan haladnak, egy bizonyos ponton onnan mégis csak
levalnak, és az instabilitasnak megfelelGen elkezdenek exponencialis iitemben tavolodni.

Ezt az esetet megismételtem kiilénbozs t, to, by, bs, és a paraméterekre is. Azt ta-
pasztaltam, hogy ez a mozgasforma teljesen altalanos viselkedés, a trajektoriak mindig

rajta maradnak az instabil palydn egy bizonyos ideig. Tovabba nem csak a 1-2 ciklus
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kozti bifurkiciora, hanem az 6sszes tobbire is igaz lesz. Emellett azonos paraméterek, de
kiilonb6z6 kezddsfeltételek mellett nagyon hasonlé eredményeket kaptam, a levalas majd-
nem ugyanott tortént. Viszont, amint méasik paramétereket vettem, akkor kiilénbozé b
paraméter értéknél tortént meg a levalds. Ebbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy a levalast
nem pusztan a pillanatszerd dinamika okozza, hanem a trajektoria idébeli fejlédésének
kovetkezménye.

A kutatas kozben felmeriilt, hogy a kapott eredmény kerekitési hiba. Ennek pont az
ellenkezGje igazolodott be, mégpedig minél kisebb toleranciat alkalmaztam, annél tovabb
maradt rajta az instabil palyan. Tovabba megvizsgaltam, hogy mi torténik, ha az adatsor-
ra zajt rakok. Ekkor a levalas sokkal hamarabb bekovetkezett, ebbdl az kovetkezik, hogy a
fixpont valoban instabil, és kiilonleges feltételeket igényel, hogy a fixpont rajta maradjon
a trajektoria.

A levalas okanak és kortilményeinek részletes tanulmanyozasa ebben a TDK-ban nem
keriil sor, viszont egy kés6bbi kutatasi munka keretein beliil érdemes volna tanulményozni.

A paraméter folytonos valtoztatasa, és az instabil palya kovetése meglehetGsen szoros
kapcsolatban allnak, a jelenséget nem csak az instabilitas gyengesége okozza. Ennek szem-
léltetésére megnéztem, mi torténik hogyha a paraméter valtozasat még akkor megallitjuk,
amikor a trajektoria az instabil palyan van. Ehhez a kovetkez6 metodust alkalmaztam:
Vegyiink egy valtozo paraméteri trajektoriat, amit az eddigiek soran alkalmazott mod-
szer szerint futtattam: b; = 0.07, by = 0.16, t; = 1000,t, = 3000. Emellett vegytlink
egy masik trajektoriat, ami ugyantugy indul, mint az el6bbi, viszont ¢, pillanatban a b’
paraméter megall. Az abrézolas soran ezeket nem B'?(b/(t)) szerint abrézolom, mert akkor
a paraméter megéllasa utan csak egy fiiggéleges vonalat kapnék, hanem B'?(b(t)) szerint.

Ekkor jol 6sszevethets a két mozgasforma:
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Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b, =0.07,b,=0.16, b, =0.105, t; = 1000, t; = 3000, t;, = 1555

4.11. abra. Valtozd paraméterek az instabil sokasagon. A pirossal abrazolt
trajektoridknal végig valtozott a paraméter, a zoldnél csak b = 0.105-ig. Mindkét esetben
6-6 kiilonboz6 kezdéfeltételbsl inditottam trajektoriakat.

A 4.11 abran megfigyelhetd, hogy amennyiben a véltozé paramétert még az instabil
palyan megéallitjuk, a trajektoriak azonnal elkezdenek tavolodni. Ez a tavolodés az instabil
palydknak megfelelGen exponenciélis iitemben torténik, amely lassan indul.

Ezek utan azt néztem meg, hogy pontosan mennyi ideig marad rajta a trajektoria
az instabil palyan, és a levalas pillanataban mekkora lesz b értéke. Ehhez futtattam sok
trajektoriat, és megnéztem, hogy mennyi idg telt el a bifurkacio pillanatatol (b = 0.097),
a levalasig. Az adatokat a 4.12. d4bran abrazoltam. A levalas pillanatat ugy definidltam,
hogy megkerestem, hogy mikor lesz két egymés utani B? maximum kiilonbsége nagyobb,

mint 0.05.
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Az instabil palyan téltott id6 A levalas pillandtaban b értéke
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12004 .7
0.145 -

1000 T 0.140 o

0.135 4

@
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0.115 4

0110 ¥

0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010
(b2 —by)f(ta —t1) (by = b1)i(ts —t1)

4.12. abra. Az instabil palyan toltott id6, és b értéke a levalas pillanataban. A vizszintes
tengelyen % talalhato, a rovid atvaltas utan azt kapjuk, hogy to — t1 az [1000, 10000]
intervallumon megy végig. Minden trajektoriara b; = 0.06, by = 0.17.

Az abrakrol egyértelmi kapcsolatot nem tudtam leolvasni, a mért értékek kozott nem
volt hatvanyfiiggvény, sem exponenciélis kapcsolat. Az viszont egyértelmtien latszik, hogy
ha a paraméter lassan véaltozik, akkor id6ben tovabb marad az instabil palyan a trajektoria,
viszont kisebb paraméterig jut el, azaz a bifurkacios diagramon révidebb tévolsagot tesz

meg.

4.3.1. Poincaré-metszet

A fazistérbeli szerkezet megértéséhez megvizsgaltam a Poincaré metszetet az instabil
palya kornyékén, tehat a trajektoriat elmetszettem a B = 0 sikkal. Az eredmények a 4.13.
abran lathatoak. Az adatokbol az elsé tranziens szakaszt levagtam, a bifurkacio elGtti
pontokat pirossal jeloltem, a bifurkacié uténiakat kékkel. A bifurkacio el6tt, illetve az
instabil palydn a kapott metszet szimmetrikus a v = 0 egyenesre, a levalaskor azonban

szimmetriatorés jelenik meg.
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Poincaré metszet az instabil palya kornyékén
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4.13. abra. A trajektoria Poincaré metszete t; = 1000, t, = 6000 by = 0.07, b, = 0.15
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értékeknél. Minden abran ugyanaz a metszet lathato, kiilonb6z6 helyekbe belenagyitva.

Az abran megfigyelhetd, hogy a levalas el6tt a pontok egy egyenest kdvetnek, amibgl
az kovetkezik, hogy a fazistérben a trajektoriak jo kozelitéssel egy 2 Dimenzios feliileten
mozognak. Tovabbé feltting, hogy amikor a trajektoridk az instabil palyan vannak, akkor

két-harmasaval csoportba rendezédnek, a csoportok pedig forognak. Ennek a csoportosu-

lasnak a megértése vezethet a teljes jelenség indokainak feltarashoz.

4.3.2. A stabil palya és a trajektoriak tavolsaga

Az eddigiek soran bemutatott jelenség megértéséhez elGszér meg kell vizsgélni, mit
jelent, amikor egy véaltozé paramétertd trajektoria kovet egy pélyat (ami szintugy valtozik
a paraméter fiiggvényében). Ezt a legegyszertibb esetben nézem meg, mégpedig amikor

a trajektoriak a stabil 1-es ciklust kovetik, ami a 3.4 dbran a b € [0,0.1] intervallumnak

felel meg.
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Bifurkacids diagramm v=-0.14 és a=0.05 paramétereknél
b, =0.05, b, =0.15, t; =1000, t; =3000

Ly

BZ

7.80

7.78 1

T T T T T T T
0.09000 0.09025 0.09050 0.09075 0.09100 0.09125 0.09150

b

4.14. abra. Valtozo paraméterd trajektoriak pozicidja a bifurkacios diagramhoz képest,
kozelre ranagyitva. A piros pontok a trajektoriadk maximumai, a kék pontok a
bifurkacios diagram elemei. A kettd kozott egy mérhetd tavolsdgot lathatunk.

v0 = 0.14, a = 0.05, by = 0.15, by = 0.08, ¢; = 1000, t5 = 6000

Amint a 4.14 abran latjuk a trajektoridk nem tudjak tokéletesen kovetni az allando
paraméterekhez tartozo stabil palyakat, lesz koztiik egy jol definialhato tavolsag.

A célom, hogy megnézzem, milyen tavolsdgra vannak a trajektoridk a trajektoriak a
pillanatnyi attraktortol, és ez milyen kapcsolatban van a paraméter valtozésanak sebes-
ségével.

Ehhez a Python scipy.interpolate konyvtar sprev és splev metddusaival fiigg-
vényt illesztettem a bifurkacios diagramon talélhatod stabil palyakra a b € [0.05,0.09]
intervallumon, igy kaptam egy f(b) gorbét. Ezutan kiilonboz6 valtozo b paramétert tra-
jektoriakat futtattam ugyanezen az intervallumon. A trajektoriak B2(¢), b(t) maximumait
megkerestem, majd az f(b(t;)) — B%(t;) = AB?, vagyis a tavolsag értékeket eltaroltam.
A t; azt az id6pontot jeloli, ahol a maximumpontok kozott elszor lesz b > 0.08. Ezt
sok kiilonboz6 trajektoridra megtettem, mindegyiknél b; = 0.05, by = 0.09, ¢; = 1000,

viszont ty € [1100,5000] intervallumbol véalasztottam meg, minden trajektoridra mas ér-
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tékkel. Ekkor a paraméter valtozasanak sebességét a kovetkezSképpen hataroztam meg:
db/dt=(by — b1)/(t2 — t1). A db/dt és AB? kozott polinomialis kapcesolatot feltételeztem,

ezért log-log diagramon abrazoltam &ket, és egyenest illesztettem rajuk:

A trajektoriadk és a stabil palyak kozti kilonbésg db/dt fliggvényében.
v0= —0.14, b; =0.051, b, =0.09

® szamolt adatpontoks
— llesztett egyenes

0.08)))

—5.0

—5.5 4

log(AB2(t(b

—6.0 4

—6.5 1

T T T T T T T
-11.5 -11.0 -10.5 -10.0 -9.5 -9.0 —8.5

log(db/dt)

4.15. abra. AB? és db/dt kozotti osszefiiggés log-log diagramon abrazolva. Az illesztett
egyenes meredeksége: 1.01661

Az egyenes meredeksége nagyon kozel van az 1-hez, igy db/dt és AB? kozott egyenes
aranyossag van.

Ezt elméleti tton is meg lehet magyarézni:
A mozg6 paraméternek koszonhetGen nem csak a trajektoria mozog a fazistérben, hanem
a stabil palya is. A stabil palydnak a sebessége bifurkdcios diagramon: f(b)%2
A trajektoria sebességét pedig a mozgéasegyenletekbdl hatarozzuk meg. A 2.4.3 szakasz-
ban targyalt modszerek alapjan a mozgasegyenleteket sorba lehet fejteni, és a linearis
tag fog dominalni. Igy a trajektoria sebessége aranyos lesz a fixponttol vett tavolsagtol:
MAB. Révid szamolas ttjan belathato, hogy a bifurkacios diagramon hasznalt AB? ér-

tékre ugyanigy egyenes aranyossag lesz érvényes. Ezek alapjan akkor all be egyensily, ha
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a stabil palya, és a trajektoria sebessége megegyezik, tehat:

db
/ D ABQ
Fio) g =A
AT W
a ="

Ezzel a korabban emlitett db/dt és AB? kozotti egyenes aranyossagot beldttuk. Persze
a bizonyitas csak akkor allja meg helyét, ha f’(b) valtozési sebessége elhanyagolhato a
dinamika egyéb elemeinek véaltozasahoz képest, igy példaul nem alkalmazhat6 a bifurkacios

pont kornyékén (mint ahogy azt korabban lathattuk: 4.9).

4.3.3. Az instabil palya és a trajektoriak tavolsaga

Az imént lattuk, hogy a stabil palya kdvetése konnyen modellezhets. Az instabil palya-
nal viszont egy jelentds probléméba meriilt fel, mégpedig, hogy az instabil fixpont helyét
egy folytonos differencialegyenlettel rendelkezé disszipativ rendszerben nem egyszert meg-
hatarozni. Ebben a dolgozatban erre nem keril sor, a jév6ben viszont ez egy kulcslépés
lenne a probléma pontos modellezéséhez. Ennek tudataban egy masik kozelité modszert al-
kalmazok a trajektoria, és az instabil fixpont tavolsidgénak meghatérozasahoz. Korabban
méar ismertettem, hogy a bifurkicids diagramon a trajektoridk egy diszkrét leképezése
lathato. Ezt kihasznélva megnézem, hogy mekkora lesz két egymést kéveté maximum téa-
volsdga. Ahogyan azt a 4.10 abran is lehet latni, a maximumok felvalva le-fel ugralnak a
fixpont koriil, igy a tavolsaguk kozelit6leg a fixpont, és trajektoria tavolsaganak duplaja.
Ennek tanulmanyozéasara a 4.16. abran abrazoltam a bifurkacios diagramot, egy trajekto-
riat, a trajektorianak az el6bb emlitett tavolsigait, illetve ezen tévolsagok logaritmusat.
Latszik, hogy a dinamika els§ szakaszaban a kiilonbségek egy 0 kozeli konstans értéket
vesznek fel, ebben a szakaszban tudja a trajektoria szorosan kévetni a fixpontot. Tovabba
az is igazolodott, hogy a levalaskor a maximumok val6ban exponencialis iitemben tavo-
lodnak, hiszen a logaritmusnél egy egyenes latunk. Azonban az jelenségnek egy fontos
jellemzgjét véljiik felfedezni az exponencialis szakasz kezdetén, mégpedig, hogy a logarit-
mus elkezd oszcillalni, majd egy jelentés minimum utédn indul meg a levalés jelensége. Ez
a jelentGs minimum a 4.13. abran annak a pontnak felel meg, amikor a szimmetriatorés
megjelenik, az egyik oldal ,visszafordul”. Az abran elkészitettem kiilonb6z8 paraméterekre

is, és nagyon hasonlé karakterisztikat kaptam.
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A trajektoria, és a maximumok kilénbésge

15.0 ~

12.5 A

10.0 ~

7.5 4

5.0 4

2.5 1

0.0

—2.5 1

.+ trajektoria
—— kulénbseg
—— kulénbség logaritmusa

—5.0 1

T T T T T T T T T
0.10 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18

b

4.16. abra. A trajektoria paraméterei: t; = 1000, to = 4500, by = 0.061,b; = 0.17. A

4.3.4. Elméleti megkozelités a probléma modellezésére

A instabil palya kovetésének modellezésére két korabban latott tulajdonsagot fogok
kihasznélni. A Poincaré-metszeten azt lattuk, hogy mind a fixpont, mind a trajektoriak
egy egyenesen mozogtak (4.13), és a diszkrét leképezés soran az instabil fixpont koril a
trajektoria a levalas soran minden iteracidoban a fixpont ellenkezé oldalara &llt at, ahogy
azt a 4.3.3 szekcioban lehetett latni. Ezek alapjan a probléméat lehet abrazolni egy egyenes-
re levetitve, ahol a trajektoriat egy diszkrét leképezéssel mozgatjuk. Legyen a trajektoria
helye ezen az egyenesen x,,, a fixponté pedig y,. Statikus paraméternél a y,, nem valtozik,
tehéat a leképezés a (4.2) egyenletben lathato, ahol A egy egynél nagyobb pozitiv szam,

mivel, a fixpont instabil. Ez kielégiti az xz,, — y,, érték iteracionkénti elGjelvaltasat.

Tp+1 = Yn + )‘<yn - xn) (4'2)
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Amennyiben a rendszerparaméter valtozik, a fixpont helye is valtozni fog. A 4.16 abra
szerint ez jo kozelitéssel egy egyenes. Ezek alapjéan y,-hez minden iteracioban konstans
értéket kell hozzéadni, y,.1 = y, + ¢. Mivel A a bifurkacios pont kozelében 1 koriil van,
tovabba a b rendszerparaméter névelésével néni fog, feltételezziik a legegyszertibb modellt,
hogy linearisan né b-vel. A (4.1) egyenlet szerint b egyenesen aranyos az idével, tehat
feltételezhetjiik hogy A is egyenesen aréanyos lesz az idével, azaz az iteraciészammal. A\, 1 =

An + d. Ezek alapjan a végsé modell:

Tnt1 = Yn + An(Yn — Tn)
Ynt1l = Yn +C (4.3)
A1 = A\ +d
A kezddfeltételek, hogy A\g = 1, xg = o + €, ahol € egy kicsi szam, mivel a bifurkacios
pontnél a trajektoria és a fix pont kozel vannak. Rovid kisérletezés utan meghataroztam
a modellben szereplé paraméterek értékei, és az eredményemet a 4.17 abran abrazoltam.

Az eredményeket 6sszehasonlitva a 4.16. dbraval, nagyon hasonlé szerkezetet kapunk, a

® X 1.450 q == x 9
40 " q n LA
— ¥n = ¥n A
Xp— Xn-1+ 20 Xp— Xp-1+ 20

1.425 4
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13254
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4.17. abra. A modell paraméterei: ¢ = 0.005, d = 0.003, ¢ = —0.0025.
A kapott x,, pontoknak megnéztem a kiilonbségét, és a kiilonbségek logaritmusét, a
kapott fliggvényekhez a jobb lathatosag érdekében rendre hozzédadtam 20-at, és
megszoroztam H-tel.

kiilonbség csupan annyi, hogy ebbe a modellbe nincs beépitve a kettes ciklus, emiatt az
exponencialis novekedés nem &ll le, viszont minket sokkal inkabb az érdekelt, hogy mi

torténik az instabil palyanal, és miért kdvetkezik be a levalas. Ezt a modell alapjan meg
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lehet mondani, mivel itt tudjuk a fixpont helyét. A fenti dbra jobb oldali ablakin az
latszodik, hogy mi torténik n = 72-nél, azaz a kiilonbség logaritmusanak minimumaban.
Azt olvashatjuk le, hogy Ezel6tt a pont el6tt a x, kisebb volt, mint y,, viszont a pont
utan méar elkezd oszcillalni koriilotte. Azt gondolom, hogy az eredeti problémanal is valami
hasonlé okozza a levalast.

Az itt emlitett modell meglehetésen durva kozelitéseket hasznélt, és semmi esetre
sem allitom, hogy ezzel az eredeti probléméat jol tudna szimulalni. Ennek ellenére egy
jo szemléletet ad arra, hogy milyen mechanizmusok allhatnak az instabil palya kovetése

mogott, illetve hogy a trajektoria hogyan helyezkedhet el az instabil fixponthoz képest.
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5. fejezet
Osszegzés, nyitott kérdések

A tanulmanyom célja megvizsgalni, hogy a disszipativ kaotikus rendszerek leirasa-
ra alkalmazott technikik miként modosulnak, amint a rendszerparamétereket elkezdjiik
folytonosan valtoztatni. Ennek fényében elemeztem egy, a naptevékenység leirdséra szol-
galo alacsonydimenziés dinamémodellt, amely kiilonb6z6 paraméterek mellett rendkiviil
valtozatos dinamikat mutat.

A modell tanulmanyozéasa soran elGszér megvizsgaltam a dinamikat statikus para-
méterek mellet. Meghataroztam a trajektoridk fazistérbeli viselkedését, a kaotikus att-
raktorokat, bifurkacios diagramokat, valamint a természetes eloszlast. Ezutan attértem
a valtozo paraméterek esetére, és ravilagitottam a ,fantom” attraktorok, és a bifurkacio
utan a trajektoriak rajta maradnak egy instabil palyan. A  fantom” attraktorok jelenlé-
tét parhuzamba hoztam a kaotikus nyereghalmazokkal, az instabil palya kévetését pedig
részletesen tanulményoztam, meghataroztam a rajta eltoltott idét, és felvetettem a levalas
egyik lehetséges okat.

Osszességében sikeresen ravilagitanom arra, miszerint a valtozé paraméterek mellett
tapasztalt jelenségek megértéséhez a kordbbi modszerek nem bizonyulnak elégségesnek,
ezért indokolt egy 1j fogalmi rendszer és eszkoztar kialakitasa.

A munkaim sorén szamos nyitott kérdés meriilt fel bennem, amelyek kivalo alapanya-
got adnak a jovGbeli kutatasi munkak folytatasahoz. Ezek koziil felsorolnam a legfonto-

sabbakat:

e Milyen matematikai modellel lehetne leirni az instabil palydn mozgo trajektoriat?
Hol helyezkednek el a stabil és instabil sokasidgok, illetve hogyan kdvetik ezeket a

trajektoridk? Hol van az instabil fixpont a trajektoriakhoz képest?
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e Milyen matematikai modellel lehetne részletesen leirni a nyereghalmazon mozgast
valtozo paraméterek esetén? Mikor fordulhat eld, hogy egy attraktor nyereghalmazza

alakul at egy rendszerparaméter valtozasaval.

e A sokasagkép, illetve eloszlasok kvantitativ jellemzése, a nem-autonéom dinamikai

rendszerek jellemzésére kialakitott modszertan bévitése.

e Milyen dinamikai rendszerekben teljesiilnek azok a jelenségek, amikre a tanulma-
nyomban ramutattam ( fantom attraktorok, instabil péalyak kovetése), és milyen
altalanos feltételeket szabhatunk meg ezekhez? Vajon ez a viselkedés csak erre a
rendszerre specifikus, vagy az alacsonydimenziés dinamikai modellek altalanos ka-

rakterisztikait hataroztuk meg?

e A napdinamé tanulményozasa soran kapott eredményeket vessiik 0ssze mas szimu-
lacios modellekkel, mint példéaul a 3D MHD modellek. Vajon ott is tapasztalunk

hasonl6 jelenségeket? Milyen mértékben térnek el a kapott eredmények?

Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni mély halamat témavezetémnek, Kovacs Tamasnak, amiért tobb
mint masfél éve segiti tanulmanyaimat és mérhetetleniil sok id6t és energiat forditott
ram. Ezalatt nem csak szakmai tanacsokkal latott el, de emberileg is példat mutatott, él-
vezetes volt a kozos munka. Nélkiile ez a tanulmany nem valosulhatott volna meg. Tovabba

szeretném megkoszonni az Egyetemi Kutatoi Osztondij Program-nak valamint a MOL -
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