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Kivonat

Dolgozatomban a kaotikus rendszerek idéfejlédésével foglalkozom, idében véltozd
paraméter mellett. A problémét a tokamakokban futé magneses erévonalak egy
egyszertisitett leképezésén keresztiil mutatom be, amik a plazméban 1év§ toltott
részecskék palyajat adjak meg elsd kozelitésben. Bemutatom, hogy az ergodikus
mégneses limiter rendszerre kapcsolasa esetén, ha elég nagy a limiter- és plaz-
madram aranya, akkor a magneses er6vonalak kaotikus viselkedését tapasztaljuk.
Vizsgélom id&fiiggd aramarany esetén az tn. snapshot toruszok felbomlasat, tovab-
ba a kdoszhoz mérészamokat is rendelek, az Gn. altalanositott Ljapunov-exponenst
és a torusz felbomlasinak kezdetét. Egy szigetlanc és egy snapshot torusz idéfej-
16dését vizsgalva diszkutdlom a kdoszelméletben ismert ragacsos zoénak idéfliggd
megfelel§jének lehetséges megjelenését az idéfejlédés soran. Kiilonbozs rataja pa-
ramétervaltozasok vizsgalataval megallapitom, hogy a felbomlasi pont és a véltozas
rataja kozott hatvanyfliggvény kapcsolat figyelhets meg.
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1. Bevezetés

Sokféle természeti jelenség vizsgalatanal és lefrasanal jatszik lényeges szerepet a rendszer
kaotikus viselkedése, a bolygémozgastol kezdve a folyadékok nagy sebességli aramlasan
keresztiil az id6jarasig [1]. Lényeges a kdosz vizsgalata plazmafizikiban is, ahol a to-
kamakok, sztellaratorok a jové zold energiatermelésének lehet&ségét hordozzédk maguk-
ban. A plazma Gsszetartasaval kapcsolatos kutatéasokra nagy sziikség van, hiszen a fizios
energia-elGallitas elérésének elSfeltétele az Osszetartasi id6 novelése [2]. Annak ellené-
re, hogy a kdosz jelenléte hossza tavia elérejelezhetetlenséggel jar egyiitt, tokamakokban
kiviilrél szabalyozott kaotikus jelenségekkel lehetséges meghosszabbitani a plazma 6ssze-
tartasat 3], an. ergodikus magneses limiterek segitségével, amik a berendezésben kart
tevd plazma-fal kolesonhatasok kontrollalaséra is hasznalhatok.

Napjainkban egyre tobb figyelmet kap az olyan kaotikus rendszerek vizsgalata is,
ahol a fazisteret nem csak kiilonb6z6 paraméter értékek mellett térképezik fel - példaul
birfurkacios diagrammal - hanem a trajektoriak mellett a rendszer valamely paramétere
idében véltozik [4, 5]. Ezzel lehet modellezni tébbek kozott a klimavéltozast, hiszen a
légkorben fellelhetd szén-dioxid évek ota névekedd mennyiség [6, 7|. Ehhez viszont sziik-
séges bizonyos, korabban mar sokszor hasznalt kidoszelméleti fogalmakat altalanositani,
atértelmezni gy, hogy értelmet nyerjenek az idében folyamatosan valtozé rendszerben
is.

A kovetkezSkben egy olyan leképezéssel foglalkozok, amivel a tokamakban futé6 méag-
neses er6vonalak modellezhetSk, ezzel betekintést nyerve a toltott részecskék mozgasaba
a plazmaban [8]. Egy ergodikus limitert is a rendszerre kapcsolva a limiter- és plaz-
maaram aranyanak megfelel§ paramétert fogom az idében valtoztatni, ezzel vizsgalva a
kvéziperiodicitas megsziinését és a kiosz megjelenését a rendszer bizonyos tartomanya-
in. Az an. snapshot toéruszok idébeli felbomlasdhoz mérdszamokat is rendelek, a kozeli
trajektoriak eltavolodasi ratajat jellemzd Ljapunov-exponenst, és a (t6bb téruszbol allo)
szigetlancok felbomléasat jellemzé idépontot. Megfigyelem azt is, hogy kiilonb6z6 parmé-
tervaltozési ratdk mellet hogyan valtozik egy adott szigetlanc felbomlasa, és ezek alapjan
vizsgalom a véltozasi rata és a felbomlési pont egyméshoz valo viszonyét is.

A dolgozatban vizsgalt jelenségek részletezése elGtt elGszor attekintem a megértés-
hez sziikséges kaoszelméleti és plazmafizikai fogalmakat, majd a vizsgalati modszereket
kifejtve bemutatom az eredményeket. Végiil réviden 0sszegzem a tapasztalatokat.

2. Kaoszelméleti hattér

A természetben sokféle folyamat mutat kaotikus viselkedést, olyannyira, hogy a kadosz
sokkal tipikusabb viselkedés, mint a periodicitas. Fizikai értelemben az a folyamat ka-
otikus, ami determinisztikus, de nem ismétli 6nmagat, érzékeny a kezddfeltételekre, és
a fazistérben fraktélszerkezetet mutat. Ilyen folyamatok trajektoriai kitoltik a fazistér
elérhetd tartomanyéat, azaz ergodikusak [1]. A dolgozatban vizsgélt problémaban konzer-
vativ rendszerek kdoszéaval foglalkozom, amihez el6szor bemutatom a kaotikus rendszerek
fazisterének jellemzg felépitését.

2.1. Nem kaotikus Hamiltoni rendszerek fazistere

Széles korben talédlkozhatunk konzervativ rendszerekkel, melyek dinamikaja leirhaté Ha-
milton-fiiggvénnyel, mint a klasszikus surlodasmentes mechanikai rendszerek, vagy a
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plazmék mégneses erévonalai |9, 10]. Ilyen rendszerekben a mozgas f db altalanos hely-
és f db impulzus koordinataval irhato le, ahol f a rendszer szabadsagi fokainak szama, és
a mozgasegyenletei elsérendd differencialegyenletek [11]. A mozgas leirasahoz elegendd
ismerni annak Hamilton-fliggvényét és a kezdéfeltételeket, innen a differencidlegyenle-
teket megoldva megkapjuk az altalanos koordinatédk és impulzusok idéfliggését. Mivel
dH/dt = 0H/0t, ha a Hamilton-fiiggvény expliciten nem fligg az id6t6l, akkor idében
alland6 marad, ez az energiamegmaradas torvénye. A konzervativ rendszerek tovabbi
jellemzGje, hogy a disszipativ hatésok hidnyaban a fazistérfogat-osszehtuzodasi rata 0,
vagyis érvényes a Liouville-tétel [10].

Mig disszipativ rendszerben idével minden kezdéfeltétel rahuzodik egy attraktorra,
addig konzervativ rendszerekben bizonyos kezdéfeltételekhez periodikus, mésokhoz kva-
ziperiodikus mozgas tartozik. Utobbiakhoz a fazistérben invarians gérbék (vagy pont-
halmazok) tartoznak, amiket toéruszoknak neveziink. Az elnevezés eredete, hogy a kvazi-
periodikus mozgasokat tekinthetjiik f kiilonb6zé frekvenciaval felirhato periodikus moz-
gasnak, melyek koziil egyik sem valamely masik frekvencia tobbszorose, vagy ilyen tébb-
szorosok linearkombindacioja, hiszen az visszaadné a tisztan periodikus esetet (f > 2) [9].
Ezek a periodicitasuk miatt jellemezhetSk egy-egy szogvaltozoval, tehat a fazistérbeli
hely f db szoggel adhato meg, azaz a kvéaziperiodikus mozgas egy f dimenzids torusszal
topologiailag egyenértéki feliileten torténik.

Vizsgaljunk egy kvaziperiodikus mozgast 4 dimenzids, konzervativ fazistérben, f = 2
mellett. Az energiamegmaradést kihasznalva az egyik valtozo kikiiszobolhetd, és a fazis-
tér 3 dimenziora redukalhato. Igy a trajektoria egy 3-dimenzios torusz feliiletén, annak
kistengelye és nagytengelye koriil korbefordulva fog haladni, ahogy az az 1. 4bran latha-
t6. Legyen a kistengely koriili korbefordulas frekvencidja wy, a nagytengely koriili pedig
wy. Ekkor definialhajuk a tajektoriara a csavarési szamot, ami ennek a két frekvencianak
a hényadosa:

w1
v=—.
W2
Ez azt mondja meg, hogy egy, a nagytengely koriili teljes kor alatt hanyszor fordult kérbe
a kistengely koriil a trajektoria. Ha v = p/q; p,q € INT csavarési szam racionalis, akkor
a trajektoria onmagaba zarodik, periodikus mozgasrol van szd, mig irracionalis csava-
rasi szam esetén nem tapasztalunk visszatérést, a trajektoria a torusz barmely pontjat
megkozeliti, és a mozgas kvaziperiodikus [1].

Van, amikor nem célravezetd a 3-dimenzios fazistér kozvetlen vizsgalata, ilyenkor egy
leképezéssel lehet tovabb redukalni a fazistér dimenziojat, ilyen példaul a stroboszkopikus
leképezés vagy a Poincaré-metszet. A leképezés fogalma az absztrakt definicio szerint egy
fiiggvény, melynek értelmezési tartomanya és képe is egy-egy (absztrakt) halmaz, a kettd
természetesen lehet atfedd, és meg is egyezhetnek. Beszélhetiink folytonos leképezésekrsl,
példéaul egy auto sebességének idéfiiggése, és diszkrét leképezésekrdl, ugyanennek az au-
tonak a sebességét két percenként leolvasva. Az utobbi modszert - egy bizonyos mennyi-
ség azonos id6kozonkénti mintavételezését - nevezziik stroboszkopikus leképezésnek. Egy
mésik lehetdség folytonos rendszer diszkrét leképezésére az tn. Poincaré-metszet, ehhez
vessziik a fazistérnek egy adott feliilettel valo metszését. A metszeten egy adott pont
képét a pontot tartalmazd trajektorianak a feliiletet id6ben egymast kovets metszései
adjak meg, azaz a leképezést a trajektoria kovetkezs visszatérése hatarozza meg, ahogy
a 2. abran is lathato.

Diszkrét leképezésen egy racionélis toruszhoz n db diszkrét pont tartozik. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a mozgés n-szeres periodikus ciklus, és n leképezési 1épés utan visszajut
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1. dbra. Trajektoriak a toruszon. A felsé abra egy olyan kezdéfeltételt mutat, amihez
kvéaziperiodikus mozgés tartozik, mig az alsdé abran periodikus mozgés lathato, a trajek-
toria 6nmagaba zarodik. Forras: |9

az eredeti pontba a trajektoria. Ekkor a pontok szamat a v = p/g¢-t relativ prim alakban
felirva q fogja meghatarozni, p pedig a koriiljarast adja meg. Irracionalis téruszoknal
a leképezésen nem lesz ilyen visszatérés a kezdeti ponthoz, ezért egyetlen kezdéfeltétel
kirajzolja a torusz teljes folytonos gorbéjét, ahogy azt a 2. abra mutatja. Az alapjan,
hogy milyen gyorsan toltddik ki a torusz feliilete, lehet értelmezni ,kevésbé” irracionalis
szamokat, amikor a csavarasi szam jol kozelithets racionalis szammal, lanctort alakban.
Ekkor kozelits visszatérést figyelhetiink meg, leképezésen ezért csak lassan rajzolodik ki
a fazistérben a toruszhoz tartozo folytonos vonal. [1]

2.2. Hamiltoni rendszerek perturbaciéja, a kdosz kialakulasa

Ha egy kezdetben konzervativ, nemkaotikus rendszert kis perturbacioé ér, akkor annak
a hatésat legjobban a racionalis toruszok fogjédk érezni, hiszen az egzakt visszatérés
megsziinik, a perturbacié hatasa felhalmozodik. Az egyre erdsodé eltérés kivetkeztében
ezek a toruszok fel fognak bomlani, de az itt megjelené kdosz még csak mikroszkopikus,
hiszen mindkét oldalrél kérbevehetik irracionalis toruszfeliiletek is, ahol a perturbalo
hatés kiatlagolodik, igy azok még tulélik azt [1].

A felbomlas utan az eredeti torusz helyén fixpontok maradnak, a Poincaré—Birkhoft-
tétel értlemében elliptikus és hiperbolikus fixpontok felvaltva. A hiperbolikus fixpontok
stabil és instabil sokasagai metszik egymast tin. homoklinikus pontokban, mig a kiilon-
bo6z6 hiperbolikus fixpontok sokasagai heteroklinikus metszéseket adnak, ahogy az a 3.
abran is lathato [11]. Ezek jelenléte mutatja, hogy ebben a vékony savban kaotikus moz-
gés alakul ki [1]. Amikor kiosz és a periodikus, kvaziperiodikus mozgas egyszerre van
jelen, azt osztott fazistérnek nevezziik.
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2. dbra. Két dimenzids Poincaré-metszet készitése. Bal oldal: egy trajektoria egymést
kovets metszései a fazistér adott feliiletével. Jobb oldal: egy irracionélis csavarasi szamu
torusz és a képe Poincaré-metszeten. Forras: [1]

Az elliptikus fixpontok koril kisebb toruszok alakulnak ki, amik szigetlancot alkot-
nak, és a mozgas rajtuk szintén kvaziperiodikus. Viszont a perturbacio jelenléte miatt
nem mindenhol alakulhatnak ki toruszok, kozottiik ismét kaotikus sédvokat lehet latni.
Ezekben ismét szigetlancok keletkeznek a korabbival onhasonlé modon, igy tn. kovér
fraktalszerkezet alakul ki a fazistérben [1].

Azt, hogy a perturbéci6 tovabbi novelésével mely irracionalis téruszok bomlanak fel
vagy maradnak kvaziperiodikusak, azt az in. KAM-tétel segitségével lehet meghatarozni,
és az adott perurbécié mellett fel nem bomlé téruszokat KAM-toruszoknak nevezziik
[11]. A tétel csak nagyon kis perturbaciok esetében érvényes, mig a valosagban sokkal
nagyobb hatasok is jelen vannak. Ahogy a perturbacié eréssége nd, egyre tobb torusz
felbomlik, az ezekbdl keletkezd kaotikus tartoményok egyre jobban osszeolvadnak, az
elliptikus szigetek aranya pedig egyre inkdbb csokkenni fog. Ha a kaotikus tartoméanyok
méar a fazistér egy jelentds teriiletét kitoltik, akkor makroszkopikus kaoszrol beszéliink,
ezt numerikus szimulalassal lehet vizsgalni.

Mivel a rendszer konzervativ, ezért az energia megmarad, tovabba teljesiil az ergo-
dicitas is, miszerint a fazistérbeli atlag megegyezik az idébeli atlaggal [12]. Ennek a
kovetkezménye az, hogy minden kezdd&feltétel elegendGen hosszi id6 utéan bejarja a fa-
zistér szamara elérhets részét, és az is, hogy kell6en nagy minta vizsgélata betekintést
nyujt a hosszutavi viselkedésbe.

2.3. Ljapunov-exponens

Az eddigiekben az osztott fazistér nemkaotikus részérsl, és a kaosz kialakulasarol beszél-
tem részletesebben, a kévetkezGkben a kaotikus tartomanyok vizsgalatarol is szeretnék
szOt ejteni. A kaotikus sav definialhato a rajta 1évé végtelen sok instabil periodikus pa-
lya, és azoknak a homolkilinkus és heteroklinikus metszéseinek az Osszességeként |1, 9]. A
kaosz tulajdonsagaihoz, mint a szabalytalansag vagy kezddéfeltételekre vald érzékenység,
egyes mérdszamokat is lehet tarsitani, az utébbihoz tartozik a Ljapunov-exponens.

A kaotikus savban stirtin helyezkednek el a fixpontokbol és cikluspontokbdl 41l hiper-
bolikus palyak [1|. Egy hiperbolikus fixpont kis kornyezetében linearizalhato a rendszer,
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3. abra. A perutrbacié hatasara felbomlott torusz kornyezete. Lathatoak az elliptikus
fixpontok koriil kialakulé toruszok, valamint ezen fixpontok stabil és instabil sokasagai,
melyek sokszorosan metszik egymast. Forras: [11]

és definidlhaté az tn. stabilitdsi matrix ennek a sajatirdnyai mentén exponenciélis ko-
zeledést vagy tavolodast tapasztalunk a fixponthoz képest. Altalanos trajektoriara mar
rovid id6 utéan is ezek koziil az utébbi lesz a dominénsabb, ez a kozeli kezdfeltételek
eltavolodasat eredményezi.

Nézziink egy x fazistérbeli vektort mint kezddfeltételt, és egy diszkrét M(x) leké-
pezést (mint példaul a rendszernek egy Poincaré-metszete). Ha a leképezésnek J(x) a
Jacobi (azaz stabilitasi)-matrixa, x, a vektor képe n leképezési lépés utan, és az xo-tol
infinitezimalisan kis eltérési kezddfeltétel xqg + dxq, akkor a kis eltérés iddfejlédése a
kovetkezsképp irhato:

0Xnp1 = J(X,) - 0%, = J(x) T (X_1) - 0%y = ... = J" T (x0) - 6%,
ahol az utolso egyenlGséggel egy jelolést vezettem be a szorzatra:
J*(x0) = J(xp-1)J (Xp—2) ... J(x0).

Itt azt hasznaltam ki, hogy nagyon kis eltérés esetében a leképezésnek jo kozelitése az
adott helyen érvényes stabilitdsi matrix. A |0x,|/|0xo| arany fogja megadni, hogy a kis
perturbaci6 az idéfejlédes soran néni vagy csokkenni fog. A mérGszamot a dxg vektor
helyett célszerii egy iranyvektorral jellemezni, ezért uy = dxq/|0xg| bevezetésével a lokalis
Ljaponov-exponens a kovetkez&képp definialhato:

1 1
/\(Xo,llo) = lim —1In <|5Xn|) = lim —1H|Jn(xo) . u0|,

n—oo N |§x0| n—oo N
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ami az exponencialis kozeledés vagy tavolodas ratadjat adja meg, és d dimenzidban leg-
feljebb d kiilonb6z6 Ljapunov-exponens tartozik minden kezdéfeltételhez. Ez a definicio
kiterjeszthetd folytonos idére is, els6rendi kozonséges differencidlegyenletrendszerek ese-
tében, ott n szerepét az id6 fogja betdlteni, dx,, helyét az idéfiggs 0x(t) veszi at. [9)

Az igy definidlt mérészamok lathatoan lokalis mennyiségek, viszont lehet definiél-
ni egy un. atlagos Ljapunov-exponenst is, ezeknek a térbeli atlagolédsaval. Konzervativ
rendszerek kaotikus tartomanyan egyenletes a természetes eloszlas, ezért az atlagérték
megegyezik a lokalis mennyiséggel.

2.4. Ragacsos zonak

Ragacsosnak nevezziik az (4lland6 paramétert) fazistér azon tartoméanyat, ahova ha be-
keriil egy kaotikus trajektoria, akkor azt csak hosszu idé multan hagyja el, a trajektoria
wbeleragad”. A jelenséget elGszor 1971-ben észlelték, stabil dinamikaju szigetek (koncent-
rikus toruszokbol allo tartomanyok) peremén [13]. Ebben a ragacsos zonédban a dinamika
nagy skalan nem kaotikus, és kialakulasa szoros kapcsolatban all a legkiils6 KAM-torusz
felbomlasaval. Ekkor a még fel nem bomlott térusz mindkét oldalan megjelent a kiosz,
és a KAM-torusz felbomlasa utan a helyén marado fraktalszerkezetben lévé kis hézagok
miatt ha egy tarjektoria bejut a volt torusz belsé tartoméanyéra, akkor onnan csak hosszu
id6 utan jut vissza a kaotikus tartomany tobbi részébe. A felbomast okozd perturbacio
novelésével a hézagok meérete is novekszik, ezért a beragadas ideje csokkenni fog. [14]

2.5. Id6ben valtoz6 paraméterii rendszerek vizsgalata

Mar kordbban is vizsgéltak fizikusok olyan, példaul mechanikai rendszereket, amelyben
a rendszert leird valamely p paraméter lassan, adiabatikus modon valtozik. Ekkor a kor-
latos mozgast jellemzé T id6 alatt elhanyagolhatoan kicsi p valtozasa. Ilyen problémék
megoldasakor érdemes megkeresni az tn. adiabatikus invarianst, azt a mennyiséget, ami
w valtozéasa mellett konstans marad [10]. A adiabatikus invarians modszere a fizika tobb
teriiletén is alkalmazato, a molekulak dinamikajatol kezdve az idGjaras elérejelzéséig [15].
Ha p a korabbiakban emlitettnél gyorsabban valtozik, azaz a rendszer bels6 idGskalajé-
hoz képest is szignifikins annak valtozasa, akkor a hasznélt kozelitések érvénytiket vesz-
tik, és az adiabatikus invaridans modszerével nem lehet megkozeliteni a kérdéskort. Ilyen
problémakkal is széleskorben talalkozunk, példaul mar egy egyszerd kiviilrsl 10kdosott
harmonikus oszcillator idéfejlédése is lehet nemadiabatikus.

Gyorsan valtozo paraméter esetén az allando paramétert fazistérben megjelend hiper-
bolikus-elliptikus fixpontok helyzete megvaltozhat az id6fejlédés soran. Ahogy elmozdul-
nak a fazistében bel6liik in. snapshot hiperbolikus-elliptikus pontok lesznek, a fazistér
elemei id6fliggévé valnak. Ilyenkor a toéruszok, kaotikus tartoméanyok is valtoztatjik az
alakjukat, ezért snapshot toruszoknak és snapshot kaotikus tartomanyoknak nevezziik
Sket [5].

Mivel a hiperbolikus pontok maguk is mozognak, ezért az ezekhez nagyon kozeli
kezddfeltételek kozelmaradasa nem garantalhato, maga a hiperbolikus pont eltavolodhat
a kiindulési helyét6l annyira, hogy a linearis kozelités mar nem lesz elegends. Mivel ez a
kiindulasi alap a Ljapunov-exponens szamitasédnal, ezért sziikséges ennek a fogalomnak
a valtozo paraméter melletti altalanositéasa.

Ehhez két kozeli pont helyett sok, egyméshoz kozeli pontparnak az atlagos viselke-
dését érdemes vizsgalni, ami az ergodicitas megsziinése miatt lesz kézenfekvs. Ugyanis
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az egyedi trajektoriak hosszu ideji atlaga mar nem értelmezhetd, azonban egy sokasag
feletti atlag igen. Tovabbra is fennal, hogy a fazistér osztott, igy nem mindegy, hogy
kaotikus tartoményrol vagy toruszokrol valasztjuk a pontpéarokat, sét, az id6fiiggés mi-
att egymastol tavoli toruszok idébeli fejlédése is lényegesen eltérhet, ezért a vizsgalt
ponthalmaznak egy jol definialt sokasagrol kell szarmaznia |[5].

A korabbi Ljapunov-exponens definiciotol eltéréen, a kozeli pontpéarok tavolsaganak
logaritmusanak nem idébeli, hanem térbeli, a sokasagon értelmezett atlagat kovetjiik ids-
ben, ez az un. sokasagatlagolt paronkénti tavolsag (ensemble averaged pairwise distance,
EAPD) [5, 16]:

Pn = < In T'n >7

ahol 7, egy pontpar tavolsaga diszkrét idében n lépés utan. Ez egy gorbét ad az id6
fiiggvényében, aminek minden pontjaban az érinté értelmez egy pillanatnyi Ljapunov-
exponenst, tehat A\, = p,, ahol a derivalt diszkrét idében van kiértékelve. Akkor be-
szélhetiink kaotikus viselkedésrdl, ha hosszabb téavon valosul meg a pontpéarok (atlagos)
exponencialis eltavolodasa. Ebben az esetben \ egyszertien a p gorbére illesztett egyenes
meredksége.

Ha a rendszer paramétere idében valtozik, akkor a ragacsos zéonak viselkedése a ko-
rabbiakban targyaltaknal is 0sszetettebb, mivel maga a snapshot kaotikus tartomany is
mutathat nemkaotikus viselkedést egyes régiokban. Ezekben az an. id6fliggé nemkaotikus
tartoméanyokban a trajektoriak vagy gyorsan kaotikussa véalnak, vagy sokiig maradhat-
nak nem kaotikusak is. Utébbiak, az un. id6fiiggé nem-hiperbolikus tartomanyok lehet-
nek az elmélet szerint a ragacsos zonak altalanositasai paramétervaltozas mellett [17].
Ilyen tartomanyok megjelenését nemrég egy galaxismodellben is megfigyelték [18].

3. Plazmatfizikai hattér

Napjainkban népszert kutatasi irany a plazmafizika, mert a jov6 zold energiatermelése
szempontjabol sokan fektetik a reményeiket a magfiziéba. Ilyen lehetséges fuzios be-
rendezések a sztellaratorok és a tokamakok, melyekben nagyon magas hémérsékletii az
anyag, ami plazmaéllapotba keriil, és bizonyos hmérséklet mellett (7'~ 10® K) energe-
tikailag kedvezbb a kénnyd atommagok fazidja. Ez a folyamat energia leadaséval jar,
nem termel szén-dioxidot, és a sziikséges alapanyagok szinte korlatlanul rendelkezéstinkre
allnak. [2]

Az ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) egy nemzetkozi egyiitt-
miikodést magfuzios kisérlet, amely Franciaorszagban talalhato. Jelenleg épités alatt all,
és az elkésziilte utdn az eddigi legnagyobb tokamak lesz a vilagon. A jelenlegi tervek
alapjan 2036-ra miikodésbe 1ép a berendezés, és harom évre ra megkezdédhetnek a fu-
zi6s kisérletek is [19]. Bizonyos feltételezések szerint a kisérletben szerzett tapasztalatok
segitségével mar megvalosithato lesz egy energiatermelési célu fazids reaktor épitése is.

3.1. Magneses er6vonalak tokamakokban

A tokamakok térusz alaku fuzids berendezések, melyekben a plazma adott térfogatba
zarasat annak elektromos drama valositja meg. A tokéletesen Osszetartott plazma leira-
sahoz az egyensilyi magnetohidrodinamika (MHD) eszkoztara hasznalhato. Eszerint az
Osszetartd plazméaban egyensilyi allapotban a magneses erGvonalak olyan zart feliileteken
futnak, amiken konstans a nyomas, a poloidalis méagneses fluxus és az aramstirtség [20].
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Ezeket magneses feliileteknek nevezik, amelyek egymasba agyazott toruszfeliiletek, igy a
rendszernek toroidalis szimmetriaja van, és ennek kdszonhetfen a magneses erévonalakra
vonatkozo egyenletek Hamiltoni dinamikat irnak le [3].

A plazméban 1év6 toltott részecskék a magneses erévonalak mentén csavarvonal-szert
mozgast végeznek, jellemzden kis, an. Larmor-sugarral és Larmor-frekvenciaval [21]. En-
nek a sugarnak a nagysaga elhanyagolhatoan kicsi a tokamak berendezéseinek méret-
skaldjahoz képest, és a frekvencia is kell6en nagy ahhoz, hogy jo kozelitéssel azt lehet
mondani, hogy a részecskék kovetik a magneses erévonalakat. [17]. A tovabbiakban ezt
a kozelitést fogom hasznéni. A tokamakokban egy adott pozici6 megadasahoz Decartes-
koordinatak helyett toroidalis koordinata-rendszert szokas hasznalni, melyben a koor-
dinatak a toroidalis szog (¢), poloidalis szog (), és a kistengely kozéppontjatol vald
tavolsag (r). A geometriai lefrashoz fontos fogalom még a sugararany (aspect ratio), a
torusz nagytengelyének és a plazma sugaranak az aranya. Az ITER-tipusi tokamakok
sugararanya nagynak szamit.

A plazma biztonsagi tényezGjét is fontos megadni, ami azt mondja meg, hogy adott
toruszfeliileten az erévonal toroidalis elfordulasahoz mekkora poloidélis szogelfordulas
tartozik:

_d¢

q(r) = =5,

ami r-fliggs lesz, és alakjat a plazmaaram eloszlasa hatérozza meg [22]. Az elnevezése
onnan szédrmazik, hogy ¢ > 1 sziikséges a hosszabb tavi &sszetartashoz [3]. Eszre le-
het venni a definicidkat Gsszehasnolitva, hogy a tokamak biztonsagi tényezGje pont a v
csavarasi szam reciproka.

Az egymasba agyazott toruszfeliiletek idedlis elrendezése méar a plazmaban 1évé kis
elvaltozasok hatasara (vagy kiils6 behatésra) sem marad meg teljesen. A feliiletek mag-
neses szigetek lancolatava szakadnak szét, amelyek feliiletét kovetve lehetévé valik egy
radialis iranyt héaramlas [23|. Ez diszrupciohoz, azaz a plazma magneses Osszetarta-
sanak hirtelen elvesztéséhez vezethet [24]. Azért sem kedvezs egy diszrupcios esemény,
mert a kozben elfutd elektronok a plazma faléval {itkozve azt megolvaszthatjak, vagy
az anyaghol atomokat kilokve csokkentik a plazmaanyag tisztasdgat. Diszrupcioknak a
teljes mértékid kizarasa nem lehetséges, viszont az esélyeiknek és a kovetkezményeik si-
lyossaganak a csokkentése tobbféle modszerrel is elérhets. Ahogy azt a késébbiekben
diszkutalom, a magneses mez6 perturbalasaval elérhetd, hogy a tokamak berendezésé-
nek anyagaban kart tevé hirtelen, magas fluxusi energia loketek nagysaga csékkenjen a
plazma Gsszetartasat megtartva [25].

Mig az egyensulyi plazma leirhaté az MHD eszkozeivel, addig azok a berendezések,
amik megtorik a szimmetriat, mar olyan mégneses teret keltenek, amit az egyensulyi
allapot perturbacidjaként kell figyelembe venni - ilyenek példaul a rezonans helikalis
tekercsek, vagy az ergodikus méagneses limiterek [3|. Az el6bbi megvalositasat technikai
részletek nehezitik, szemben az ergodikus méagneses limiterekkel. Ezek kisebb feliiletét
fedik le a plazmakamranak, és racsszertien a kamrara tekert aramhurkokbol allnak, ahogy
az a 4. abran is lathato.

Kisérleti tapasztalatok alapjan ilyen limiterek alkalmazasaval a plazma hatéran kao-
tikus viselkedésti er6vonalak jelennek meg, és ezzel csokkenthet a plazma és a tokamak
fala kozotti interakcio, hiszen a részecskék az erévonalak ergodicitdsa miatt nem egy
kis teriiletre fokuszalva csapodnak be plazma instabilitasok soran. Tovabba novelhets a
plazma Osszetartésa, és potencidlisan a diszruptiv instabilitdsok megel6zésében is részt
vehetnek [3]. Viszont a kaotikus er6vonalak vastag rétege maga is diszurpciokat hozhat
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létre, ezért fontos a magneses erévonalak kaotikus viselkedésének részletes ismerete, és
annak irdnyitasa, amikor lehetséges.

Ergodic Magnetic 1
Limiter \\

Ro

Geometric axis

Current feed points
Conductor ﬂ

4. abra. Ergodikus magneses limiter a tokamak kortl. Forras: [26]

I:h'— Insulators

3.2. A tokamak geometriat modellezs leképezés

A tokamakban futd magneses erGvonalak viselkedését Poincaré-meteszettel lehet két di-
menziora redukalni a konfigurécios térben. A rendszer toroidalis szimmetriajat kihasznal-
va rogzitiink egy toroidalis szoget, és ezen poloidalis metszetet készitve bejeldljiik azokat
a pontokat, ahol az (adott iranybol érkezs) magneses erévonalak metszik a sikot. Ez egy
diszkrét leképezéssel fogja megadni a kovetkez§ metszést. A mégneses Osszetartas miatt
a keletkez6 leképezés teriilettarto lesz, igy a rendszer technikai szempontbol kezelhetd
tgy, mint a Hamilton-egyenletbdl szarmazo konzervativ rendszerek [17].

A tokamakokban a méagneses erévonalak viselkedésének vizsgalatara tobbféle leképe-
zési modell létezik [27, 28]. A vizsgalt probléméaban a plazmaszéli, kaotikus effektusok
lényegi szerepet jatszanak, ezért olyan leképezést érdemes valasztani, ami ilyen szem-
pontbdl egyezést mutat a kisérleti tapasztalatokkal, és figyelembe veszi az ergodikus
magneses limiter hatéasat is. 2000-ben Ullmann és Caldas dolgozott ki egy olyan leképe-
zést, ami megfelel ennek az elvarasnak [28|. Ez két leképezés kompoziciojaként all els:
az elsé a méagneses erGvonalak fejlédését irja le egyensulyi allapotban, a mésodik ennek
a perturbaciojaként veszi figyelembe a magneses limiter hatasat.

A plazmafizikiban nagy sugéraranyt tokamakok geometriajat hengerrel kozelitik bi-
zonyos helyzetekben. Ez a kiegyenesitett kép elhanyagolja a toroidalis geometria hatéasat
az erévonalakra, amit a leképezés egy korrekcio forméjaban vesz figyelembe. Ha 6, és r, a
kezdeti metszési pont poloidalis és radialis koordinatéai n lépés utan, akkor az egyensulyi
leképezés:



eq T'n

red, = ——4
] gy sind,,’

(1)

2T
0001 = 0 + ——gv + a1 cos b,

q(rn)
ahol ¢(r) a biztonsagi tényez6 profil, és a; = —0.04 a toroidalis korrekci6 erdssége.

Az a; paraméter egy végtelen sor elsé tagjanak egytitthatoja, ami jo kozelitését adja
a toroidalis effektusoknak, ez korrekcioként adodik a leképezéshez [28]. Lathato, hogy
az egyensulyi leképezést nagyban befolyasolja, hogy milyen ¢(r) figgvényt valasztunk.
A kovetkezSkben olyan biztonsagi tényezd-profillal foglalkozunk, ami tipikus példaja a
kisérletekben is el6fordulonak [8]:

)= 1 2)
q\r) =d4a—75 - )

@ 1-0-r)(1+8%)(1-2)°
ahol a paraméterek ¢, = 3.9, ami a fliggvényérték a plazma hataranal, a a plazma

sugara, ami kicsivel kisebb a tokamak kistengelyének sugaranal, és 5/ = 1 (8], ©(x)
pedig a Heaviside-fiiggvény. Az igy kapott ¢(r) fliggvény az 5. dbran lathato. A biztonséagi
tényezdének r ~ 0.515b kozelében van minimuma, a plazma hatéaran kiviil (r > 0.727b)
pedig méasodfoku fiiggvény szerint ng, és r = 1 a tokamak kiilsé fala.

8

r/b

5. dbra. A biztonséagi tényez6 sugarfiiggése (b egységekben). Az abran piros, szaggatott
vonal jeloli a plazma hatarat.

A limiter a kévetkezSképp modositja az egyensulyi leképezést:

] ,r:,q me [§]
b =0, =€ () costmtt).

mCb (™1
b= et g (B sinmo)




ahol b a tokamak kistengelyének sugara, m a poloidalis médusszam, ami a mégneses
limiter jellemzGje (a tovabiakban m = 3-at fogok hasznalni), és C' egy dimenziotlan
konstans. Lathatoan a sugarra vonatkozé egyenletben csak impliciten szerepel 7,1, en-
nek csak numerikus megoldasa adhaté meg, példaul a Newton-modszer segitségével.

A C konstansbol kiemelhets az ¢ = I;/I, limiter aram és plazmaédram aranya, mint

perturbacio [8], és igy:

2mla®

= ——¢.

ROQab2
A (3) egyenlet dimenzidtlan alakban irhato, ha a sugarat b egységekben mérjiik. Ezzel
a tokamak nagytengelyének sugara Ry = 30/11, a plazmasugar a« = 8/11, a limiter
vastagsag | = 8/11. Igy a perturbéciofiiggé konstans C ~ 0.2167 .

A felhasznalt paraméterek a [8] cikket kovetik. Ahogy ott is szerepel, a viszonylag
nagy sugararany (Ro/a) miatt azt lehet mondani, hogy a torusz poloidalis gorbiilete nem
rendelkezik nagy befolyassal, ezért jo kozelitéssel at lehet irni a poloidalis sikot meréleges
koordinata-rendszerre:

(4)

ahol z-et a [0, 27| intervallumon veszem, az y = 1 egyenes jelenti a plazma kozéppontjat,
és y = 0 a tokamak fala.

4. Eredmények

Ebben a szakaszban a leképezés viselkedését fogom részletesen vizsgalni, elGszor idé-
fliggetlen paraméterd esetben (¢ = const.), hogy megfigyeljiik a szigetlancok, kaotikus
tartoméanyok megjelenését kiilonb6z6 paraméter értékekre. Ezutan a fazistér kivalasztott
elemeit fogom nyomon kovetni a rendszerparaméter, a plazmaaram és limiter-dram aré-
nyanak (¢) novelése soran. Ennek kisérleti megvalosulasa lehet példaul a plazmaaram
belsé folyamatok miatti lecsokkenése.

4.1. Stacionarius Poincaré-metszet

Az (1) és (3) egyenletek kompozicitja adja a vizsgalt leképezést, amit 6 kiilonbozé e
paraméter mellett dbrazoltam, minden kezdéfeltételt 5000-szer léptetve, a (4) egyenletek
altal megadott derékszogi koordinatazasban (6. abra).

Az £ = 0 esetben az (a) panelen lathato kozel vizszintes gorbék toruszoknak felelnek
meg (polarkoordiatdkban 0 = 27, azaz ott ténylegesen lathatnank a gorbék zarodasat), és
ahogy vartuk, koncentrikus toruszfeliileteken futnak a magneses erévonalak, amik csak
a fal kozelében torzulnak jelent&sebben a ¢(r) fiiggvény valtozésa miatt. Kis ¢ esetén
elgszor csak a tobb toruszbol allo szigetlancok megjelenését latjuk (b panel), majd a
paraméter novelésével kaotikus savok is megjelennek, ahogy az a (c) panelen is lathato.
Ekkor a kdosz még csak kis teriiletre terjed ki, a dominans viselkedés tovabbra is a
periodikus, kvaziperiodikus mozgés. A (d) d4bran mar néhany, de nem az 6sszes kaotikus
tartomany osszeolvadéasa is megfigyelhets, y = 0.2 kozelében latszik tobb nagy toérusz,
ami elvalaszto rétegként funkcional a kaotikus savok kozt.

A szigetlancok felbomlasénak vizsgalatahoz az ¢ = 0.35-hoz tartozd konfiguracios
teret valasztottam kiindulasnak (e panel). Itt mar lathatoan tobb korabbi szigetlanc fel-
bomlott, de egy egyértelmi hatar lathato a bels6 osszetarto, és a kaotikus tartomanyokat
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6. dbra. A magneses erévonalak Poincaré-metszetei, kiillonbéz6 dram aranyok mellet:
(a) e =0, (b) e = 0.05, (¢) e = 0.15, (d) e = 0.25, () e = 0.35 és (f) e = 0.7. A
piros szigetlanc kirajzolasanak kezdéfeltétele (0.05,0.26), a zold szigetlanc kezdsfeltétele
(0.4095, 0.487), és a lila torusz kezddéfeltétele (0.1,0.5406).

tartalmazo kiilsé réteg kozott. A tovabbiakban az abran is jelolt szigetlancok fejlédését
vizsgadlom: az egyik a kaotikus sédvon beliili 4-es piros szigetlanc, a mésik a 16-os zold
szigetlanc, ez az Osszetarto réteg hatarahoz kozel helyezkedik el, ezért érdekes megfigyelni
ennek a hosszatava fejlédését.
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7. abra. A zold szigetlanc kozelébdl inditott részecske éltal bejart teriilet n = 7000
(fels6 abra) és n = 15000 (als6é abra) lépés utan, narancssarga szinnel. A kirajzolas
kezddsfeltétele (0.3,0.51) volt.

Még azt is megjegyzem errdl a szigetlancrol, hogy az ezt kozvetlen koriilvevs kaoti-
kus sav egy részleges hatarvonalat képez: a szigetlanc kozelébdl csak sok iteracio alatt
jutnak ki a részecskék a teljes kaotikus tartomanyba, ahogy az a 7. abran is lathato. Az
(f) panelen latszik, hogy e tovabbi névelésével még t6bb térusz bomlott mar fel, és a
konfiguracios tér tulnyomo részét a kéosz jellemzi. (A kaotikus sav a Newton-modszer
nem konvergenssé valasa miatt vilagosabb az (e) panelen lathatonal.)

4.2. Snapshot téruszok felbomlasa

A kovetkezGkben azt vizsgalom, hogyan alakul a toruszokon 1évé részecskék mozgasa, ha
a rendszerparaméter valtozni kezd. Ehhez azt linearisan fogom valtoztani, de = 0.0005
rataval:

en = 0.35 4 nde, (5)

ahol n a lépések szdma. A kezddfeltételeket egy pont € = 0.35 melletti sokszoros egy-
més utani leképezésével hataroztam meg, ami kirajzolta a szigetldncokat, majd ezeket
a pontokat fejlesztettem az idGben, valtoz6 paraméter mellet. Az id6fejlédés sordn a
Newton-moédszer gyokkeress algoritmusa néhany kezddfeltétel esetén egy ponton tal mar
nem konvergalt, ezeket a kezddfeltételeket nem lehetett tovabb idéfejleszteni, ezért eze-
ket nem hasznaltam a szamolésokban, és a megfelelg helyeken diszkutélni is fogom a
szamukat. A 4-es szigetlanc esetében ez csupan néhéany tiz kezddfeltételt érintett, ami
elhanyagolhat6 a feljédést szimulalé 500 000 kezddfeltételhez képest.

A vizsgalt toruszokbol igy snapshot toéruszok lesznek, amelyek az idéfejlédésiik so-
ran valtoztatjak az alakjukat. A snapshot toruszok idéfejlédésébe legkonnyebben bizo-
nyos idépontokban valé kirajzoldssal nyerhetiink betekintést. A 4-es szigetlancra ez a
8. abran lathato, 6 kiilonbozs diszkrét idépontban (n). Ezek szerint a szigetlanc id6-
vel torzulni kezd, de még elkiiloniiltek a szigetek, majd ahogy megnytlnak a snapshot
toruszok lassan elkezdenek egymasba keveredni (n = 248), és végiil mar a teljes savot be-
jarjak a trajektoriak. Ezt a folyamatot nevezziik toruszfelbomlasnak. Az altalanositott
Ljapunov-exponens szamolasahoz minden kezdd&feltételhez egy kis perturbaciot adtam



8. abra. A piros szinnel jelolt 4-es szigetlanc feljlédése és felbomlasa.

(107" az x, 1078 az y koordinatdhoz), ezzel egy ,Arnyék-szigetlancot” létrehozva az ere-
deti mellett, és az igy kapott, eredeti szigetlanchoz infinitezimélisan kozeli pontokra is
végigkovettem az idéfejlédést. A kozeli pontparok atlagos eltavolodasénak logaritmusa
a lépésszam fiiggvényében a 9. abran lathato. Kis n értékekre fluktuaciokat lehet latni,
és kissé né az atlagos tavolsidg, ami egy lassan valtozo szakasz utdn n ~ 250 kozelében
meredeken linearissa véalik. Ebben a szakaszban hosszi ideig exponencialis a pontpéarok
eltavolodasa, ekkor valik kaotikussa az er6vonalak mentén mozgo részecskék dinamikaja.
A Ljapunov-exponens meghatarozasahoz erre a szakaszra egyenest illesztettem, mely-
nek a meredeksége A = 0.1134 + 0.0004 adja a Ljapunov-exponenst. A folyamat végén
vizszintes felé kanyarodnak az adatpontok, ilyenkor a kezdetben kozeli pontok atlagos
tavolsaga mar e-nagysagrendii, azaz makroszkopikusan is eltdvolodtak egyméstol. Az
abran a tavolsagok logaritmusanak szorasat az atlagérték koriili savként feltiintettem,
ami a 4-es szigetlanc fejlédése soran a kezdeti névekedés utan kozel allandénak adodott
a teljes folyamatra.
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9. abra. A 4-es szigetlanc EAPD gorbéje az id6lépések szaméanak fiiggvényében a szorasé-
val egyiitt, és a Ljapunov-exponens szamolédsa. A sotétebb szint, illesztett egyenesek az
illeszési tartomanyon vannak behtzva, mig a halvanyan szaggatott vonal a meghosszab-
bitasuk, és metszésiik a felbomlési pont. Az alsé tengelyen az idg, a fels§ tengelyen a
rendszerparaméter lathato.

Az elGszakaszra is illesztettem egyenest, ez kozvetlen fizikai jelentést nem tartal-
maz, csak az atlagosan lassan novekvs tendenciat extrapolalom itt. Ezzel rendelhets a
snapshot toruszok lancahoz egy felbomlési id6pont, az elészakaszra és az exponencialis
tavolodasi szakaszra illesztett egyenesek metszéspontjaban, ami azt az idépillanatot jelzi,
amikor a torusz felbomlasa megkezdddik. Ha az egyenesek egyenlete f(x) = myz + by
(fels6 egyenes) és g(x) = mox + by (alsé egyenes), akkor a metszéspont

by — by
my —msy’
eszerint a felbomlas helye ng = 247.5 £ 1.2 = 248, ahol a hibat az illesztések hibajabol,
Gauss-hibaterjedéssel szamoltam [29]:

e (2 ) s () () (i)’

A toruszok felbomlasa nem pillanatszertien torténik, inkabb folyamatos jelenség, ezért a
konkrét felbomlasi pont kis bizonytalansagot hordoz magéban, amit az illeszésbél szamolt
hiba is reflektal. Ezért sem egymaés utani pillanatokat merevitettem ki a 8. abrén, ahol
az illesztésekbdl szamitott felbomlési pont el6tt még csak megnytlas, utdna pedig mar
a szigetek egyre intenzivebb egymasba folyasa is lathato.

ne =




10. abra. A zold szinnel jelolt 16-os szigetlanc idéfejlédése és felbomlésa.

Az el6z6 szakaszban ismertetett elemzési 1épéseket elvégeztem a zold szinii szigetlanc-
ra is. A 16-os lanc felbomlésat 400 000 kezddéfeltételbdl szimulaltam. Ezek a snapshot
toruszok sokkal késébb bomlottak fel, mint a 4-es lanc téruszai, és ebben az esetben mér
jelentGs volt azoknak a kezdéfeltételeknek a szama is, amikre egy pont utan a Newton-
modszer nem konvergens, igy a hasznalhaté kezddfeltételek széma 58 600-ra csokkent,
de ahogy azt latni fogjuk, ennyi adat is elég statisztikat ad a szigetldnc hosszu ideji
vizsgéalatara, és a teljes szigetlanc viselkedésérél ad informaciot.

A 10. dbran lathato a szigetlanc 6 idépillanatban. Sokéig csak kissé torzulnak a szige-
tek, majd amikor elkezdenek felbomlani, akkor is a palyak jelentés hanyada hosszi tavon
a szigetlanc kozelében marad. Még n = 1000-nél is latvanyos ez a jelenség, ami alapjan
azt lehet feltételezni, hogy a felbomlas utan a ragacsos zoéna idéfiiggs altalanositottja
marad a szigetek helyén. A 8. abréval 6sszehasonlitva ez a ragacsossag fennmarad akkor
is, amikor méar hosszi tavon exponencialis a pontparok eltdvolodasa. Az is megfigyelhe-
t6, hogy a felbomlas soran a szigetlanc fiigg6legesen is megnyulik, viszont tovabbra is
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11. dbra. A 16-o0s szigetlanc EAPD gorbéje az id6lépések szamanak fliggvényében a szora-
saval egytitt, és a Ljapunov-exponens szamolésa. A sotétebb szind, illesztett egyenesek az
illeszési tartomanyon vannak behtzva, mig a halvanyan szaggatott vonal a meghosszab-
bitasuk, és metszésiik a felbomlési pont. Az alsé tengelyen az idg, a fels§ tengelyen a
rendszerparaméter lathato.

van egy hatarvonal, ami felett nincsenek kaotikus erévonalak, igy elvilasztva marad az
(egyre kisebb) Gsszetarto térrész a kaotikustol.

Az EAPD gorbén ebben az esetben is az elGszakaszban lassan névekvé tendenciat ta-
pasztalunk, és a 11. abran hossziutavon egyenes szakaszra illesztett goérbébdl a szamitott
Ljapunov-exponens A = 0.0413 4 0.0001. Ennek a szigetlancnak lassabb a felmbomlasi
rataja, mint a 4-esnek, és a felbomlas menetének részletesebb jellemzésére szolgal a filig-
gelék 18. dbraja. A metszésbdl szamolt felbomlasi pont ng = 792.6+£2.6, ezt a 10. abraval
osszehasonlitva azt latjuk, hogy mér a felbomlasi pont el6tt sem csak a toruszok mentén
haladnak trajektoriak (n = 600), és a felbomléas utan is csak lassan valtozik a konfigura-
cios térben lathato kép, ennek ellenére itt is latszik a szigetek megnyulasa a felbomlasi
pontnal (nc = 793). Ahogy a 11. abréan is lathato, a szoras a felbomlas el6tt is egyre
névekedni kezd, ahogy a szigetlanc torzul, majd a felbomlasi folyamat végére csokken.
Ez jelentheti azt, hogy a szoras megnovekedte elGjelzi a felbomlést, de a késGbbiekben
indoklast adok arra is, hogy a ragacsossag jelenlétével allhat kapcsolatban.

Mivel a 16-os lanc sokaig tuléli a paraméter novekedését (csak ¢ = 0.74 kozelében
kezd6dik a felbomlasa), érdemes megvizsgélni egy felette 1évs, de hozza kozeli, egybefiig-
g6 torusz idofejlédését is (a 6. abra lila torusza). Az 6. abra (e) paneljén a 16-os lachoz
kozeli toruszok az (f) panelen mar nem fellelhetSek, ezért érdekes kérdés, hogy valtozo
paraméter esetén is felbomlik-e egy ilyen torusz. Az idéfejlédést 250 000 kezdéfeltétel-
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12. abra. Az els6 (a 6. abran lilaval jelolt) egybefiiggd snaphot torusz idéfejlodése és
felbomlasa.

el szimulaltam, ebbdl 148 000-re adott végig konvergens megoldast a Newton-modszer,
ezeket hasznalom a tovabbiakban. Ahogy az a 12. dbran is lathatd, amit tapasztalunk
hasonlit a 16-os lanc felbomlasdhoz olyan szempontboél, hogy hosszii id6 utan is sok
részecske a szigetlanc pereménél marad (n = 500), bekeriil ebbe a nemkaotikus tarto-
méanyba. A folyamat elején viszont latszodik az is, hogy a snaphot torusz megnytlésa
soran rahuzodik a 16-os szigetlanc peremére, mielstt még felbomlana (n = 90). A 13.
abran lathato a snapshot térusz EAPD gorbéje, eszerint kezdetben hirtelen megné a
pontparok tavolsaga, ahogy végbe megy ez a rahuzodas, és a megnyulassal a szorés is
novekedni kezd, majd utana hosszu tdvon exponencialissa valik az eltavolodas, és az erre
illesztett Ljapunov-exponens A = 0.0422 4+ 0.0001 csak kicsivel nagyobb a 16-os lancénal.

Amikor az atlagos tavolsag a pontparok kozt ~ e~*, a gérbe meredeksége jelentsen
csokkenni kezd. Ennek az lehet az oka, hogy a kezdeti szétszorodas mellett szignifikins az
idsfiiggs ragacsos zonaban 16vE részecskék szama is, melyek nemkaotikus volta miatt az
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eltavolodas mar nem exponencialis itemt, csak akkor valik azza, ha kikeriilnek a kaotikus
tartomanyba. Ez a kikeriilés lassan, folyamatosan torténik, ezért latszik n = 500 mellett
is a 16-o0s szigetlanc alakja. A 13. abra n > 350 szakaszan lathato lelassult novekedés
megerdsiti azt, hogy a szigetlanc kozelében tényleg nem kaotikus a mozgés, mivel az
abra a kiilonb6z6 részecskék lényegében eltérs viselkedésének az atlagat mutatja. Fzt
alatamasztja az is, hogy a szoéras az exponencialis tavolodas szakaszaban egyre inkabb ng,
és csak akkor kezd el csokkenni, amikor a mar kaotikus pontparok tavolsdga maximélishoz
kozeli. A nagy szoras utal a kiilénbozé viselkedések egyideji jelenlétére, csokkenése pedig
a kaotikussag dominénssa valasara.

&
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13. dbra. A 6. dbran a zold szigetlanc feletti legals6 torusz EAPD gorbéje az idélépé-
sek szamanak fiiggvényében a szorasaval egyiitt, és a Ljapunov-exponens szamoléasa. Az
egyenest az illesztési tartoményon jeloltem. Az alsé tengelyen az id6, a fels6 tengelyen a
rendszerparaméter lathato.

Az eddigi elemzések megerdsitése érdekében készitettem egy abrat a szigetlanc fel-
bomlasanak néhany idépontjarol, a pontparok tavolsagat is jelolve (14. dbra). A szinezés
az adott pontnak az arnyék-toruszon 1évé pontparjatol vald tavolsaga szerint tortént loga-
ritmikus skalan: a legsotétebb lila jel6li a kezdeti kis perturbaciot, a vilagos narancssarga-
citromsarga pedig azt, hogy a pontpar a kaotikus tartomény elérhetd intervallumat teljes
mértékben bejarhatja, a pontok egyméstol maximalisan eltdvolodtak.

Lathato, hogy kezdetben (n = 120-ig) csak kis mértéki eltavolodas figyelhet6 meg,
majd, ahogy a részecskék egyre inkadbb eltavolodnak a kezdeti savtol, a pontparok tévol-
sdga is n6 (n = 210), a kaotikus viselkedésre utald exponencialis eltavolodés elkezdddik.
Viszont egy tartomanyon a pontparok kozel maradnak egymashoz - ez a térrész a fiigge-
lek 17. dbraja szerint is a 16-os szigetlanc pereme mentén helyezkedik el. Ezek alapjan
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14. abra. A snapshot torusz iddfejlédése és felbomléasa. A szinezést a pontok arnyék-
szigetlancban 1év6 parjatol valo tavolsaga hatarozza meg. A 16-os szigetlanc pereménél
jol kivehets a pontparok hosszi tavi kozel maradésa.
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vizuélisan is be lehet azonositani a kordbban feltételezett idéfiiggs nem-hiperbolikus tar-
tomény helyét, ami az n = 500 id6pontban is lathaté marad, alatta pedig a kaotikus
tartoményban lathatd, hogy ekkor méar a pontparok nagy aranya teljesen eltavolodott
egymastol. Ezeknek a kovetkeztetéseknek és az id6fiiggé nem-hiperbolikus tartomanyok
viselkedésének részletes megértéséhez tovabbi kutatas sziikséges.

4.3. Kilonbo6zd rataju paramétervaltozasok vizsgalata

A 4-es szigetlanc felbomlasat a kordbbiakban is hosszan végig tudtam kdvetni, ezért en-
nek a fejlédését vizsgalom e novekedési ratajat valtoztatva is. Minden esetben 100 000
kezddsteltételbdl indultam ki, és az 6sszes id6fejlddés végére tobb, mint 75 000 konvergens
megoldéast kaptam, ezek elegendd statisztikat adtak az analizishez. Az ezekbdl szamolt
EAPD gorbék a 15. abran lathatoak, a kiilonb6z6 de ratdk 0.0002 és 0.003 kozotti érté-
keket vettek fel. Minél kisebb a rata, annal inkabb jobbra toldédott az dbran a meredek
szakasz, és annal nagyobb a felbomlési ponthoz tartozo idépont is. A tovabbiakban ezek-
hez az adatokhoz az el6z6 fejezet eredményét is hozzaveszem az elemzés soran.

0 100 200 300 400 500 600

15. dbra. A 4-es szigetlanc EAPD gorbéi kiilonb6z6 de ratak mellett. Az abran jeldltem az
el6szakaszra és az exponencialis tavolodasra illesztett egyeneseket, és csillagokkal jeloltem
a felbomlasi pontokat. Balrol jobbra az egyre csokkend de-hoz tartozo szigetfelbomlasok
lathatok.

Ezeken til elvégeztem néhény tovabbi de értékre is az elemzést, hogy tobb adatpontra
legyen lehetéség a késGbbiekben illeszteni. Igy Gsszességében a kiilonbozs de értékek a
[0.00012,0.01] intervallumba estek. Az Gsszes illesztést nem abrazoltam, hogy a 15. dbra
atlathatosaga megmaradjon.

Az egyes folyamatok felbomlési pontjahozhoz tartozoé paramétert ec = g, -vel jelo-
16m, és ezt, valamint az n¢ felbomlasi pontot és a A Ljapounov-exponenst abrazoltam
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a valtozasi rata fliggvényében, log-log skalan (16. abra). Ezekre egyenes illeszthetd, az
illesztési paramétereket az 1. tablazat tartalmazza. Ami a logaritmikus abran egyenes, az
a két mennyiség kozott hatvanytiiggvény kapcsolatot jelent, linearis abran ez a kdvetkezd
fiiggvénynek felel meg:

f(6e) = €b - o

A tablazat és az dbra szerint no esetében illeszkedik az egyenes a legjobban (az a hatvany-
kitevd illesztési hibéja kicsi), tehéat ne a rata hatvanyfiiggvényével csokken. A csokkenés
érthetd, hiszen ha de — 0, akkor egyre kés6bb kovetkezik be a felbomlas, és egy bizonyos
de-nal kisebb ratara mar nem is értelmezett, mert nem bomlik fel a torusz, igy az egyene-
sek se illeszthet6ek no meghatarozasahoz. Viszont tetszélegesen megkozeliteni sem lehet
a 0-t, hiszen ahogy a 16. abran is lathato, kis de értékre mar csak rovidebb szakaszon ad
egyenest az EAPD gorbe. Gyors € valtozas esetében nagyon rovid id§ alatt bekovetkezik
a felbomlas.

A Ljapunov-exponens és e¢ illesztése az 1. tablazat szerint mér kevésbé pontos. A réa-
ta fiiggvényében A\ novekszik, minél gyorsabb a felbomlas dinamikéja, annal meredekebb
az egyenes szakasz is (ennél az illesztésnél a legkisebb de-hoz tartozd A értéket elhagy-
tam, ami egyértelmten nem kovette a trendet). Ez a 16. abran is lathato, és az egyre
stirtibben elhelyezkedé EAPD gorbék meredeksége csak kissé né, ahogy egyre kozelednek
a fliggblegeshez. Ami érdekes, hogy a felbomlashoz tartozo e paraméterérték is enyhén
(a =~ 0.06, ez egy nagysagrenddel kisebb az el6z6 illesztéshez képest) novekszik a rata
novelésével. Ez ugy értelmezhets, hogy nagyon lasst valtozas esetén a snapshot torusz
mindig az adott paraméterhez tartoz6 stacionarius fazisteret kdvetné, viszont e idébeli
folyamatos, gyors valtozasa mellett nem tudja pillanatszerten lekévetni a stacionérius
tazisteret, a felbomlasa ahhoz képest idGben elcstuszik. A névekvs tendencia alapjan ez
a lemaradas annél nagyobb, minél gyorsabb a paraméter valtozasa.

Els6 ranézésre ez a hatvanyfiiggvény viselkedés igen meglepének tiinhet. Erdekes len-
ne megvizsgalni, hogy maés tipust, konzervativ kaotikus rendszerekben is lehet-e hasonlo
konstrukciéval értelmezni egy felbomlési pontot, és hogy az hogyan valtozna a rata val-
toztatasaval. Az altalanositott Lyapunov-exponens mér kordbban is hasznalt mennyiség
a paramétervaltozasos konzervativ kaotikus rendszerek témakorében [5], igy annak a
vizsgalata a rata valtozésanak fliggvényében egyszertibben atviheté modszer. Egy ilyen
tipusu Osszehasonlitas segithet annak az eldontésében, hogy ez a leképezésre vonatkozo
szabalyossig vagy ennél univerzalisabb, elméleti megfontolasokkal alatdmaszthato Gssze-
fiiggés, de ez a kérdés tulmutat a dolgozatom keretein.

1. tablazat. A 16. dbran lathato illesztett egyenesek paraméterei: a a meredekségiik és b

a tengelymetszetiik és e’ a hatvanyfiiggvény szorzotényezdje.
a b e’

ne(oe) | —0,7755 £ 0.0050 | —0.387 £ 0.035 | 0.679 £ 0.015
A(d¢) 0.367 £ 0,014 0.595 4= 0.099 1.81 +0.30
ec(de) | 0.0703 +£0.0034 | —0.213 +0.023 | 0.808 £ 0.087
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16. abra. A felbomlési pontok, Ljapunov-exponensek és felbomlas kezdetéhez tartozo
paraméterértékek a paramétervatozas ratajanak fiiggvényében logaritmikus skaldkon, és
az adatokra illesztett egyenesek.

5. Osszefoglalas

A munkam soran egy, a tokamakban futé6 méagneses erGvonalak idéfejlédését modellezs
leképezéssel foglalkoztam, ha a rendszerre kapcsolt ergodikus magneses limiter aramanak
és a plazmaaramnak az aranya (¢) id6ben valtozik. Ehhez megirtam az adatok szimulé-
lasadhoz sziikséges kodot, majd elvégeztem a kapott eredmények analizélasat. ElGszor az
alland6 paraméterd esetben azt tapasztaltam, hogy nagyobb e mellett nagyobb a kaoti-
kus sav vastagsaga is, és a korabban latott stabil szigetek nagy e-ra mar nem jelentek
meg a konfiguracios térben. A paraméter idGbeli novekedésének hatasara a kvaziperi-
odikus mozgashoz tartozo toruszok idével felbomlottak. Egy korabban is mar hasznalt
modszerrel [5, 16] az EAPD fiiggvénybdl szamoltam a felbomlas Lyapunov-exponensét,
és a felbomlas kezdetének meghatarozasahoz egy ujfajta megkozelitéssel az elGszakaszra
is illesztettem egyenest. Ezzel megallapitottam, hogy a két egyenes metszésébdl szamolt
felbomlési pont j6 egyezést mutat a snapshot toruszok vizualis felbomlasaval.

Egy hosszi ideig fel nem bomlé szigetlanc vizsgalataval olyan tartomanyt taléltam,
ahol a kornyezetének kaotikus viselkedése mellett is ,csapdazodnak” a trajektoriak, és
nem exponencialis az 6sszes pontpar tavolodasa. Ezek alapjan lehet azt mondani, hogy a
szigetlanc peremén 1évS tartomény a ragacsos zonédnak megfeleltethets, id6fiiged halmaz,
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un. snapshot nem-hiperbolikus tartomany.

Kiilonb6z6 paramétervaltozasi ratakat vizsgalva ugyanarra a szigetlancra megmutat-
tam, hogy hatvanyfiiggvény kapcsolat van a metszéssel szamitott felbomlasi pont és a
valtozasi rata kozott. Diszkutéltam azt is, hogy a névekvs rataval a felbomlasi pont-
hoz tartozd e paraméter érték, illetve a Ljapunov-exponens is hatvanyfiiggvény szerint
novekedett. Ezek empirikus eredmények, aminek a megjelenését (vagy annak hianyat)
érdemes lehet vizsgalni méas tipusi konzervativ kaotikus rendszerekben is, ami eléreve-
zethet az elméleti magyarazat kidolgozasaban.

Az itt bemutatott eredményekbdl sziiletett cikk publikaciora keriilt a Chaos folyo-
iratban [30].
Koszonetnyilvanitas
Szeretném megkoszonni a témavezetGimnek, Janosi Dénielnek és Kovacs Taméasnak a

segitségiiket és tamogatasukat a dolgozat elkészitése soran. Tovabbi kdszonetet szeretnék
mondani Edes Lilinek, a segitségéért és hasznos tanécsaiért.
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A. Figgelék

Ebben a szakaszban a korabbi éllitdsaim megerdsitése céljabol néhany tovabbi dbrét is
a dolgozathoz mellékelek. A 17. 4bran a snapshot torusz felbomlési abrajara kozvetlen
rarajzoltam a zold szigetlanc képét az adott idépillanatban. Ahogy varhato volt, n = 90
és n = 400 kozott a szigetlancra vald rahizodés az id§ elérehaladtaval egyre kézelebbivé
valik, és n = 680-nal mar a zold szigetek vizualis felbomléasa is elindult. Az, hogy a
korai szakaszban mennyire kozeli a rdhuzodas fiigg attol is, hogy mennyire pontosan
a legkiilsének lett megvalasztva a kezdeti, koncentrikus szigetlancokbol a zold szinnel
jelolt, és az abrazolasi paraméterektdl is. Ezért lehet az is lathato, hogy a hatarvonal
mentén nem simult még Ossze teljesen a kétféle sokasag n = 210-nél.

Hogy ezen felbomlés mivoltja kozelebbrél megismerhetévé valjon, abrazoltam a 16-os
szigetlanc felbomlasat aszerint szinezve, hogy az adott pont milyen tavol van az arnyék-
szigetlancon 1évs parjatol (18. abra). Kezdetben minden pont kozel marad a parjahoz,
majd eltavolodast csak a szigetek nytuvanyaiban, vagy a lancot elhagyo, kaotikus dinami-
kaju pontok esetében lehet latni (n = 600 és n = 793). A deformalodott szigetek n = 850
esetében is jol kivehets alakuak, a jobban elnyultak mentén kissé nagyobb a pontpéarok
tavolsaga is, és csak n = 1000-nél vesznek el teljesen a szigetek egy sédv mentén. Ez
mutatja meg a ragacsos zonak iddfiiggs megfelelGjének megfigyelési nehézségeit: nem-
csak deformalodik a tartomany az idéfejlédés soran, hanem teljes egészében el is tiinhet.
Fontos lehet a jov6ben annak a meghatarozasa is, hogy ez az eltlinés pillanatszert, vagy
valamilyen értelemben folytosan végbe mend jelenség.
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17. abra. A 16-os szigetlanc (z6ld) és a snapshot torusz (narancs) felbomlasa egyszerre
abrazolva. Lathato a rahiuzodas a 16-os lancra, és késébb (n = 680) a 16-os lanc felbom-
lasdnak kezdete is.
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18. abra. A 16-os szigetlanc id&fejlédése és felbomlésa. A szinezést a pontok arnyék-
szigetlancban 1évG parjatol valo tavolsdga hatarozza meg.
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