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Kivonat

A kvantummechanikiaban kevés egzaktul megoldhat6 rendszer van, ezért
a szamitasok elvégzéséhez altaldban kiilonb6z8 kozelité mddszerekre van
sziikségiink. Ezeknek a moédszereknek mind-mind megvannak az elényeik
és hatranyaik, a legtobbjiik egy adott tipusd problémara nytjt megol-
dast. Ebben a dolgozatban egy aranylag Gjabb modeszert, a kvantumme-
chanikai bootstrapet vizsgaljuk. Ennek egy olyan variaciojat, ami kotott
allapotokban mond szigord als6 és fels6 korlatokat kolénb6z6 operato-
rok varhato értékeire. A modszert t6bb egyszerd kvantumrendszerben
is megvizsgaljuk, mint példaul az anharmonikus oszcillator vagy a dupla
g6dor potencial. Megvizsgaljuk az egzakt megoldashoz valé konvergen-
cia hatékonysagat, illetve azt, hogy a moédszer hatékonysaga hogyan fiigg
a csatolasi allandotol. Ahol lehetséges ott Osszevetjilkk a modszert ha-
gyomanyosabb moddszerekkel, mint példaul a varidciés modszer vagy a
perturbaciészamitas.
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1. Bevezetés

1.1. A kvantummechanika

A kvantummechanika a fizika egyik 4ga, mely a mikroszkopikus vilag leiraséval
foglalkozik. A torténete a tizenkilencedik-huszadik szdzad fordul6jéra vezethets
vissza, amikor a technolégidnak kdszonhetd preciz mérések olyan eredményeket
hoztak, amelyek nem voltak magyarazhatok a klasszikus mechanika, illetve az
elektrodinamika torvényeivel.

A kvantummechanika vizsgéilja az elemi részecskék viselkedését, igy példaul
az elektronok mozgasat az atomokban, vagy kiilonb6z6 elektromos terekben. A
tudomanyag elnevezése abbdl a jelenséghdl fakad, hogy ilyen kis 1éptékek mel-
let bizonyos fizikai mennyiségek nem folytonos modon jelennek meg, hanem jol
elkiilonithetd, diszkrét értékek kozott valtoznak. Ilyen példaul a hidrogénatom-
ban (és persze méas atomokban is) az elektronok kiilonbozé lehetséges pélyéja,
amelyekre a Bohr-féle atommodell a kovetkezs energiaszinteket engedi meg:
E, = —%, ahol n € N az adott elektronpélya fékvantumszama, F, pedig az
ehhez a palyahoz tartozé energia.

A kvantumfizika az elektronok mellett azonban szidmos mas részecskével fog-
lalkozik. Ide tartoznak példaul az atommagot alkot6é protonok és neutronok,
vagy az ezeket felépit§, még elemibb kvarkok, de emlithetem a fotonokat, a
neutrindkat, a bozonokat és a leptonokat is.

A kvantummechanika szigori, formélis matematikai alapjait t6bbek kozott
Werner Heisenberg és Erwin Schrodinger fektették le. A kvantummechanikai
rendszerek allapotat egy komplex szeparabilis Hilbert-tér (H) egy 1 vektoraként
irhatjuk le. A konkrét Hilbert-tér pontos meghatarozasa az adott fizikai rend-
szertdl fiigg, igy példaul egy elektron spinjének leirdsdhoz altalaban a H = CxC
Descartes-szorzatot hasznaljuk, mig egy részecske helyzetéhez a Hilbert-tér a
négyzetesen integralhaté komplex fiiggvények tere: H = L* (C). Az allapotvek-
torokat konvencié szerint egyre normaltnak valasztjuk, azaz (1,¢) = 1, ahol
(.,.) a Hilbert-térben vett skalarszorzatot jeloli. A Hilbert-tér vektorait alta-
laban a Paul Dirac &ltal bevezetett braket-jeloléssel hasznéljuk, igy a ¢ = |)
oszlopvektorokat ketvektoroknak és a 1 = (1| sorvektorokat bravektoroknak
nevezziik.

A megfigyelhet§ fizikai mennyiségeket a Hilbert-téren értelmezett énadjun-
galt linearis operatorok reprezentaljak. Vagyis O0=0t vagy ezzel ekvivalensen
felirva (O, ¢) = (1, O¢) tetszsleges |¢) és |¢) vektorokra a Hilbert-térben. Ha
a rendszer allapotat reprezentédld vektor épp egy ilyen linearis operétor egyik v,
sajatvektora, azaz O|vn) = An|vn), akkor ezt az allapotot a fizikai mennyiség sa-
jatallapotanak nevezziik. Az operatorhoz tartozd megfelels A, valds sajatérték
pedig a megfigyelhets fizikai mennyiség értékének felel meg. A sajatvektorok
bazist alkotnak, azaz egy &ltalanos allapotvektor leirhatoé egy operator sajat-
vektorainak linearis kombinaciéjaként, ilyenkor azt mondjuk, hogy a megfigyelt

) =D enlvn).

n



Egy méréssel a szuperpozicidhoz tartozo hullamfiiggvény Osszeomlik és a
rendszer a mért mennyiséget reprezentald operator egyik sajatallapotaba keriil,
eredményként pedig a sajatéllapothoz tartozo sajatértéket kapjuk. Annak va-
loszintiségét, hogy a mérés eredménye )\, a Born-szabély adja meg: P(\,) =
|(v,|¥)]?. Ennek egy speciélis esete az, amikor koordindta bazisban irjuk fel
az allapotvektort, az tn. hullamfiiggvény segitségével (&) = (z|¢). Ekkor
annak valészintiségstiriisége, hogy a részecske egy adott pont kis kérnyezetében
talalhato |¢(x)]?. Ha egy 1 allapotot sokszor egyméas utan preparalunk, és az
O operator mérését elvegezziik, ennek varhato értéke (|O[y) = (O)y.

A hullamfiiggvény idsfejlsdését a Schrodinger-egyenlet irja le. Egy dimen-
zioban, V (x) potencidlban mozgo részecske esetén ez az alabbi alaku:

h? 02

— e+ Vix,t)|U(z, 1), (L.1)

L0
Zha\ll(:c,t) =

ahol a jobb oldalon az rendszer mozgasi energiajdhoz tartozo (%) operator,
és a potencidlis energidhoz tartoz6 operéatorok Gsszege adja meg a Hamilton-

operatort:
P2

H_WJFV(x t), (1.2)

amely hat a ¥ allapotvektorra. Ennek megfelelGen az egyenletet Dirac-forma-
lizmusban igy irhatjuk fel:
3I¢>

= Hly),

ahol a jobb oldalon a kvantumallapot energiaj aval kapcsolatos Hamilton-operétor
hat a ¥ hullamfiiggvényre.

Ebben a dolgozatban a Hamilton-operator sajatvektorainak (vagy energia-
sajatallapotoknak) bizonyos tulajdonsagait fogjuk vizsgalni kiilonb6z6 Hamilton-
opertarok (kiilonb6z6 potencialok) esetén. Az energia-sajatallapotok definicié
szerint olyan |¢,) allapotok, amelyekre:

vagy koordinata bazisban
2 02
T oM Ox2 + V(x t)} On(x) = Endn(x) (1.4)

teljesiil. Ezt az egyenléséget id6fiiggetlen Schrodinger-egyenletnek nevezziik.
Az energia-sajatallapotok ismeretében, tetszéleges kezdeti hullamfiiggvény
felirhat6 ezek linearkombinéci6jaként:

Y(x,t =0) Z ), (t= O)gb
Az allapot idéfejlédése pedig a Hamilton-operator linearitasa miatt:
)= e oy (a), (15)

azaz az energiasajatallapotok ismeretében tetszsleges kezdeti allapot id&fejlédé-
se leirhato.



1.2. Kozelité modszerek a kvantummechanikaban

A Schrodinger-egyenletnek csak kevés esetben ismert egzakt megoldasa. A két
legfontosabb példa a hidrogénatom, és a a harmonikus oszcillator. Ez utobbinak
a tulajdonsagaira sziikségiink lesz a dolgozat késGbbi részeiben, ezért ezeket
roviden ismertetjiik. A potencial ez esetben egy parabola:

1
Viz) = §Mw2x2..

A V(z)-et behelyettesitve az (1.4) idéfiggetlen Schrodinger-egyenletbe az
alabbi egyenletet kapjuk:
ﬁ Pop(x) 1

_ 1 2.2 _
oD S Mur6,(2) = Fada(a)

Mivel a harmonikus oszcillator potencidl + — oo és © — —oo limeszben is
végtelenhez tart, ezért a spektruma tisztan diszkrét, a rendszernek végtelen sok
kotott allapota van. A harmonikus oszcillator egzakt megoldasa megtalalhato
a legtobb kvantummchanika tankényvben [I]. Az n-edik energiaszintje :

B (o) 0

Az n-edik energia-sajatfiiggvény pedig:

1 mw\ /4 _ mes? mw

ahol H,, az n-edik Hermite-polinomot jeloli:

2 n 2
Ho(2) = (~1)"e* j’zn (e—z ) (1.8)

A legtobb potencidl esetén azonban csak kiilonb6z6 kozelité modszereket
tudunk alkalmazni. Az egyik ilyen &ltalanosan hasznélt kozelitési modszer a
variaciéos modszer. Ennek lényege, hogy egy végtelen dimenziés H, Hilbert-
tér helyett egy véges dimenzios téren dolgozunk. A varidciés modszer lineéris
verzidja (n. Ritz-féle variacios modszer) esetén egy véges N dimenzios Hilbert-
téren N db béazisvektor linearkombinacidjaként felirhaté hullamfiiggvénnyekkel
dolgozunk, azaz a hullamfiigvvényt

00 N
Voo = chvn ~ Yy = chvn (1.9)
n n

alakban keressiik. Itt a v,-ek a bazisvektorok, c¢,-ek pedig a linearis kombinécié
koefficiensei. Ekkor megfelel fizikai rendszereknél az N x N-es H(Y) Hamilton-
operator sajatértékei tartanak a rendszer energiasajatértékeihez, ha N — oo.
Adott bazison a Hamilton-operdtor matrixelemei:

Hypnp = (0| H|vy,).



H,,, matrixelemek ismeretében a matrix sajatvektorait és sajatértékeit kisza-
molhatjuk. Ezek lesznek az energia-sajatallapotok, illetve az energia-sajatértékek
a vy, béazisvektorok altal definidlt altéren.

A varidcios modszerrel becsiilt alapallapoti energia minden esetben egy fel-
s6 korlaltot ad a kvantumrendszer valodi alapéllapoti energidjara, hiszen egy
a teljes Hilbert-térnél kisebb altéren mondja meg a legalacsonyabb energidju
allapotot. Kés6bb latni fogjuk, hogy a dolgozatban vizsgéilt bootstrap modszer
egyik elénye, hogy szigoru alsg és felsd kotlatot is tud mondani az alapallapot és
a gerjesztett allapotok energidjara, ilyen értelemben tehat joval megbizhatobb.

A variaciés médszer hatékonysiga nagyban fiigg a megvélasztott bazistol.
Tekinksiik példaul az anharmonikus oszcillatort, aminek potencialfiiggvénye:

Viz) = 22 + gzt,

és bazisnak valasszuk a harmonikus oszcillator energia-sajatallapotait valami-
lyen N indexig. Ekkor:

Hyp = Epdmn + g / ¢,,L(x)x4¢n(x)dx, (1'10)

ahol a ¢, (z) fiiggvények az egyenletben megadott harmonikus oszillator
sajatallapotok. Egy fix bazisméret esetén a modszer kisebb g értékekre lesz
hatékonyabb, hiszen ebben az esetben valtoznak kevésbé az egzakt energia-sa-
jatallapotok a harmonikus esethez képest.

A variaciés ansatznak nem feltétleniil kell linarisnak lennie a paramétereiben.
Azonban itt is csak akkor kaphatunk helyes energiabecslést, ha a vizsgalt fligg-
vényosztaly elég jol illeszkedik a vizsgélt probléméhoz. Példaul ha egy harmoni-

. . . L 26 1/4 76 2 <111
kus oszcillator alapallapotat a ¢ (x) = <7) e~ P* alakban keressiikl'| akkor a

(Y| H|v) skalarszorzatot a  paraméter szerint minimalizélva megkapjuk az eg-
zakt alapallapoti energiat. Ezzel szemben, ha az ansatzot pl. ¢(z) = \/ae™ /|
alakban vennénk fel, akkor az energia varhaté értékének o szerinti minimuma
csak egy durva felsd korlat az alapallapoti energiara. Ellentétben a harmonikus
oszcillatorral, sok kvantumrendszer esetén sajnos nem nyilvinvald, hogy milyen
alaku az a jo varidciés ansatz, amivel pontos becslést lehet kapni az energiara.
Egy masik gyakran hasznalt kozelitési modszer a perturbaciészamitas.
Ennek soran a kvantummechanikai rendszer Hamilton-operatorat két tag Gssze-
gére bontjuk. Egy olyan tagra, amely egzaktul megoldhat6 problémét ir le, és
egy méasodik tagra amelyet forméalisan kicsinek tekintiink. Ekkor a kovet-
kezd alak: A R
Hopn(z) + gH10n () = En¢n (), (1.11)
ahol Hy + gI:[ | = H a Hamilton-operétor, és Hy egy egzaktul megoldhat6 rend-
szer Hamilton-operatora, g pedig a csatolési adllandd. Az egyenlet megoldasait
kereshetjiik Taylor-sor alakban:

E,=E® + gV + $?E® + . (1.12)
[6)n = 1)) + glo) + GBS + ... (1.13)

LA prefaktort az exponencialis el6tt a normélas hatarozza meg.



Ezekbdl a sajatallapotokra és sajaatértékekre a

(Ho + gH)(|0)3 + glo)) + ?lo)D +...) =
(B + 9B + g BEP +..) (10} +glo)? + ?lo)D + ...

egyenlet adddik. A g csatolési dllandoban vezets rendben

Hol|¢O) + g(H1|¢\) + Ho|p'V)) + O(¢?) =
ED ¢ + g(ED[o0) + EQ[o1)) + O(g?).

A g csatolasi allando nulladik rendjére méar ismerjiik a megoldast, hiszen ez a
Hy-hoz tartozé rendszer egzakt megoldas, amire ﬁo|¢£?)> = Efzo)|¢£10)> teljesiil.
Ekkor az egyenletben a g-re legalabb elsérendii tagok maradnak. Az elsé rendre
felirhato egyenletet balrél szorozva az egzaktul megoldhato rendszer egy <¢52)|
energia-sajatallapotaval:

gD H6\) + gD Hol o) = B (6D 1610) + gEL (60 (1)

A nulladik rend megoldasa miatt tudjuk, hogy <¢£7(~)L)|H0 =g <¢7(72)|, valamint,
mivel a qbz(-o) allapotok ortogonalis bézist alkotnak ((;55,%(;3%0)) = 0p,n. Valasszuk
qzﬁ,(g)—et ugy, hogy ez a tag ne essen ki, tehat m = n. Ekkor:

EY = (o) [Hi|o). (1.14)

A szamolast g2 rendig folytatva a kovetkezd korrekcié az alabbi alaka [1]:

O) g1 |¢(0)>|2
p@ =y [om [Hilon )7 (1.15)
=B

Ezt az eljarast alkalmazva felirhatjuk a perturbacidszamitas modszerével az
energia-sajatértékeket és energia-sajatallapotokat testzéleges magas rendben, ez
azonban sok esetben rengeteg szamolast igényel. Konstrukcié szerint a pertur-
baciészamitas g = 0 koriili sorként irja fel a megoldast, tehat a g kis értékeire
miikodik hatékonyan.

Veégiil megemlitjiik a sajatérték-egyenlet numerikus megoldasanak le-
hetgségeét is. Ez kotott allapotok esetében példaul a kdvetkezSképpen lenne meg-
oldhato. Egy adott E energia esetén a idsfiiggetlen Schrodinger-egyenlet
megoldhaté a térbeli derivalt véges differenciaként valo kozelitésével:

h? 20, (x) — ¢n(x + Az) — ¢ (z — Ax)
oM Az?

Az energia kvantalasi feltételét az fogja adni, hogy a megoldas benne van-e a
négyzetesen integralhato fiiggvények Hilbert-terében, azaz, hogy a ¢, (x) fiigg-
vény lecseng-e a x — oo limeszekben. Az E energidban pasztézva tehat azokat
az értékeket kell keresni, ahol ez teljesiil. A moddszer nehézsége a kontinuum



limesz, azaz Ax — 0 sziikségessége, illetve az, hogy a hullamfiiggvény ne a
numerikus integralas hibaja miatt szalljon el a végtelenben.

Ebben a dolgozatban egy ujfajta, az emlitett modszerektdl elviekben is kii-
16nb6z6 kozelitési modszerrel foglalkozunk. Ellentétben az Gsszes itt felsorolt
modszerrel, a bootstrap modszer nem kozelité egyenleteken alapul, hanem eg-
zakt egyenletek és szintén egzakt egyenlStlenségek 6tvozésén. Ez azt fogja ered-
ményezni, hogy a bootstrap mddszer, noha implementalasaban bonyolultabb az
itt felsoroltaknal, elméleti szempontbél megbizhatobb, hiszen egzakt also6 és fel-
s6 korlatokat is tud mondani, nem csak az energiaszintekre, hanem a kiilonb6z6
operatorok varhaté értékeire is a kiilonb6z6 energia-sajatéallapotokban.

A bootstrap modszer az altalunk vizsgélt formajaban csak kotott allapotok
vizsgalatara alkalmas, szorasi allapotokéra nem. Ezért a klasszikusabb kozelitd
modszerek esetében is csak a kotott adllapotokat targyaltuk ebben a részben.

2. Bootstrap médszer a kvantummechanikaban

A kvantummechanikai bootstrap els6 1épése, hogy vélasztunk véges sok (6nad-
jungélt) operatort a Hilbert-téren. Ezek béazisan fogunk dolgozni

I,01,0,...,0n, (2.1)

ahol I = Oy az identitas-operatort jeldli.
Az operéator bézis ismeretében tetszéleges ¢ allapotra definidlhato egy ¢
allapot:

) = > c;0il). (2.2)
A Hilbert-tér beli norma nem negativ, tehat:

(@lo) = e (]0;05]4) > 0. (2.3)

.3

Mivel ennek az egyenl6ltlenségnek tetszéleges ¢; egylitthatokra igaznak kell len-
nie, ezért az alabbi matrix pozitiv-szemidefinit:

L0y (00 o (0
(O1)  (Of)  (0:102) (010n)
(O2) (0201)  (03) (O20,,) (2.4)

A varhato értékekbdl a tomorség kedvéért elhagytuk az allapot kiirdsat, vagyis
az (O) = (¢|O)) jeldlést alkalmazzuk. Ez a pozitiv szemidefinitési feltétel tet-
sz6leges Hilbert-térbeli allapotra igaz. Ahhoz, hogy az energia-sajatallapotokra
tudjunk eredményeket levezetni, tovabbi feltételekre van sziikség, amelyek az
Osszes allapot koziil kijelolik az energia-sajatallapotokat.



Ha |n) egy H Hamilton operéatora rendszer energia-sajatallapota, akkor lh
miatt tetszéleges O operatorra:

(n|HOIn) = E,(n|Oln) = (n|OH|n),

ahol FE,, az |n) sajatallapothoz tartozo energiasajatértéket jeloli. Tehat barmely
energia-sajatallapotaban a kovetkezs egyenl&ségek teljesiilnek:

([H,0]) =0, (2.5)
(HO) = E(O). (2.6)

Létni fogjuk, hogy bizonyos kvantummechanikai rendszerek esetén (megfe-
lels operator bazison) a és ([2.5) egyenletek elegenddek arra, hogy véges
darab valés szammal kifejezzék métrix minden elemét, tetszélegesen
nagy bazis esetén. A pozitiv definitas feltétele pedig ennek a véges darab valos
paraméternek a lehetséges értékeit fogja megszoritani.

A kvantummechanikai bootstrap modszert a [2] cikkben vezették be, ahol
az anharmonikus oszcillator alap- és elsG gerjesztett allapotdra mutattdk be
ennek mikddését, egy konkrét csatolasi allandé esetén. E dolgozat célja, hogy
minél részletesebben megvizsgiljuk a mdédszer alkalmazhatosagat, nem csak az
anharmonikus oszcillator, hanem tobb kiilonb6z6 potencial esetén is.

2.1. A hatarozatlansagi relacié

A bootstrap modszerben alakalmazott pozitiv definitasi feltétel egyik kovetkez-
ménye a kozismert hatarozatlansagi relacio. Tekintslink egy harom elemd bézist:
I, A, B, ahol A és B egymassal nem kommutal6 operatorok. Ekkor tetszéleges ¢
allapotban képezhets az alabbi |¢) = (o + BA + vB) |¢) Hilbert-térbeli vektor.
Tekintsiik a kévetkezd normat:

(¢l¢) = 0,

azZaZz:

L4 (B [a

(dlg) = (a* B ") | (4) (4%) (AB)| |8 | =0.
(B) (BA) (B*)) \v

Ebbdl latszik, hogy a kdzéps6 métrix pozitiv szemidefinit, vagyis determinansa
nem kisebb, mint nulla.

L4 (B
det | (4) (A%) (AB) | =((4%) — (4)*)((B*) — (B)*)-
(B) (BA) (B?)
(4)*(B)? + (A)(B) ((AB) + (BA)) — (AB)(BA) > 0.

A determinénsban megjelend ((A2%) — (A)?) és ((B?) — (B)?) szorasnégyzeteket
jeloljiik rendre 0% és o4-tel. Az egyenlet atrendezése utén a kovetkezdre jutunk:

choh > ZI{[A, B

1
4



A relaciobdl lathato, hogy csak két egymassal kommutaldo A és B operato-
rok mérésekor kaphatunk pontos értéket mindkét mennyiségre, hiszen a szo-
réasnégyzetek szorzata csak ekkor lehet 0. A relacié nevezetes, specilis esete a
Heisenberg-féle hatarozatlansagi elv, mely az A = p impulzus-és B = x helyope-
ratorok mérésére mondja ki a pontossag hatarat. A két operdtor kommutatora
[p, 2] = —ih- 1. Igy a két mennyiség bizonytalansiga az alabbi alaku

OpOz 2 3

2.2. Rekurzi6é O, = 2" bazis esetén altalanos potencialban

Ebben a dolgozatban egyszerti kvantummechanikai rendszerekre vizsgaljuk a
bootstrap modszer miikddését. Az elsG esetekben a H = % + V(z) Hamilton-
operatorkban szereplé V (z) potencialt polinomfiiggvénynek valasztjuk.
Megmutatjuk, hogy ebben az esetben taldlhat6 egy rekurzid, amellyel véges
sok kezdeti érték ismeretében kiszdmolhato az Gsszes (z™) alaka varhato érték.

Ezutan a
1 (x) (x2y ... (2F)
@ @ @) L @k
@) (@K @) L ()

matrix pozitiv szemidefinitasat hasznalhatjuk a kezdeti paraméterek lehetséges
értékeinek beszoritasara. Az itt targyalt rekurziot el@szor a [3] cikkben vezették
le. Az egyetlen kiilonbség, hogy mig ott a i = 1 egységrendszerthasznaltak,
én expliciten megtartom a £ fiiggést minden egyenletben, hogy késébb tudjam
vizsgalni a bootstrap egyenletek 7 — 0 klasszikus limeszét.

A szamitasokhoz felhasznalok néhany fontos matematikai és kvantummecha-
nikai azonossigot. Ezek a kovetkezsk:
Barmely A, B és C' métrixra

[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B.
Ez alapjan [p, ] = —ih kanonikus kommutécios relaciobol kovetkezik, hogy
[p, 2] = —kiha*~1.

A teljes rekurzio szamitasahoz sziikséglink van néhany segédszamitasra, amit
a és Osszefiiggésekbdl kaphatunk meg. Eldszor, ha O = x*, akkor
[V (z),2*] = 0, hiszen a potencial = egy polinomfiiggvénye. Igy (2.5)-be behe-
lyettesitve csak a momentum tagot kell figyelembe venni.

(1H#, 7)) = 5l 24]) =0

Hasznalhatjuk a fent emlitett anonossagokat. Ezek alapjan

1
B (ihk(z"~"p) + infpa" 1)) =0,
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ahol pz*~1 a kovetkezSképpen is irhato:
prtt = 2Py —ih(k — 1)2F2,

amikbdol )
%hkz(k — 1)(zF2). (2.7)

A rekurzi6 felirasa el6tt még helyettesitsiik be az O = z!~! operatort a
(2.5)-6s azonossagba. Tlyenkor a korabban latott O = z* esethez hasonléan, ezt

a nullara rendezett azonossagot kapjuk:

k(" lp) =

(' 2p) + (pa'2) = 0. (2.8)

Valamint még helyettesitsiik be ugyanezt az operatort a (2.6) egyenlGségbe is.
Ekkor az (2'~1p?) varhato értéket a kovetkezSképpen lehet kifejezni:

(' 'p?) = 2M (E(z" ') — (V(2)2')). (2.9)

Ezeket a segédazonossagokat a késs6bbiekben a rekurzio felirdsdhoz hasznalni
fogom.

A rekurziv formulalhoz az O operatort z'p-nek valasztjuk, és ezt —be
helyettesitjiik:

([H,"p]) = ﬁ([ﬁwtp]) +([V (), 2"pl). (2.10)

Itt a két adodoé kommutatorok kiszamolédsa kissé bonyolultabb, ezért ezeket kii-
16n részletezem. El6szor az impulzus tagra kapott [p?, 2'p] kommutatort vizs-
galom, amit a korabban is hasznalt azonossagok alapjan fel tudunk bontani:

[p®, 2'p] = [p?, 2']p + ' [p?,p] = —iht (' 'p® + pa'~'p).

A p kommutal a sajat hatvanyaival, tgyhogy csak a pz’~lp tag marad meg.
Ezt felirhatjuk egy kommutator segitségével [p, z'~!]p + 2'~1p? alakban, ahol a
kommutétor méar ismert.

[p*,2'p] = —iht (22" 'p* + [p,2""]p)
A kommutator helyére beirva a mar ismert azonossagot:
[p?, xlp| = —ilit (2xt71p2 — dh(t — 1)xt72p) ,

ahol 2'~2p-t megint felirhatjuk az el6z6hdz hasonldéan egy kommutator segitsé-
gével: [2'~2 p] + pa'~2. Ezt azonban a tagnak csak a felére helyettesitjiik be,
igy a kommutatort kiszdmolva:

1 1
[p?, 2'p] = —iht <2xt_1p2 - §h2(t —1)(t—2)2'3 — §ih(xt_2p +pmt_2)> ,
(2.11)
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ahol az utols6 tag a behelyettesités utan a azonossag alapjan kiesik, mert
ennek varhato értéke nulla.

A potenciéltaghoz tartozdé kommutéator kiszédmitaséhoz elGszor kifejezem a
kommutéatort definicié szerint az operatorok szorzatanak kiilonbségeként.

[V(x),2'p] = [V(z),2']p+ ' [V(z),p] = & (V(x)p — pV (2))

Ezutan megvizsgalom, hogy ez az 1j operdtor hogyan hat egy tetszoleges v
allapotra.

Vi) a'sls =a (Vi) -ihGe - (-ing (Vi)

A fiiggvények szorzatara vonatkozé differencialasi azonossagot alkalmazva a ko-
vetkezére jutunk:

[V (), z'ply = iha' V' ().

Tehat a kommutéator a igy egyszertisodik:
[V (z),z'p] = iha'V' (z). (2.12)

Az igy kiszamolt [p?, z'p] (2.11) és [V (z), zp] (2.12) kommutétorokat tehat
visszahelyettesitve (2.10)-be, és az egyenletet atrendezve:

(z'V'(2)) = 4ﬁt<xt*1p2> + hQﬁt(t —1)(t —2)(z"3). (2.13)

A teljes rekurziohoz még ki kell fejezni az (x'~1p?) varhato értéket z valamely

hatvanyanak varhats értékeként. Ezt méar megtettem a (2.9)) egyenletben, amit
most behelyettesitve (2.13])-ba:

(x'V'(x)) = 4Btz 1) — 26(V (2)x' 1) + hQﬁt(t —1)(t—2)(="3). (2.14)
Vegyiik észre, hogy a rekruziés egyenlet ¢ = 1 specidlis esete a jol ismert
virialtétel: )
E= 2(
A rekurzios egyenletek konkrét pontencialra torténd felirdasabol konnyen 1at-
szik, hogy a potencialfiiggvény alapjan kiilonb6z6 paraméterek kozotti Gsszefiig-
géseket kapunk. Példaul ha a harmonikus oszcillatort vizsgaljuk, ahol V(z)
22, (2.6)-ot felhasznalva és O-t I-nek vélasztva és (2.6)-bol O =zp-t behelyette-
sitve E-bdl kifejezhetjiik (x2) varhato értéket. Ezutan (2.14)-be behelyettesitve
a potencialt és F-t az egyenlet két paraméter, (x'=3) és (z'T!) Osszefiiggésére
egyszertisddik. t=3-at valasztva megkapjuk (z*) vdrhato értéket, hiszen 2° var-
hato értéke 1. Ezekbdl a rekurzié mar x tetszéleges paros hatvanyanak varhato
értékét megadja; = paratlan hatvanyainak varhato érrtéke pedig a potencial-
fiiggvény parossiga miatt mindig nulla. Igy csupan E megadasaval a teljes
maétrixot megkapjuk.

2V () + (V (). (2.15)
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A legtobb esetben azonban tobb kezdeti paraméterre van sziikség a rekur-
zi6 miikodéséhez. Minden potencialra definidlhatunk egy S alaphalmazt, mely
ezeket a sziikséges kezedeti paramétereket tartalmazza. A fentiek és a [4] cikk
alapjan az aldbbiakban felsorolunk néhany példat.

o V(r)=1w?2?, S={F}

=gz’ S ={E, (x),(2?)}

(x)

o V(z)=yg

o V(z)=gat; S={E, (2%}
(x) =g
(x)

a? +hat; S ={E,(2°)}
x) =2+’ +aty S ={E (z),(a%), (z°)}

2.3. Klasszikus periodikus mozgasok

Erdekes eredményeket kaphatuk, ha a bootstrap altal megengedett energiaszin-
teket és a hozzdjuk tartozo (x2) értékeket a megfelels klasszikus mechanikai el-
rendezésekhez hasonlitjuk. A dolgozatban vizsgélt kotott allapotok a klasszikus
mechanikidban leginkdbb a periddikus mozgast végzé tomegponttal mutatnak
analégiat. Klasszikus esetben z2 id6atlaga egy mozgasi periddusra:

ahol T" a periédusidé. Az %m (%)2 +V (z) = E energiamegmaradasi torvénybsl

kifejezve a dt idGintervallumot ez az alabbi alakba irhato:

() = lz/m odr
YT, VRE-V@ 2

ahol a T peri6dusidét a kovetkezd integral adja:

*2 dx
T=2 ,
/;pl V2(E —V(x))/2

ahol x; és x5 a megallasi pontok. Ezekben a pontokban a mozgési energia nulla,
azaz a potencialis energia megegyezik az Gsszes energiaval. E =V (z1) = V(z2).
Ha ezt az egyenletet meg tudjuk oldani és két gyokot kapunk, akkor az egyenlet
megoldésa utan a fenti képletekbe behelyettesitve, adott potencialfiiggvényre
megkapjuk x? varhaté értékének analogjat (a periodusidére vett atlagat) az E
energia fiiggvényében. Latni fogjuk, hogy a nagyobb energidk felé haladva a
bootstrap feltételek altal megengedett tartomanyok az E — (x2) sikban mindig
kozel esnek a klasszikus E — (22) gdrbéhez, illetve elég nagy energidkon tartal-
mazzak is azt. Ez egy példa az in. korrespondancia-elvre.
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3. Anharmonikus oszcillator

3.1. Perturbacioszamitas

El6szor az anharmonikus oszcillator specialis Hamilton-operatorara vizsgaljuk
a bootstrap modszer miikodését. Az egyszertiség kedvéert legyen 1/2 és w = 2.
Ekkor:

H =p? + 22 + ga* (3.1)

Elgtte azonban megnézziik, milyen eredményt kaphatunk a perturbacioszé-
mitas elvégzésével. Ekkor az (1.11) egyenletben gH; = gz*. A g-ben nulla
rendd megoldas a harmonikus oszcillator megoldasa az ([1.6) egyenletbdl

1
E© = 2 <n+ 2> .

a g-ben el6rendd tagok (|1.14) -bsl
D= @2t el).
Ugyanigy a g2 rendii tagok (1.15)-be behelyettesitve:
0) 4
2 _ (¢ |$ |¢n )[?
g - 3 IO

m#n

Ezek alapjan (1.12)-b6l a perturbécidszamitéssal becsiilt energidk az anharmo-
nikus oszcillator els§ néhany energiaszintjére g-ben masodik rendig a kdvetke-
z0k [5]:

3 21
Ey=1 - — 2
0 =1+ 19— 16+ O(g") (3.2

15 165
Ei=3+—g——g° .
1 3+49 167 +0(¢%) (3.3)

39 615
Ey = — ——2 4
=5+ 19169 +0(g%). (3.4)

Az anharmonikus oszcillator az egyik legtipikusabb példaja a perturbacio-
szamitas alkalmazéasanak, és jo bevezetés bonyolultabb modellekhez (pl. skalar
kvantumtérelméletekhez), ezért a targyalasa kiilondsen érdekes.

2. Rekurzié

Ebben az esetben az S = {E, (x?)} elemei alapjan felirhatjuk a rekurziét tetsz6-
leges rendig. Felhasznélva az altaldnos polinomfiiggvény-potencialra kiszamolt
rekurziot, V(z) = 22 + gz*-t (2.14)-be helyettesitve:

4(t+ 1)@ +dg(t+2) (@) = 4Bzt — h2ﬁt(t— 1)(t—2)(x'3). (3.5)
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Ebben a formuldban néhany tag még ismeretlen, azonban (2.5)) és (2.6) azo-
nosségok alapjan ezeket ki tudjuk fejezni E és (2?) segiségével. Ha O = zp,

akkor (2.5)-bol:

s (162 8)) + (12, ) + g, zp]) =,

amibdl
1
2M
Tovabba (2.6)-bol, O-t I-nek valasztva az energia E = 712 (p?) + (2%) + g(z?).
Ezekbdl a kovetkezs Osszefiiggésre jutunk E, (x?) és (x?) kozott:

() + (2*) +29(*) = 0.

E = 2(z*) + 3g(z*), (3.6)

amibdl az alaphalmaz - azaz F és (22) - két kezdeti értéke ismeretében megkap-
juk (z4)-t.

Ezzel tehat kaptunk egy rekurziés formulat, ami az E energia és harom egy-
mast kovet§ azonos paritasa x hatvany varhaté értékének ismeretében megadja
a kovetkezd ilyen paritast x havany varhato értékét. A varhato érték a nulladik
hatvanyra 1; a negyedik hatanya (az fentiek alapjan) kifejezhet6 a masodik hat-
vany varhato értékébdl és az energidbdl. Az x paratlan hatvanyainak varhato
értéke pedig mindig nulla. Tehét adott E-re és (x2)-re tetszéleges nagy hely-
koordinata hatvanyra megkaphatjuk a varhato értéket a rekurziébol. EllenGrizni
tudjuk tehat az X;; = (z*77) méatrix pozitiv definitdsat, és igy megallapithatjuk,
hogy az altalunk valasztott E és (22) értékek megengedettek-e az anharmonikus
oszcillator potenciélnal.

3.3. Algoritmus

Az energiaszitnek megkeresésére egy pasztézast alkalmazhatam, ami (ebben a
dolgozatban) egy két dimenzios sik rendezett pontparjaira elre valasztott fel-
bontas mellett egyesével leteszteli, hogy a bootstrap altal megengedettek-e, azaz
pozitiv szemidefinit-e az X;; = (z'*7) métrix.

A széamitéasok elvégzéséhez Python3-at hasznaltam, az abréakat, grafikonokat
pedig a matplotlib pyplot kényvtara segitségével készitettem.

Minden vizsgélt rendszerhez irtam egy fliggvényt, amely a rendszerre jellem-
76 paraméterek alapjan egy ilyen rendezett pontparra megadja, hogy megenge-
dett-e vagy sem. Egy pasztazo metédussal az S alaphalmaz elemeit egy kivéalasz-
tott tartoményban, elére megadott felbontéssal egy kis K-ra végigpasztazom.
Ezutan a metodus a vizsgalando tartomanyt leszikiti arra a kis |S| dimenzios
téglatestre (téglalapra), ami a kis K mellett megengedett pontok koré irhato és
K-t novelve ismét elvégzi a pasztazast. Ezt folytatja az elére megadott maxi-
malis K rendig. Az igy kapott megendgedett pontokat mér tudjuk vizsgélni és
&brézolni kiilonb6z6 szempontok alapjan.

Hasonl6 pasztazoé fiiggvényt alkalmaztam a csatolési alllandok vizsgalatéra.
Ilyenkor K mellet g-t is valtoztattam egy-egy pasztazas utan. A vizsgilando
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tartomanyt azonban kissé arrébb kellett tolnom (vagy megfelelen nagynak va-
lasztanom az elején), mivel a csatolasi dllando6 véltoztatasakor az energiaszintek
is eltolodnak.

3.4. Eredmények

K novelésével egyre szigoriibb megszoritdsokat kapunk az E és (z?) lehetsé-
ges értékeire, tehat K novelésével kozeliteni tudjuk az anharmonikus oszcillator
energiaszintjeit. Az[1] &dbra mutatja ezeket az értékeket kiilonb6z6 K rendekre,
ag=1¢és M =1/2 esetében, ha h-t egységnek valasztjuk. Ez azt jelenti, hogy
az impulzusmomentumot dimenziétlan mennyiségnek vessziik, azaz az impulzus
dimenzidja 1/hossz. Ha még a fénysebességet ¢ = 1-nek vessziik, akkor még az
is igaz, hogy az energia egysége is 1/hossz. Valamint, mivel M = 1/2-nek vet-
tiik, ez lényegében azt jelenti, hogy az energia egysége a részecske tomegének
kétszerese.

1.8
® K=5
164 ® K=7
e K=9
1.44 ® K=11
e K=13
1.241 ® K=15

Klasszikus
1.0 1

(x?)

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

80 82 8.4
E E

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

86 88 9.0

1. abra. A bootstrap modszer altal megengedett tartomanyok az E — (z?)
sikon az anharmonikus oszcilatorra g = 1 és M = 1/2 esetén, kiilonb6z6 K
bézis méretek mellett. A szaggatott vonal az ugyanebben a potencidlban tor-
ténd klasszikus periodikus mozgas esetében mutatja az 22 periédusidére vett
idGatlagat az energia fiiggvényében. A betétek az alapéllapotot illetve az els6
és méasodik gerjesztetett allapotokat mutatjak kozelebbrsl.
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A grafikon jol mutatja, hogy kis energidkra mér az X;; = (x*7) matrix kis
rendjénél (kis K-nal) is latszik az energiak kvantaltsaga, a nagyobb energiaszin-
tek azonban folytonosnak latszanak. Ezeknél a nagyobb energidknal magasabb
rendig kell kiszamolni a rekurziot, hogy latszodjon a diszkretizaltsag. Jol latha-
to, hogy a vizsgalt kvantalt energidk a klasszikus mozgast jellemz& gorbe alatt
talalhatoak és a vizsgalt K-kra a megengedett sav jol illeszkedik erre a gorbére.
Az is lathato, hogy a magasabb energiaszintek egyre kézelebb vannak a klasszi-
kus rendszer energidjahoz. Ez a korrespondancia-elv egyik megnyilvanulasa.

Mivel a rekurzié kiszamolasanal expliciten benne hagytama képletekben A-t,
ezért érdekességképpen meg tudtam nézni, hogy milyen eredményt ad a boot-
strap modszer a b — 0 limeszben. A abra ezt mutatja két kiilonbozs K
értékre. Jol latszik, hogy ez esetben a bootstrap modszer a megfelels klasszikus
periodikus mozgas E — (2%) gorbéjét kozeliti.

e K=4,h=0

e K=5h=0

0.4' -=--Klasszikus
0.3
30.2
0.1
0.0

00 03 06 09 12 1.5
E

2. dbra. A bootstrap modszer dltal mgengedett tartoméanyok a i = 0 esetre, a
klasszikus eset kozelitéseként, két kiilonbozs K-ra. A szagatott vonal ugyaneb-
ben a potencidlban torténd klasszikus mozgést jellemzi.

A [3] abran bootstrap médszer pontossiga latszik a g csatolasi allando fligg-
vényében az alapallapot és az els§ gerjesztett allapot energiajara. (Itt A-t ismét
1-nek valasztom.) A pontossagot itt a kivalasztott energia becslését mutato
"szigitek" relativ szélességének, azaz

AE Emax - Emin
E Emam + Emzn

segitségével definidlom.

17



0.03

0.021
u
W
<
0.01 1
K=13,E;
0.00 K=11,Ep
0 1 2 3 4

3. abra. A bootstrap modszer energiabecslésének pontossaga a g fiiggvényében
az alapéllapot (kék és lila) és az els6 gerjesztett allapot (narancs és piros) ener-
gidjara. Mindkét esetben két kiilonb6z6 K-ra.

Mindkét energiara igaz, hogy fix K bazisméret esetén a legpontosabb becs-
lést nem a g — 0 limeszben kapjuk, mint pl. a perturbéciésszamitas vagy a
harmonikus oszcillator bazisat alkalmazé variaciés modszer esetén varnank, ha-
nem egy véges g érték mellett. Ez vélhetGen azért van, mert a ¢ — 0 limesz
nem trividlis, hiszen g = 0 értékénél a bootstrap rekrzidhoz sziikséges alaphal-
maz csak 1 elem( (hiszen a viridl-tétel osszekoti E és (x2) értékét), mig g > 0
esetén az alaphalmaz kételemi. Ez azt eredményezi, hogy a bootstrap moédszer
egy olyan kozelitést ad az anharmonikus oszcillator spektrumara, ami nem ak-
kor igazan pontos, amikor a potencial egyik tagja dominal a masikhoz képest,
hanem amikor a két tag kb. 6sszemérhetd.

A bootstrap szigort also és felsé becsléseket ad a kiilénb6z6 energiakra. A f]
abran ezeket a hatarokat abrazoltam g fliggvényében zold, illetve narancssarga
gorbékkel. A gorbék altal kozrezart teriilet a megengedett energidk tartomanya.
A piros és rozsaszin gorbék a perturbacioszamitassal kozelitett energiakat abra-
zoljak g elsd, illetve masodik rendjéig kiszadmolva és alapjan. Ezek a
gorbék kis csatolasi allandé esetén jol kozrefogjak a bootstrap altal adott ener-
giasavot. Latszik, hogy mig a bootstrap modszer nagyon pontos becslést ad
az energiaszintekre nagy g csatolasi allandé esetén is, addig a csatolési allando
novelésével a perturbacioszamitias hamar pontatlanné valik.
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1.8
—— Bootstrap K =9 —— Bootstrap K =11
Bootstrap K =11 6.5 Bootstrap K = 13
1.61 — perturb. 0(gh) —— Perturb. 0(g?)
Perturb. ©(g?) 55 Perturb. ©(g?)
1.4
w w
4.
1.2 / 5
1.0 3.5
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
9 9

4. dbra. A bootstrap modszer energiabecslésének Osszevetése a perturbaciosza-
mitéssal az alapéllapot (bal) és az els6 gerjesztett allapot (jobb) energidjara g
fiiggvényében. A z4ld, illetve narancs gérbék a bootstrap also és fels§ korlatait
jelolik kiilonb6z6 K értékekre. A piros, illetve rozsaszin gérbék a perturbacio-
szamitas becslése g elsg, illetve masodik rendjéig.

4. Dupla godor

4.1. Variaci6s ansatz

A kovetkezs vizsgalt rendszer a dupla gédor potencial. A rendszer Hamilton-
operatora a kovetkezd alakban irhatoé fel:

1
H= me — ma? + gat, (4.1)
ahol m, g € RY valos szamok. Az egyszeriiség kedvéért legyen ismét M = 1/2.
Az energia-sajatallapotokat kersehetjiik variacidos modszerrel egy nemlineéris
ansatz segitségével. Egy egyszerd ansatz az alapallapotra két Gauss-gorbe
Osszegekeént[6]:

1/4 2 2
o1 () sy (AT o)
Az ansatzot a kvantummechanikai alagutazas jelensége motivalja. Egy Schro-
dinger-egyenletet kdvets részecske nem nulla valészintiséggel 4t tud jutni egy
olyan potencidlgaton, amelynek magassidga nagyobb mint a részecske energiija.
Az alapéllapotban igy egy dupla csicsu hullamfiiggvényt varunk, ahol a megta-
lalasi valoszintiség maximuma a potencial minimumaiban (z = +1/m/(2g)) van.
A Gauss-eloszlas alaka hullamfiiggvény azért indokol, mert a godor minimuma
kornyékén jo kozelitéssel harmonikus a potencial. A prefaktort a hullamfiigg-
vény normaltsdga hatarozza meg. Itt 8 szabad paraméternek meg kell keresni a
megfelel értékét. Az ehhez az ansatzhoz tartozé energia varhaté érték felirhato
B fliggvényében:

39 m m? mf? 3m m? mp? m m?
Eo(ﬁ)—@-&-@-&-@-i-ﬁ— ; +<8B—8g+ p )tanh(%ﬁ)—@_
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Az ansatz-cal becsiilt energia ennek a fliggvénynek a minimumeértéke lesz, a
megfelel§ § paraméter pedig a fliggvény minimum helye. Kézenfekvd lenne dif-
ferencialni az energiafiiggvényt 3 szerint, azonban a tangenshiperbolikusz miatt
ez nehézkes lenne, igy numerikus méodszerhez folyamodtam.

Hasonl6 alakban kereshetjiik a hullamfiiggvényt az elsG gerjesztett allapotra,
azzal a kiilonbséggel, hogy itt a két Gauss-gorbe kiilonbségét vessziik, hiszen egy
paros potencidlban az alapallapot hullamfiiggvénye mindig paros, mig az elsé
gerjesztett allapot hullamfiiggvénye mindig paratlan [IJ:

velo) = \% <27r5>1/4 (1+e729)77 (eﬁ(gﬂx/mf Bt (m/2g>)2> .

Igy az energia-varhato érték is csak kissé tér el:

39 m m? mp? 3m m? mp? m m?
El(ﬁ)—@%’@—i-g—i-ﬁ— p +<——|— P )coth(2gﬁ>—4g.

Itt a g fliggvényében kell az E;(f) minimumét megkeresni, hogy megbecsiiljiik
az elss gerjesztett allapot energiajat.

4.2. Rekurzid

A potencialfoggvény ebben az esetben is polinomfiiggvény, tehat ismét felhasz-
nalhatjuk a (2.14) rekurziv formulat. V(x) behelyettesitése utan a kévetkezs
egyenlségre jutunk:

1
—4Am (2" 4-8¢g(x' ) = 8Et<xt*1>+4tm<zt“>—4tg<zt+3>+h2mt(t—l)(t—2)<xt*3>.
(4.2)
Az anharmonikus oszcillatorhoz hasonloan itt is a (2.5)) és (2.6) azonossago-

kat hasznalhatjuk. Ezeknek az egyenleteknek a megoldésa nagyaon hasonlé a
korabban kiszamolt rekurziokhoz. O = zp-re (2.5))-bol:

(P?) = m(z?) + 2g(z*).
O =1I-t (2.6)-ba helyettesitve:
E = (p*) — m(z?) + g(a*).

Ezekbsl E-t kifejezve:

E = —2m(2?) + 3g(z*).
Innen pedig mar megkapjuk 2* varhato értékét (x2) és F fiiggvényeként kifejez-
ve:

() = E*?;W. (4.3)

Lathato6 tehét, hogy az alaphalmaz itt is S = {E, (z%)}.
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A dupla godor potencialfiiggvény az anharmonikus oszcillator potenciélfiigg-
vényével szemben negativ értékeket is folvesz. Ez alapjan a péasztazast a negativ
energiatartoméanyra is ki kell terjeszteni a potencialfiiggvény minimum értékéig.
Valamint a klasszikus gorbe itt negativ tartomanyra is kiszamolhato, ehhez a
megfordulasi pontoknak a negyedfoku egyenlet azonos elGjelii gyokeit kell figye-
lembe venni.

4.3. Eredmények

m értékétsl fliggden a szimmentrikus gédrok lehetnek sekélyebbek vagy mélyeb-
bek, azaz a potencial minimuma lehet relative kis abszolut értékd negativ szam,
illetve relative nagy abszolut értékd negativ szdm.

Ha m értékét kicsinek vélasztjuk, a godok sekélyek lesznek. Ebben az eset-
ben a bootstrap eredménye nagyon hasonlit az anharmonikus oszcillatornal 14-
tott eredményhez, ilyenkor nem jelennek meg negativ energiaszintek. A meg-
talalt energidk azonban az anharmonikus oszcillatornal latottakkal ellentétben
nem egységesen a klasszikus gorbe alatt helyezkednek el, hanem van, ami -
16tte, van, ami alatta. A vizsgalt esetekben azonban itt is az latszik, hogy a
korrespondancia-elv értelmében a nagyobb energidk kozelitik a klasszikus ese-
tet. Ez lathato a abran, ahol az m =1, g = 1 esetet vizsgaltam.
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5. abra. fent A bootstrap altal megengedett tartoményok a dupla godor po-
tencial esetében, m =1 és g =1 értékekre, kiilonb6z6 K bazisméreteknél. Az
egszertség kedvéért h=1és M = % A szaggatott vonal az ugyanebben a poten-
cialban toérténd klasszikus periodikus mozgasra mutatja z2 periddusidére vett
atlagat az energia fliggvényében. lent A kisebb abrak az alapallapotot illetve az
els6 és mésodik gerjesztett allapotot mutatjak kdzelebbrél.

A potencidlgédrok minimuma itt —0.25. Elvileg ezekben a godrokben is
lehetnének kotott energia-sajatallapotok, ahogy a klasszikus gorbe is mutat-
ja. Azonban ezek nem elég mélyek ahhoz, hogy negativ energiaszintek is meg
tudjanak jellenni. Ez mér a bootstrap-matrix kis rendjénél is egyértelmten 1at-
szik. Példaul K =9 esetén mar csak az energia pozitiv tartomanyaban vannak
megengedett pontok.

Ha m-et nagyobbnak valasztjuk, az energiaszintek sokkal kevésbbé illeszked-
nek a klasszikus gorbére, habar a magasabb energidk itt is kozelitenek hozza.
Egy ilyen esetet abrazoltam a[6} abran, ahol m=4-nek és g=1-nek valasztotam.
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6. abra. (fent) A bootstrap altal megengedett tartomanyok a dupla gédér po-
tencial esetében, m =4 és g =1 értékekre, kiilonb6z6 K bazisméreteknél. Itt
ish=1és M= % A szaggatott vonal az ugyanebben a potencidlban torténd
klasszikus periodikus mozgasra mutatja 22 periédusidsre vett dtlagat az energia
fiiggvényében. (lent) A kisebb &brak az alapallapotot illetve az elsé és masodik
gerjesztett allapotot mutatjak.

Jol lathato, hogy a pozitiv energidk mellett megjelenik két nullanal kisebb,
egymashoz kozeli energiaszint, amely energia-sajatallapotokban azonban az 2
varhaté értéke nagyon kiilonbozik. Ezek az dbran a klasszikus gorbe két oldalan
helyezkednek el, kozel egymés f6l6tt.

m-et tovabb noévelve a godrok mélysége és szélessége tovabb novekszik. A [7]
adbran abrazoltam a duplagddor-potenciél legkisebb energidit és azok viszonyéat
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a klasszikus gérbéhez néhany m értékre. A bootstrap-matrix méretét minden
m-hez egyedinek valasztottam ugy, hogy a "szigetek" 6sszemérhetéek legyenek.
Ehhez kis csatolési allandéknal kisebb K-t valaszottam, nagyobb m-ekhez pedig
nagyobbat. (Pl. m=3-hoz K =15, m=6-hoz K = 25)
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7. 4bra. A bootstrap modszer altal megengedett tartomanyok az F-ben negativ
E — (2?) félsikon, kiilonboz6 m értékek mellett. A K bazisméretek minden
m-hez egyedien vannak megvélasztva, 15 > K > 25. A szaggatott vonalak a
sziniiknek megfelel potencidlban mutatjak a klassszikus mozgés esetét.

Az 4bran jol latszik a gddorben 1évs energidk jellege. m = 3-ra csak az
alapallapoti energia tolodik a negativ tartoméanyba. m = 4-re az alapéallapoti
energia melett megjelenik a kordbban is latott elsG gerjesztett allapot energiéja.
Ahogy m novekszik, agy a két legkisebb energia-sajatértéket abrazold "szigetek"
kozelednek egymashoz, vagyis a sajatértékekhez tartozé sajatfiiggvényekben 2
varhato értéke egyre kevésbé kiilonbozik. Emellett egyre inkabb illeszkednek a
klasszikus gorbére is. Ahogy m novelésével az alapallapoti energia egyre kisebb
lesz, Ggy egyre tobb energiszint van a godrokben, vagyis a nulla energia alatt.

A bootstrap modszer ez esetben is szigoru alsé és felsé becsléseket ad az
energia és x2 varhato értékeire a variacios modszerrel ellentétben, ami az ener-
giara felsé becslést ad, az (x2) varhato érték esetében pedig a priori nem tudni,
hogy als6 vagy fels6 becslést. Az alabbi tablazatokban a[7l abran lathato becs-
léseket hasonitom Gssze a fejezetben ismertett egyszerd varidcids ansatzal
kiszamolt becslésekkel az alapéllapot és az els6 gerjesztett allapot esetében.

24



m Eé)ar Egoot <x2>101ar <$2>goot

3 0.1 | [-0.602, -0.588] 2.14 [0.877, 0.891]
4 | -112 | [-1.77,-1.65] | 241 | [1.35, 1.42|
5 | -3.02 | [-3.42,-3.39] 2.64 | [2.01,2.04]
55 | -4.18 | [-4.51, -4.48] 275 | [2.32, 2.36]
6 | -548 | [-5.7,-5.698] | 2.85 | [2.711,2.714]
m Ewi;ar Eimot <x2>7i)ar <x2>l{oot

4 [-1.05 | [1.28,-1.18] | 241 | [1.76, 1.83]
5 | -3.01 | [-3.26,-3.23] 264 | [2.21, 2.25]
55 | -4.18 | [-4.3,-4.41] 275 | [2.44, 2.47]
6 | -5.47 | [-5.697,-5.696] | 2.85 | [2.715, 2.717]

Lathato, hogy a varidciés modszer altal adott felsG becslések mind az energia
mind (z?) esetében a bootstrap altal becsiilt tartoményon kiviil esnek. m kis
értékeinél aranylag kis matrixmeérettel, vagyis arédnylag kevés szamolassal a bo-
oststrap sokkal pontosabb becslést ad az itt targyalt variaciés ansatznél. Az
m csatolasi dlland6 novelésével azonban a variacios moédszer kozelit a bootstrap
altal meghatarozott helyes tartomanyokhoz. Azt mondhatjuk tehat, hogy az itt
targyalt varidciés ansatz mélyebb gédrok esetén valamivel jobb kozelités.

A dupla g6dor potencidlnak két csatolasi allandoja van: m és g. Ha mindket-
t6t ugyanolyan mértékben véltoztatjuk az olyan, mintha a potencialfiiggvényt
megszoroznank egy konstassal, vagyis megnyujtjuk. Ett6l a godroknek csak
a mélységiik valtozik, a szélességiik nem. A adbran az alapallapoti energia
bootstrap altal megengedett energiatartoméanyat dbrazoltam m fliggvényében
kiilonbozd g-kre. A pontozott vonalak a sziniiknek megfelels g értékekre mutat-
jak a variacios ansatz fels6 becslését az alapallapot energidjara.

Qe aa
LU R I )
B WN e

~~~~~~ Variaciés ansatz

3 4 5 6 25 30 35 40 45 50 55
m m

8. dbra. A bootstrap altal megengedett alapallapoti (bal) és els6 gerjesztett &l-
lapoti (jobb) energiaértékek m csatolési allando fiiggvényében, K = 15 esetén.
A kiilonb6z6 szinek kiilonb6z6 g értékeket jelolnek. A pontozott gorbék a szi-
niiknek megfelel6 g-re abrazoljak a varidciés ansatz &ltal becsiilt energiat m
fliggvényében.

A téablazat adataihoz hasonloan itt is latszik, hogy m novelésével a két mod-
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szer altal adott becslések kozelitenek egymashoz. Ezzel szemben g novelésével
a variaciés modszer becslése tavolodik a bootstrap dltal megadott helyes ener-
giatartomanytol.

5. Morse-potencial

Ebben a dolgozatban az utolsé vizsgalt kvantummechanikai rendszer a Morse-
potenciadl. A Morse-potencidl egy egyszerid modellje a molekuldk rezgéseink.
Ellentétben az eddig targyalt potencidlokkal, a Morse-potencial csak —oo-ben
divergens, mig +oo-ben egy konstanshoz tart. Ez a konstans a disszociicios
energia. Ennek az egyik kovetkezménye, hogy csak véges sok kotott allapot
van a Morse-potencidlban. A disszociaciés energianal a rendszer Osszeomlik (a
molekula szétesik) és az energiaszintek folytonosa véalnak.

Morse-potencial

Disszociacids energia

/"

9. 4bra. A Morse-potencial jellege. A piros vizszintes vonalak a kozott energia-
szinteket jelolik, a zold szaggatott vonal pedit a disszociacios energiat.

A Morse-potencial esetében a potenciélfiiggvény a kovetkezs:

V(r) = A(e 2(rmre) — gealr=re)), (5.1)

ahol A és a valos paraméterek, r. pedig a potencilfiiggvény minimumhelye. A
minimumbhelyet nulldnak valasztva és atsdkalazva az x koordindtat a potencial
a kovetkezd alakra egyszertisithetd:

V(r) = A(e™" — 2e77). (5.2)

5.1. Egzakt megoldas

A Morse-potencial esetében a kiillénbdzé energia-sajatértékekre és sajatallapo-
tokra egzakt megoldas is ismert [7]. A sajatértékeket a kovetkezs formula adja
meg.

Enzzx/Z(nJr;)—(nJr;)Q—A (5.3)
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ahol n =0,1, ..., L\/Z — %J Vagyis a kotott energidk szama {\/Z + %J
Az n-edik ilyen sajatallapot hullamfiiggénye:

w(z) — an Afnf%efézLSf\/Z—Qn—l)(z)’

ahol z = 2/ Ae~*, L,, az n-edik Laguerre-polinom, N,, pedig az adott energia-
szinthez tartozé normalasi faktor, ami a kovetkezé alakban irhato:

N o= n!(2vVA —2n — 1) :
" I(2vVA - n)

Ez alapjan felirhatoé e™* varhato értéke, amit késébb 6ssze tudunk vetni a
bootstrap eredményeinkkel:

€)= [ vy

5.2. Rekurzié az O; = ¢ bazisra

Itt a potencial nem z egy polinomfiiggvénye, ezért nem érdemes az eddig hasz-
nalt O, = z¥ bazist valasztani a bootstrap modszerhez. Ehelyett most az
O; = e'® bazisra irjuk ol a rekurziot, ahol t egy nempozitiv egész szam. Ismét
az eddig is hasznalt és azonossagokbol indulunk ki amikbe a korrab-
biakhoz nagyon hasonlo O = €' és O = e'®p operatorokat fogjuk helyettesiteni.
El6szor:

(He'™) = E{e™).

Innen:

ﬁ@”f) = B(e') — A(e!"7P7) + 24(l V7). (5.4)

Ezutéan:
([H, em]> =0.

Itt a potencialfiiggvény kommutal az e*® operatorral, ami alapjan:

(1, €7)) = S (2, ) = 0.

A kommutéatort kifejezve és az impulzus helyére p = —iha%—t irva és a szorzatok
derivalasat elvégezve:

(1H, ) = S1 (PR + 21 ),

2M
ahonnan a derivaltakat visszairva az impulzusoparatrorra:

th{e™) + 2i(e"p) = 0.
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Amibdl kifejezhet6:
1
i{e"p) = —ith<em>. (5.5)

Ugyanezen azonossig alapjan méasik O operatorra:

([H,e™p]) = <ﬁ[p2, e'"p]) + A([e™", €' p]) — 2A([e™", ¢""p]) = 0.

A kommutéatorokat itt ismét kiilon-kiilon szamolom ki.
A[672m’ etzp] — Aetz(6721p _ p672z)

Itt megint beirhatjuk p helyére a derivalt alakot, amibdl a derivalas utan ezt
kapjuk:
A[672z76tzp] — Aem(efhp _ 217167295 _ 672117),

tehat
Ale™2® et®p] = —2ihAet=2)7,

Az utolsé tagra hasonlé modon a kovetkezd adodik:
—2A[e™", ep] = 24ihet~V7,
Az impulzus-tag pedig a kordbbiak ismeretében
[p?, e'p] = [p?, e'"]p = —h*t%e!™p — 2ihte!“p?.
Ezekbdl:

i 2./ tx L te, 2 (t—2)x (t—1)z\ _
2Mﬁt i(e"p) 2t2M<e p”) — 2A(e )+ 2A(e )y =0.

Ebbe az egyenletbe behelyettesitve (5.4) és (5.5)-ben megkapott azonossagot,
(e*=2)%)_re a kivetkezs rekurziot kapjuk:
(4tE + 51 h2t3) (e!®) + (8t — 4) At D7)
(4t —4)A

= (elt=2)7), (5.6)

Ennek a rekurzionak a segitségével az S = {F, (e ®)} kezdGértékekbsl az
alabbi bootstrap matrix irhato fel:

1 (e™%) (e=2%) . (e~ K=
<e—a:> <e—2m> <e_3””> . <e—(K+1)z>
: : _ (5.7)
<67.Kz> <67(K.+1)z> <67(K'+2)z> o <672'Kz>

Belathato, hogy a hullamfiiggvény a x — —oo felé haladva e~ VA< alaki.
Ez azt jelenti, hogy a (e~ "*) varhato érték tetszGleges nagy n-re véges, hidba
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—nx

divergal maga az e az x — —oo limeszben, tehat a fenti bootstrap matrix
nyugodtan hasznalhaté. Ennek belatdsadhoz elGszor vezessiink be egy 1]

y=VAe™®
valtozdt, amire a potencialfiiggvény a kovetkezd:
V =y 2\/Zy.
Ekkor egy tetsz6leges ¢ hullamfiiggvény derivaltjat felirva ezzel a véltozoval:

& _dydy __ dv
de dxdy yaly7

tehat a masodik derivalt:

&Py Ly dY
S =Y oty
dz? dy? dy

Az idsfiggetlen Schrodinger-egyenlet alapjén, felhasznalva ezt a mésodik deri-
valtat:

-y " (y) — y' (y) + (y2 - 2\/2?;) Y = Ei,

amit leosztva —y>-tel:

v+ L (Zf - 1) yiy) = -20Y.

Ha z — —oo, akkor y — oo, vagyis az egyenlet tortjei, ahol a nevezében y
legalabb elsé hatvanyon szerepel, a nulldhoz tartanak. Innen latszik, hogy nagy
y esetén ¢ (y) ~ ¢ (y). Ennek a megoldasa v (y) ~ De*¥. A hullamfiiggvény-
nek azonban normalhatonak kell lennie, tehit az egyetlen fizikailag értelmes
megoldés a negativ elGjeld, azaz:

Y(x) =~ De VA,

Ezzel belattuk, hogy (e~"%) tetszdleges n-re véges, és a bootstrap matrix
tényleg hasznélhato.

Ez az exponenciélis fiiggvény alaku bazis azért kézenfekvs, mert az altalam
hasznalt és a kényszerekbe val6 behelyettesitésnél megjelenik az ex-
ponencialis alakt potencialfiiggvény, igy a végss rekurzio sziikségképpen tartal-
mazni fog valamilyen ilyen alaku tagot. Ezért volt célszerii a behelyettesitendd
O operatorok esetében is hasonlé alakkal prébalkozni, mert igy Gsszevonhatok
lettek a tagok. Ugyanez volt a gondolatmenet a polinom-potencialok esetében
is.

29



5.3. Eredmények

Az eddigiekhez hasonloan a Morse-potencial esetére is csinalhatunk egy paszta-
zést. Itt azonban az eddigiektél eltérd modon nem az E — (x2) sikon, hanem
az E — (e™*) sikon. Mivel csak véges szamu kotott energia van, és ezek mind-
egyike negativ, minden esetben csak legfeljebb 0-ig kell pasztazni az energia
tengelyen. Ahogy a tobbi potencidl esetén, itt is kezdhetjiik a pasztizast a
klasszikus potencial minimumértékétsl, hiszen ez alatt az érték alatt nem lehet
kotott allapoti energia. Az adbran abréazoltam a megengedett pontokat, a
Hamilton-operator paramétereit M = %—nek, i =1-nek és A = 4-nek valasztva.
Az &bran az egzakt alapallapoti és elsG gerjesztett allapoti energiat és (e™7)
varhato értéket is jeloltem.

\\\ [ ] K=16
0.8 - ® K=18
e K=20
So ® K=22
~
\\ »  Egzakt megoldas
0.6 —=—=- Klasszikus
¥
L 0.4
0.2
0.0
-3 -2 -1 0 1
E

10. abra. A bootstrap modszer altal megengedett tartoméanyok az E — (e %)
sikon kiilénb6z6 K bazisméretekre. A paramétereket A =1, M = % és A =4-
nek valasztva. Az ikszek az egzakt megoldast dbréazoljak.

A abran lathato, hogy mig a médszer az Oy = ek bazissal tud felss
becslést adni az (e~*) varhato értékre, és ez K novelésével jol kozeliti az egzakt
megoldast, addig szigord alsé becslést nem tud adni r4. K ndvelésével azon-
ban a becsiilt energiatartomanyok itt is cscékkennek és tartalmazzak az egzakt
megoldast. (e~*)=0-n4al megjelenik egy folytonos egyenes, mivel ekkor az (5.7)
matrixban az els§ sor els6 eleme 1, ezen kiviil pedig F-t6l fiiggetleniil minden
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més elem nulla, a matrix igy mindig kielégiti a pozitiv szemidefinitasi feltételt.
Fizikai értelme azonban ennek az értéknek nincsen.

A adbran a bootstrap altal megengedett energiatartomanyokat és az eg-
zakt megoldas altal adott energidkat abrazoltam A fiiggvényében.

N

----- Egzakt energia
e FEyp, K=20
o E,K=25
74 ° E;, K= 25

1 3 5
A

11. abra. A bootstrap altal megengedett energiaértékek A fiiggvényében. A
kék, narancs és zold szinek rendre az alapéllapot, az elsé és masodik gerjesztett
allapot energidjat jelolik. A pontozott vonalak az egzakt energidkat jelolik A
fliggvényében.

Lathato, hogy A novelésével a bootstrap mindig megtalalja a magasabb ener-
giaju kotott allapotokat. A nagyobb energiaszinteknél azonban nagyobb K béa-
zisméretre van sziikség, hogy latszodjon ezen energidk diszkrétsége. Ahogy ko-
zelitlink egy olyan A értékhez, ahol ujabb kotott allapot jelenik meg (az dbran
A =2.5, A=6.5, valamint A =9 koriil) a legnagyobb ergiara a bootstrap meg-
engedett tartoménya elkezd szélesedni, majd kés6bb, ahogy elérjiik azt az A-t,
ahol megjelenik az extra energiaszint, ez a szélesed§ tartomény kettévalik és

A[I2] &bran a becsiilt energiatartomany relativ pontossaga lathato A fiigg-
vényében. A relativ pontossigot aA@ fejezethez hasonlban itt is az energia-

E — Emnmaz—FEmi

tartoméanyok relativ szélességeével, S = gmas—pmin_ként definiadlom.
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12. dbra. A bootstrap altal megengedett energiatartomanyok relativ pontossiga
A fiiggvényében. A kék, narancs és z6ld szinek rendre az alapallapot, az elss és
maésodik gerjesztett allapot energidjat jelolik.

A[I2] abra jol mutatja, hogy A novelésével a bootstrap relativ pontossiga né
(vagyis a "szigetek" relativ szélesség csokken) azon energiaszintek esetén, melyek
nem a legnagyobbak az adott A értékek mellett. Ezenkiviil jol leolvashato az
imént is latott jelenség, miszerint a legnagyobb energiaju kotott allapotra az
energiabecslés relativ pontossig csokken, ahogy A kozelit egy olyan értékhez,
aminél mar 4j energia jelenik meg. Amikor az A elér egy olyan értéket, ahol
megjelenik egy 1j kotott allapot, ez a szélesebb megengedett tartomany két
tartoméannyé esik szét, amibdl az als6 tartomany ennél a nagyobb A értéknél
maér precizebb becslést mond a k&tott allapot energidjara. Ez a jelenség latszik
a[l3] abran is, ahol a bootstrap altal megengedett tartoményokat kiilonbozs A
értékekre dbrézoltam egy fix bazisméret esetén. Az A paraméter novelésével a
megengedett energiasav szélesedik, majd kettévéalik és megjelenik egy 1j kotott
allapot.

00 A=15 09 A=2 o A=25

. k=25 o k=25 o k=25

-1.0 -0.5

0.6 0.6

e
(&™)
(e

0.3 0.3

13. abra. A bootstrap altal megengedett tartoméanyok kiillonbozé A-kra, K = 25
bazisméret esetén.
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6. Osszefoglalas és kitekintés

6.1. Osszefoglalas

A dolgozatban vizsgalt kvantummechanikai bootstrap modszer egy egzakt azo-
nossagokon alapul6 rekurziv formuléval az alaphalmaz elemeinek varhato értéke-
ibdl tetszoleges rendig egyértelmiien megadja més mennyiségek varhato értékeit,
amikre szintén egzakt egyenlStlenségeknek kell teljesiilnie. Ennek koszonhetGen
egzakt also és felsd korlatot ad az alaphalmazbeli mennyiségek varhatoé értékeire,
ami alapjén a becslés pontossiga kiszamolhatd. A mobdszer esetleges altalano-
sitasénal a kiilonboz6 operatorok varhatd értékeire adott szigoru alsé és felsé
korlatok, és a becslés pontossaganak ismerete jelentette elény megmaradna. Igy
a kvantummechanikai bootstrap egy hasznos eszkoz lehet bonyolultabb rendsze-
rek vizsgalatanal.

Ebben a dolgozatban harom rendszer: az anharmonikus oszcillator, a dupla
gbdor potencial és a Morse-potencial esetére vizsgaltam a médszer miikodését.

Azanharmonikus oszcillator esetén a felhasznalt irodalmon [3] feliil maga-
sabb energidkra is vizsgdltam a megengedett tartoményokat. Itt azt tapasztal-
tam, hogy az energia névekedésével a kotott allapotok energiaszintejei kozelitik
a klasszikus esetet, ez a korrespondancia-elv egyik megnyilvanulasa. Kiszamol-
tam a kommutétorokat i # 1 egységekben is, aminek kdszénhetSen vizsgalni
tudtam a i — 0 klasszikus limeszt.

Osszehasonlitottam a bootstrap modszer pontossagat g csatolasi allandé
fliggvényében a jol ismert perturbacioszamitéissal, és azt taladltam, hogy nagy
g-k esetén a bootstrap joval pontosabb kozelitést ad. Végiil azt lattam, hogy a
bootstrap nem a g — 0 limeszben adja a legpontosabb koézelitést, hanem g egy
kis véges értékénél.

A dupla g6dor potencialt szintén vizsgiltdk mér a boostrap modszer-
rel [3 4]. A dolgozatban ezt a rendszert egy egyszeriibb, két Gauss-gérbébdl
allé variacios ansatzcal [6] hasonlitottam Ossze kiilonboz6 mélységi potenciél-
godrok esetén. Ennél a rendszernél mindkét csatolédsi allandé valtozasara meg-
vizsgaltam a bootstrap moédszert. A variacios kozelités nagyobb szeparaciokra
bizonyult pontosabbnak, mig kevésbé mély gordrok esetén a bootstrapbél kapott
egzakt intervallumoktoél a varidciés modszer becslése ardnylag messze esett. Eb-
bél a példabdl jol latszik, hogy a bootstrap modszer jol tudja kezelni a bizonyos
kozelit6 modszerekkel nem, vagy csak nehezen kezelheté kvantummechanikai
alagutazas jelenségét is.

A Morse-potencial egy ezzel a modszerrel eddig nem vizsgalt rendszer.
Ezért teljesen 1j rekurziot kellet hozzd levezetnem, az altalanos polinomiélis
potencialokra levezetett rekurziéo nem alkalmas hozza. A Morse-potencialban
mozgb részecske viselkedése kvalitativen is eltér a koradbban vizsgalt esetektdl,
hiszen itt csak véges sok kotott allapot van.

A dolgozatban hasznalt rekurzionél azt talaltam, hogy a bootstrap az A csa-
tolasi allandé novelésével a kisebb energidkra pontosabb becslést ad. Emelett
azonban (e~?) varhato értékére csak fels6 becslést kaptam az ebben a dolgozat-
ban alkalmazott operator bazissal. Végiil érdekes jelenség, hogy A noévelésekor
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egy Gj kotott allapot megjelenése el6tt a legnagyobb energidja allapot ener-
giabecslésének pontossiga romlik, majd az uj kétott allapot megjelenésekor a
korabban legnagyobb, de immér mésodik legnagyobb energidju kotott allapot
energiabecslése ismét precizebb lesz.

6.2. Kitekintés

A kvantummechanikai bootstrap vizsgalatat tobbféleképpen is lehetne folytat-
ni. Nyilvanvaléan érdemes lehet megnézni tovabbi potencialokban is a moédszer
miikodését.

Az utolso fejezetben lattuk, hogy nem csak Oy =z bazisra lehet értelmes
a bootstrap métrix, s6t bizonyos potencidloknél ez nem is hasznalhaté. Ugyan-
akkor a dolgozatban mutatott O =e*® bazissal sem tudtam als6 becslést adni
a (e~7) értékre a Morse-potencial esetén. Ebben a dolgozatban csak a kénnyen
ad6do, a potencialfiiggvényhez hasonlé alaka operator bazisokat vizsgaltam. Ez
természetesen nem jelenti azt, hogy ezek adnak adott probléma esetén a legpon-
tosabb becslést. Ez alapjan egy-egy potencialra érdemes lehet mas bazisokat és
rekurziokat kersni, majd ezekre Gsszevetni a bootstrap kozelitését. Illetve kii-
16n kérdés, hogy egyéltalan mely potencidlokra lehet megfelel§ bazishoz olyan
rekurziot felirni, amivel tényleg kozeliteni tudjuk a varhato értékeket.

A fejezetben kitértem pér egyéb, a dolgozatban nem vizsgalt polinom-
fliggvény esetében az alaphalmaz elemeire. Itt is lathatd, hogy vannak olyan
potencialok, ahol az alaphalmaz t6bb, mint két elemd, igy a pasztézast a meg-
engedett energiaszintek megtalalasahoz egy tobbdimenziés térben kellene elvé-
gezni. Ennek elvégzése értelemszertien joval szamitasigényesebb lenne. Ez a
probléma viszont orvosolhato, ha a megengedett tartoméany keresését pésztazés
helyett optimalizéciés problémaként fogalmazzuk meg, ha pléldaul az energia
pasztazéasa helyett elsé korben megkeressiik a legkisebb energiat, ami az Osszes
sziikséges feltételnek eleget tesz. Az ilyen, pozitiv szemidefinitast tartalma-
z6 optimalizacios problémakat szemidefinit programoknak hivjik, és nagyon
hatékony algoritmusok ismertek ezek megoldasara. Ez kiilonb6z6 optimalizéacios
programcsomagokban elérhetSk [8]. A pésztazas helyett erre a modszerre va-
16 atallas lehetévé tenné a moédszer alkalmazasat sokmindenziés alaphalmazok
esetén is.

Emellett foglalkozni lehetne az energia-sajatallapotok hullamfiiggvényének
rekonstrukciojaval az energia és a megfelel6 bazisokban kiszdmolt varhato ér-
tékek ismeretében, hiszen a bootstrapnél példaul a varidciés moédszerrel ellen-
tétben az energia-sajatértékek keresése kdzben nem adunk becslést a hullam-
fiiggvényre. Ez azzal rokon probléma, hogy hogyan lehet rekonstrualni egy
valoszintiségstiriiséget az eloszlas momentumaibdl.

Erdekes lehet a bootstrap modszer vizsgilata peremek jelenlétében is. A
jelen dolgozatban csak a teljes valos tengelyen értelmezetthullam fiiggvényekkel
dolgoztam. Ez megkonnyitette a szamoldsainkat, hiszen peremfeltételekkel nem
kellett foglalkoznom. Megmutathato, hogy a peremfeltételek extra tagokat ad-
nak a dolgozatban az ([H, O]) = 0 feltételbdl levezethetd rekurziokhoz 9] [10], de
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a peremes kvantummechanikai bootstrapet csak nagyon kevés rendszerre vizs-
galtak eddig az irodalomban.

Végezetiil pedig a legérdekesebb az lenne, ha néhiny tobb szabadséigi foka
rendszerre is kiterjesztenénk a kvantummechanikai bootstrap modszert. Er-
dekes lehet példaul csatolt oszcillatorok vagy més egyszerd néhany-test
rendszerek vizsgalata. Tobb szabadsagi foku rendszerek esetén mar nem lesz
igaz, hogy tetszGleges bootstrap matrix méretnél mindig ugyanakkor marad az
alaphalmaz. Azaz a fliggetlen valtozok szdma néni fog a bootstrap matrix mére-
tével. Ez azt jelenti, hogy a korabban emlitett algoritmikai fejlesztés (pasztazas
helyett optimalizécio) fontos el6feltétele annak, hogy ebbe az iranyba folytatni
lehessen a kutatast. [11]]
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fuggelék A Sajat munka

e Anharmonikus oszcillator

— magasabb energiaszintek és a korrespondancia elv vizsgélata

— rekurzié h # 1-el és klasszikus limesz vizsgalata

— a bootstrap moédszer pontossagénak vizsgalata a csatolas fiiggvényé-
ben és Gsszehasonlitas a perturbaciészamitassal

e Dupla g6dor potencial

— a bootstrap altal taldlt tartomanyok a kotott energiaszintekre kiilon-
b6z6 m paraméterek esetén

— a bootstrap moédszer pontossaginak vizsgalata a csatolas fiiggvényé-
ben és Gsszevetés egy egyszeri varidcidés ansatz-cal

e Morse potencial

— rekurzi6 felirdsa exponencidlis fliggvény alakd operatorbazis esetén

— a bootstrap modszer pontossaginak vizsgalata az A paraméter fligg-
vényében

— a bootstrap moédszer viselkedése 11j energiaszint megjelenésénél
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