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Bevezetés Gurzo Jozsef, ELTE TTK

1. Bevezetés

A kvantumszindinamikaban (Quantum Chromodynamics — QCD) t6bb linearisan fiigget-
len, mértékinvarians alapallapot talalhato, melyeket egy valds 1 paraméterrel lehet jelle-
mezni. A megfelel kelts operatorok segitségével mindegyik alapallapotbél 1étrehozhatoak
adott fizikai tulajdonsidgokkal rendelkezé tobbrészecske allapotok, melyek linearis burka
tn. szuperszelekeios szektorokat (J—val paraméterezhetd altereket) alkot a Hilbert—térben.
Megjegyzendd, hogy ezek az alterek nem abrazoljak unitér ekvivalens moédon a kanonikus
kommutacios relacidkat, igy minden fizikai mennyiséghez tartoz6 operator, két kiilénb6z6
szuperszelekcios szektor kozotti matrixeleme nulla, vagyis "blokk—diagonalisan" abréazo-
lodik. Megmutathato, hogy amennyiben a vilagunkat jellemzi egy ¥ paraméter, a QCD
Lagrange—fiiggvényéhez egy ¥—val aranyos teljes divergencia adodik. Ismeretes, hogy egy
ilyen in. topologikus tag a mozgéasegyenleteket nem befolyasolja, azonban egyéb fizikai
mennyiségek (pl: energia sajatértékek) fiigghetnek téle. Ha a vildgunkban 9 # 0, tgy
sériilne a CP szimmetria, kisérletileg azonban [¢9] < 107'° mely a neutron elektromos
dipélmomentumanak mérésébdl adodik. Tobbek kozott ez vezetett az axion nevi hipote-
tikus részecske elméletéhez, de errél ebben a dolgozatban nem lesz sz6.

A kutatasom soran a ¢ tag hatasat vizsgaltam egy QCD-re hasonlité jatékmodellben
[1]. Egy kvantumos egyrészecske-rendszert vizsgélok a kvantumtérelméletben hasznélt
funkcionalis modszerekkel, azonban a QCD-vel ellentétben ez a rendszer numerikusan eg-
zaktul megoldhatd. Ennek jelentGsége tehat, hogy egy QCD-re hasonlité rendszer esetén
vizsgalni lehet a funkcionélis modszereken alapuld, nem perturbativ kozelitések pontos-
sagat, tekintve, hogy az egzakt eredmények (példalul az alapéllapoti energia J—fiiggése)
méatrix—diagonalizaciéval megkaphatoak.

Az [1]-ben bemutatott eredmények alapjan a szoban forgd rendszerben (1d. kovetkezd
fejezet) a ¥ paraméternek létezik egy olyan kritikus értéke, ahol az alapallapot elfajul
(an. levelcrossing kovetkezik be). Ehhez a ponthoz kozelitve a cikkben hasznalt kozelités-
sel (Lokalis potencial kozelités — LPA) szamolt eredmény egyre romlik, és az elfajulason tul
numerikusan instabilla valik. A kutatas soran részletesen vizsgaljuk az LPA viselkedését,
magyarazatot keresve a felmeriilt szimulacios probléméakra. Ezek utan egy altalanosabb
kozelitést dolgozunk ki, amitsl a levelcrossing altal elgidézett problémak javulasat varjuk.

A dolgozatban m = h = kg = 1 egységeket haszndlunk.
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2. A vizsgalt rendszer bemutatasa

A szoban forgo rendszer egy korre helyezett részecske, a kovetkezd Hamilton—operatorral.

A
Az energia—sajatértékei konnyen meghatéarozhatoak:
1 9\
E,=—1I|n——| . (2)
2m 2

Jol lathato, hogy az alapéllapot kiilonb6z6 ¥ értékek esetén kiilonb6z6 kvantumszamu (n)
allapotot jelent.

—_ =.2
n=-1
1T — n=0
— n=1
| — n=2
Ly
-4'n -én -2|n -}r 0 n 2'n 3|n 4'n

1. dbra. A kiilénbo6z6 n kvantumszamokhoz tartozé energiadgak J—fiiggése.

Figyeljiik meg, hogy amennyiben ¢ = (2k + 1), ahol k € Z, az alapallapot elfajul (de-
generalt lesz). Felmeriil a kérdés, hogy vajon targyalhato—e funkcionalis modszerekkel az
abran lathato levelcrossing viselkedés. El6rebocsatjuk, hogy minden valdszintiség szerint
ez tehetd felelGssé a korabban emlitett numerikus instabilitasokért.
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Ha ezt a rendszert egy T' = 1/ hémérséklet hétartallyal dsszekapesoljuk, akkor a rend-
szer allapotosszege a kovetkezd lesz.

23 en |- (-2 8

Ugyanerre az eredményre funkcionalintegralok segitségével is eljuthatunk, azonban a to-
pologikus tag jelenléte miatt a funkcionalintegralon kiviil még egy végtelen Osszegzés is
meg fog jelenni.

Z ="Tr [e*ﬁﬁ] - /d:c (@| e |z) =

B
= / DpDx exp (—/ [H(x,p) — ipi] dT) =
z(B)==(0) 0
B
:/ Dx exp (—/ LE(x,i")dT> =
z(8)==(0) 0

> p! ",
- Z / Dy exp (/ [—mgbz—i—gb] dT) . (4)
(B)=p(0)+2mw o L2 2m

wW=——00

A Dp funkcionélnitegral elvégzése utan megjelend L fiiggvényt nevezziik euklideszi Lagrange—
fiiggvénynek. A 2mw csavarodést levalasztjuk egy helyettesitéssel,

y(r) = o(r) = 2mwf(r) ; f(0)=0, f(B)=1. (5)

A valasztott f fliggvénytdl fiiggetlen eredményt kapunk, ezért érdemes minél egyszertibb-
nek vélasztani: f(7) = 7/, amivel

= frr 2m2mw?
_ — —my, dr — —— — )
A Z /y(ﬁ):y(o) Dy exp < /0 {me (7')} T 3 7 w) (6)

W=—00

A végtelen 6sszeg megjelenése elsGsorban a kor (amin a részecske mozogni tud) topologi-
ajanak koszonhetd, hiszen a ¢ + 27 pozicio ekvivalens a ¢ pozicidval, igy az olyan palyak,
melyek kezd§ és végpontja azonos, w darab teljes korbefordulést is megengednek. Tehét
olyan palyakra integralunk, ahol a teljes szogelfordulas 27mw, w € Z. A megmaradt funk-
cionalintegralrol megmutathato, hogy (3)-mal egyezs eredményt ad [1].

A funkcionalis médszerek alkalmazhatosaganak érdekében a topoldgia relaxélasa sziik-
séges. Kz alatt azt kell érteni, hogy megengedjiik, hogy a részecske ne csak a koron,
hanem egy sikon mozogjon egy megfelelGen altalanositott Hamilton—operéator altal vezé-
relt modon [1]. Kézenfekvs altalanositasa (1)-nek (ha J-t dimenziétlannak szeretnénk
megtartani),

.1 0/ 0 1 (19 9 ,\°
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A kutatas soran a

V() =507 17, (®)

potencialt valasztjuk [1]. Intuitivan érthets, hogy g novelésével egyre "magasabb" gat
veszi korbe az r = 1 kort, és g — oo esetben a részecske ra lesz kényszeritve az eredeti
korre. Ez lényegét tekintve majdnem igaz, annyi kiegészités sziikséges, hogy a g — oo
esetben egy nemtrivialis aszimptotikus g—fliggése lesz az energiasajatértékeknek [1]. Ezzel
a kiegészitéssel a Hamilton—operéator a kovetkezé alakot olti.

- 1 0 0 1 10 ) g g
H= " " |(r— S (4 22 = 1) — 2. 9
2mr Or (Tar) i 2mr? <z Oy or ) * 4( ) 2m (9)
A tovabbiakban ezt az irrelevans konstans tagot elhagyjuk, és csak a véges g értékek ese-
tével fogunk foglalkozni. A relaxalt topologidju rendszer mar konnyen kezelhetd funkcio-
nalis modszerekkel, azonban ezel6tt sziikséges volna meghatéarozni (7) alapallapoti ener-

gidjat numerikusan, matrix—diagonalizacioval. Ehhez el6szor célszerd észrevenni, hogy
[I:I , ﬁSD] = 0, ezért érdemes P, sajatvektorai kozott keressiik H sajatvektorait. Nyilvan

Dy, sajatértékei egész szamok, ezért H sajatértékegyenletére fiiggvény reprezentacioban a
kovetkezst kapjuk [1].

[#g (r2) gz (- %) +9 - 1)2] Yna(r) = Bna(0, g)na(r) - (10)

2mr?

Kiilonb6z6 n € Z értékek esetén megvizsgalhato, hogy 9 fiiggvényében hogyan valtozik a
legalacsonyabb energiaszint. Ezen értékek koziil a legkisebb lesz az alapallapoti energia.

5.00

n=20
--——- n=1
4751 ... ne
4.50
4.25
o
m ~ -
It .o o
o 4.00 Sl PP
= e T
- N e N e
3.75
3.50
3.25
3.00
0 n 2n 3n 4n

2. abra. Kiilonboz6 n-ekhez tartozo legkisebb energiaszint értékének v—fiiggése.

Mint lathato, ebben a rendszerben is bekovetkezik az alapallapot elfajulasa bizonyos 1
értékeknél és a levelcrossing.
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3. Az FRG mobdszerrdl

A kvantummezdelmélet egy lehetséges megkozelitése palyaintegralokon alapul, melyek eg-
zakt kiszamitasa csak a legegyszeriibb esetekben lehetséges. Gyengén csatolt elméletekben
a csatolasi allando szerinti sorfejtésbdl egy perturbacios—sorként kaphatdak meg az n—pont
korrelacios fiiggvények kozelits értékei, azonban ha a gyenge csatolas feltétele nem teljestil
(példaul QCD-ben), akkor mas modszert kell alkalmazni.

Az aldbbiakban réviden felidézziik a funkcionalis renormélési csoport (Functional Renor-
malization Group — FRG) modszert. Elgszor bevezetjiik a forrastagtol fiiggs allapotisszeg
funkcionalt.
B
210 = [ Dwesp (- [ Lotatr)a(r) + hirjalr) dr) (1)
0

Ertelemszertien ez h(7) = 0 esetben adja meg az allapotdsszeget. Bevezethets W [h] =
—In Z[h|, amit funkcionalisan Legendre-transzforméalva kapjuk az an. kvantum effektiv
hatasfunkcionalt.

ral = Wikl - [ h(n)a()

. SW[h)
w“*‘amﬂ'

(12)

Amennyiben igaz, hogy & és h kozott egyértelmi a megfeleltetés, ugy a logika megfor-
dithato és tekinthets I'[Z] adottnak, amibdl elgallithaté Z[h|. 't funkcionalderivalva
lathato, hogy

h(t)=— (13)

ami azt jelenti, hogy olyan &,nys. (7) esetén, amire

ol [iphyS-]
0x(T)

0, (14)

arra teljesiil, hogy
DZphys] = —InZ (15)

tehat lényegében megkaptuk az allapotosszeget, amibdl szamos, termodinamikailag rele-
véans fizikai mennyiséget meghatarozhatunk.
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A funkcionalis renormaélasi csoport modszer (FRG) lényege, hogy az egyre kisebb skalaju
fluktuaciok jarulékait fokozatosan vehetjiik figyelembe. Bevezetjiik a "k" skalaszeparacios
paramétert és az Ry regulatort. Melyekkel a fentebb definialt Z[h| és I'[&] funkcionalokat
"skalafliggGve" tessziik.

alh) = [Daes (= [Lotw(r).ir) + bt~ 5 [ atmin ) |
IW[#] = —In Zy[h] - / h(n)E(r) — - / EOR ). (16)

A skalafiiggs extra tagok egy levagast valositanak meg Fourier—térben, bizonyos értelem-
ben tekinthetGek frekvenciafiiggs tomegtagoknak.

A skila paramétert "elég nagy", k = A-ro6l (UV skalarol) kezdjiik csokkenteni. Az el-
méleti szamolasok soran A — oo, igy UV skdlan "minden fluktuédcié befagy". Ennek
kovetkezménye, hogy I'y a rendszer klasszikus euklideszi hatasfunkcionalja,

B8
FA[:E]:/O Ly (2(r), #(r)) dr . (17)

Utobbi egyenldség egy végtelen nagysagu additiv konstans erejéig igaz, ami a nagy frek-
venciaju modusok divergens jarulékabol szarmazik (tovabbiakban UV divergencia). Kvan-
tummechanikai szempontboél viszont a k = 0 skéla relevans, vagyis amikor minden fluk-
tuaciot figyelembe vettiink. A ketts skalat egy evolicios jellegti funkcionalis differenciél-
egyenlet koti ssze, ami Wetterich—egyenlet néven ismert [2],

@mhﬂ—%l; (_f&fﬂ_+R“ﬂ%0”

dx(7)0x(T’)

Utobbi teljesen ekvivalens a funkcionalintegral alapti megkozelitéssel, am a végtelen di-

menzios integal kiszamitésat egy funkcionalis differencidlegyenlet megoldaséara vezeti vissza.
A Wetterich—egyenlet megoldasanak kozelitésére egy ansatzot kell feltenni, hiszen elgbbi

egzaktul nem megoldhatd. Az ansatz—ot a Wetterich—egyenletbe visszahelyettesitve, par-

cialis differencialegyenlet(ek) kaphato(ak), melyeket flow—egyenletnek hiv a szakirodalom.

Ezen flow—egyenletek megoldasa, a kvantum effektiv hatas egy nemperturbativ kozelitését

szolgaltatja. A kapott kozelités pontossédga elméletileg két dologtol fiigg, melyek

Tr

(9kRk(T/,T)] . (18)

e Az ansatz konkrét alakja.
e A hasznalt regulator.

Az |1]-es cikkhez hasonloan, kutatdsom soran a Litim féle optimalizalt regulatort hasz-
naltam [4], ami Fourier térben

Ry(w,w') = 2rm(k? — w?)O(k? — w?)d(w + ') . (19)
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Az ansatz behelyettesitése soran altalaban egy bizonyos fliggvényosztalyra (masképpen
mondva hattérre) korlatozva érdemes vizsgalni a Wetterich—egyenletet. Ennek alapvetd
befoly4sa van arra, hogy milyen tagokat general le a Wetterich—egyenlet. Ha kizardlag
olyan tagok generdlédnak le, amiket a hasznalt ansatz is tartalmaz, akkor utobbit zartnak
nevezhetjiik a hasznalt fiiggvényosztalyra nézve.

Gyakran hasznalt az un. lokalis potencial kozelités (tovabbiakban LPA), ami a kovet-
kez6 ansatzot jelenti.

e /0 ’ BmiZ + Vk(@)} dr . (20)

Ez az ansatz zart a stacionarius palyak fliggvényosztalyara. Megmutathato (15) segitsé-
gével, hogy T — 07, azaz  — oo esetben Vj globalis minimuma adodik becslésnek a
rendszer alapallapoti energiajara (feltéve persze, hogy Vpy—nak van globalis minimuma).
Az altalunk vizsgalt rendszer alapallapoti energidjanak o fiiggését igy fogjuk meghatarozni
LPA kozelitésben.
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4. A rendszer vizsgalata LPA kozelitésben

Az (7) képlet alapjan kapjuk, hogy

. . U,
Calr, @] = /dT {im (% +1r?¢?) — z%r%p + % (r* — 1)2} : (21)

ahol r és ¢ sikbeli polarkoordinatak. Ennek egy intuitiv altalanositasa képpen az LPA
kozelitésben a skalafiiggs kvantum effektiv hatasra a kovetkezd ansatzot hasznaljuk.

Tw[r, o] = /dT Em (7% + 1%¢?) — @%r% + Vk(ﬁ)} : (22)

Ezt a Wetterich—egyenletbe be kell helyettesiteni (T — 01, vagyis 8 — oo hatéresetre) és
az

r(7) = const. ,
©(T) = const. , (23)

fiiggvényosztalyon érdemes kiértékelni azt. Ebbdl a flow—egyenlet Vi-ra a kovetkezd [1]:

5.1, — 2k k% + 2V + 2r2V)
R0 R 2V + 22V — 22V )

¢(k, ) = arctan ko : (24)
T/ (k% 4 2V] 4 2r2V/")2 — (2r2V})?

¢(k,9) ,

Kezdéfeltételt az UV skalan tudunk adni,

g

Vi(x) = Z(JJ —1)%. (25)
Vegyiik észre, hogy az UV divergencidval analitikusan el tudunk banni. Fejtsiik sorba
Ok Vi—t 1/k szerint, majd kézzel vonjuk ki azokat a tagokat, amik UV skalan egy k szerinti
integralba jarulékot tudnénak adni (azaz k~2-nél magasabb rendi tagokat). Ez a sorfejés
altalaban egzaktul nem elvégezhets és ilyen esetekben az LPA szimulécié eredménye egy
konstans eltolasnyi bizonytalansagot tartalmaz, azonban fontos kihangstlyozni, hogy ez
jelen esetben nem all fenn. A numerikusan megoldandé parcialis differencidlegyenlet tehat
a kovetkezd.
2k k* 4 2V + 22V} 2

“q kaﬁ )
0 /(2 +2V] + 2r2V)")2 — (2r2v,;')2¢( )3

¢(k, ) = arctan il : (26)
T/ (k2 + 2V + 2r2V")2 — (2r2V))')?

8ka =
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A kapott differencialegyenlet megoldasahoz egy réacsra helyeztem a rendszert: {zy ,...,zn}.
Ezen pontokban inicializaltam a (25) UV-skélas kezddfeltételnek megfelelGen egy

{VA(I) . ,VZSN)} tombot (V/\(i) = V(x;)), amely tomb elemeit a (26) flow—egyenlet szerint
fejlesztettem le k = A—r6l k = O0-ra a GNU Scientific Library (GSL) Runge-Kutta 45
modszerével, C+-+—ban. Az el6bbi numerikus eljaras adaptiv 1épéshosszal halad lefele a
skalaszeparacios paraméterben. Ennek meghatarozasahoz az abszolut és relativ toleran-
cidk megadésa sziikséges, melyek lényege, hogy a 1éptetés utan kapott eredmény hibéaja,

|AV] < atol + |V - rtol .

A szimulaciés eredmények atol=10719 és rtol=0 mellett sziilettek. A felvett racspontok
N = 1000 darab egyenletesen vélaszott pont a 0, 10 végpontok kozott. Az esetek tobbsé-
gében A = 3000, kivéve, ahol A valtoztatasanak hatasat vizsgéljuk. A flow—egyenletben
lathato 72 szerinti elsé és masodik derivaltat numerikusan szamoltam ki 4, illetve 5 pont-
bol, figyelve arra, hogy a réacs szélénél modosulnak a képletek [6]. Végiil a (15) képletet
alkalmazva az LPA-bol a kiovetkezs alapéllapoti energia gorbét kapjuk.

5.00

4.504

4.25 S

30)

/
7
\
\

4.00 e

-

Eo(9.g
!

‘‘‘‘‘‘‘‘

w

~

wu
‘

3.50 —
-t n=

325 = ——-n=1

—— LPA

3.00

3. abra. Az alapallapoti energia Y-fiiggése, az LPA kozelités és az egzakt eredmények
Osszehasonlitésa.

A gorbén lathato, hogy az alapallapot elfajuldsahoz kozelitve egyre romlik az LPA ko-
zelités, ennél nagyobb ¥ esetén pedig a szimuldci6 numerikusan instabilla valik. Fontos
megjegyzés, hogy az irodalomban megtalalhaté eredmény [1], és a 3. abra kozott egy
konstans eltolas lathato. Ennek oka, hogy a [1|-ben ¥ = 0-ban hozza van igazitva az
LPA gorbe az egzakthoz, egy konstanssal el van tolva, ami azonban helytelen, tekintve,
hogy jelen esetben az UV divergencia analitikusan kikiiszobolhetd volt.
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Felmeriilhet esetleg, hogy a mér ¢ = 0-nal is lathato eltérésért esetleg A véges volta felels
és ezt novelve, a megfelel§ értékhez konvergéilna a szimulalt érték.

—— Eo0.1pal@g=30,9=0,A)
3.361 EO,egzakt(g =30,9=0)
3.34-
(=]
L
3.32-
3.30-
3.28- ﬁ
0 20000 40000 60000 80000 100000
N

4. abra. Az egzakt és az LPA—val becsiilt alapallapoti energia kozotti eltérés ¥ = 0, g = 30
esetén, A fiiggvényében.

Amint az az abrarol jol lathato, az el6bbi feltevés helytelen. Az LPA—val szamolt érték
konvergélni latszik, ahogy A — oco. Az abréaroél leolvashato, hogy a hatarérték és az egzakt
eredmény eltérése kevesebb, mint 2%, ami kivalo egyezés, de nem azonos egyenlség, mint
ahogy azt [1| mutatja.

A ¥ paraméter novelésével azt talaljuk, hogy a szimulaci6 numerikusan instabilla vélik
bizonyos 9 érték felett, ami azt jelenti, hogy minden valoszintiség szerint az LPA kozeli-
tés nem alkalmas a vizsgalt rendszer effektiv leirdasara. Ha megnézziik a flow—egyenletet,
akkor a numerikus instabilitasnak igazabol csak egy oka lehet, neveztesen, ha a

Ag(r?) = (B + 2V{ + 2r°V]')* — (2r?V})? (27)

mennyiség til kozel keriil 0-hoz a flow soran. Az, hogy ez milyen ¢ esetén kovetkezik be,
természetesen A—t0l is fiigg. Az altalanossag igénye nélkiil a kvetkezs abran megnézziik a
min {Ax(r?)|r* € {szimulalt racspontok}} mennyiség k-beli futdsat kiilonbozs o értékek
esetén, A = 3000-nél.
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10t
10

10°

10-14

10-2{ 5 19

min((mk? + 2V} + 2r2V})? — (2r’v})?)

1074

107 T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0

k

5. dbra. min {A;} mennyiség k-beli futésa, kiilonbozs 9 értékek esetén, A = 3000-nél.

Azon gorbék, melyek elérnek k = 0—-ig, olyan ¥-khoz tartoznak, amik esetén a szimulaci
numerikusan stabil. Ahol a gorbe nem jut el k = 0-ig, ott a szimulacié lerobbanasat
latjuk. Az ilyen gorbék végénél az abrazolt mennyiség extrém zuhanésa lathatod, ami
természetesen numerikus instabilitast okoz. Az abra tehat igazolja az instabilitas okara
tett felvetést.
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5. LPA-—n tali kozelitések

Amennyiben altaldnositani akarunk az LPA-n, sziikséges a fiiggvényosztalyt (hétteret) is
tagitani. Mivel a rendszernek van egy SO(2) szimmetridja, ezért ésszerid olyan valasz-
tassal élni, ami bizonyos értelemben illeszkedik ehhez, példaul az egyenletes kormozgasok
fiiggvényosztalya,

r(r) = const. ,

&(T) = const. . (28)

A kovetkezSkben két LPA-n tuli kozelitést vizsgdlunk meg, mindkét esetben ezen a fiigg-
vényosztalyon dolgozunk. Az els6 kozelités nem zéart, mig a masodik zart, erre nézve.

5.1. Vi(r?) kozelités
A kovetkezd ansatzot hasznéljuk:

ﬁk(r2

> >7~2¢ + Ve(r?)]| . (29)

Tk [r, ] = /dT Bm (7% +12¢?) — i
Ezt helyettesitjiik be (18)-ba, azaz a Wetterich—egyenletbe, amit az el6bb emlitett fligg-
vényosztalyon értékeliink ki. Nem nyilvanvald, hogy ez a szamolas analitikusan elvégez-
hets, aminek oka a Wetterich—egyenletben lathato funkcionalis inverz. Meglep mdédon
ez jelen esetben egzaktul kiszamithato, amibdl végiil két csatolt flow—egyenletet kapunk
(egyet Jg—ra, egyet pedig Vi—ra). Ezen egyenletek pontos alakjat esztétikai okok miatt
most nem irjuk le, azonban a kdvetkezs fejezetben bemutatott kozelitésbsl adodo flow—
egyenlet megfelels kozelitésével reprodukalhatoak, amire késébb visszatériink.

A flow—egyenletekbdl kovetkezik, hogy OpUx(r?) ~ 95.(r?), ami a JI5(r?) = O kezddfel-
tétel miatt azt jelenti, hogy ¥x—nak nincs flowja (95 (r?) = ). Ez tehat azt jelenti, hogy a
topologikus ¥} paraméter nem valtozik a fluktuaciok kiintegrélasaval, igy a térgyalt rend-
szer esetén ez a kozelités ekvivalens az LPA—val.
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5.2. Li(p,v) kozelités

Ebben a kozelitésben lényegében a lehetd legéltalanosabb lokalis ansatzot irjuk fel, ami
analitikusan kezelhetd (vagyis egzaktul levezethets flow—egyenletet ad),

22

Iy lpv] = / dr [mg—puk (o, V)] , (30)

ahol
p=ri=a"+y*,
v=rip=uay—yi . (31)

Ertelemszertien most Ly (p, v) lesz az, aminek a flow—jat ki szeretnénk szdmolni, a kovet-
kez§ kezddsfeltétellel.

R g 2
La(p,v) —m2—p —z%u—i-z(p— 1) . (32)
A flow—egyenlet pedig,
dmk b—ac k 2
akﬁk = - ak + 7 arctan (%)] - ; s (33)
ahol
0*Ly,
9= PW -m,
B 0L,
0Ly, 0 0Ly
= O +4— ( p—= 2mk?
Co (m+pay2) +8,0( 8p)+ mk*
0Ly
— o=k
Cs ov '’
82/Lk aQEk 2
Cy—4pa—p2—|— (m+3p ayQ ) Q s
a= J
29(Co + C,) = 89Q(Cs — p) — 4(C + 2p)*
b 40p + C,

"~ 29(Co+ Cy) —8gQCy — p) — 4(Cy + 2p)2

29(Co + C;) = 89:Cs —p) — 4(Cs + 2p)?

Ennek részletes levezetése az A. Fliggelékben talalhato.
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Az el6z6 kozelités nyilvan egy hataresete a mostaninak, csak el kell végezni az

2
X,
Lalpr) = m — i i) (3)

helyettesitést az el6z6 egyenletekben. (35)-bdl azonnal kovetkezik, hogy Ox Ly linedrisan
fiigg v—t6l, mig az egyenlet masik oldala ennél sokkal bonyolultabb r—fiiggést mutat. A
k—beli futas soran tehat a low—egyenlet olyan tagokat generalna le, amiket nem tartalma-
zott a fenti ansatz, ami pontosan azt jelenti, hogy a 3 (r?) kozelités nem zart az egyenletes
kormozgasok fliggvényosztalyan. A kozisztenciat szem el6tt tartva, a low—egyenlet jobb-
oldalat csak v—ben elsérendig vessziik figyelembe (a magasabb rendii tagokat elhagyjuk)
és az egyenlet két oldalan 1évé kifejtési egytitthatokat tessziik egyenlové (igy megkapva Vi,
és U, flow—jat).

Hasonl6 tipusu kozelitések kaphatoak akkor is, ha Ly (p,v)-t sorbafejtjik v szerint N—
ed rendig, majd a flow—egyenlet jobboldalat ismét sorbafejtjiik N—ed rendig. Ez bizonyos
szempontbol egy igéretes alternativaja lehet a flow—egyenlet (p, ) racson térténd megolda-
sanak, hiszen ezzel elkeriilnénk azt, hogy numerikusan kelljen vegyes parcialis derivaltakat
szamolni (a v szerinti derivalasok analitikusan elvégezhetGek lennének).

A dolgozat beadasanak pillanataig ehhez a kozelitési modszerhez nem késziilt szimula-
ci6, azonban erés formai hasonlosag fedezhets fel az LPA flow—egyenlete és (33) kozott.
A fenti ¢ mennyiség (1d.: (33)) analog, az LPA lerobbanésat okozo, Ag—val. Ez tehat azt
jelenti, hogy bar strukturalisan egy sokkal bonyolultabb egyenletet kaptunk, az eredeti
LPA kozelitésben fellépé numerikus instabilitast az altalanositott ansatz nem feltétleniil
fogja tudni megoldani. Az arctan fliggvény argumentumaban talédlhato kifejezés, az LPA—
ban latottakkal analog moédon képes lehet divergalni egy kritikus skalan, ami tovabbra is
instabilitdshoz vezethetne. Amennyiben ilyesmi valéban bekivetkezne, az azt sejtetné,
hogy az adott ¥ értéknél nem lokalis ansatz—ot kellene hasznalni az effektiv leirdshoz,
hiszen a lehetd legaltalanosabb analitikusan kezelhetd lokalis ansatzot tételeztiik fel.
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5.3. Az Li(p,v) kozelités szimulacios kilatasai

Szimulaciés szempontbdl fontos megfigyelés, hogy p = 0 esetén, v # 0 végtelen szdgse-
bességet jelentene, ami felthetGen numerikus instabilitasokhoz vezetne. A flow—egyenlet
levezetése soran kényelmesebb volt a (p,r) paraméterezést hasznalni, de a kiértékelés
szempontjabol kellemesebb volna, ha at tudnank térni (p, Q2 = v/p)-ra. Az ehhez tartozod
flow—egyenlet mar kénnyen kiszamithato (33)-bol, azonban a kovetkezs megfigyelés mi-
att ezt nem tessziikk meg. Vegyiik észre, hogy L3 (p, —v) = La(p, V) és szerencsére ezt a
szimmetriat nem sérti a low—egyenlet, vagyis

Célszerti tehat attérni egy Ai(p, Q) fiiggvényre, amire teljestil, hogy
Ae(p,i82) = Li(p, p2) (37)

hiszen ezzel elkeriiljiik az els6 megfigyelésnél emlitett problémat p = 0-nal, és a masodik
megfigyelés miatt egy olyan )\, fliggvényt kapunk, amire

pERS, Qe eR = M\(p, Q) ER. (38)
Utobbi elénye az, hogy egy kétvaltozos komplex fliggvény flow—ja helyett egy kétvaltozos
valos fiiggvény flow—jat kell szimulalni, és ezt utoélag analitikusan elfolytatni Q¢ = 2

értékekre, amivel rendkiviil sokat egyszeriisitiink a szimulacion. A A\;—hoz tartozo flow—
egyenlet a kdvetkezs:

4mk: by — axcy k 2
A = k+ ——"arct — || - =
O\ = - {a,\ + NG arc an(Va)} — (39)
ahol
A 2 4 g 2
A(p, Qc) ——émPQ 5+ 3(p—=1)

(oM, am_ 0°
20c o0z " Papaac )

Con = 2mpk® — mpQZ + 4,0(% (P%) + 4Qc¢ ({?f)l\c 5O g;/\g — 8pQlc 8(22?50 )
O =25
Oy =8¢ SS;\C 79% g;)\g - me2 SpQCaa;);; + 4p? 882;\;; ,

ay = PYx

29)\(004,)\ —|— C%)\) — 8g,\Qc(Cﬁ7)\ - p)\) —|- 4(057,\ + 2p)\)2
4pQhepy + pCax
QQA(CO[’)\ + C%)\) — 8g,\Qc(Cg,)\ — p)\) + 4(057)\ + 2]))\)2
(Cap +49Qcpy)? — (Cy +820py)?
297(Cax + Cy0) = 892020 (Cpx — pa) +4(Cpx + 2pa)?

by =

C\ —
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Jelen kozelitésben az LPA-t6l kissé eltér6 modon hatérozzuk meg az alapallapoti energi-
at, nevezetesen Re(Ap—o(p, i€2)) globalis minimumat kell megkeressiik, Im(Ap—o(p,iQ2)) =0
kényszer mellett. Ennek oka, hogy valés alapallapoti energiat szeretnénk kapni. Fontos
latni, hogy a kozelités megengedi (az LPA—val ellentétben), hogy az alapallapot egy nem
stacionarius allapot legyen.

A kovetkezd gondolatok, arra vonatkozé felvetések, hogy a targyalt kozelités hogyan bir-
kézhatna meg a levelcrossing probléméaval.

Idealis esetben Re(Ag—o(p,i€2))-nek tobb (remélhetsleg végtelen sok) lokalis minimuma
kell legyen (az elébbi kényszer mellett), amelyek koziil az egyik a globalis minimum. A
globalis minimum helye és értéke -t valtoztatva folytonosan valtozik, egészen a degenera-
ci6ig, ekkor azt varjuk, hogy nem lesz egy jol definialt helye a globalis minimumnak, mivel
egy masik lokalis minimum eléri ugyanazt az értéket, mint az eddigi globalis minimum.
A ¥ paramétert tovabb novelve ez az tjonnan megjelens (eddig csak lokalis) minimum
veszi 4t a globalis minimum szerepét, ami azzal jarna, hogy a globalis minimum értéke
folytonosan valtozna, de a globalis minimum helyének egy ugrasa lenne.

v < 19(:1‘i1: V= ﬁcrit v > ﬁcrit

1 1 1
O Globalis minimum O Globélis minimum O Globalis minimum

(128, 0 (9) — — (o1 (9), 49)
"\ N

(@), (@) (pa(®), %(9) (@), 0(d) (@), B(9))

\o/ o W/ \e’

6. abra. Az ugrasi folyamat vizualizacioja.

Ha meggondoljuk, akkor lényegében azt varjuk, hogy Re(Ag(p, i€2)) lokalis minimumai (a
kényszer mellett) lekovetik az energiadgak ¢ fliggését és az alapallapoti energia ezek koziil
a globalis minimum lesz, 6sszhangban azzal, ahogy az energiadgak koziil is a legkisebb az
alapallapoti energia.
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A szimmetria irdnyabol megkozelitve pedig azt vehetjlik észre, hogy az egyes energiadga-
kat a perdiilethez rendelt kvantumszam jellemzi, ami a perdiilet megmaradésanak, tehat
a forgasszimmetrianak koszonhets. Az Li(p,v) kozelités hatterében szintén a forgés-
szimmetria jatsza a fGszerepet, hiszen pontosan ez az oka annak, hogy a stacionariusnél
altalanosabb, egyenletes kormozgésok fliggvényosztalyan tudtuk kiértékelni a Wetterich—
egyenletet (1d. A. Fiiggelék). Tehat ezért tudtuk az ansatz—ban figyelembe venni a perdii-
let (v) jarulékait, vagyis ez az oka annak, hogy feltehetiink nem stacionarius alapéallapotot.

Ez természetesen nem jelenti azt, hogy a targyalt kozelités valoban képes lesz lekovet-
ni a levelcrossing—okat, de mindenképpen bizakodasra adhat okot.

6. Osszefoglalas

A dolgozatban egy egység sugaru korre helyezett részecskét vizsgaltunk, aminek viselke-
dését az (1) képletben lathato Hamilton—operator hataroz meg. A rendszer euklideszi
Lagrange-fiiggvénye tartalmaz egy topologikus tagot (id6 szerinti derivéltat), amely aré-
nyos a rendszert jellemzd ) paraméterrel. A funkcionalis modszerek alkalmazhatésagéanak
érdekében a rendszer topologiajat relaxaltuk. Az igy kapott rendszer kétdimenzios, a (7)
képletben lathato forgasszimmetrikus Hamilton—operdtor altal irdnyitott és az euklide-
szi Lagrange—fiiggvénye nem tartalmaz tobbé topologikus tagot, de a (8)-ban bevezetett
negyedrendd potencial g paraméterével végtelenhez tartva, visszakaphato az eredeti rend-
szer. A dolgozat tovabbi részeiben a relaxalt topologiaju rendszert vizsgéltuk.

A Hamilton—operatort numerikusan diagonalizdlva meghataroztuk a kiilénbo6z6 perdii-
let sajatértékekhez tartozo legkisebb energiaszint —fliggését. Ezen energiadgak bizonyos
¥ értékeknél metszik egymaést (levelcrossing), igy a ¢ paraméter fiiggvényében méas—mas
perdiilet sajatértékhez tartozik az alapéallapot. A numerikus diagonalizalasbol kapott
eredmények lehetGséget adtak a funkcionalis renormaléasi csoport modszeren (FRG) ala-
pul6é nem perturbativ kozelitések pontossidgénak vizsgalatara. Ezt az alapallapoti energia
9 fliggésének reprodukalhatosagan keresztiil ellendriztiik.

A gyakran hasznalt lokalis potenciél kozelités (LPA) az els6 levelcrossing eléréséig nagy-
sagrendileg 4%-o0s pontossaggal koveti az alapallapoti energia egzakt ¥-fiiggését, azonban
a levelcrossingot kovetGen az LPA flow—egyenletének szimulacidja numerikusan instabilla
valik. Megvizsgaltuk a numerikus instabilitasért felelés A mennyiség minimumanak &
beli futasat, kiillonbozs 9 értékek esetén. A levelcrossingon tuli esetekben az utébbi nem
folytonos viselkedését ("zuhanésat") tapasztaltuk.

A rendszer forgasszimmetriaja lehetGvé teszi, hogy a Wetterich—egyenletet a stacionéri-
usnél altalanosabb fiiggvényosztalyon (hattéren) értékeljiik ki, az egyenletes kormozgasok
fliggvényosztalyan. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kiilonbo6zé perdiilet sajatértékekhez
tartozo energiadgak létrejotte is a forgasszimmetria eredménye.
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Az el6bb emlitett fiiggvényosztalyon két LPA-n tuli, lokalis ansatzon alapuld kozelitést
dolgoztunk ki:

o (r?) kozelités, ansatz: (29),
o Li(p,v) kozelités, ansatz: (30).

A 9(r?) kozelitésrsl belattuk, hogy 94 (r?) = const. kezdéfeltétel esetén ekvivalens az
LPA-val, ezért altalanosabb kozelités sziikséges a rendszer levelcrossingon tili leirésa-
hoz. Az Ly(p,v) kozelitésben a legaltalanosabb analitikusan kezelhetd lokalis ansatzot
tettiik fel, igy ennek hataresete a U5 (r?) kozelités és az LPA is. Mivel az L. (p, v) kozeli-
tés igen altalanosan veszi figyelembe a részecske perdiiletét, ezért megalapozott feltevés,
hogy a perdiilethez szorosan kapcsolodo levelcrossing viselkedést is le fogja tudni irni.
Amennyiben ez a feltevés helytelen és az utobbi kozelités nem lesz alkalmas a rendszer
effektiv lefrasara, gy arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a rendszer effektiv leirasdhoz
nem lokalis kozelités sziikséges. Ennek eldontéséhez el kell végezni az Ly (p,v) kozelités
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A. Fiiggelék: Az Li(p,v) low—egyenlete

A vizsgalt rendszerrdl tudjuk, hogy

Calel = [[ar [3m (@ +37) = i3 =i + 8 (02 57 = 1)) =

. . 0,
= /dT {Em (7% +r?¢?) — 2%7“2@0 + % (r* — 1)2} . (A1)

A kovetkezd ansatzot fogjuk hasznalni a skalafiiggs effektiv hatasra.
L .9 2 2.
Iplx] = [ dr gmr + Ly (r*,7%¢) | . (A2)

Az egyszertiség kedvéért bevezetiink 1j jeloléseket és ezekkel fejezziik ki a skalafliggs
effektiv hatast.

p=ri=a’+y’,

V:T2gb:xy—yf,

-2
Iy 2] = / dr {mg—p + L (p, y)] | (A3)
Az UV skalan
V2 9 g 9
—m i Y12, Ad

A levezetés mésik fontos eleme, hogy a Wetterich—egyenletet az "egyenletes kormozgas"
palyainak (p(7) = const. , v(7) = const.) fliggvényosztalyan értékeljiik ki. Ezek olyan
nem stacionarius palyak, melyek a rendszer forgésszimmetriaja miatt még analitikusan
konnyen kezelhetGek.

Mindemellett pedig a Litim—féle optimalizalt regulatort fogjuk hasznélni, amely Fourier—
térben a kovetkezSképpen néz ki.

Ry(w,w') = 2rm(k? — w?)O(k* — w?)d(w + ') . (A5)
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A.1. Funkcionalderivalas

Az atlathatosag kedvéért tovabb nem irjuk ki a fliggvények argumentumait.

oy, = /dr :mﬁép — m%&o + aa—ifép + %54 =
= /dT :—m% <ﬁ> op — mgp—;5p + aa—ﬁlfép + %5,/] =
— /dr -m8p—:25p — mfoép + 88—?5;) + %64 : (AG)
Fejezzik ki dp—t és dv—t dx—el és dy—al.
0p = 2xdx + 2ydy ,
ov = dxy + xdy — dyt — yox . (AT)
Ezzel a kovetkezét kapjuk:
oy, = /dT {mS/)—;Qxéx — mfoh"&l: + 88—?23:(5:1: + %(géw - y5$)} +
+ /dT [mgp—;Qyéy — mﬁ2y5y + aa—ik%&y — %(i‘dg/ — :L’(Sy)] =
= /dT [mSp—;Qx — m4%2x + 88—%256 + %y + % <%y)1 dx+
+ /dT {m8p.—:22y — mfiﬂy + 88—%2y - %x - % (%x)} oy, (A8)
amibdl az elsé funkcionalderivaltak,
%:m8p—;2x—m£;2x+%2x+%'+% (% ) ;
% = mg'é—;Zy — m%Qy - %Qy — %x — diT (%x) : (A9)
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A kovetkezSkben meg kell hataroznunk a masodik funkcionélderivaltakat, amihez egysze-
riisitd jeloléseket vezetiink be, hogy a négy funkcionalderivaltat egyszerre tudjuk megha-
tarozni.

2 ..
P P 0Ly
— S A 2_
“ m4p2 2p + op '
oL,
— ok
e ov
. — 0Ly, - a2£k,-/
5 8p8up oz’

J= ((1) _01) . (A10)

Innentdl kezdve mindent vektorosan fejeziink ki, amihez hasznos lesz a kovetkezGket meg-
jegyezni.

op = 2xdx |
ov =zJox — xJoT ,

or

—r =ax — axJr — azJx . (A11)
ox = =

Ezeket felhasznalva,
or / / or / / .
65:3(;) = 5/d7’5(7’—7 5:)3(7]3) = /d75(7—7') (e — apJ& — azJ) =

8061 . 8041 . 80(1 8051
o 0p + 9 op + 9p dp + ey (5u> w+a15w} +

25p+ ﬁéu) Ji + Ozzi&b] +

+ aOé3

das .
ap P+ p 5 ov+ 50 5V) iw+0z345w] . (A12)
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A tovabbi szamolas el6tt érdemes megallapitani, hogy a vizsgalt fiiggvényosztalyra szo-
ritkozva mely tagok nem adnak jarulékot. Ezeket mind elhagyva,

(5Fk ’ ’ m .. 82£k 82£;€ 3£k
= — —— 2 2 2——
J /dT S —1") {( 2p§p+ 3,2 dp + 8,03V5 T+ p dx
0Ly, _ oLy ..
Dpdu 0p+2—— 5,7 5y) izc+2$i§az} +

s (a2
—/dT'a(T—T)Ka £k5p ackéy)iw] =
/ (

dpov ov?
, 0L d ,
o —1a)+ 8,0(‘%% ((5(7’ -7 )iw) +

[ O*Ly, DLy,
+ 20(r —7') ( 2 +Q@p8u) w} dp+

, DLy, DLy, , 0*Ly. d ,
+/d7’ [2 (8p81/ +Q % ) o —1"x + 52 4o (6(7‘—7’)%:3)} v+
8£k

, aﬁk ,

DLy,

ahol bevezettiik az 2 = v/p szogsebességet. A szamolt harom integral koziil a masodikat
tovabb alakitjuk,

o (P o OL 0Ly d , _
/dT _2 (8p8y i ov? ) O(r =7 + o2 dr! (5(7' -7 )éaz)} ov =
' — 0Ly L ! ' . N

’ (@p@y o ov? ) §(r—m)w + o2 dr! (5(7' -7 )im)} (xJox — xJox) =

/dT

2 2 2
/ QQ (8 Ex +Qa ﬁk) r—1xox+ 0 ﬁin (0(r =) Jz) oa:] oz
8

DLy d

0pdv ov? ov?  dr’ =

0*Ly, L\ d ,
2 (6p81/+9 52 ) — (5(7—7)3}0(2:}:)) +

dr’

ay2 o (% (6(r —7)Jx) o (ix))] o . (A14)
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

A mésodik funkcionalderivalt-métrix igy a kovetkezd:

52Fk m d2 02£k d
It S —— — 7 2 —
Sa(sa() - pare T T TImew

I
n [ O*Ly, DLy,
+46(t —1') ( 07 +Qap8y) T ox+

PLy | o PL : P Ly, d :
+ 20 (8,08]/—1—98”2)5(7—7')9303:4— 5 Q% (5(7-_7_)433)033

DLy, DL\ d ,
-2 (8p8y+Q 52 ) 5(5(7—7)330(41:))

0’°Ly, d d ,
T 002 dr (% (5(7 -7 )ém) o (iaz))

0L, , oLy ., ,
225k 16(r — ) + 222 18 (r —
+ p L5(t —7') + ayié(T 7'

2
— _%d:l"? (0(r —1x)ox + <2

(6(r — 7)Jx) o+

P J

0?Ly, N 0Ly, d
Opdv — Ov?

, 0*Ly, 0*L;, 5 02 L},
+25(T-T>(28—p2+396pay+9 8V2>§B033

%L 0*°L;\ d ,

-9 (8p6y+Q 52 ) d—T,((S(T—T)(BO(iCL'))
0*°Ly, d d ,

S 4 (% (5(7 -7 )ém) o (ém))

oLy, , oLy ., ,
2——1 — 2—— — . Al
+ p L5(r —7') + 5 Jo'(r—7) (A15)
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

Célszert a kapott eredményt Fourier—transzformalni. Az egyszertiség kedvéért ezt az egyes
tagokra kiilon—kiilon végezziik el.

! ! d
/dT/dTe T i (0(r—1x)ox =

dr?

) zo(Jx) ..
— (2 +W?)p /dTaC OF milurta)r _ 29w'p/d7i£e‘l<w+w . (A16)
p p

/dT/dT' —iwr 't dd, (6(r — T’)iw) ox =

Jx ) , xo(Jx ) , T
= —Qp/dT—( 2)o (L )e_l(‘”w ™4 wW'p (/ dﬂ‘—[(): )e_z(‘”w )T> , (A17)
p

. L xo(Jx) . ,
/dT/dT’e_“”e_“"T % (6(r =)o (Jz)) = w'p/dﬂ#e_l(“’w T (A18)
T

Jir farereie L (e s0) o ) -
) (

Jx Jo) oo\
=—w p/dT% i) +pr(/d iL:w)e_l(““’)T) . (A19)

A hasonl6 tagokat Osszegytijtve,

2 2 2
0L | 600 L 4 gp02d L /dTm 2% gty
0p? 0pov p

a 2
: 0L, 0L 0 (JT)
ot (2 08)) [

a2£k & o (lw) ; / r
/ . = —i(wtw’)T
+ 2pw Dp0u (/ dTZ—p e )

2 2 J J . ,
(- o) L)
v pOv p

f(2) _ (m(QQ +w12) _|_4p

=k

+ 47r%15(w +w') + 47rw'%il5(w +uw') . (A20)
6,0 = ov =
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

Figyelembe vehetnénk a kormozgas kezd6fazisat is, azonban forgasszimmetria miatt ennek
végil ki kell esnie, a szamolast ezzel feleslegesen bonyolitanank. A vizsgalt id6fiiggés igy,

sin Q71

() \/5<COSQT) |

Ezt felhasznalva, a kovetkezdkben kiilon kiszamitjuk a Fourier—transzformaciok soran
megjelent integralokat.

ity TOE [ i) cos? QT cos (272 sinQr\
P cos Q7 sin Q7 sin“ Q7

Ciwtwyr b (14 o207 sin2Q7
=[e = dr =
2 sin 207 1 — cos2Qr

1 , / 1 _. / 1 — 1 _. / 1 2
__ —i(w4w’)T = —i(wtw' —2Q) T = —i(wtw' +2Q) T —
5 /e I+ 5€ <—i _1) + 5€ (z _1) dr

, T , 1 — T , 1
:ﬂé(w+w)£+§5(w+w —2Q) (—i _1)+§5(w+w +2Q2) (z _1) :

o oonoxo (Jx) o cos Q7 sin Q7 —cos? Qr
—i(wtw)T = _ —i(w+w')T —
/ € L p ar / ¢ ! ( sin? Qr —cos Q7 sin Q7 dr
. N1 sin 297 —1 — cos 2001
— _ - —i(wtw’)T = _
/Ze 2 (1 —cos2Qr  —sin2Qr ) dr

1 - / 0 —1 1 / 1 —3 1, / -1 —
_ _ = —i(wHw’)T = —i(wtw'—2Q)T = —i(wtw' +2Q) T _
2/6 (z O)Jrz6 (—i —1)*26 (—2’ 1)6”

=—7mé(w+w) (8 _OZ) — gd(w—l—w’ —2Q2) ( L :i) + g&(w—l—w'—irZQ) (1 _@1) :

1

/e“““rw’)r—(iw) ° (J) dr =
P
/ ™ / 1 — ™ / 1
=mo(w +w')L — 5(5(w+w —2Q) (—i _1) — 5(5(w+w +2Q) (z _1> . (A21)
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete

Gurzo Jozsef, ELTE TTK

~(2
Ezzel meghatéaroztuk EI(C )—t (El(f) Fourier—transzforméltjat), tobb tag Osszegeként, melyek

osszeadasa nélkiil is jol lathato, hogy

~(2)_ / O/
I =0w+w) (zﬂ

_of’ﬁ) +0(w+w —2Q)7 (

1 —
- —

>+5(w+w’+29)72 C _21> .

(A22)

Meg kell emliteniink azt is, hogy pontosan ugyanilyen alaki marad a kifejezés a regulétor
hozzaadasa utéan is. Fejezziik ki az el6bb bevezetett mennyiségeket (o, 5, 71 és v2).

—2uW'Q (m —p

e 52 1 (55) 025
et b 052) -]

n=3 [m(§22 +w?)+ 4,)5’;5; T80 g;g; + otz - ) 25k
» g {m(m + W)+ 4/)6;52"“ +8pQ2 g;gl’j +p(302 — w/?)ggik

+ 20 (m —p

A kapott képletek konzisztensek az LPA ansatzon szamolhatokkal.
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

A.2. Funkcionalis invertalas

Miel6tt az invertalasnak nekidllnank, ne felejtsiik el, hogy a regulatort nem vettiik még
figyelembe.

1

:Z> + 6w+ +20)7 C

~(2) D / —1 /
L+ Rl =6w+w) (z% ;ﬁ) +6(w+w —29)71(

2 2
a=m [(92 + w'?) (m + p%) + 4£ ( %) + 4an Ex + 2m(k* — w?)O(k* — w’2)]

dp " Op dpdv
B = 2mw’ {p (22225 - Qa;;k) —mQ + 2%] :
5o 25 (28]
y = g [m(QQ L)+ 4pa;p£2k + Spng)gz + p(300% — w’Q)a;ik +2W'Q (m - pa;ik)] .
(A24)

Ahogy korabban emlitettiik, az el6bbi kifejezés funkciondlis inverze analitikusan kiszé-
mithatd. Az inverz meghatarozasanak folyamatat a kovetkezékben részletesen targyaljuk.
Tartsuk észben azonban, hogy a Fourier-transzformalt inverze nem egyezik meg az inverz
Fourier—transzformaéltjaval. Nekiink e kett§ koziil az utébbira lesz sziikségiink, aminek
meghatarozasat az el6bbi kiszamitasara vezetiink vissza.

Adott a kdvetkezé alaki kifejezés:

flw,w) =Ad(w+w') + Bo(w+w' —29) + C(w + ' +2Q) . (A25)

Tegyiik fel, hogy ennek funkcionélis inverze is ilyen alaki, vagyis

SN, W) = AW+ W) + B'o(w + " —2Q) + C'6(w + " +29) , (A26)

ami azt jelenti, hogy

o(w—uw")l = /dw’i(w,w’)il(w’,w”) : (A27)
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

Helyettesitsiink be az el6z6 képletbe:
O(w—w")l =
:/dw’ (Ad(w +w') + Bo(w + w' —2Q) + Co(w + ' 4 2Q))

(A5(w' +w") + B'o(w' +w" —2Q) + C'6(w' + " +29)) =
—(AA+BB +CC)dw—uw)+

+AB+CA)(w—w"+20)+ (AC' +B A) 6(w—w" —20)+
+B C'6(w—w' —4Q) + C B'é(w — ' +4Q) . (A28)
Ebbdl kovetkezik, hogy
I=AA+BB+CC,
0=AB+CA,
0=AC+B A,
0-BC-CB. (A20)

Ha sikeriil olyan A’, B’ és C' matrixokat talalnunk, melyekkel ezek az egyenletek tel-
jesiilnek, akkor megkaptuk a funkcionalis inverzet. Természetesen ezen a ponton nem
tudhatjuk, hogy fogunk e megfelel6 matrixokat talalni, hiszen az inverzre vonatkozé alak
egy felvetés volt.

g:’h(i _21) ,gé/:g:é/:(i)ovg, (A30)
amibdl
é:/ = 2’)/1 (_ ) O V2 s gg/ = 27 (1) U1 (A31)
Tekintsiik a masodikat és harmadikat, az (A29)-es egyenletek koziil.
0=mnAB+CA)+(AC+BA) =
=AMB + L)+ (mC+nB) A =
K
—~
1 0\,
=A (713 + 7l ) +2m7 (0 A
= 4= KA(MmB +2C) (A32)

27172_ -
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

amit behelyettesitve (A29) mésodik egyenletébe, a kovetkezot kapjuk:

1
0=AB+CA=AB- C K A(mB +7%C)
SRR TEETES Tyt
— iQKAQ’—(L—iQK A
=== T\ =) 22
Y2 1 — ,_1 1 1 /
2_%(@ 1)4g_§<—i 1)42' (A33)

Megmutathato, hogy

(G- D) (A31)

amibdl kovetkezik, hogy

1 — 1 1 1

Ez azt jelenti, hogy az (A29) mésodik és harmadik egyenletei tetszéleges v; és vy esetén
teljesiilnek (A" alakjan kiviil nem adnak extra megkotést). Fejezzitk ki At vyl és

vo—vel:
1 /1 1 1
! _— — [EN— —
rra(E Q)
Az eddigieket behelyettesitve az (A29) elsé egyenletébe,
1 /1 1 1 1 1
t=-ana (g (1) evr gy () ow) won (1) evern (f) ow -
1 1 1 /1 1 1
~—e =) (5 (L) oy (3) o) v (L) vz () om -
OZQ . 62 1 O{Q o 62 1
— (271 — s ) (—z) owvy + <272 — o ) <2) ov; , (A37)

amibdl konnyen kaphato, hogy

(1 z’)zz(zyl—o‘tﬁz)v;,

(1 —i)=2 (272 - 0‘22;15 2) vl (A38)
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete

Gurzo Jozsef, ELTE TTK

Ebbdl pedig mar minden kérdéses matrix meghatarozhato:

(A39)

R e (Y
= — B —dmp \i —1) 7
’:( Jev = (5 5)
= a? — B2 — Ay \ -t —1) 7
A =— K (1B’+ C) L

- — =\ 71 B% — 4v172

1 a i
— 32 — 4y (—W a) '

Deritsiik fel a kapcsolatot a funkcionalis inverz Fourier—

transzformélt funkciondlis inverze kézott. Legyen M (7, 7')

or—1" /MTT (', 7") =

transzformaltja és a Fourier—
inverze J(7/,7") .

_zw'r —zw‘r —u;J Te_ZUJ///TNm(UJ,UJ/)Z(W” CU/”) —
—zw’r —w'' " ( ,w')i(—w’,w”) 7
I6(r — 1" // 2116 (w + w")e e —iwtrt
- 27T w Jw -
= Ij(w+uw') = 472/mww)i( W' =
L5~ ) = 15 / (e, o) (e~ (A40)
Ebbdl arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy
— ~—1
M N w,w") =47’ M (—w, —w") . (A41)
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

A.3. A flow—egyenlet
Tekintsiik a Wetterich—egyenletet:

Al = % /T,T/ (% + LRy(7, T’)) h

Az egyenlet baloldala kénnyen megkaphaté (tovabbra is az egyenletes kérmozgésok fiigg-
vényosztélyéara szoritkozva),

Tr

8kRk (7'/, 7')] . (A42)

Az egyenlet jobboldalat kissé atalakitjuk. Az integral alatt lathato "trace"—t T'(7, 7")-nek
nevezve:

1 ! !
8ka [ii] = 5/ T(T,T )akRk(T ,T) =

1 . 1" ; / " 1= -~
= 2(2 )4 / / 6—z(w+w )Te—l(w +w')T T(w, w’)@kRk(w”, w///) _
™ ww! W' w S
1 ~ ~
=52 lT(w,w')ﬁkRk(—w', —w) =
ko~
- 7;7 / T(w, )0k — w?)d(w +w') =
ko* =
S T(w,—w) dw . (A44)
2
™ J_-k

Az el6z6 fejezetben kiszémoltak alapjan T(w, —w) méar kénnyen megkaphato:

SN 4o ~(2) ~\ ! B B 81l
T(w, —w) = 41 Tr[(gk + ;Rk) ]( W)= ) 5(0) .  (A45)

A Wetterich—egyenlet két oldalat egymassal egyenlévé téve,

k
(6%

oL —4mk/ dw . A46

e 0 =B —dny (A46)

Az integral elvégzése céljabol vissza kell térniink a képletekhez, amiket a—ra, f-ra, v;-re
és yo-re levezettiink.
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

Bevezetjiik a kovetkezé mennyiségeket:

B 0L, -
g - p 8V2 )
B 0L,
0L, 0 0L,
Cy = P +d4— | p—= 2mk?
(m+pav2> i 3/)( ap)+ e
0Ly
— 2—
Cs ov '
0L, O?Lr\ o
07:4p8—p2+ (m+3p % )Q . (A4T)
Ezeket hasznalva, a —k < w < k intervallumon
azw(gw2+4§2p+0a) ,
B =2rw(gQ+2p+Cp) ,
T2 = T (—gw® + 80 + C, £ 290w) (A48)

2

amibdl az integrandus

dmkao
a? = 2 — Ay

ng +4Q0p + C,
_Amk 29(Co + Cy) —8gQ(Cy — p) — 4(Cj + 2p)? (A49)
Ty (Ca +49p)* — (C, + 80 |

29(Co + Cy) —89Q2(Cs — p) — 4(Cs + 2p)?

Ilyen alaku fiiggvények integréalja konnyen meghatarozhato, amit elvégezve a kovetkezot
kapjuk:

4dmk b—ac k
0Ly = - ak + 7 arctan (%)] ,
(A50)
ahol
a0 — g
29(Ca + C,) = 89:(Cs — p) — 4(Cp + 2p)*
- 40p + C,
29(Co + C,) = 89Q2(Cs — p) — 4(Cp + 2p)* ’
2 2
. (Co +4Qp)* — (C,, + 88p) (A51)

 29(Co + C,) = 89UCp — p) — 4(Cp + 2p)*
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Fiiggelék: Az Li(p,v) flow—egyenlete Gurzo Jozsef, ELTE TTK

A.4. UV divergencia kezelése

A flow—egyenletet kiértékeljiik Li(p, ) = Lx(p,v)-ben, majd az igy kapott kifejezést 1/k
szerint masodrendig sorbafejtjiik,

2 1
hLlry=—+0(-—=]. A52
Wk = + ( k:2) (A52)
Az igy kapott UV divergenciat azonban csak a flow—egyenlet explicit k—fiiggése okozza,
Ly (p,v) aszimptotikus k—fiiggését az el6z6 szamolas nem veszi figyelembe. Utobbi ana-
litikus meghatarozasa a dolgozat keretein tulmutaté probléma. Az UV-divergenciat az
(A52)-ben meghatarozott alakunak fogjuk tekinteni, amit a flow—egyenletbdl levonva,

Ly = Amk {ak + b= ac arctan (i)] 2 . (A53)
T T
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