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Absztrakt

Jelen dolgozat a két 1/2-spint fermionbol all6 rendszerek relativisztikus kvantum elektrodi-
namikajaval foglalkozik, azon belil az egyrészecske projektorok kétrészecske bazison térténd
abrazolasaval. Egy korrelalt kétrészecske-bazis elengedhetetlen a kisérletek altal megkovetelt
numerikus pontossag eléréséhez. Az egyrészecske operatorok felépitéséhez nem elég a kétré-
szecske bazis fizikailag relevans antiszimmetrikus altere, a szamitasok kdzbensé lépéseként ki
kell 1épniink a teljes Hilbert térre és ott kell dolgoznunk. A felépitett egyrészecske operatorok
segitségével szamitasokat végeztiink kis és kozepes magtoltésekre hélium-szert rendszerek esté-
ben a pozitiv-energias térrészen. Megmutattuk, hogy az altalunk felépitett projektor mentes a
szamolasok soran fellépd elvi és numerikus komplikacioktol a szamolt magtoltések teljes spekt-
rumén. A munka tovabbi része a vegyes projektorok felépitésére koncentral, annak érdekében,

hogy az atfedd vektorterek metszetére egy hii és hatékony abréazolast talaljunk.
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1. Bevezetés

A precizios spektroszkopiai kisérletek folyamatos fejlédése [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] a kutatok figyel-
mét az atomfizikai problémék relativisztikus targyalasa felé terelte. A relativisztikus targyalas
soréan az energiat kozvetleniil a Dirac egyenlet megoldasabol nyerjiik, nem pedig egy bonyolult
perturbativ sor tjabb és ujabb rendjének kiszdmitasaval. A Dirac egyenlet nagypontossagu
megoldasa automatikusan tartalmazza a magasabb (6sszes) rendi relativisztikus korrekciokat.
A kézelmultban tobbféle modszert [10, 11] fejlesztettek a HY szerd, 2 magot tartalmazo rend-
szerek numerikus kezelésére a nagy precizitasu kisérleti adatok magyarazatanak érdekében.
Mindezen feliil a precizios spektroszkopiai és fizikai kisérletek kezdenek behatolni a tobbelekt-
ronos rendszerek tartomanyaba |3, 4, 8|, melyre j6 példa a jelenleg megoldatlan Hélium tripplet
probléma [3, 4, 12]. Az elméleti keretrendszer tekintetében a kozelmultban figyelmiinket a két
elektron (két feles spinii részecske)Bethe—Salpeter egyenletére fokuszaltuk [13, 14, 15]. A Bethe-
Salpeter egyenlet Salpeter [16] és Sucher [17] munkassaga nyoméan atalakithato egy equal-time
egyenletté, melyet ezutén tovabb alakitva eljuthatunk a no-pair Dirac-Coulomb(—Breit) réviden
DC(B) Hamilton operatorhoz. Expliciten korrelalt bazisfiiggvények segitségével nagy pontos-
saggal megoldhato a no-pair DC(B) egyenlet |18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28], hasonloéan
a nem-relativisztikus két részecske Schrodinger egyenlet megoldasahoz |29, 30, 31, 32, 33, 34].
Hogy megszerkessziik a no-pair Hamilton operdtort, nem csak az egyes matrixelemeket kell
felépitentink, hanem meg kell szerkeszteniink bizonyos allapotokra vetité projektorokat is. A
gyakorlatban az deriil ki, hogy kétrészecske bazison dolgozva a projektorok felépitése nem tri-

vialis feladat.

Egyrészecske (palya alapt) béazist alkalmazva az egyrészecske operatorok felépitése magatol érte-
t6d6, azonban a bazis nem tartalmazza az elektron-elektron kélesénhatés okozta korrelaciot, igy
nem biztositja az altalunk elérni kivant numerikus pontossagot. Ennek orvosolasara javasolta Li,
Shao, és Liu [35] nagy, egyrészecske segédbézisok alkalmazésat a projektor numerikus reprezen-
talasara. Bylicki, Pestka, és Karwowski egy korrelalt kétrészecske béazison alkalmazhato eljarast
tion,CCR) bizonyos tulajdonsagain alapszik [18]. A projektorok megfelels reprezentalasa ma is

aktiv kutatéas targyat képviselik [36].

Munkénk soran az expliciten korrelalt relativisztikus szamitasokhoz a mar emlitett CCR projek-
ciot és egy egyszert, energia listaban torténé vagason alapul6 projektort alkalmaztunk. Habar
mind a két eljaras jol mikodik és lehetévé teszi akar az energia 8 értékes jegyre torténé megha-
tarozasat, egyik sem operal elvi és gyakorlati nehézségek nélkiil. Ezek a problémak szolgéltak
motivacioul, hogy egy matematikailag preciz, egyrészecske operatorokra visszavezetett abrazo-
lasat adjuk a kiilonboz6, nem kolesonhato kétrészecske altererekre (++, +—, —+, vagy ——, 1.
abra) vetits projektoroknak. Ezen operatorok megjelennek mind a mar emlitett no-pair DC(B)

egyenlet megkonstrualasidban, mind a QED korrekciok kiszamitasaban.
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2. Elméleti hattér

2.1. Kétrészecske rendszerek relativisztikus targyalasa

Az atomi folyamatok relativisztikus targyalasa felé vezetd els 1épést az 1928-ban ’felfedezett’
Dirac egyenlet jelentette [37, 38]. Az egyenlet pontos megértése, nyilvanvalo sikerei ellenére,
még tovabbi idébe telt. A mai elméleti fizikdban a kvantumtérelméleti interpretéciéo dominal,
jelen dolgozatban mi mégis a kvantummechanikai értelmezést, s Feynman QED terén végzett
munkassagat vessziik alapul [39, 40|, észben tartva, hogy a hullamfiiggvény valoszintiségi ér-
telmezése (kezelhets) problémékat sziil, mégis ekvivalens leirasat adja a QED folyamatinak.
Haladva a probléma torténelmi targyalasan rogton felmeriilt a kérdés, hogy a Dirac egyenlet
altalanosithato-e két esetleg tobb elektronos rendszerekre? Briet 1928 és 1931 kozott megpro-
balta altalanositani a Dirac egyenletet két elektronra [41, 42, 43, 44|, amelynek az eredménye a
Breit egyenlet lett, amely azonban nem kovaridns. A ’kvézi-relativisztikus’ egyenletét pertur-
bativen kezelve (Pauli munkassédga nyoman) Breit mégis meg tudta hatérozni a hélium atom
energiaszintjeit, abban az esetben, ha bizonyos korrekciés tagokat ’kézzel” kihagyott. Az ext-
ra tagok problémajat Brown és Ravehall magyarédzta meg az elektron és pozitron allapotok

csatolasa révén [45].

Az Otvenes évekre megsziiletett az elektrodinamikai folyamatok kvantummechanikai targyalé-
sanak konzisztens (és kovarians) keretrendszere, amely a relativisztikus QED alakjaban 6ltott
testet. Egy preciz kétrészecske hullamegyenlet kérdése azonban tovabbra is nyitva maradt, mely-
re Bethe és Salpeter adott valaszt 1951-ben [46], az altaluk megalkotott kétrészecske integral
egyenlettel. Salpeter az egyenletet rogton alkalmazta is a hidrogén atom (két test) problémé-
jara. 1958-ban Sucher altalanositotta az egyenletet kiils6 forrast is megengedve, ezzel lehetGvé
valt a hélium atom (és héliumszerd ionok) relativisztikus kvantumelektrodinamikai vizsgalata.

A kovetkezdk fejezetekben részletesen targyaljuk a Sucher altal kidolgozott keretrendszert [17].

2.1.1. A Bethe-Salpeter egyenlet

Kiindulasként vegyiik a m, tomegi feles spind részecskére érvényes Dirac egyenletet:
0
i = el () =0, (2.1)
oty

ahol a xy = (t1, x1) részecske helyének négyesvektora, hgo) pedig a szabad részecske Hamilton
operatora
th) = —ica1V1 + 61m102, (22)
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¢ a vikuumbeli fénysebesség, ami atomi mértékegységekben a finomszerkezeti allandé inverzével

egyenls, c = 1/a. A a és  méatrixok a Dirac matrixok, a megszokott definicioval

0 o I 0
az(a 0)’ 5:(0—1) (2:3)

ahol o = (0,,0,,0,) matrixok a Pauli matrixok, I pedig az egységmatrix. Feynman hivta fel a
figyelmet 1949-ben, hogy kényelmesebb a propagatorokkal (vagy Green fiiggvényekkel) dolgozni

a megszokott Hamilton operatorok helyett:

0
a1

Abban az esetben, mikor egy idéfiiggetlen kiilsé gerjesztés is jelen van a rendszerben a kifejezés

G\ (@, 7)) = iB16(zy — ) . (2.4)

a kovetkezSképpen modosul

Gl(xl,x'l) = 1515(1’1 - Ii) s (25)

0
lla_tl_h

ahol
h=h"+ U (2.6)

Az altalunk vizsgélt atomi rendszerekben az origdba rogzitett mag esetén

Z
U = 2.7
1(1’1) |w1| ( )
lesz. A G és Ggo) propagétort a Lippmann—Schwinger egyenlet relativisztikus megfelelGje

kapcsolja Gssze a

Gi(z1,74) = G (z1,2)) — i / dyr G (1, 91) 6101 (1) G (w1, ) (2.8)

modon. Feynman konvenciojat alkalmazva (pozitiv energias allapotok az id6ében el6re, negativ
energias allapotok visszafele propagalnak) kifejezhetjiik a Green fiiggvényt a Hamilton operator

sajatallapotival ( EP):

1(21, 7)) Z oW (1) () e Ent—t)Q (1, — )
T (1) (1) —iEy, (t1—t}) ' (2'9)
=Y (@) (@))e RO — 1)
E,<0
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ahol ¢ = (¢\)*41 a Dirac-adjungalt. Kétrészecske rendszerck estében a G(xy,o; 2, 7))

kétrészecske propagatort kell alkalmaznunk. A propagator az egyszeri
G(x1, 29,2, ) = Gy (21, 7)) Ga(xa, 25) (2.10)

alakot Olti abban az esetben, mikor a két részecske kozott nem hat kolesonhatas. Amikor van

kolesonhatas a két részecske kozott:

G(x1, xo; ), 1h) =G4 (11, 7)) Go(22, 75)

—i/dyldyidyzdyé GO (21, 90) G (w2, y2) K (1, y2; ¥, ) G (W) s 4, )

(2.11)

ahol K a kolcsonhatasi kernel, amely csak irreducibilis’ kolesénhatasokat tartalmaz. A KO

legegyszeritibb kolcsonhatési kernel egyfoton cserébdl épiil fel:
KW (2, wa; 27, 7%) = 1u720 DI (01 — 9)8* (1 — )6 (w5 — 7) , (2.12)

ahol 70 = 8,, vi = B,a!, tovabba D} a foton propagator, ami Feynman mértékben a

d*k g
Di¥(z1 —m9) = — | — ik(@1—w2) 2.1
F (xl .I'Q) / (27'(')4 k2 + lAe ( 3)

alakban frhat6. Az atomfizikdban felmeriils gyakorlati szamolasok soran hasznosabb Coulomb

mértékben dolgozni, melyben a kdlcsonhatasi kernel egy Coulomb (C) és egy Transzverzalis (T)

kolcsonhatas Osszegeként irhato:
KO (2, 202, 2) = <K(Cl)(x1, 23) + KW (21, xg))54(x1 — )64 (g — ) (2.14)

ahol Kg) és Kg)

d*k AT g
K((Jl)(%,@) = BlBZ/W K2C Home) = %5@1 —t3) (2.15)
d*k ATAEAL e
Ky ez) = Blﬁ?/ 2 K A o (2.16)
alakban irhatok. Az L
& = (6’7’ - )ozj (2.17)

a a vektornak a k-ra meréleges része.

lazokat a Feynman diagramokat, melyek nem esnek szét 2 részre egy részecske vonal elvagaséaval irreducibi-
lisnek nevezziik
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2.1.2. Az atlag id6 és a Bethe—Salpeter Fourier transzformaltja

A Bethe—Salpeter egyenlet kotott allapotra a
Ur(ay, 2) = —i / dysdly, dyadyy G (w1,50) G5 (22, 42) K (91, 92397 95) Ur (i v5) - (2.18)
formaban irhat6 vagy réviden kifrva
Ur = —iG1GoK V. (2.19)
Balrol beszorozva az egyenletet [ia% — hl} [ia% — hz] -vel azt kapjuk, hogy
Upr = [1 5o KV . (2.20)

.0 e,
lla—tl — h1] [18—152 — hQ
(2.21)

Figyelembe véve, hogy a kiilsé potencial (amit a magtoltés kelt) idsfiiggetlen, a megoldast a

\I/T(Ih fL’Q) = \11(331, o, t)e_iET
(2.22)

1
T=2(t+t) t=1t—1t

ahol
2
tovabba E a kétrészecske rendszer teljes energidjaként jelenik meg. A 2.20. egyenlet az 1j

valtozokkal kifejezve
E 0 E 0
E—l—la—hl E—la—hg ‘Il(azl,mg,t):
16162/d3 "dPahdt K(xy, @, t; ), xh, t) V(2 2, 1),
(2.23)

ahol a K, kolcsonhatési kernel
Ki(x1, o, t; ), Th, ') = /dT'K(xl,xg;x'l,x'Q)eiE(TT/) (2.24)
(2.25)

és kihasznaljuk, hogy (az id6eltolasi szimmetria miatt) K pusztan a 7" — T-t6l fiigg. Attérve

koordinéta reprezentaciorol impulzus reprezentéicioba:
1 3 3 xT1+poTo—et
d pld p2d€w(p17p27€)epl s )

\I’(.’Bl,wg,t) = (2 )Z
mT)2
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és a kolesonhatas esetében

K(p1, Py, € D1, Py, €) =

(5215)26 /d3x1d3x2dtd3x'1d3x’2dt' Ky(x1, 203 ), 2y ) ePr@1 T P2m2—ct=(Pi @) +phal—<t)
s
(2.26)
Ekkor a 2.23. egyenlet a
FY(p1, Pa, €) = Kib(py, Py €) (2.27)

alakot olti. Megjegyezziik, K integral operatorként hat a hullamfiiggvényre. Az F definiciojat

a

F =FF, (2.28)
E

fl = E‘i‘ﬁ_hl(pl)a <229)
E

Jo = 5 €T ha(ps) , (2.30)

egyenletek adjak. Végezetiil az egyrészecske propagatorok momentumtérben:

Sip) =F ' = [g +te— hl(}h)] - (2.31)
Sape) = Fy ' = [g —e— hz(Pz)] - (2.32)

ahol p; = (6, py), P2 = (—€,Py)

Ko6lcsonhatasok momentumtérben és a Breit kdlcsonhatas:
Az el6z6 fejezetben targyalt, egyfotoncsere kolcsonhatasi kerneljei momentum térben az aldbbi

modon hatnak egy f(py, py, €) alaki, kétrészecske fiiggvényre:

5, dw 1

1

Ko f(py,pss€) = ﬁ/d k—— ﬁf(m —k.pytke—w) (2.33)
1 dw alad

]CTf(plap27€) = 2_7T2 /d3k:_2m o2 — ;21 Aif(pl —k,py +k,e— W) (2-34>

Jol latszik, hogy a Coulomb kolcsonhatassal ellentétben a Transzverzalis kolesonhatés id6fliggs
(retardacio), ami jelentGsen megbonyolitja a kezelését. Epp ezért hasznos bevezetni a Breit
kolcsonhatast, amely a Transzverzalis kdlesonhatéas pillanatszerd része:

~i i
5, dw ajag

1
Kgf(p1:ps.€) = ﬁ/d h—— _—ka(Pl —k.p,+k,e—w). (2.35)
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A maradék, retardaciot tartalmazo része pedig:

K:=Kr—Kp. (2.36)
A teljes pillanatszert koélcsonhatéas a

Kep =Ko+ Kp (2.37)

alakban irhaté.

2.1.3. Integralegyenletbdl differencialegyenlet: A no-pair Dirac—Coulomb(—Breit)

Hamilton operator
A kolesonhatast irjuk fel, mint egy IC; pillanatszerd és 'minden egyéb’ Osszegeként:
K=K+ Ka (2.38)

ahol i = DC vagy DCB (attol fiiggéen, hogy szeparaljuk-e a Transzverzalis kolcsonhatas pil-
lanatszerd részét). A pillanatszerd kolcsonhatas esetében az e pusztan egy trivialis eltolast

szenved. Az integralt elvégezve:

dw
Klppse) = [ dh K R)0lp, — kpy + ke
1
— o [ KRB, p, + k) (239
1
= TI®(p1ap2)

ahol bevezettiik a ® azonos ideji hullamfiiggvényt

o(py,po) = /d€¢(P17p2»5)- (2.40)
Atrendezve a 2.27. egyenletet, szeparaljuk a kolcsonhatés pillanatszert részét

(F - KA)¢(p17p27 6) - Kﬂ/’(Pppza 6)

. (2.41)
Y(py,Pa,€) = (F = Ka) Kith(py, pas €) -
Integraljuk ki a relativ energiafiiggést
B(p,,p) = [ de(F ~ Ka) 'Kitlpr,pise)
o (2.42)
— [ 5 (- Ks) T p)
i

10
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amely a

FIKRaA(F = Ka) ' Zi2(py, ) (2.43)

—2m1

(I)<p17p2) = /defll—iq)(pl7p2> + /
alakra hozhato. Az atalakitas soran kihasznaltuk a
(A-B)'=A1+A'B(A-B)! (2.44)

operatorazonossagot. Vezessiilk be a L, projektort, amely az a részecske + (egyrészecske)

energias alterére vetit.

ha(Py) £ [ha(P,)|

Low = , (2.45)
2[ha(py)]
ahol a |h,(p,)| a Hamilton operator abszolut értéke a
ha(pa) = > |E |6 (p,) o (p,) (2.46)
definicidval. Az egyrészecske propagatorok a projektorokkal kifejezve:
E -1 £1+ El_
Si=|5+e—mm)] - —+ ~. (247)
2 1 Fre—Imp)l+16 & +etlhlp)| -0
E -1 £2+ £2_
S:[——e—hp] _ _ . 9.48
S B e N 8 E IR S N [
Hatéarozzuk meg
/dG}—lqu)(phpQ) (2.49)

értékét. Vegyiik észre, hogy Z,®(p,, p,) nem fiigg e-t6l, igy csak a

/dﬁ]r_l = /d68182 (250)

integralt kell meghataroznunk. Az integral Cauchy reziduumtétele segitségével elvégezhets

(ahol az integralas soréan a fels§ konturt zarjuk):
/de F' e (Bhy—hy) Loy — L), (2.51)

ahol Ly 5, = L15,L25, 01,09 = +/—. Az eredményt visszairva a 2.43. egyenletbe azt kapjuk,
hogy

B de __ _
O(py,py) = (B —hi—ha) " (Liy — L )Ti®(py, pa) + / a7 a(F = Ka) ' Li®(py, ps)
(2.52)

11
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Kifejezve az energiat a kovetkezd egyenletre jutunk:

E® = (m + ot (Loy — E__))L-d)

g 1 (2.53)
+(E — hy —h2)/ = Ka(F —Ka) Lo

—4Tl

végezetiil felirhatjuk az azonos idejii Bethe—Salpeter hullamegyenletet:
Ed = <h1 Vhot Lo Tl + hA><I> (2.54)

ahol a h tartalmaz minden nem trivialis tagot:

ha=L T(1—L.y)— L T+ (E—h — hg)/ ‘Zﬁ S FKA(F—KaA)'Zi.  (2.55)

— 4Tl

Az eredeti Bethe—Salpeter egyenletet egy homogén differencidlegyenletté tudtuk alakitani. Az
egyenlet megoldasa azonban kozel sem lett egyszertibb. A ha miatt egy nemlineéris sajatérték-
problémat kaptunk, ugyanis a ha az F'-en keresztiil fiigg magatol az energiatol is. Atomok
esetében (tekintve, hogy a pillanatszertd kolecsonhatasok dominélnak) azonban egy jo leirast
kaphatunk, amennyiben els§ kozelitésben elhanyagoljuk a ha-t. Az igy kapott egyenlet mér
egy, a kétrészecske Schrodinger egyenlethez hasonlo, sajatértékprobléma, melyet no-pair Dirac—

Coulomb(—Breit) egyenletnek neveznek:
Eop® = (m Yo+ EHLLH)@ . (2.56)

Megoldva az egyenletet, a ha hatésat perturbativen vehetjiik figyelembe.

2.2. A No-Pair Dirac—Coulomb(—Breit) egyenlet megoldasa

Az el6z6 fejezetben targyaltuk a Bethe—Salpeter egyenletet és megmutattuk, hogyan alakithato
at egy hullamegyenletté. Jelen fejezetben a no-pair hullamegyenlet megoldésara helyezziik a

hangsilyt. Térjiink vissza a m, tomegi feles spind részecskére érvényes Dirac egyenletre:

A = c(a . p,) + fBmac + U W = B W, 2 (2.57)

ahol az a = 1,2 a részecskéket indexeli, a jobb oldalon bevezettiink az operatorba egy mqc?

nagysagu enbergiatolast, hogy az egyenlet megoldasait a nem-relativisztikus energia skalajara
hozzuk. Tovabba kiirtuk a Dirac operatornak a dimenzi6jat az atlathatosag kedvéért. A p,
az adott részecskére hatdé impulzusoperator, tovabbéa a U, a kiils6 tér okozta elektromagneses

potencial. Az el6z6 fejezethez képest altalanositjuk a targyalast annyival, hogy a potencial nem

12



Hollosy Péter Egyrészecske operatorok abrazolésa kétrészecske béazison 2024, TDK

h h1 + ha
| |
—2mec® —mce® 0 » B —4mce® —2me? 0 > B
L_ L, L__ L .®L,_ Ly,
1. abra. Az egyrészecske +, —, és a kétrészecske ++, +—, —+, —— alterei az egy illetve a nem
kolesonhato kétrészecske Hamilton operatoroknak.
pusztan egy magtol szarmazhat, hanem tobbtdl is
ZA
U,=— _ 2.58
2o - Ry 25

ahol a x, az a elektron helyvektora, Z 4 és R4 pedig az A mag toltése és helye. A Dirac egyenlet

megoldva:

o) (2.59)

ahol az e;, egyrészecske energiakhoz tartozo allapotok két jol szeparalt csoportba sorolhatok,
a magasabban fekv§ pozitiv energias és az alacsonyabban fekvd negativ energias allapotok
alterébe. Az energia spektrumot egy ~ 2m,c? nagysagrendd rés vilasztja ketté. Az egyes

alterekben talalhato megoldasokbol felépithetjiik magukra az alterekre vetité projektorokat,

L =" |oh ) (i) L =3 o) (e

3 3

, (2.60)

ahol ’gpj{) (|goz_a>) allapothoz tartozik egy e} (e;,) egyrészecske energia a spektrum magasabb
(alacsonyabb) részébdl. Fontos észrevenni, hogy az atlathatosag kedvéért i index egyszerre fut
végig a spektrum diszkrét és folytonos részén. Ahogy a 2.1.1. alfejezetben lattuk, két feles
spint részecske esetében a Bethe—Salpeter egyenlet nytjtja a kiindulasi alapot [13, 14, 15, 17].
Az egyenlet no-pair equal-time kozelitésben egy sajatértékprobléméva alakithato, a kdvetkezs

Hamilton operatorral:
A0 — L0 (n @ 1 19 pl) v gt e B LU (2.61)

ahol a ® a megszokott direkt szorzatot jeloli, X pedig egy olyan direkt szorzatot, amely megtart-
ja az operator strukturajanak bizonyos egyrészecske tulajdonsagait [47, 48] az (2.57). egyenle-

tek esetében. A no-pair egyenletben megjelenik a L[ii] = L[ﬂngﬂ projektor, amely mind a két
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részecske (nem kolesénhato) pozitiv energias megoldésainak alterére vetit. A H (16 Hamilton
operator diagonélis elemei tartalmazzék tovabbé a V' elektron-elektron Coulomb koélcsénhatast,

ami az alabbi modon fiigg az ri5 = |@; — x| részecskék tavolsagatol,

V= _— (2.62)

12

mig a Breit kolcsonhatas [25, 26| az antidiagonalis elemekben jelenik meg a

3
1 0;

4 _ 4 _ ZZ ARV, (4] _[4]
Jv ’ Bl = 2 i=1 j=1 |:T12 T3tV 2]7’12} 717 (263)

= o O O
o = O O
o O = O
oS o O

alapjan, ahol O'£4] = o R 1P &g 0£4] = P Ko A (2.61). egyenletben bevezettiik b-t, hogy
a Dirac-Coulomb (DC) (b = 0) ¢és a Dirac-Coulomb-Breit (DCB) (b = 1) Hamilton operatort

altalanosan targyalhassuk. A matrixalakban kiirt H!'6! a kovetkezd format olti

(V+U) 1" caip, coilp, bBH
el _ 706 00[2 ]p2 (V + U — 2mac ) I bBH 00[14]171 716l
++ [4] [4] _ 2\ 7[4] 4] ++
coy Py bB (V4+U=2mic?) 1 coy Py
bBM colp, cop, (V +U —2myac?) I¥
(2.64)

ahol mis = my +mo, U = U; + U,. Megjegyezziik, hogy a Dirac egyenlethez hasonlboan itt is
bevezettiink egy energiatolast a nem-relativisztikus energiaval torténé osszehasonlitas kedvéért
( 1. abra). A no-pair energiat, £ (£ = E,;,, nem azonos a 2.1.2. fejezetben definialt E-vel), és

a hullamnfiiggvényt, W16 a kivetkezs sajatérték egyenlet hatarozza meg:

HO ) — B,

w§16)> . (2.65)

A sajatértékegyenlet numerikus megoldasa érdekében a hullamfiiggvényt egy tizenhat dimenzios
spinor bazison fejtjik ki [23, 24, 25, 26, 27],

Ny 16

) <355 g oo

n=1 ¢=1
ahol ¢,,; a kifejtés linearis egyiitthatoja, A6 a két elektron antiszimmetrizator [24], és Pgm]

a G pontcsoport ( irreducibilis abrazolashoz tartozo projektor [27, 49]. Tovabba H 16 repre-
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zentalasahoz a bazison a X6 kinetic balance matrixot hasznéljuk [24, 25, 26, 50, 51],

14 ol 04 04
4 oy p 4 4
X6l — 0 e ?4[]] 0 (2.67)
04 ol ‘; ;nf’cl 014l ’
ol o4 g4 (eip)(eip)
Amimac?

X[ qutomatikusan biztositja a hullamfiiggvény térbeli szimmetriajat. Az altalunk hasznalt
expliciten korrelalt keretrendszerben a szamitasokban X6 egy a Hamilton operatorra hato
transzformécioként jelenik meg, X166 X101 [24) 25|, az identitas pedig X T6IX 6] Jesz. A
\<I>7(11q6)> tizenhat komponensti bazisfiiggvény a kovetkezd moédon definidlhato

200y =119 (0,) (2.68)

nq

ahol (ng))p = J,p¢ (az elemi spinor reprezentacioban). Tovabba ©,(r) egy expliciten korrelalt
tszo Gauss fiiggvény (fECG) [29, 31, 52, 53],

0,(r) = exp [— (@ —5,)"A (z—s)|, (2.69)

ahol A, = A, ® IPl egy pozitiv definit matrix. A A, € R?*? matrix és s, € R>*? “eltolas’
vektor nem-relativisztikus szamolas soran variacidsan lettek optimalizadlva. A jelen munkéban
k6zolt numerikus eredmények elsédlegesen a szinglet szektorra korlatozodnak, amely dominélja
a no-pair energiat alacsony magtoltés esetén. A triplet hullamfiiggvények hatasa figyelembe
vehet§ [27| alapjan, és a vezets rendd jaruléka pontos egyezést mutat a megfelel§ rendii nem-

relativisztikus QED korrekciokbol szarmazéd eredményekkel.

3. Pozitiv-energia Projektorok

e s e [16]
Ahhoz, hogy felépitsiik a H!'% matrix reprezentaciojat (2.61. egyenlet), tudnunk kell az L s
operatort kezelni. A projekcios operator formalis definicioja két elektronra a kovetkezd alakban

irhato:
16 4 4
i =i mril . (3.1)

Pélya alapt szamitésok esetében az egyrészecske projektor megszerkesztése magétol értet6dd
[49, 54, 55]. Els6 hallasra jo otletnek ttinhet, hogy pusztédn a pozitiv energia projektorokat
szerkessziik meg palya alapon, a szamitas tovabbi lépéseit egy expliciten korrelalt bazison vé-
gezziik el [24, 56, 57]. Ebben az esetben az expliciten korrelalt és palya alapt (determinéns)

bazis atfedés matrixdnak kiértékelése a leginkabb szamitasigényes feladat. Sajnalatos modon,
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a probléma részletesebb vizsgalata és a kozben gytijtott numerikus tapasztalatok az mutat-
jék, hogy a szamitasok pontossaga nagy mértékben fligg a palya alapti béazis méretétsl ezaltal
az expliciten korrelalt bazis nytujtotta pontossagot is elveszitjiik. AlapvetGen sziikség van egy
megbizhat6 projektor (métrix) abrazolasra az altalunk hasznalt expliciten korrelalt bazist al-
kalmazva. Nem elég a projektort a palya alapu egyrészecske bazison felépiteni, hanem egy
eredendGen kétrészecske bazison kell dolgoznunk. Kiilonb6zé numerikus eljarasok léteznek a
pozitiv energids projektor megszerkesztésére egy expliciten korrelalt bézison, azonban egyik
sem problémamentes. A kovetkezSkben roviden ismertetjiik az egyes projekcios technikakat,

bemutatjuk elényeiket és hatranyaikat.

3.1. Energialista vagasan alapulé projektor

Az energialista vagéasan alapulo projektor (energy-cutting technique) felépitése a nem kélesénha-
to kétrészecske, projektalatlan Hamilton operator sajatértékproblémajanak megoldasaval kez-

dadik ( expliciten korrelalt bazison dolgozva),
HUS 0 5 ) 4 g g ) (3.2)

Ezt kdvetGen a nem-kolesénhaté megoldasokat névekvd sorrendbe rendezziik, s pusztan azokat
tartjuk meg a tovabbi szamitasokhoz, amelyeknek az értéke nagyobb bizonyos kiiszob energianal
(Ew). Ez a kiiszobb energia egy also korlatot ad a nem-kolesénhato alapallapoti energiénak.
Ez a szamitasi modszer egy gyors, kezdetleges technikaként sziiletett [23, 24, 25|, miel6tt a
komplex koordinata forgatéason (CCR) alapulé projektor [18] implementalva lett volna. Az igy
felépitett no-pair Hamilton operator (matrix) hermitikus, azonban a vagason alapul6 projektor
eredendGen tartalmaz olyan szennyez6 BR (+— és —+) éllapotokat, melyeknek nagyobb az
energidja, mint az altalunk megadott E}y, energiakiiszob, s pont ezért ez a modszer nem te-
kinthetd matematikailag preciz projektalasi technikdnak. A szamolési tapasztalat azt mutatja,
hogy kompakt, varidciosan optimalizalt ECG bazist alkalmazva [13, 23, 24, 25, 28, 58| ez a naiv
projekcios technika meglep&en jol mitikodik. Az altalunk vizsgalt kis Z magtoltési rendszerekre
a vagason alapuld szamitasok kivaloan egyeznek a precizebb CCR szamitésok soréan kapot-
takkal, tovabbéa a no-pair energia « finomszerkezeti allando fiiggése pontos Gsszhangban van
atom fizikai szdmitasok standardjanak szamité nem-relativisztikus QED szamitasokbol kapott

eredményekkel.

Még ennél is meglep&bb, hogy az egyszerd vagason alapulé technika jobb eredményeket szolgal-
tatott a precizebb CCR projektornél a kdzepes magtoltések esetében. Mindezek mellett fontos
észben tartani, hogy a vagason alapuld projektor alapvets elvi hibaktol szenved, melyek nagy

magtoltések esetében és végtelen bazis limitben elkeriilhetetleniil megjellenek.
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3.2. Komplex koordinata forgatas és energia kiiitéses projekcios tech-
nikak

A komplex koordinata forgatason (CCR) nyugvo technika az egyelektron Hamilton operator

pozitiv és negativ energias allapotainak & — xe” komplex skalazas soran tantsitott eltérd

viselkedésén alapszik. Komplex skalazés soran a részecskék koordinatajat egy komplex fazis

faktorral szorozzuk, amely mind atomok [18, 24|, mind molekulék esetében alkalmazhato [24]

az energia spektrum szeparalasara.
x, — x.e? . A S W) = (o - p,)e ™ + (B4 — 18Ym, P + U, (9)TH (3.3)

_ Za
Ua(lg) = — Z m . (34)
A

A nagy impulzusu allapotok ( a kiilsé potencial jaruléka elhanyagolhato) sajatértéke kozelitsleg
ah = c(a¥-p)e ™ + (B — [E)mc? értékkel egyenléek.

' +Ve e + m2ct —me® = +e Ve — imPct for >0,
lim e(e,¥) = (3.5)

lel =00 —Ve We2 + m2ct — me? & —e e — 3mict for <0,

amely alapjan jol latszik, hogy -t valtoztatva a pozitiv, illetve negativ energias allapotok kva-
litative méashogy viselkednek (3. &bra eltérd centrumai) a komplex sikon. A komplex skéalazott
megoldasok ezen viselkedését Bylicki, Pestka, és Karwowski [18] hasznéalta fel els6ként a pozi-
tiv energias (L, ) sajatallapotok meghatarozasara a nem-kolecsonhatod kétrészecske Hamilton

operator esetében,
HI ) = Al (9) R 119 4 119 5 0 (9) | (3.6)

egy expliciten korrelalt bazison kifejtve. A + és — sajatalapotok viselkedésének kvalitativ
kiilonbségére alapozva az 3.5. egyenlet alapjan, eltérd 1 értékek mellett, szeparédlni lehet a
tisztan pozitiv (++), a Brown-Ravenhall (BR: +—, —+) és tisztan negativ (——) energias

allapotok alterét még egy expliciten korrelalt bazison dolgozva is.

Elméletben a ++ allapotok tetszélegesen kicsiny ¢ forgatasi szog mellett meghatarozhatok,
ahol méar latszik a kiilonb6z6 alterek eltérd viselkedése. Ezt kovetGen a meghatarozott 9 szog-
gel a no-pair (CCR) Hamilton operator felépithetd és meghatarozhatjuk a sajatértékeit. A
kotott allapotok sajatértékei valosak (a bazis konvergenciahibajan beliil), de az eltranszformalt
no-pair-CCR~Hamilton operator nem hermitikus, ennek kovetkeztében elvesztettiik a variacios
procediira soran sziikséges als6 korlatoltsagot, tovabbé bal illetve jobb oldali sajatallapotok-
kal kell szamolnunk, amely megneheziti tobbek kozott a QED korrekciok késébbi perturbativ

szédmolaséat.
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Egy energia kiiitésen nyugvé projektor? Elméletben, meg lehetne szabadulni a no-pair
(CCR) Hamilton operator nem hermitikussagatol, a ++ (BR és ——) allapotok kovetésével a
¥ — 0 limitben. Fontos ismét megjegyezni, tekintve hogy az operator kotott allapotaira va-
gyunk kivancsiak, tetsz6legesen kicsiny 9 szoget valaszthatunk, amelynél az eltérs allapotok
megkiilonboztethetk. Az allapotok valos tengelybe torténd visszaforgatasa megengedi, hogy
meghatéarozzuk a szennyezé BR éllapotokat (melyek magasabban fekszenek mint az altalunk
megadott Fyy, energiakiiszob), s ezek utan épitsiik fel a vagason alapulo projektort. Az igy fel-
épitett projektort ‘punching’ projektornak nevezziik [24], utalva arra, hogy lényegében kiiitjiik
a szennyezG6 allapotokat a pozitiv energids megoldéasok koziil. Az igy kapott projekcios technika
6tvozi a CCR projektor matematikai precizitdsat és a energia lista vagasan alapul6é projektor

hermicitaséat.

Sajnalatos modon, kozepes és nagy Z magtoltés esetében a CCR projektor eltérd régioi egyre
inkdbb egybe mosodnak, ezzel meggatolva a kiilonboz¢ allapotok egyértelmi besorolésat adott
alterekbe. A 3. dbran (Z = 18 alébra) a H([)w] (¥) megoldasai koziil tébb a két régio kozti sziirke

tartoméanyba esik, ahol nem donthetd el egyértelmtien, hogy melyik altérbe is tartozik az adott

c s

Ezeket az onkényes dontéseket a jelen munkaban javasolt hihs eljarassal eredendéen ki tudjuk

kiiszobolni.

4. Egymast kovetd vetités az egyrészecske alterekre

Az el6z6 fejezetekben a atvettiik az elmélet keretrendszerét és az eddig alkalmazott projekcios

technikakat. A koévetkezdkben az 1j eredményeket és alkalmazésaikat fogom targyalni.

A porzitiv energias allapotokat szennyezé BR allapotok preciz sziirésére egy két lépésbdl allo
projekcios eljarassal alltunk els, amely alkalmazhato az altalunk hasznalt expliciten korrelalt
bazisfiiggvények kifeszitette Hilbert téren. Els6 lépésként meghatirozzuk az els6 részecske hy
Hamilton operatoranak (‘1-+’) a pozitiv energiés alterét a bazsifiiggvények altal kifeszitett Hil-
bert téren. Ezt kovetGen meghatarozzuk a hs operator pozitiv energids alterét a korabban
meghatéarozott 1+ altéren beliil, ezzel definidlva a ‘14-2+=++" alteret. A szamitast alternativ
modon ho-vel is kezdhetnénk, majd ennek a pozitiv energias alterében hatéroznank meg a h;

pozitiv energids megoldéasait, mindez természetesen ugyan arra a +-+ altérhez vezet.

Felmeriil a kérdés, hogy hogyan épitsiik fel a h; matrixabrazolasat egy nem szeparéalhaté kétré-
szecske bazison? Nem lesz-e a két métrix ugyan az, egyszertien a nem kolcsonhaté kétrészecske
Hamilton operatornak a fele (hy + hs)/27 Ahhoz, hogy egy matematikailag pontos abrazo-
lasunk legyen az egyrészecske operdatorokrol a kétrészecske bdzison, ki kell lépni a kétrészecske
problémaban alkalmazott (fizikailag relevans) antiszimmetrikus altérrdl a teljes Hilbert térre. A

h, és h, matrixok abrizolasahoz mind az anti-szimmetrizalt mind a szimmetrizélt kétrészecske
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béazisfiiggvényeket alkalmaznunk kell ( természetesen az is egy jarhato ut, ha nem szimmetrizalt

fiiggvényekkel dolgozunk).

Definialjuk az anti-szimmetrizalo illetve szimmetrizalé operatorokat a kdvetkezé modon
1 ) 1
A:§(1—P12) €S 825(1+P12) s (41)

melyek idenpotensek, A4 = A és SS = S, ekkor

AR A ARPIST 1 [AREY 4 BET)A | ARET - RIS )
Sh9A | sns| 2 | S - %A | S+ ni s |
AR ARSIST 1 TAMR + “‘Mt\A Rl pliths 43
Shy¥A | shis| 2 | ST — mhA | S + riTs | '
és
A(h[lw] +h[m] ‘A 16])8 A(h[lw] +h[216])¢4‘ 0l16] (4 4)
S+ hyA| S(h 16]+h[16])8 onel LS+ hEhs '

Ezen egyszerti szamolasok eredménye természetesen jol ismert, tankonyvi anyag, pl.:[59, 60].
Vezesstik be a ay, és s; roviditést a permutaciésan anti-szimmetrikus, illetve szimmetrikus spinor
béazisfiiggvényekre (k = 1,...,Na és 7 = 1,..., Ng), melyekkel aztan felépitjik a h; és ho

Hamilton operatorokat.

Na+N.
h, = <ak|h[116]|ai> ‘ <ak|h[116]|8j> _ Iis)\(l)b( X(1)| (4 5)
(sl aq) ‘ (sil i ]s5) ’

és

71161 . B0l Na+Ns
hy = <<ak’ [216] ) ‘ o [216} ) - Z AP DY (4.6)
(silhy ai) | (silhSs;)

ALy Xn s A2, Xn (n =1,..., Na+Ns) a megoldasok elkiiloniilt halmazat alkotjék. Abban az
esetben, mikor az ECG bazisunkat specialisan a s = 0 (2.69. egyenlet) modon paraméterezziik,
akkor A} = AP lesz, a hozzatartozo XS) és X1(12) sajatallapotok pedig nem lesznek fiiggetlenek,

pusztan egy relativ fazisfaktorban kiilonboznek az anti-szimmetrikus és szimmetrikus altéren.

Hogy felépitsiik hy (hy) operator matrixabrazolasat az expliciten korrelalt bazison, h[ ‘l (és h[216])

operatort vessziik alapul, amely tartalmazza a spinortéren értelmezett masodik részecskére hato
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as : S
h1 elgenvectors:

A S Ly Ly
A
haS I
1 diag.
S
L3 hy Ly,
hgs ' 5 ﬁdimA *
iag.
1
Ly, = L3 L3,

1+ 1+
Lyt Ly

2. dbra. A L, pozitiv energia projektor felépitésének f6bb lépései, az egyrészecske Hamilton
operatorok expliciten korrelalt bazison torténd, egymast kivets diagonalizacidjaval. Az utolso,
*-gal jelolt lépésben kifejezziik a megtartott allapotokat az elemi anti-szimmetrizalt spinor ECG
bézison (2.66. egyenlet).

identitas operatort is:

U114 0l cotp, 04l
e 4] w 04l U, 14 04l 00[14]p1

coi'p, O (Uy —2myc”)1 0

04 collp, 04l (U — 2myc?) 114
és hasonloan

U114 co [24] P, 0l4] 0l4]

[4] Us — 2moc2)14 ol 0l4]
ol — g plll — | €72 P2 (U2 = 2msc’) " (4.8)

04 04 Uy114 coy'p,
ol 0l collp, (U — 2mac?)11

Az egyrészecske operatorok méatrix abrazolédsa hasonldéan torténik, a kétrészecske operatoréhoz,
a szimmetriat biztosito kinetikus balansz (2.67. egyenlet) a metrika transzformaciojaként van

implementalva. Ekkor az X-szel eltranszformalt egyrészecske Hamilton operatorok

xtpl9x
U114 o4l ;im] 04l
2 m 2.2
04l 462552 14 04l B 7:11:;23& 14
- ;ilm 0l4] <a£4]p1>i1112[4;<a£4]p1) _ 21-;%1[4] 04l
mi mlc mi1
2,2 [4] [4] ( 4 [4] 2 122
014l - :11%62 14 04l (o3 pligrlnlfm(g:i PP _ 8m1%1;;§32 104

(4.9)
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alakot oltik.

Végezetiil, le tudjuk ellendrizni, hogy a két egyrészecske Hamilton operator 6sszege h[llﬁ} + h[;ﬁ]

ténylegesen az eltranszformélt kétrészecske nem kolcsonhaté Hamilton H {126] (H!8 ahol V =0

és BY = 0) operatort adja.
XX+ xthl¥x = xTH{%x . (4.11)

Amely tulajdonsagairol részletesen a [24]-ben olvashatjuk.

Az egymas utéan alkalmazott projekcios technika, amelyre a ‘hiho’ projekcio kifejezést vezet-
tiik be, implementalva lett a csoporton beliil fejlesztett QUANTEN programcsomagon beliil.
Az algoritmus f6bb lépései a 2. &bran lathatok. Az eljaras mind formalisan mind numeriku-
san érzéketlen a hy és hy sorrendjének a felcserélésére. Gyakorlatban ugyan azokat a no-pair
energidkat kapjuk, amennyiben elGszor a h; diagonalizaljuk, majd a ho-t, mint mikor forditva
jarunk el. Fontos megjegyezni, hogy hasonlé6 médon a —— altér felépitése is fiiggetlen a hy és
hy sorrendjének megvélasztasatol az algoritmusban. Erdekes moédon ez mar nem lesz igaz a
+— ( a —+ esetében hasonloan) altér felépitésénél, itt a végsé eredmény fiiggeni fog a hy és ho
sorrendjétsl. Abban az esetben, mikor nem pusztan a +— alteret épitjiik fel, hanem a teljes
BR alteret (+— és —+), az igy létrejovs altér mar invarians lesz a hy és hy diagonalizacijanak
sorrendjére. A jov6ben az algoritmus tovabb fejlesztését tervezziik, amely mar nem fog fiiggeni

az egyrészecske operatorok sorrendjétsl.

Abban az esetben, ha az eljarast tobb elektronra szeretnénk kiterjeszteni, egy nagyobb permu-
tacios csoport alapjan kell az egyrészecske matrixokat felépiteni, a csoport minden egyes irre-
ducibilis abrazolasat figyelembe kell venni, vagy egyszertien egy nem szimmetrizalt n részecske
bazison kell dolgozni, majd végss lépésként a fizikailag relevans anti-szimmetrikus altérre kell

vetitenlink a relevins allapotokat.

Tovabba a bemutatott algoritmus (2. abra) kiilonésebb nehézség nélkiil alkalmazhato két fe-
les spinti részecske pre-Born—Oppenheimer, no-pair Dirac—Coulomb(—Breit) szamitasaihoz [28],

mint a korabban bemutatott projektorok matematikailag preciz alternativaja.
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3. abra. Nem kolesonhato energidk a CCR (o, o, o) és a hihy (e, e, @) projektort alkalmazva.
A CCR energidkat a 9 = 1077 szdggel forgattuk ki a komplex sikra. Az egyelektron Dirac
egyenlet 2F,(1e™) alapallapoti energidjanak a kétszerese is fel van tiintetve, amely a energia
lista vagésanal szolgalt kiiszobértékiil.

Zéarasként érdemes megemliteni, hogy a QUANTEN egy nagy programcsomag, amely rengeteg
rutint tartalmaz, igy az implementaci6é sordn nem volt elég pusztan a projektorokat felépiteni,
hanem mindezt olyan modon kellett tenni, hogy az 0sszhangban legyen a méar korabban meg-
alkotott rutinokkal, igy lehetGség van arra, hogy a csoporton beliil mas projektek alkalmazni

tudjak az altalam irt algoritmust (lasd: 7. fejezet).

5. Numerikus eredmények

5.1. A projekciés technikdk gyakorlati tulajdonsagai

A 3. ébra kiemeli a CCR, a vagéson alapuld és a hihy projekcios technikak {6 tulajdonsagait a
He (Z = 2) és Ar'®"T (Z = 18) esetében.

A CCR projektor a kiilonb6z6 alterek eltérs viselkedését hasznalja ki a Hamilton operator
komplex skalazasat kovetGen. A 99 CCR szognél az (3.3)—(3.5) egyenletek alapjan a nem kotott
energiak "kiforognak’ a komplex sikra. Abrazoltuk az energiak komplex energiatol torténd line-
aris fiiggését (3.5. egyenlet) a nagy momentum hataresetben is a ++ és —— alterek esetében.
A program automatikusan meghatarozza, hogy egy adott energia melyik altérhez tartozik, a
linearis egyenlettdl vett tavolsaga alapjan. Az abran megfigyelhets, hogy a Z = 2 esetben az al-
lapotok minden kiilonosebb nehézség nélkiil besorolhatok egy adott altérhez. Mindez mar nem
mondhato el a Z = 18 esetében, ahol bizonyos fokti 6nkényesség 1ép fel egyes allapotok beso-
rolasanal. Kisérletezve a sziirke régioban talalhato allapotok egyik vagy masik altérhez torténd
besorolasaval, azt tapasztaltuk, hogy a végs6é no-pair energidban lényeges eltérések mutatkoz-

hatnak (melyek a Z novelésével egyre jelendsebbek lesznek). Ugyanakkor érdemes megjegyezni,
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hogy ez a fajta onkényesség a végtelen bézis limit esetén nem lép fel, tovabbé, hogy Bylicki,
Pestka, és Karwowski jobban szeparalt régiokat kapott a Hyleraas CI-t alkalmazo eljarasukban
[18]. Mikor mindenféle 6nkényességtsl mentesen fel tudjuk épiteni a pozitiv energia projekt-
ort, az altalunk hasznalt kompakt ECG bazist alkalmazva a no-pair DC(B) energidk egy jol
meghatarozott értékhez konvergélnak, az « finomszerkezeti allando fiiggésiik nagy pontossaggal

megegyezik az nrQED-bdl szamolt értékkel.

A CCR projektor esetében tapasztalt onkényes valasztas (ECG-k esetében, 3. abra) teljes
egészében hidnyzik az Gjonnan bemutatott hihs projektor esetében. A hihsvel szamolt nem
kolcsonhato kétrészecske energidk a 3. abra x tengelyén helyezkednek el. A nem kolesonhato
allapotok automatikusan keriilnek ++, BR (+—, —+) vagy —— alterekbe fiiggetlen szamola-

sokbol, maganak a projektornak a felépitése soran (2. abra, szinesen jelolt részei).

Az z tengelyen elhelyezkedd valos energiak szinkodolasa (a hihs szamolasbol) rogton megmu-
tatja, hogy mi is a probléma az enegialista vagédsan nyugvé projektor definicioval. A vagason
nyugvo projektor tartalmazza az Osszes nem kolesonhato allapotot, amely nagyobb, mint az
altalunk megadott FEy, kiiszobenergia. Az dbran megfigyelhetjiik, hogy a piros pontok koézott
sziirke pontok is talalhatok, amelyek pozitiv energias BR allapotokhoz tartoznak. A vagason

nyugvo projektor tartalmazza ezeket a szennyezd, nem fizikai allapotokat is.

Erdekes megjegyezni, hogy a visszaforgatott (¢ — 0) CCR projektorral (amelyre az energia
kititésen nyugvo projektorként hivatkoztunk) szamolt nem kolesonhato energidk, amennyiben
a projektort lehet matematikailag precizen definialni, nem egyeznek meg a hihs projektorral
kapott energiakkal, ugyanakkor 5-6 tizedesjegyig azonosak. Az eltéréseket a korrelalt béazis
eltérs kezelése miatt megjelend numerikus pontatlansédgnak feltételezziik, amely a végtelen bazis

limitben megsztinik.

5.2. A hyihy projektor numerikus alkalmazasai: a no-pair energia meg-

hatarozasa

A hihy projektor elsé alkalmazasaként meghataroztuk szdmos atomi és molekularis rendszer
no-pair Dirac-Coulomb energidjat. A 1. tablazatban a hiho no-pair DC energiakat hasonlitjuk
ossze a korabban alkalmazott vagason alapuld projekcios technikaval szamolt energiakkal [24,
26]. Az eltérés az alapvet&en helyes hyihy és a naiv, de praktikus, vagason alapuld szamolasok

kozott nagyon kicsi, kisebb, mint az energia véges bazisméretbsl szarmazo hibaja.

Megjegyezziik tovabbé, hogy magasabb (tehat variacios értelemben: rosszabb) energiakat ka-
punk, ha az energialistabol torténd kititésen nyugvo (CCR) projektort alkalmazunk, amit a
CCR szamoléas ¥ — 0 hatareseteként hataroztunk meg. Alternativ moédon megszerkeszthetjiik
a kiiitésen nyugvo projektort a hihsy segitségével. Elvégziink egy nem-kolecsonhatéd szamolast a

hyhs alkalmazva, majd Osszehasonlitva az igy kapott pozitiv energias megoldésokat a projekcio
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1. tablazat. Az Gjonnan fejlesztett hihs projektorral szamolt No-pair Dirac—Coulomb energiék,
E), mértékegységben, atomi és molekularis rendszerek alapéllapoti energidjanak (rogzitett mag
esetén) példajan. A konvergens jegyeken kiviil tovabbi 1-2 tizedesjegyet mutatunk. A vagason
alapulé projektorral szamoltaktol valo eltérést a * 0F = Ecyying — Enin, mutatja (Ey-ban).
Minden eltérés kisebb a véges bazis abrazolasbol ered6 becsiilt konvergencia hibanal.

Eih, OFE
He ~2.903 856 631 6  5-10712
Lit ~7.280 698 8945  9-10712
Be?™ ~13.658 257 6023 —6-1071!
Arto+ -314.246 104 2 -3-1078
Hy ~1.174 489 753 7 610712
HY ~1.343 850 526 1 2-107"2
HeH™ -2.978 834 6354  3-1071

*: Az ECG béaziskészleteket a [24, 26]-bol vettiik, melyek 700 (He), 400 (LiT), 300 (Be**), 800
(Ar'6+) 800 (H,), 400 (Hy), 1200 (HeH™) fiiggvényt tartalmaznak. A vagds soran
alkalmazott E}, kiiszobenergia atomok esetében a nem-kolcsonhaté rendszer analitikusan
ismert alapallapoti energiaja volt. Molekularis rendszerek esetében (nincs analitikus kifejezés)
a kiiszob energiat a numerikusan meghatarozott nem-kolcsonhaté energia alapjan adtuk meg.

.....

abra).
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4. abra. A hélium atom projektalt Dirac—-Coulomb energiai a vagason nyugvo projektorral sza-
molva, a projektort definialé Ey, kiiszobenergia fiiggvényében (a). A projektor épitése soran
megtartott allapotok hanyada a teljes (++, +—, —+, ——) spinortérhez visszonyitva a kiiszob-
energia fiiggvényében (b). A szamitast N = 700 ECG fliggvénnyel végeztik (1. tablazat) és
Enn, = —2.903 856 632 Ej,.

nélkiili megoldasokkal, meg tudjuk hatarozni a pozitiv energids BR allapotokat, s ki tudjuk
itni ket az energialistabol. A numerikus tapasztalat azt mutatja, hogy akar a CCR-bdl akar a
h1hs-bdl kiindulva titjiik ki a szennyezs energidkat, az igy felépitett projektorral szamolt no-pair
energiak 2-3 nagysagrenddel kevésbé pontosak, mint a tisztan hqho energidk (ami pedig pontos
egyezést mutat a vagason alapuld szamolésokkal, 1. tablazat). A kiiitésen nyugvo projektor

emlitett kiilonbségeit a véges bézison térténd lasabb konvergencianak tulajdonitjuk.

5.3. Miért miikodik a vagason nyugvé projektor és mikor romlik el?

Kis és kozepes Z magtoltések esetén az egyszert, energialista vagason alapuld projektor toké-
letesen jol mikodott a gyakorlati szamitasok soran, annak ellenére, hogy a projektor pozitiv
energias BR allapotoktol szennyezett, amely nyilvanvalé problémaéakat okozna a végtelen bazis

limitben.

Hogy jobban megértsiik a projektor numerikus viselkedését, szamolésokat végeztiink a hélium
atom esetében, mikozben a Eyy, kdszobenergiat valtoztattuk. A 4. dbran no-pair Dirac—Coulomb
energiatol valo eltérés lathato a Eyy, koszobenergia fiiggvényében, amely a vagason nyugvd pro-
jektort definidlja. Egy meglep&en hosszu platot latunk a 4.a abra elején, ahol a hihs-vel szamolt
energiatol valo eltérés elhanyagolhato. A 4.b dbrat megfigyelve kideriil, hogy a platé mentén

pusztan kis mennyiségben vannak jelen szennyezd BR allapotok.
Majd —2mc? kornyékén (koriilbeliil a BR energia tartomany "kozepén’, beleértve a —mc? tolast
2.64.egyenletben mind a két részecske esetében) egy hirtelen ugrast figyelhetiink meg, majdnem

az Osszes (kb. 75 % a 4.b abbran) BR allapot bekeriil a projektorba és az energia nagyon kozel

lesz a csupasz (projektalatlan) Hamilton operator energidjahoz. Tovabb csokkentve az Ey,
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értékét az oOsszes allapot bekeriil a projektorba, azaz végsé soron nem torténik projekcid, az
energia meg fog egyezni a projektalatlan, kolecsonhaté Hamilton operator energidjéval. Itt meg
kell jegyezniink, hogy a projektalatlan Hamilton operator nem mentes az elvi problémaktol [19,
20, 21|, egyediil a pozitiv energias allapotokra projektalt (no-pair) DC(B) Hamilton operator
vezethetd le a relativisztikus QED-bd6l [13, 14, 17, 61, 62, 63].

Osszegezve, a 4. &bra kiemeli a vagason alapulé projekcios technikanak a kiiszobenergia (kis)

------

a hélium atom esetében optimalizalt ECG bazis hasznalata mellett.

Azt is érdekes megfigyelni a 4. abran, hogy a projektalt energia ndvekszik a sziikségesnél

tobb allapot bevalogatasdnak hatasara. Felmeriil a kérdés, hogy vajon csak a hélium esetében

(a) Ny, = 100 (b) Fe?4+
900 — T 900 N 160
—_— =
800 F T Jear 1 800 | N — 800 1
700 - Cc4t b 700 - R
o —_— A 16+ o
S 600 At 8 = 600 8
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5. abra. A He, Be?t, C*, Ar'6* és Fe?** projektalt Dirac-Coulomb energii a vagéson nyugvo
projektorral szamolva, a projektort definiadlé Fi, kiiszobenergia fiiggvényében, az Osszehasonli-
tas megkonnyitése érdekében az energidkat normaltuk a no-pair energia abszolutértékével (a). A
Fe?** projektalt Dirac-Coulomb energiai a vagason nyugvé projektorral szamolva, a projektort
definial6 Ejy, kiiszobenergia fliggvényében, Ng = 100 és Np = 800 bézisfiiggvényt alkalmazva

(a).

mikodik-e ilyen jol az energialista vagasa? A magtoltést novelve a pozitiv és negativ energias
allapotokat szeparalo rés folyamatosan sziikiil. Mindebbdl kovetkezik, hogy a fokozatosan tobb
szennyezd BR allapot lesz az alapallapot felett. Meglatszik-e ez a szamolt no-pair energiaban?
A kérdés eldontése érdekében elvégeztiik a koszobenergianak a valtoztatasat a Be?t, C4+, Arto+
és Fe*** esetében, a szAmitasok a 5.a abran lathatoak. Meglepd modon azt kaptuk, hogy a kis-
kozepes magtoltések skalajan a vagason alapuld projekcios technika minden esetben —2mc?
kornyékén romlik el. Miutan atléptiik a —2mc? kiiszobértéket a relativ hiba né a magtoltéssel,

azonban elGtte tovabbra is pontos értékeket kapunk.

Az energialista vagason nyugvo projektor latszolag stabil eredményeket szolgaltat, amennyiben
a kiiszobenergiat egy fizikailag motivalt érték alapjan valasztjuk (pl.: az egyrészecske energia
kétszerese). Mi a helyzet, amikor a bazis méretét noveljiik? A Fe?'T esetében leteszteltiik az

energialista vagasan alapulé projektor teljesit6képességét N = 100 és N = 800 bézisfiiggvényt
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alkalmazva. Tudjuk, hogy a Brown-Ravenhall allapotok kontinuumot alkotnak igy a bézist
novelve fokozatosan beszennyezik a projektort. A 5.b abran a kiilonb6z6 méreti bazissal tortént
szamitasok lathatoak. Ismét az deriil ki, hogy amig nem lépjiik at a —2mc? kiiszobenergiat,
addig minden rendben van. Amint atlépjiikk a —2mc? értéket, a viagason nyugvo projektor

elromlik. Nagyobb bazist alkalmazva rosszabb lesz az energia relativ hibaja.

Milyen tanulsagot tudunk lesztirni mindezekbdl? A vagason nyugvo projektor meghizhato ered-
ményeket ad a kis és kdzepes magtoltések esetében. A projektor akkor romlik el, mikor meg-
kozelitjiik a —2mc? kiiszobenergiat. A projektor valoszintileg egész addig jol fog miitkddni, mig
a magtoltést addig nem noveljiik, hogy az alapallapoti energia a —2mc? kozelébe nem esik?. A
bézist novelve tudjuk, hogy el kell romlania a projektornak, mégis racionalis E}, kiiszobenergi-
at valasztva helyes értékeket kapunk. A magyarazat talan mégsem annyira megleps. A béazist
novelve tobb lesz a BR allapot, azonban nem csak a BR alkot kontinuumot, hanem a pozitiv
energias megoldasok (a nem kotott allapotok) és a negativ energias megoldasok is. A szamolé-
saink sorédn azt tapasztaljuk, hogy véges bézist alkalmazva az allapotok aranya nem valtozik.
A megoldasok negyede a ++ altérbe tartozik, méasik negyede a —— altérbe és a fele a +— +
—+ altérhez. Mindez természetesen nem is meglepd, tekintve, hogy az egyrészecske allapotok
fele pozitiv energias, fele negativ energias, igy a kétrészecske allapotok kikeverésénél maguktol

adodnak az el6bb emlitett aranyok. Ami érdekes, hogy a szennyez& BR allapotok nem rontjak

T s

Azonban fontos észben tartani, hogy a vagason alapuld projektor alapjaiban véve hibas. A béazis
méretét novelve a Brown-Ravenhall kontinuum &llapotai teljesen beszennyezik a projektort, az
alapallapoti energia egy magasan gerjesztett allapotként jelenne meg a szémitasok soran (a
kiiszObenergia és az alapallapoti energia kozott megjelens BR, allapotok hatéasara). Ahogy
lattuk, az energia értéke pontosan adédna a szamitas soran, azonban az elsédleges probléma a

fizikai energidk kivalasztasa lenne a szennyezd nem-fizikai energiak kozil.

Eddigi szamitésaink soran nem tapasztaltunk ilyen esetet az intenziven vizsgalt alacson Z mag-
toltés tartomanyaban kompakt ECG-ket ¢s a CODATA18 oy = 1/137.035999084 finomszerke-
zeti dllandot alkalmazva. Hogy jobban megértsiik, mikor romlik el a vagason nyugvé projektor,

egy mesterséges stressz tesztet hoztunk létre.

A 6. 4bra egy a hélium atomra tortént példaszamolast mutat (N = 100 ECG fiiggvényt hasz-
nalva), ahol a finomszerkezeti allandot o = 1/2.5-nak vettiik, ezzel egy ultra-relativisztikus
szituaciot krealva. Jol latszik, hogy egy nem megfelelg allapotot (a BR kontinuum diszkrét
abréazolasabol) kaptunk a no-pair Dirac—Coulomb legalacsonyabb energiajanak. A 6. &bran
megfigyelhets, hogy a fizikai alapéllapot megjelenik az energialistaban, azonban mint els ger-
jesztett energia. A gerjesztett allapotok tekintetében tobbé-kevésbé jo egyezést kaptunk a

vagason nyugvo és a hihg szamoléas kozott, azonban itt is megfigyelhetd néhany szennyezé BR

2Mindez 137 koriili magtoltés esetében lehet. Ugyanakkor ilyenkor méar maga a Dirac-egyenlet sem ad
megfeleld leirast, figyelembe kell venni a mag-elektron kolecsénhatéds QED korrekceioit is
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6. abra. A vagason alapulé projektor limitacidjanak és a hihy projektor erdsségének szem-
léltetésére egy ultra-relativisztikus szédmolast végeztiink, ahol a finomszerkezeti allandot az
a = 1/2.5 értékre cseréltitk (a valos CODATAILS8 ap = 1/137.035999084 érték helyett). Az
energia szinteket a hélium atom Dirac—Coulomb Hamilton operatoranak megoldasaiként kap-
tuk, a fizikai alapallapotot Egs-sel jeloltiik. A kiiszobenergia a Dirac energia kétszerese volt (az
ultra-relativisztikus esetben), Ey, = —5.1.

allapot.

Végezetiil egy technikai megjegyzés, a jelenleg hasznélatban 1év6 hihs implementacié érzéke-
nyebb numerikusan, mint a vigéson nyugvo technika. Minden 1. tabldzatban szerepls ered-
ményt quadruple szamabréazolassal szamoltunk, mig a vagason alapuld szamolasok esetében

elegendé volt double szamabréazolast alkalmazni.

6. Kitekintés

Az egymast kovets egyrészecske projekciok bevezetését két fontos kérdéskor motivalta. Az elss,
hogy felépitsiink egy matematikailag precizen definialt pozitiv energia projektort a 'relativiszti-
kus nulladrend’ kiszamitasahoz, a masodik, hogy a nulladrendhez hozzé tudjuk venni a kvantum
elektrodinamikai korrekciokat is. A csoportban mar alkalmazzak az altalam implementélt ru-
tinokat az egyes alterek felépitéséhez. Jelenleg folyamatban van a transzverz foton, a C' x C'

(keresztezett Coulomb) és a sajat energia kiszamitasa is.

6.1. Vakuumpolarizacié

Az els6 fejezetben csak az elektron—elektron kolcsonhatéas QED korrekcioirdl esett szo. Ezeken

kiviil van két tovabbi kolcsonhatas, amit figyelembe kell venniink a kisérletek megmagyaraza-
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sanal. Az egyik az elektron sajat-energidja (self-energy), a masik pedig a vakuumpolarizacio
(esetenként foton sajat-energianak is nevezik). A vakuumpolarizacio az A, effektiv teret fogja
modositani melyet az elektron érzékel. A vakuumpolarizacié vezets rendjének diagramjat a 7.

abra mutatja.

7. abra. Vakuumpolarizacio vezets rendjének Feynman diagramja [64]

6.1.1. Vakuumpolarizacié és a Bethe—Salpeter egyenlet

A legnagyobb vakuumpolarizaciés jarulékot az elektron-mag kolcsonhatas adja. Mindez azt
jelenti, hogy modositanunk kell a 2.19. egyenletben az egyrészecske propagatort. Az 1j Bethe—

Salpeter egyenlet, amely figyelembe veszi az elektron-mag kolcsonhatas korrekciojat a
Uy = —iG1Go KUy (6.1)

alakban irhato, ahol G, = (G —1I,) " az igynevezett *6ltoztetett’ fermion propagator 65, 66],
II, az irreducibilis vakuumpolarizacioé kernel. Terveink szerint elsé kozelitésben a vakuumpola-
rizaci6 hatasat az Uehling potencial segitségével vessziik figyelembe|67]. Az Uehling potencial

a vakuumpolarizacio (Z magtoltésben) vezetd rendd jarulékat adja.
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7. Osszefoglalas

Munkénk soran egy Osszetett egyrészecske projekcids eljarast ismertettiink expliciten korre-
lalt relativisztukus szamitasokhoz. Minden szamitast korrelalt kétrészecske bazison végeztiink,
amelyek soran a projektorok matrix abrazolast egyrészecske opratorok segitségével valositot-
tuk meg. Az egyrészecske operatorok felépitéséhez (pl.: hy) nem volt elegendd a kétrészecske
szamolasokban alkalmazott antiszimmetrikus fele a Hilbert térnek, hanem ki kellett 1épni a
teljes (szimmetrikus és antiszimmetrikus) Hilbert térre. Az egyrészecse projektoron alapuld
szamitasok elsé alkalmazésaiként kételektronos relativisztikus no-pair szdmolasokat végeztiink
atomi és molekularis ( Born—Oppenheimer kozelitésben) rendszerekre. Az eredményeink pon-
tosan megegyeznek a korabbi egyszerd energia lista vagasan alapuld szamitasainkkal a bazis
konvergencia hibahataran beliil. Mint ahogy korabban demonstraltuk [24, 26, 27, 28], szamité-
saink « finomszekezeti allandé fiiggése teljes 6sszhangban van a jelenleg standardnak szamito,

nem-relativisztikus QED eredményeivel.

Az egyrészecske operatorokon alapulé projekcios eljaras megbizhato eredményekkel szolgal mind
a kozepes, mind a nagy magtoltések esetében, épp igy a végtelen bazis limit esetén is, mely
esetekben a korabbi energia lista vagason és CCR~en nyugvo technikdk nem bizonyultak meg-

felelének.

Az egyrészecske operatorokon nyugvo projekcio lehetévé teszi tovabba nem pusztéan a pozitiv
energias (++), hanem a negativ energias (——), a +— és —+ alterek szeparalasat is, melyek
elengedhetetlen kellékek a korrelalt no-pair energia relativisztikus kvantum-elektrodinamikai

korrekcidinak meghatéarozasahoz [13, 14, 15|, mint példaul a vakuumpolarizécio.
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Péternek és Dr. Matyus Editnek.

A dolgozat a Kulturalis és Innovaciés Minisztérium EKOP-24 kodszamu Egyetemi Kivalosagi
Osztondij Programjanak a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovécios alapbol finanszirozott

szakmai tamogatasaval késziilt.

30



Hollosy Péter Egyrészecske operatorok abrazolésa kétrészecske béazison 2024, TDK

8. Szerdzi hozzajarulas

e A kutatas soran az én feladatom az egyrészecske operatorokon nyugvé algoritmus részle-

teinek kidolgozasa, az algoritmus implementalésa volt.

A kodot a QUANTEN programcsomag keretein beliil irtam, ezaltal lehetGsége van a

csoport tobbi tagjanak az alkalmazasra.

A kodot altalanositottam, melynek segitségével az legeneralhatjuk az altalunk kivant két-

részecske altereket a szamolashoz illeszkedd bazison.

Szamolasokat végeztem az altalam irt és a kutatd csoport altal kordbban irt kodokkal.

Megvizsgaltam az egyes projekcios technikak tulajdonsagait és teszteltem az alkalmazha-

tosaguk hatarait.
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