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1. Bevezetés

Kvantumos elméletekben fizikai mennyiségek kvantumos és termalis atlagait funkcional integralis
alakban tudjuk kifejezni. Ezen funkcionalintegralok elvégzése analitikusan trividlis esetek kivé-
telével nem lehetséges, igy kozelitésekhez kell folyamodnunk. Gyengén csatolt rendszereknél a
perturbaciészamitas j6l miikodé modszer, azonban az igy kapott kozelité eredmények erésen kol-
csonhato rendszerekre mar nem alkalmazhatéak, igy nem perturbativ kozelitéseket kell talalnunk.

A funkciondlis renormalasi csoport médszer (réviden: Functional Renormailzation Group - FRG)
a szoéban forgd fizikai mennyiségekre vonatkozé funkciondlintegralok elvégzését egy funkciondlis
differencidlegyenlet megolddsara vezeti vissza. Ezt Wetterich-egyenletnek nevezziik, mely ana-
litikusan nem megoldhaté, de nemperturbativ kozelitések alkalmazasara ad teret. Egy ilyen
kozelités az tgynevezett lokdlis potencial kozelités (roviden: Local Potential Approximation -
LPA), mellyel jelen dolgozatban részletesen foglalkozunk.

Kvantummechanikaban taladlunk olyan funkcionalintegralokat, melyek eredményét a Schrédinger-
egyenlet megoldasaval is tudjuk szamszertisiteni. Ilyen mennyiség példaul a véges hémérsékletii
allapotosszeg, mely lényegében a Boltzmann-eloszlasban megjelené normaélési faktor. Az éalla-
potosszegbdl kovetkeztetni tudunk a rendszer energiaspektrumara, illetve tetszoleges termodi-
namikai allapotjelzokre is, igy lényegében az allapotdsszeg homérsékletfiiggését meghatarozva a
rendszer termélis viselkedésének leirdsat kaphatjuk.

Az allapotosszeg kifejezheté Feynman-féle palyaintegrallal és a Schrodinger-egyenlet megoldé-
saként kapott energia sajatértékekkel is. Ez lehetdséget ad arra, hogy meghatdrozzuk az LPA
kozelités alkalmazhatdsdgat egyszerii rendszereken. Mostani vizsgalatunkhoz az anharmonikus
oszcillatort vélasztottuk. Az anharmonikus oszcilldtor perturbacidszamitassal jol targyalt, igy
Ossze tudjuk hasonlitani a perturbativ kozelités eredményit az dltalunk kiszdmolt nemperturba-
tiv LPA eredményeivel.

A dolgozat célja els6sorban matematikai modszerfejlesztés. Az LPA futési egyenletének meg-
oldéséara keresiink numerikusan kedvez6 moédszert. A futdsi egyenletet racson, és hatvanysor
alakban keresett megoldas segitségével is megoldjuk. Utébbi esetén a szokvanyos sorfejtést al-
kalmazé modszer mellett, egy 1j formalizmust is kidolgoztunk. Ezek segitségével meghatarozzuk
az LPA relativ eltérését az Schrodinger-egyenlet megoldasaitél nulla homérsékleten, és futasido
szempontjabdl is Gsszehasonlitjuk a metédusokat. A hatvany sor alakd ansatz esetén fontos
kérdés a konvergencia, ezt is vizsgaljuk.
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2. Allapotdsszeg az energia sajatértékekkel

Az dllapotosszeg a Schrodinger-egyenlet megoldasaként kapott energiasajatértékekbél kifejezhe-
t6. Ez lehetdséget ad arra, hogy Ossze tudjuk vetni a kozelité mddszereinket az egzakt megol-
dassal. Az allapotosszeg a Hamilton-operatorral és annak sajatértékeivel kifejezve:

oo

Z(B) = Te(e ) = Y e PFm, (1)

m=0

Itt 8 = 1/kgT, de mi a tovabbiakban a kg = 1 egységrendszerben dolgozunk.
Az allapotosszeg fontos tulajdonsiga, hogy kifejezhetéek beléle olyan makroszkopikus termodi-
namikai allapotjelzék, melyek mérése lehetséges. Ilyen példaul az energia varhato értéke, mely
az alabbi médon kaphatd meg:
0

E)=——log Z(B). 2

(E) = — 55 o8 2(9) 2)
A nulla hémérsékletli esetnek megfelel6 § — oo hataresetben, az alapallapoti energiat kapjuk
varhatéértékként:

0
Fo = Jim —22log Z(5). (3)

A nemperturbativ kozelité mddszerek targyaldsandl ezzel a modszerrel fogjuk az alapéllapoti
energiat kifejezni, de az egzakt megoldashoz a Hamilton-operator sajatérték egyenletének meg-
oldéasat hasznaljuk.

A funkciondlis renormélasi csoport lokdlis potencidl kozelitésének alkalmazhatdésigat vizsgaljuk
ehhez, egy olyan kvantummechanikai rendszert valasztottunk, mely perturbaciészamitassal jol
targyalt, igy az anharmonikus oszcilldtorra esett a valasztds. Hamilton-operatora:

~op? 1

Mi a tovabbiakban m = wy = 1 esetet vizsgajuk, és h = 1 egységrendszerben dolgozunk, de az
igy kapott eredményekbél m és wq tetszdleges értékeire megfeleld atskalazasokkal eléallathato-
ak a szamitott mennyiségek. Lathato, hogy a g = 0 esetben a harmonikus oszcillatort kapjuk,
melynek sajatértékegyenletének megoldasa analitikusan is lehetséges. Ez lehetOséget ad majd
arra, hogy a numerikus mdédszereinket a harmonikus eseten validdljuk. A g < 1 esetben Gssze-
hasonlitjuk a perturbativ és az egzakt eredményeket, és megvizsgaljuk, hogy milyen g értékekre
ad alkalmazhaté kozelitést. A g > 1 nem perturbativ rendszernél mar csak a lokalis potencial
kozelités eredményeit hasonlitjuk Ossze a sajatértékegyenletbél kapott megoldasokkal.

A g # 0 esetben a sajatértékegyenletet analitikusan nem tudjuk megoldani, igy numerikus meg-
oldast keresiink. A rendszer Hamilton-operatora £? reprezenticiéban:

N A 2 AR
H2+<2+gz)l. (5)

Itt A a Laplace-operétort jeloli.

Ebbdl egy N x N maétrixot csindlunk tgy, hogy z-ben felvesziink egy intervallumot, és azt
N egyenld részre osztjuk. Ezen méatrix sajatértékeit a python scipy moduljanak ritka matrixok-
ra optimalizalt sajatértékegyenlet megold6 fiiggvényével kerestiik meg. Az alapallapoti energia
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esetében a legkisebb sajatértékkel dolgozunk, de ha véges hémérsékleten az allapotOsszeget szé-
mitjuk akkor a —ben lathaté szummas alakot kell haszndlnunk. Természetesen nem lehetséges
mind az N sajatérték megtalalasa, igy csak az els6 M < N sajatértékre 6sszegziink, de mivel az
exponencidlis fliggvény gyorsan lecseng, igy tudunk olyan M értéket valasztani, hogy elhanya-
golhaté hibat kapjunk.

M
Z(B) =" e (6)
m=0

Mivel ezzel a mddszerrel kapott eredmények megfelel6 paramétervalasztassal a késobb targyalt
kozelité médszerekhez képest elhanyagolhaté hibaval jarnak, erre a megoldésra egzaktként fogunk
hivatkozni. Tehat a numerikus eredmények pontossaga az xz-ben felvett intervallumtél, az N és
az M szamoktdl fiige. A g = 0 esetben ismert a harmonikus oszcillator Schrodinger-egyenletének
megoldasa, és abbdl kiszamithato a véges hémérsékletii allapotosszeg is.

1

En = 5 + n, (7)

() = e Hy(2) -5 (8)
n - \/W n )

logZh:—g—log(l—e_B). (9)

A hullamfiggvényben H, a Hermite-polinomokat jeloli. Ezen analitikus eredményeken validal-
juk a fentebb leirt numerikus mdédszertinket is.

a-ben vegylink fel egy [—x, x| intervallumot. Ezt osszuk fel Az hosszisdgi részekre. Igy

N = LALJ , az alsé egész értékre azért van sziikség mert IV egész szam. Vizsgéaljuk, hogy miként
fligg a nﬁmerikus eredmény pontossaga x paramétertol. Hat kiilonb6z6 nagysagrendbe esé g
érték mellett fogunk vizsgalédni. Minden vizsgdlandd g értékre egy referencia energia szintet
vesziink oly médon, hogy a lehetd legpontosabb eredményt kapjuk. A referencia energia szintek
szimuldlasdhoz x = 30 és Ax = 0,00005 paramétereket hasznaltam. Az alabbi 4brén a referencia
értékektdl vald relativ eltérést abrazoltam y fiiggvényében, kiilonbozd energia szintekre. A Ax

paramétert lerdgzitjiik, Az = 0,001. A relativ eltérést az alabbi képlettel szamoljuk.

_ |En,ref - En,sim(X)‘
En,ref .

3(x) (10)

Ahol E,, ,ef az n energiaszint referencia értéke, E,, gm(x) pedig az n energia szint szimulalt értéke
X paraméter fliggvényében.

Az abran lathat6, hogy g novelésével egyre kisebb y értékekre ad kis relativ eltérést a szi-
mulacié. Ez annak koszonhetd, hogy ¢ novelésével a klasszikusan bejarhaté teriilet csokken,
igy a karakterisztikus hossz is. Minél nagyobb energia szintet vesziink, gy romlik a mddszer
pontossaga, de ez megfeleld paraméterekkel, még igy is elhanyagolhaté a kés6bb targyalt koze-
lit6 modszerek hibdjdhoz képest. g ndvelésével egyre kisebb y értékeket elég venniink, de Ax
értékeket csokkenteniink kell a pontossag érdekében.
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1. dbra. Szimulalt energiaszintek relativ eltérése a referencia értékektol
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3. Funkcionalis renormalasi csoport és a lokalis potencial
kozelités

Az allapotosszeg egy konstans szorzé faktor erejéig felirhaté Feynman-féle palyaintegrallal is. A
palyaintegral levezetése hasonléan torténik az atmeneti amplitudékra felirhaté funkcionalinteg-

c sz

id6ben felirt idéfejleszté operator. Az allapotOsszeg palyaintegraljaban nem a Lagrange-fliggvény
hanem a Hamilton-fliggvény szerepel, és megkoveteljiik hogy az x(7) fiiggvény periodikus, peri-
6dusanak hossza éppen .

B
Z(B) = / Dz exp —/dT H(z(r)) | . (11)
z(0)=z(B) 0

Ebbdl 1étrehozunk a Z[h] allapotfunkciondlt tgy, hogy a h(7) = 0 esetben visszaadja az allapot-
osszeget. Az Z[h] funkciondl definicidja:

Z[h] = / D exp —/dT H(x(r) + h(n)a(r) | . (12)
z(0)=z(B)

Ezen funkcionél negativ logaritmusanak az x(7) varhaté értéke szerinti Legendre-transzforméltjdval
fogunk dolgozni, melyet effektiv hatdsnak hivunk. A kitérés atlagat a varhat6 érték képzés sza-
bélyainak megfelelGen el6allitjuk.

B
| Dz a(r)exp <—{d7’ H(z(r)) + h(T)x(T))

.y z(0)=z(B)
= 1
() 7 (13)
I[z] = —log Z[h] — [ d7 h(1)Z(T). (14)
Fontos tulajdonsag, hogy itt h(7) = 0 fizikailag relevans esetben I'[zpn] = —logZ. Itt Zp, a

h(7) = 0 esetben megvaldsul6 varhaté érték.

Az igy kapott funkcionalt azért nevezziik kvantum effektiv hatasnak, mert a viselkedése a klasszi-
kus mechanikdbdl ismert hatds elvvel mutat analégiat. Az els§ funkciondl derivaltja a —h(7),
mely a fizikailag relevdns esetben nulla, igy itt is extremadlis lesz a I'[Z] a megvalésul6 esetben.

5T 5T )
oz(r) —h(7), sz(r)|. 0, [[Zpn] = —log Z. (15)

ZTph

A funkcionalis renormélasi csoport a fluktudcidk szisztematikus figyelembe vételén alapul. Ehhez
egy uUgynevezett regulator fliggvényt hasznalunk, hogy a k skdlaparaméter alatti fluktudcidkat
eliminaljuk. A regulatorfiggvény szabadon valaszthatd, de ahhoz, hogy igy viselkedjen, teljesi-
tenie kell néhany feltételt.
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Az Ry regulatorfiiggvényre az alabbi tulajdonsagokat koveteljiik meg Fourier-térben.
Ri(wi,w2) = 2 - g (wr) - (wr + wa), (16)

E=0: rp(w) =0, (17)

k— oot rp(w) — .
Tehat a regulatorfliiggvény funkcionalis értelemben szimmetrikus. & — oo esetben minden fluk-
tudciét eliminal, k£ = 0 esetben minden fluktudciét megtart. Ezen kiviil a legfontosabb tulajdon-
saga, hogy a fluktudcidkat szepardlja Fourier-térben. Tehat azzal, hogy k skalaparaméter feletti
frekvencidkra kicsi értékeket vesz fel, ott megtartja a fluktudciékat. A k-nél kisebb frekvencidk
esetén viszont nagy, ott elnyomja a fluktuaciokat.

A reguldtor fliggvény segitségével létrehozzuk az aldbb definidlt T'y[Z] funkciondlt, melyet skdla-
fligg6 kvantum effektiv hatasnak neveziink:

exp(—Tg) := / Dz |exp | — /dT H(xz(1)) + h(r) [z(1) — 2(7)] —
z(0)=2(8) 0 (18)

]' /8 IB ! ’ ! - AN~ /
75/0 /0 dr d7' [x(7)Ri (7, 7)a(1") — Z(7)Ri (7, 7"z (7 )])] .

A k — oo hatdresetben a reguldciéval 1étrehozott T'y[Z] funkciondl minden fluktudcié kiirtdsa
utan a klasszikus hatéssal egyezik meg, ami ebben az esetben a képzetes idévaltozd miatt nem a
Lagrange-fiiggvény hanem a Hamilton-fiiggvény id6 szerinti integralja lesz.

I fd] = / dr H(z(r). (19)

A regulacié masik tulajdonsaga, hogy ha a k skdlaparaméter zérus, akkor minden fluktudciét
figyelembe vettiink, igy megkapjuk a kvantum effektiv hatast. Tehat a feladatunk a k& — oo
ismert esetbdl egy k szerinti futds egyenlet segitségével fejleszteni a skalafiiggd effektiv hatast a
keresett k = 0 értékre. Ezt a feladatot a Wetterich-egyenlet [I] segitségével végezhetjiik el, mely
egy funkcionalis differencidlegyenlet. Peremfeltételként k& — oo esetén a klasszikus hatas szolgal:

DTk [7] = % / / dr dr' (00 4 Ry~ (r, ') OuRu(r, ). (20)

Az egyenletben Ry a reguldtorfliiggvényt jeloli, F,(f) pedig a skalafiiggd effektiv hatds masodik
funkcional derivaltja:
52Ty,

7,7’ - 5@(7’)5@(7”) '
Ezen egyenlet megolddsa analitikusan nem lehetséges, és numerikusan is a funkciondl integralok
elvégzéséhez hasonld nehézségekbe titkoziink. Eldnye azonban az, hogy a I'y[Z] funkciondlra felirt
kiilénbozé ansatzok nem perturbativ kozelitésekhez vezetnek. Az egyik ilyen lehetdség a lokalis
potencial kozelités melyben feltessziik, hogy a skalafliggd hatas a klasszikus hatashoz hasonld
alakban keresendd. A skalafiiggést az effektiv potencidlba vessziik figyelembe. Az igy felirt

ansatz:
T[] :/dr [; (gf>2+vk(x(7))]. (22)

rz) (21)
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A fizikailag relevans esetben az effektiv hatés extremalis, ez az ansatzunkra nézve azt jelenti, hogy
az idéderivalttol fliggd tagnak zérusnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy a kitérés varhaté értéke
id6ben allandé, igy a tovabbiakban ez, mint egy skalar valtozd jatszik szerepet, nem mint egy
figgvény. A Wetterich-egyenlet segitségével levezethetd a Vi, effektiv potencidlra egy differencial
egyenlet, {gy a funkcionalis differencidlegyenlet egy parcialis differencidlegyenletté redukalédik

2131

1 & L1 (wn 2nm
n=-00 W% + 072 + 7k (Wn)

Az egyenlet levezetéséhez Fourier-térben dolgoztunk, ezért jelenik meg az w,, tovibba kihasz-
naltuk, hogy a regulator funkciondlis értelemben szimmetrikus, amint azt —ban lathattuk.

Most térjiink ra a konkrét regulator valasztasra. A lokalis potencial kozelitéshez hasonld ansat-
zok esetén a Litim-féle optimalizalt reguldtorrdl beldthatd, hogy megfeleléen definialt értelemben
optimélis [4]. Ez nem csak a futds optimalizaldsdhoz és igy a kozelités pontossidganak javitdsahoz
vezet, de a képletek egyszertisodését is magaval hozza. Ezek alapjan mi a tovabbiakban az alabb
lathaté optimalizalt regulatort hasznaljuk.

re(w) = (B* — w?) - O(k* — w?), (24)
Oy = 2k - @(k‘2 - wz). (25)

A regulatorban © a Heaviside-fiiggvényt jeloli, § pedig a Dirac-delta. Ezek alapjan az effektiv
potencial futdsa véges homérsékleten az optimalizalt regulatorral:

. 2%k %
Vi = 5 > pEA , N= {%J . (26)

n=N WL g TR Wl
xr

c sz

Mivel az w? tag kiesik és mashol nem tartalmaz a kifejezés n fiiggést a szumma elvégezhetd.
Az igy kapott eredmény:

2

kg
kl2]—|+1
IR ATTTIR I A G-l )
8ka_2ﬂ (2\‘ J-f—l) k2+82Vk = B<k2+82vk>. (27)

0z? 0z?

Vegyiik észre, hogy az egyenlet jobb oldala k — oo esetben nem nulldhoz, hanem egy konstanshoz
tart. Utébbi egy k — oo tartomanybdl szarmazé divergenciat okoz az effektiv hatasban, melyet
UV divergencianak neveziink, és az effektiv hatas konstanssal valo eltolhatosaganak a kovetkez-
ménye. Ezen divergens tag eltiintetésének tobb mddja van. Egyik lehet6ség, hogy a kezdeti
feltételben egy divergens tagot beépitiink, azonban ez numerikus szamitadsoknal nem elényos. A
maésik megoldds, hogy egy konstans levonasaval az egyenlet jobb oldalat hatarértékben nullava
tessziik. Ez a két lehetOség ekvivalens, de a szamitégépes szimulaciok szempontjabdl a masodik
a hasznédlhatobb. A hatarérték kiszamitdsa utan az alabbi egyenletre jutunk.

OV = IM;?JH) 1 (28)

2vi,\ T
2
31+ )
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Ha valamilyen £ = A > 1 értékrol inditjuk a futast, peremfeltételként V, értékre a Hamilton-
fliggvény potencidl része adodik. Ez esetiinkben az anharmonikus oszcillator potencidl fiiggvénye.

2,
Va(z) = 5 + gz°*. (29)

A k = 0 esetre fejlesztve az effektiv hatds ezzel az ansatzal az T id6fiiggésének elhagyasaval.
Lo[z] = Vo (Z)B- (30)

A fizikailag relevans esetben I'y visszaadja az allapotOsszeg negativ logaritmusat. Az extremdlis
eset akkor kovetkezik be, ha V(%) fiiggvénynek szélséértéke van. Amennyiben a peremfeltételben
megadott klasszikus potencial paros, ez mindig az x = 0 helyen lesz. Fzek alapjan felirhatjuk az
alabbi Osszefliggést:

—log Z(B) = BVl - (31)

Osszefoglalva a recept a kovetkezé: Egy k = A > 1 értéken ismerjiik az effektiv potencidlt, ez a
kezdéfeltételként megadott klasszikus potencial. A segitségével k = 0 értékre fejlesztjitk az
effektiv potencialt. Ezt kiértékeljiik x = 0 helyen, és ebbdl kifejezziik a fizikai jelentéssel is bird
log Z(8) mennyiséget. EbbSl mér szdmithatd az energia varhat6 értéke, és tovabbi termodina-
mikai allapotjelzdk is.
Most nézzik meg a nulla hémérsékletii esetet. Ekkor 5 — oo, igy az effektiv potencial egyenlete
az alabbi médon valtozik. 12 .

oLV, = » 2V — (32)

7( * oz )

A peremfeltétel a véges hémérséklethez hasonlbéan itt is a klasszikus potencil lesz, de a Vj
kiértékelésekor £ = 0-ban mar rogton az alapallapoti energiat kapjuk meg.

Eq = V| (33)

z=0 "
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4. Perturbacioszamitas

A perturbaciészamitéds azon alapszik, hogy a rendszerben létezik valamilyen kicsiny paraméter, és
a fizikai mennyiségeket ennek Taylor-soraként allitjuk el6. Kvantumtérelméletekben ez altalaban
a csatolasi allandé szerinti sorfejtést jelent. Kvantummechanikaban egy perturbativ Hamilton-
operatort H=Hy+ gﬁp alakban frunk fel. Az energia sajatértékeket, és a sajatvektorokat g
hatvanysoraban keressiik. A perturbativ kozelités eredményeként a H, sajatértékeihez kiillonbo6z6
rendii korrekciokat adunk hozzd. Esetiinkben Hy = % + % harmonikus oszcilldtor Hamilton-

operatora. Ennek sajatértékei a @—ben olvashatéak. Az anharmonikus oszcillator esetén I:Ip =
#*. Az alapéllapoti energidra fogjuk Osszehasonlitani a perturbécié szdmitast a fejezetben
leirt egzakt eredményekkel. Az alapallapoti energiat a fentebb leirtak alapjan g hatvanysordaban
keressiik:

1

Eo(9) = 5 +D_ Ang". (34)
n=1

A perturbéciés egytitthatékat az aldbbi tdblazatban olvashatjuk [5].

|

[ A ]
3/4
—21/8
333/16
—30885,/128
916731/256

(SIS GCIE O ]

1. tdblazat. A perturbéacios sor egyiitthatéi az anharmonikus oszcillator alapallapoti energidjara
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T T T T T T T T T
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g

2. dbra. A perturbacidszamitas eredményei Osszehasonlitva az egzakt eredményekkel
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A abran lathatéak a perturbéaciés rendekhez tartozo eredmények az alapallapoti energidra
vonatkozoan. Tehat a[l] tabladzatban lathaté A,, értékekkel felirt polinomok.

N
1
(N) _ - n
BV (g) = 5 +;Ang : (35)

Ezen polinomokat hasonlitjuk Ossze az egzakt eredményekkel. Jol lathatd, hogy méar kicsiny
g értékekre sem ad a perturbicidészamitas jo kozelitést. Ennek oka, hogy g = 0 koriil a sor
konvergencia sugara nulla. Koriilbelil g = 0.1 utdn a perturbaciészamitas hibaja akkora, hogy
nem alkalmazhaté a kozelités, és ezen az sem segit ha magasabb rendeket vesziink figyelembe.
Ez analdg a térelméletekben hasznilatos perturbaciészamitassal. Ott a csatoldsi dllando6 szerinti
sorfejtés is aszimptotikus jelleget mutat.
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5. Racsra helyezett effektiv potencial

A egyenletet szeretnénk megoldani. Analitikus megoldésra altalanos esetben nincs esélyiink,
de numerikus megolddsokat kereshetiink. Az ilyen parcidlis differencidlegyenlet megoldasdnak
egy mddja, hogy az x véaltozoban egy 1 dimenzids racsra helyezziik az effektiv potencialt. Ez
technikailag azt jelenti, hogy egy intervallumot felosztunk egyenld részekre, és az itt felvett fiigg-
vényértékekbdl egy sorozatot alkotunk. Ezen sorozatelemeknek van k fliggése. Az egyenletben
szerepld 8;? tagot, gy szamolhatjuk ki, hogy a kiértékelendo hely koriil néhany pontban ismert
fliggvényértékekbdl fejezzik ki. Tehat a méasodik derivalt operatort diszkretizaljuk. A legegysze-
riibb méd az lenne, hogy csak 3 pontbdl, tehat a kiértékelendd helytol egyel balra és jobbra 1évé
értékekbdl fejezziik ki, de mi most a nagyobb pontossag érdekében 5 pontbdl szamoljuk. Ehhez
hasznaljuk a véges kiilonbségek egyiitthat6it[6], tehét az alabbi kozelitést.

0%V, N —Vi(Z — 2h) + 16V (T — h) — 30V (Z) + 16V (Z + h) — Vi(Z + 2h)

7 O~ 1212
Itt h a racsallandd, tehat a racspontok tavolsdga. Természetesen ez a kozelités az intervallum
szélén nem alkalmazhatd, ugyan is nincsen a racson minden a képletben felhasznélt pont. Ekkor

szintén 5 pontbdl szamoljuk a mésodik derivaltat, de méas képlettel, lényegében bal és jobb oldali
derivaltakat vesziink.

0°Vi, _ 11Vi(& — h) — 20V3,(%) + 6Vi(Z + h) + 4Viu(% + 2h) — 1Vi, (& + 3h)

. (36)

oz2 1212 ’ (37)

0%V, - 35Vi(Z) — 104V (% + h) 4 114V (Z + 2h) — 56V (Z + 3h) + 11V, (Z + 4h) (33)
072 12h2 ’

0?Vy, . ~1Vi(Z = 3h) + 4V (% — 2h) + 6Vie(Z — 1h) — 20Vi,(Z) + 11V (2 + 1) (39)
0z 12h2 ’

O*Vy, - 11V (Z — 4h) — 56Vi(Z — 3h) + 114Vj(z — 2h) — 104V, (Z — h) + 35Vi(Z) (40)
072 12h2 '

A fentebb olvashaté képletek felhasznaldsaval minden sorozat elemre egy differencidlegyenletet
vezetiink le, ha a masodik derivaltakra felirt kozelitéseket beirjuk —be. Az igy kapott egyenle-
tek csatolt differencidlegyenlet rendszert alkotnak. A differencidlegyenlet rendszer peremfeltételei
—ben lathatéak. Tehat egy k = A > 1 értékrél inditjuk a sorozatelemek futasat a klasszikus
potencialnak megfelel§ értékekrsl. Mivel k = 0 esetben szeretnénk vizsgalédni, az = = 0 hely-
nek megfelel6 racspont értékébol a egyenlet segitségével kifejezhets az allapotosszeg negativ
logaritmusa. Ha a 8 — oo hataresetet nézziik, akkor -be beirva a kozelitéseket kapunk a
véges homérsékletli esethez hasonld csatolt differencidlegyenlet rendszert, melynek peremfeltéte-
lei szintén a klasszikus potencidlnak megfelel6 értékek, de a k = 0, = 0 pontban kiértékelve
rogton az alapallapoti energiat kapjuk meg.

Ha az intervallumunkat N részre osztottuk, N darab differencidlegyenletbdl all az egyenlet-
rendszertiink. Ezt numerikusan Runge-Kutta médszerrel oldjuk meg. A szimulaciét C++ prog-
ramnyelvben a GNU Scientific Library konyvtar segitségével irtam.

A [3l abran lathatéak a perturbéciés rendek alapjan. Tovabba az egzakt eredmények és a
racsra tett effektiv potencidl modszer eredményei az anharmonikus oszcillator alapallapoti ener-
gidjara. Az utébbi szimuldcié esetén fontos paraméter, hogy milyen k értékrol fejlesztjiik le az
effektiv hatdst, ez esetiinkben A = 108. J4l ldthatd, hogy a perturbiciészdmitéssal ellentétben
az LPA kozelités jol illeszkedik az egzakt eredményekhez kis g esetén. A vizsgilt g € [0; 0,2]
intervallumon nincs jele annak, hogy az LPA eltavolodna az egzakt eredménytol.
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0.80

0.75 A
0.70 A
0.65 -

& 0.60 -

0.55 ~

0.50 A

0.45 A

0.40 T T T T T T T T T
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200

g
3. dbra. A racsra helyezett effektiv potencidl eredményei Osszehasonlitva a perturbacioszamités

kézelitésével az anharmonikus oszcilldtor alapéllapoti energidjéra, A = 108.

Meg szeretnénk vizsgalni, hogy a racsra helyezett effektiv potencidl szimuldcié eredményei, ho-
gyan viszonyulnak az egzakt értékekhez nagy g esetén. Ehhez a szimulécié eredményeinek relativ
eltérését vizsgaljuk az egzakt értékekhez viszonyitva.

5= |E0,rzics - EO,egzakt'

41
EO,cgzakt ( )

Itt Epracs a racsra tett effektiv potencidl szimulacié alapallapoti energidra kapott értékeit,
Ep cezaxt pedig a @ fejezetben targyal egzakt médszer eredményeit jeloli.

—
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4. dbra. A racsra helyezett effektiv potencidl szimuldcié alapallapoti energidra szamolt eredmé-
nyeinek relativ eltérése az egzakt értékektdl, A = 108.
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A4l abran lathatéak a relativ eltérések g fiiggése. Itt is k = A = 108 értékrdl fejlesztjiik le az
effektiv potencialt. Lathaté, hogy a relativ eltérés kis g értékekre gyorsan né, amig a meredekség
lecsokken, és innentél kezdve g értékétél lényegében fiiggetlentil 0,1% alatt marad.

Osszefoglalva a racsra helyezett effektiv potencidl szimuldcié alapallapoti energidra szamitott
értékeit hasonlitottuk Ossze az egzakt modszer és a perturbaciészamitas eredményeivel. A pertur-
bativ kozelitéssel ellentétben az LPA nemperturbativ eredményei nagy g értékekre is jo kozelitést
adnak. Az LPA kozelités relativ hibdja lényegében g-t6l figgetlen, és 0,1%-nél kisebb.
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6. Hatvanysor alakban keresett megoldasok

6.1. Egyenletek analitikus el6allitasa

A récsra helyezett effektiv potencial szimuldciok elég nagy szamitédsi kapacitast igényelnek, ennek
els6dleges oka, hogy az intervallumon nagyon siirlin kell venniink a pontokat a pontos eredmé-
nyekhez. Az igy létrejové differencidlegyenlet rendszer nagyon sok egyenletbdl dll, igy hosszu a
futési idé, féleg véges homérsékletli esetben. Az egyenletek szaméanak csokkentésére tett kisérlet,
ha a I';[z] funkcionalra nem a (22)-ben lathat6 ansatzot tessziik fel, hanem az effektiv potencial
tagot x szerint sorba fejtjiik, és igy egy hatvanysor alakban keressiik a megoldast, ahol a k fiiggést
az egyiitthatok hordozzak magukban.

1 /0z\° 1
rk[g-;}:/df [2 <ai> +Ck+iwakfi’+gk5c4+Aki;6+Bk5;8+... . (42)

Az egyiitthatokra a —b(')'l levezethetoek a differencidl egyenletek. Az Vj, feltételezett alakjat
beirjuk az egyenletbe. Ehhez sziikségiink lesz az effektiv potencial T szerinti masodik parcialis
derivéltjara is.

1
Vi(Z) = Cp, + §w§,k3’c2 +gp2t + A28 + BRz® + ... (43)
PV _ _ _
Taz = Wou 12067 +304,2" + 56B,7" + ... . (44)

Ezen kifejezéseket behelyettesitjiik a —be. A képletek roviditése érdekében bevezetiink egy

ap segédmennyiséget.
kB
k|2 o +1
AN L (45)

ap —
B
Ezzel a segédmennyiséggel felirt egyenlet:
«o 1
Vi = % S (46)
Ry kT
0x?

Most behelyettesitjik a és a kifejezéseket az egyenletiinkbe.

1
OLCr + §5kw§,k 2% 4 Okgr, - 71 + O Ag - 2% + O By - 7°

— (692
K2 4w+ 129,72 + 30452 + 56 B0 + ..

3= 4

Mi az egytitthatékra szeretnénk levezetni differencidlegyenleteket, igy ahhoz, hogy ezt megkap-
juk, az egyenlet jobb oldaldt sorba fejtjiik & szerint. A két oldalon Z polinomjai allnak, az
egylitthatok egyenl6vé tételével az ansatzban szerepld k fliiggé tagok mindegyikére egy-egy diffe-
rencidlegyenletet kapunk. Ez egy csatolt differencidlegyenlet rendszert alkot.

jobb oldalat sorba fejtve kapjuk az aldbbi egyenletet. Most csak nyolcad foku hatvany-
sor alakd ansatzal dolgoztunk, igy a sorfejtést is nyolcad rendig végeztiik, de ha magasabb foku
tagokra is szeretnénk differencidlegyenletet levezetni, akkor is miikodik a médszer. Mar az itt tar-
gyalt esetben is latszik, hogy az igy kapott egyenletek nagyon bonyolultak. Magasabb rendekben
még hosszabb képleteket kapunk.
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1
OxCr + §8kw§7k Sz 4 Ok gk zt+ OpAy -2+ OpBy - 25+ =

a 14497 304,
2 2
o 1 1209 _9 (k2+°"3,k> k2+wg o, 4
TRrel, 7 (a7 k2 + w2 e
0,k 0,k
(k +w0’k)
ak( 720Angr  _56B, _ _ 1728g} >
b 2 2 2 3
(R24wi )" Freon  (R4ef,)” ) g
+ 2 5 T+
+ Wik
( 90047 __ 12060Argi | 1344Bigi 207369%4)
(k2+“§,k) (k2+“§,k) (k2+“5,k) (k2+“’§,k) 8

o Wak M
A két oldalon lathaté polinomok egyiitthatéinak egyenlévé tételével kapunk egy csatolt diffe-
rencidlegyenlet rendszert. Az igy eléallitott differencidlegyenlet rendszereket analitikusan nem
tudjuk megoldani, de numerikusan alacsony foki polinom ansatzokra kénnyen kezelhet6 a prob-
léma. A racsra helyezett effektiv potencidl megolddssal szemben a médszer elénye, hogy mar
nagysagrendekkel kevesebb egyenletbdl all6 egyenletrendszerek esetén is pontos megoldast ad,
de az egyenleteket analitikusan a sorfejtés soran kell eléallitanunk, és ez magasabb foku ese-
tekben nagyon koriilményes. A hatranya a modszernek, hogy jéval bonyolultabb egyenleteket
kapunk, ami numerikusan is problémakat okoz.

A nyolcadfoki polinom alakban keresett megoldés esetén kapott differencidlegyenlet rendszer:

Qg 1
hCr = 5—s5———, 47
Wk k2+wi, w (47)
240 gx
hwpp = ——"—5 , (48)
(k2 + wgyk)
14497 304,
O = - ((’f“wﬁ,z«)z k“‘*“’?k) (49)
wIk k2 + Wi '
( T20Aigr _ _56By 172845 .
(24ed,)”  Fheos  (k24f,)
Op Ay = - - ) (50)
k2 + wak
o 90047  12960Axg; 1344Bygy. | 2073693
A" (Bred,)” T (Rreds)” T (R
Ok By, = . (51)

A B — oo nulla hémérsékletli esetben az egyenletek nem mddosulnak, csak az oy segédmennyi-
ségben kell kiszdmolnunk a hatarértéket.
k2
lim ap = —. (52)
B—o0 ™
A fentiekben leirt mddszerrel elallitott differencidlegyenlet rendszer peremfeltételei szintén a
klasszikus potencidlbol adédnak. Esetiinkben ez az anharmonikus oszcilldtor potencial fliggvé-
nye. Az egyenleteinket &k = A > 1 értékrol inditjuk, a differencidlegyenlet rendszer segitségével
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k = 0 értékekre fejlesztjiik az egyiitthatokat.

o2,
Va(z) = 5 +gz°. (53)

Ebbdl mar lathatd, hogy az egytitthatok peremfeltételei az alabbiak lesznek.
woa=1, gr=g Ax=By=Cr=0.

A k = 0 esetben az effektiv potencidl z = 0 helyen felvett értékébdl szdmoljuk az allapotosszeg
negativ logaritmusat a egyenlet alapjan. Ez a polinom alakban felirt ansatz miatt csak a
konstans tagot tartalmazza.

BVolz—g = BCo = —log Z(B). (54)
A B — oo nulla hémérsékletii esetben a alapjan a konstans tag k£ = 0 helyen felvett értéke
mar rogton az alapallapoti energiat adja meg.

Vols—o = Co = Eo. (55)

Elészor egy olyan specialis kozelitést vizsgalunk meg, amikor az ansatzban negyedfokt polinomot
hasznalunk, de sem az wy, sem a ¢g tag nem kap k fiiggést. Az aldbbi alakban keressiik a
megoldast:

1 (05\° 1
7] — 1 [fox 192 4|
k(7] /dT [2 (87) +C + 5Wo T + gz (56)
Ebben az esetben csak Ci-nak van futdsa, tehat egy darab egyenletiink van. Ami a f — oo
esetben: 12 )
1 —w,
hCry= ———e —— = ——0 57
Rk T(k?+wt) 7 7wk®+wd) (57)
Ezt az egyenletet analitikusan is meg tudjuk oldani az alabbi médon.
i 2
W wo
Ey=Cheo= [ dk —2— +C) = —. 58
o =Cio= [ P T = (58)
0

Az alapallapoti energiara ebben a kozelitésben a g = 0 harmonikus oszcillator esetet kaptuk meg.

Most vizsgaljuk meg, hogy mi torténik ha a megoldast szintén negyed fokd polinom alakban
keressiik, és az wy egyutthaténak adunk k figgést, de a g tagot tovabbra is konstansnak hagy-
juk. Az igy felirt ansatz a kovetkezo.

1 (07> 1

A kordbban emlitett moédszerrel itt is le tudunk vezetni egy differencidlegyenlet rendszert a wy k
és a (), valtozokra.

Qg 1
8k:ck: = m - ; ) (60)
24
Oy = ——— k9 (61)

(k2 + wak)Q |
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Ezt az egyenletrendszert analitikusan itt mar nem tudjuk megoldani egzaktul, de ha jobb
oldalan csak vezetd rendig nézziik wy i-t akkor, egy analitikusan is kezelhet6é problémara jutunk.
Tehat az wo i ~ wo kozelitéssel élve (61) jobb oldaldn, az aldbbi differencidlegyenletet kapjuk
8 — oo esetben.

—24k?
Opwi . = 792 (62)
’ 7 (k2 4+ wd)
Az egyenletet kiintegralva kapjuk W(Q), i figgvényt:
oo -1 (&
24k"2g 6g (2 o« 2t (&)
2 ' 2 2
— [ dk = — . 63
“o,k k/ (k2 +w2)2 +wWoa T\ B2+ w2 + wo + Wo +wh (63)
Ezt a figgvényt helyettesitjiik be —be. Igy B — oo nulla hémérsékleten a Cj, futdsa:
k> 1
OpCr = (64)

7.‘-<]€2_|_6-‘1( 2k _|__|_2tanl(‘j))_~_w>
T +wi wo wo 0

Ezt g szerint sorba fejtjiikk elsé rendig, és kiintegraljuk. Igy az alapdllapoti energidra kapunk
kozelité eredményt.

o0

1 k2
Ey=Cio= [ dk |—— 4+ Ch =
& 24 69 (2 e 2t () 2
0 k? + W + —_ + w0 + Wy
I 6gk> (7r (k? +wd) — 2 (k* + wf) tan™" (wﬁo) + Zk:wo) Wo 3
dk + = —+ —9.
0/ k:2 + w3) 2w (k2 + w%)3 2 4dwp

(65)

Ez megegyezik a [d] fejezetben olvashaté perturbdcidszdmitds elsé rendl eredményével. A
tablazatban éppen 3/4 szerepel els rend(i korrekcidként wg = 1 esetben.

A és egyenleteket kozelités nélkiil, numerikusan is megoldjuk. A perturbativ ered-
ményekrdl lattuk, hogy csak nagyon kicsiny g mellett adnak alkalmazhaté kozelitést, reményeink
szerint az egyenletrendszerek numerikus megolddsabdél kapott eredmények nagy g mellett is al-
kalmazhatéak maradnak.

Az egyenletrendszereket numerikusan a python scipy moduljinak Runge-Kutta mddszert alkal-
mazé differencidlegyenlet megold6 fiiggvényének segitségével megoldjuk a nulla hémérsékletil
B8 — oo esetre. Az alapallapoti energia egzakt értékeit Osszehasonlitjuk az igy kapott ered-
ményekkel. A tovdbbiakban minden differencidlegyenlet megoldasakor k = A = 108 értékrél
fejlesztjiik le az egytitthatdkat, a klasszikus potencidlbdl szarmazd peremfeltételekrol.

A abran lathato, hogy a sorfejtéssel kapott egyenletrendszer megoldasabdl szarmazé ered-
mények mar a legegyszeriibb esetben is jol megkozelitik az egzakt értékeket. A perturbacidsza-
mitéassal ellentétben itt nagy g értékekre is viszonylag jo a kozelités.
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5. dbra. A és (61)-bél 4ll6 differencidlegyenlet rendszer megolddsanak, és az egzakt eredmé-
nyek 6sszehasonlitasa, A = 10%.

Vizsgaljuk a és —b(’Sl allé egyenletrendszer megoldasdbdl szarmazoé nulla hémérsékletii
kozelités relativ eltérését az egzakt értékektél. Ehhez az alabbi alakban &llitjuk elé a relativ

eltéréseket:
5= |E0,poly - EO,egzakt|

66
EO,egzakt ( )

Itt Eypoly a polinom alakban keresett megoldasok egyenletrendszerének megolddsdval kapott
kozelités alapallapoti energidra adott eredményeit, g egrake pedig az egzakt értékeket jeloli.
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6. abra. A és (61)-bél 4ll6 differencidlegyenlet rendszer megolddsanak, és az egzakt eredmé-
nyek relativ eltérése, A = 108.
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A6l abrdn lathatjuk, hogy kis g esetén a relativ eltérés gyorsan né, de egy id6 utdn bedll egy
adott értékre, és innen lényegében ¢-t6l fiiggetlen. Osszehasonlitva a racsra tett effektiv potencidl
szimuldci6 relativ eltérését mutaté [d] dbraval, megallapithato, hogy ott kisebb a relativ eltérés,
de reményeink szerint az ansatz polinom fokszadméanak novelésével egyre kozelebb jutunk az ott
latott értékekhez.

Most a g tagnak is k fuggést adva a negyed fokd polinom alaki ansatzra is nézzik meg a

sorfejtéssel eloallitott egyenleteket.

—\ 2

refal = [ar |2 (22 4ot tag i + gt 67
szl = [dr 5|5 ) + Ot gword” + gkt (67)

Qe 1
HCp = b = = 68
k“E kQ—I—w(Q]’k T ) ( )

24

Oy, = _% 7 (69)

(k2+wg7k)

144093

o =%k 70

Itt is a fentebb emlitett Runge-Kutta differencidlegyenlet megoldé fliggvény segitségével, k = A =
108 értékrol fejlesztjiik le az egyiitthatokat a klasszikus potencidlbél szarmazé peremfeltételekrél.
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7. dbra. A , és —b61 allo differencidlegyenlet rendszer megoldasanak, és az egzakt
eredmények 6sszehasonlitdsa, A = 103.

A7 4brén lathato a negyed fokd polinom ansatz egyenleteibdl szarmazo kozelités az alapallapoti
energiara. Ezt Gsszehasonlitjuk az egzakt eredményekkel. A 5] abrdhoz képest latvanyosan jobb
kozelitést ad, és nagy g esetén is jol illeszkedik az egzakt értékekhez.

A abran a negyed foki polinom alakban keresett megoldas kozelités alapjan szamolt
relativ eltérésének g fiiggését abrazoltuk. Osszehasonlitva a @ abraval, lathato, hogy a g tagnak
k figgést adva érdemben csokkentettiik a kozelités egzakttdl vald relativ eltérését.
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8. abra. A (68)), és ([70)-bél 4ll6 differencidlegyenlet rendszer megolddsénak, és az egzakt
eredmények relativ eltérése, A = 108.

Ezen eredményeken felbuzdulva vizsgdljuk a magasabb foku polinom alakban keresett megol-
désokat. Fontos kérdés az igy kapott eredmények konvergencidja. A perturbaciészamitasnal
ismeretes, hogy az ilyen hatvanysor alaki ansatzok aszimptotikus sorokhoz vezethetnek. A va-
rakozasunk az, hogy amennyiben a polinom fokanak novelésével az eredmények konvergalnak,
hatarértékben a racsra helyezett effektiv potencidl mddszerrel kapott eredményekhez kozelit.
Eppen ezért a magasabb fokt polinom ansatzokkal kapott kézelité eredmények a |5 fejezetben
kapott eredményektol vett relativ eltérését vizsgaljuk. A relativ eltérést az alabbi képlet alapjan
szamoljuk ebben az esetben:

5= |E(],p01y - EO,récs' )

71
EO,récs ( )

Itt Eo poly a kiilonbozé fokd polinom ansatzokbdl kapott kozelités alapallapoti energidra adott

értékeit, Ep r4cs pPedig a rdcsra helyezett effektiv potencial szimuldcié eredményeit jeloli.

A sorfejtésbdl kapott egyenletrendszer megoldasakor, és a racsra helyezett effektiv potenciél
szimulacié esetén is k = A = 10® értékrél inditjuk a differencidlegyenlet megoldé programot. A
[ abran latszik, hogy a varokozdsunk beigazolédott. Az ansatz polinom fokszdménak novelé-
sével a kozelités eredményei egyre kozelebb lesznek a racson megoldott differencidlegyenletbél
kapott értékekhez. A polinom fokszamanak novelésével az eredmények konvergalnak, mégpedig
a varakozasunknak megfelelGen a |5 fejezetben kapott értékekhez.

A abran a racson megoldott differencidlegyenlet esetén a alapjan, a polinom alak-
ban keresett megoldasok esetén alapjan szamitott egzakt értékektol vett relativ eltéréseket
lathatjuk. Itt is megfigyelhetd, hogy az ansatz polinom fokszamanak noévelésével az eredmények
a racson megoldott differencidlegyenletbol kapott értékekhez kozelednek. A hatvanysor ansatz
esetén is kijelenthetd, hogy lényegében g-t6l fiiggetleniil 0,1 % alatt marad a relativ eltérés.
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9. abra. A kiilénbo6z6 foku polinom alakban keresett megoldasokbdl szarmazd kozelitések relativ
eltérése a racsra helyezett effektiv potencidl szimuldcié eredményeitél, A = 108.
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10. dbra. A récsra helyezett effektiv potencidl szimuldcid, és magasabb fokd polinom alakban
keresett megoldasok eredményeinek relativ eltérése az egzakt értékektsl, A = 108.

Ebben az alfejezetben paros polinom alakban kerestiik a megoldasait. Az ansatz polinom
egyitthatoinak k fiiggésére differencidlegyenleteket vezettiink le. Az igy analitikusan el6allitott
differencidlegyenlet rendszereket a f — oo nulla homérsékletii esetre numerikusan megoldottuk.
Azt tapasztaltuk, hogy a polinom fokdnak névelésével az eredmények konvergdlnak, mégpedig a
racsra helyezett effektiv potencial szimulacié értékeihez. Ennek koszonhetéen ezzel a modszerrel
mar a racson vett megoldasnal jéval kevesebb egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldasaval is
pontos eredményeket kapunk. Ez numerikusan kedvezo, de az itt analitikusan eléallitott egyenle-
tek annyira hossziak, és bonyolultak, hogy nagy futasi idéket kapunk a magasabb fokszamoknal.
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6.2. Formalizmus tetsz6leges rendekre

Az eléz6 alfejezetben targyal mddszer legnagyobb hatranya, hogy bar relative kevés egyenletre
van sziikkségiink a pontos eredményekhez, de ezen egyenleteket analitikusan kell eléallitanunk.
Az igy elbéllitott képletek magasabb foku polinomok esetén nagyon bonyolultak, és hossziak.
Numerikusan nehezen kezelhetGek ezek a kifejezések, és ez hosszu futdsi idéket eredményez. Vé-
ges hémérséklet esetén ez hatvanyozottan igaz.

Szeretnénk egy olyan formalizmust fejleszteni, ami rendelkezik azzal az elénnyel, hogy a racsra
helyezett effektiv potencidl eseténél kevesebb egyenletbél all a differencidlegyenlet rendszer, és
numerikusan kényelmesen eléallithatéak az egyenletek. Az el6z6 fejezethez hasonléan itt is hat-
vanysor alakban keressiikk a megoldast, de az jobb oldalat nem fejtjiik sorba. Ehelyett az
egyitthatokat vektorba rendezziik, és az egytitthatok k szerinti derivaltjara métrix invertalas-
sal vezetiink le egyenleteket. Az invertalast numerikusan tudjuk elvégezni a differencidlegyenlet
megoldas minden 1épésében. Ez szamitasi kapacitas szempontjabdl joval kedvezébb, mint a sor-
fejtéssel kapott egyenletekkel irt szimuldcié.

A skéla figgd effektiv hatdasban az effektiv potencidlt x paros polinomjaként keressiikk. A k
fliggést az egylitthatékba épitjiik. A paros polinom ansatz esetiinkben azért elég, mert a pe-
remfeltételként megadott klasszikus potencidl is paros, és igy a futds sordn nem generalédnak
paratlan tagok. A tovabbiakban leirt szdmolds altalanos hatvanysor esetén is elvégezhetd.

T'y[z] = /dT l; (gi)Z + i}a,ﬁn)ij”] , (72)

(oo}
Vi =Y az (73)
n=0
Bevezetiink egy aj segédmennyiséget, és ezzel felirjuk a egyenletet.
1
Vi = 0‘722 — (74)
k2 + Vk 7T
0x?

Az egyenlet jobb oldaldt most nem fejtjiik sorba, ehelyett a hanyadossal felszorzunk. Igy némi
atalakitas utan az alabbi egyenletet kapjuk.

" k2
kzaka + (8ka)V,§’ + & — ap — —. (75)
0 7r
" , ey L e e pars o 02V
Itt V| az effektiv potencidl masodik Z szerinti parcidlis derivaltjat jeloli. Tehat V' = 952 Itt
z
érdemes bevezetni ay helyett egy 4j v segédmennyiséget.
k2
=y — —. 76
M=o = (76)
A -b61 egyszerlen kifejezhetd 0V, és V'
oLV = Z 8ka](€n)i‘2n, (77)
n=0

oo
V=" al" @0+ 2)(2n + 1)77". (78)
n=0
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Ezeket a —ba behelyettesitve kapjuk az alabbi egyenletet.

o0 n 1 oo n
Z k’z@kalg )z 4+ . Z al(C +1)(2n +2)(2n + 1)2*"+
n=0 n=0

<Z Oal™z 2"') (Za (21 4+ 2)(2i + 1)x27‘> = Ve

A két egyszeres szummaét egyesitjiik, és a dupla szumméndl egy index cserét hajtunk végre. Az
m—+1 = n index bevezetésével a & ugyan olyan hatvany kitevével szerepel majd, mint az els6 két
tag esetén, igy lehetOségiink lesz mindent egy Gsszegzés ala behozni.

(79)

00 (n—i—l)

n 2 2)(2 1) _
z[maku ("; J@nF 1] gon
+ZZaa” Dal™ (20 + 2)(2i + 1) = ;..

n=0 i=0
Az n indexre Osszegzést egy szumma ald vessziik.
(n+1)
2 2)(2 1
Z [k a0y WGt En )
— 7r
- (81)

n
+ 3 Oral"Val ™ (20 +2)(2i + 1) — G | 22 =0,
i=0
Az egyenlet bal oldala x valtozoban egy polinom, ez akkor lesz nulla minden k értékre, ha az
Osszes egylitthaté zérus. Ez azt jelenti, hogy az n indexre szummaban szerepld kifejezés minden
n esetén nulla.

o+
. 2 +2)(2 net) (1) .
k20al™ + (”j; J@n+1 § 0ral" a0l (25 +2)(2i + 1) — Gnoye = 0. (82)

Egy oldalra rendezziik a k szerinti derivéltakat nem tartalmazé tagokat, és a k28ka§€") tagot is a
szumma ald bevissziik.
3 [a,ﬁj’“)(zi +2)(2i +1) + 5¢0k2] O\ = Gy —
i=0

al""™(2n +2)(2n + 1)
- .

(83)

Ujabb index cserét végrehajtva kapjuk az aldbbi egyenletet. A ¢ = n — i index bevezetésével a k
szerinti derivaltakat egy valtozéban tudjuk kezelni, ez ad majd lehet&séget a vektor formalizmus
hasznalatara.

a""@n+2)(2n+1)

™

5n0’7k -
n (84)
Z [ (200 — ) +2)(2(0 — 0) + 1) + K260 Dra?.
=0

Az Osszegzés fels§ hatarat szeretnénk végtelenbe felvenni, ezt a X[o,n)(q) fiiggvény beirdsival
megtehetjik. A fliggvény definicidja az alabbi.

(q) = 1, hagel
X = 0, hag¢l
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Ezen fiiggvény felhasznaldsaval alakul ki az alabbi egyenlet.

al""™(2n +2)(2n + 1)

On0 Yk — - =

=3 xo)(@) [af" "0 — q) +2)(200 — @) + 1) + K2y | al?.
q=0

(85)

Most rendezziik az a,(cn) egyutthatokat egy vektorba. Az egyenlet bal oldaldn egy vektor n kom-

ponense all. A jobb oldal pedig egy matrix szorzasként interpretdlhat6. A k szerinti derivaltakat
is rendezziik egy vektorba, igy a szumma maradék része egy matrixot ad.

a(k), = al™. (86)

A bal oldalon all6 vektor csak a és k fiiggs. Ez legyen v vektor.

&1 (2n+2)(2n + 1)

v(aa k)n = 5n07k - . (87)
A jobb oldalon 4ll6 matrix is & és k fuggvénye.
M(i, k)nq = X[o,n] (Q) [i(n—q+1)(2(n - Q) + 2)(2(n - Q) + 1) =+ k25nq] . (88)

Ezeket felhasznalva az egyenletiink az alabbi vektorialis formaban megfogalmazott differencial
egyenletet adja.
v(d, k) = M(&, k)0a. (89)

A matrix invertalasat numerikusan végezziik majd el, az egyenlet atirva az inverzzel.
Opd = M~ 1¥. (90)

Osszefoglalva az aldbbi mennyiségeket definialtuk, és ezekkel frtuk fel a differenciél egyenletet.

(23] +1) e

Ve = ﬁ ?7

&(k)n = af")
a,1(2n+2)(2n+1)

‘7(5; k)n = 5n07k - - R

M(&, k)ng = X[0,1)(0) [&(n—q-+1)(2(n — ) 2)(2(n = q) +1) + k*0ng]
opd =M~

A 8 — oo nulla hOmérsékleti esetben a formalizmus megegyezik, csupan a -, segédmennyiségben
szerepel [ fliggés, igy csak itt kell venni a hatarértéket.

lim ~, = 0. (91)
B—o0
Az itt lathaté képleteket végtelen sok egyttthatéra vezettiik le, természetesen numerikusan ezt

nem fogjuk tudni kezelni. Megoldas az, hogy csak N szamu egytitthatét vesziink figyelembe.
Oy = 0 ha M > N. Tehat a klasszikus potencidl peremfeltételként megadott egytitthatéi
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maradnak minden k értékre. Az anharmonikus oszcillator esetében csak negyed foku a klasszikus
potencidl, igy az ennél magasabb hatvanyu tagok egyiitthat6i nulla értékrdl indulnak. Tehat itt
a és vV vektorok N + 1 komponensbél allnak, mert a 0 indexet is figyelembe kell venntink. M
pedig (N + 1) x (N 4 1) métrix lesz. Az egyenletet k = A > 1 értékrdl inditjuk, a klasszikus
potencial egytitthatéirdl. A k = 0 értékre fejlesztve az a vektort, megkapjuk az effektiv potencidlt
egyitthatoit £k = 0-ban. Az & = 0 helyen kiértékelve itt az effektiv potencialt szamolhatjuk az
allapotosszeg negativ logaritmusat. Ebben csak a konstans tag szerepel.

BVolz—o = B0 = —log Z(). (92)
A nulla hémérsékletii esetben rogton megkapjuk az alapéallapoti energiat.
Volz—o = 8o = Eb. (93)

Peremfeltételeink az anharmonikus oszcillator potencialjabdl adédnak.

_Z —4 _ (n) ~2n
VA—?—I—gJ) —nz:;)a/\l‘ . (94)
aly) = &, (A). (95)

Az & egyenletét numerikusan oldjuk meg a python scipy moduljanak Ruge-Kutta modszert alkal-
maz6 differencidlegyenlet megoldé fiiggvényével. Az M matrix invertalasat a differencidlegyenlet
megoldasanak minden 1épésében numerikusan végezzik el a python numpy moduljanak segitsé-
gével. Az egyiitthatokat k = A = 108 értékrél fejlesztjiik le. Az igy kapott eredményeknek meg
kell egyezniiik az el6zé alfejezet analitikusan eléallitott egyenleteinek megoldasabol szarmazd ér-
tékekkel. Ennek oka, hogy az ansatz mindkét esetben paros polinom, és a numerikus megoldas
minden paramétere megegyezik.
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11. dbra. Az &altaldnos formalizmus eredményeinek a racson megoldott differencidlegyenletbdl
szarmazé értékektdl vett relativ eltérése, A = 108.
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A abran lathaté hogy az altalanos formalizmusban is N noévelésével egyre kozelebb kertiliink,
a racsra helyezett effektiv potencial szimulacié eredményeihez. Az abra lényegében megegyezik
afd abrdval. Itt is kijelenthetd, hogy a figyelembe vett egyiitthatok szdmanak novelésével az
eredmények konvergalnak a racson vett megoldasokhoz.
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12. dbra. A racsra helyezett effektiv potencidl szimulacid, és az &ltaldnos formalizmus eredmé-
nyeinek egzakt értékektdl vett relativ eltérése, A = 108.

A[I2] 4abran latszik, hogy az egzakttél mért relativ eltérések is konvergdlnak a racsra helyezett
effektiv potencial szimulacié eredményeihez. Ez az abra lényegében megegyezik a abraval.
Ennek oka szintén az, hogy az altaldanos formalizmus csak az egyenletek eldallitasat médositja
a alfejezetben targyalt modszerhez képest, az altalanos formalizmus egyenletei ekvivalensek

7 7

az analitikusan, sorfejtéssel eloallitott egyenletrendszerekkel.

Az &ltaldnos formalizmus alkalmazédsa els6sorban numerikus szempontbdl elényds, persze ezen
til a magasabb rendekre vett hosszadalmas sorfejtés is elkeriilheté. A vektoridlis alakban felirt
egyenletek megoldasa magasabb foku ansatz polinomokra joval kisebb futasidével jar mint a 6.1
alfejezetben lathaté differencidlegyenlet rendszerek kiértékelése. Ezt tigy fogjuk megnézni, hogy
az eddig is vizsgalt g € [0, 1000] intervallumon 100 pontban szémoljuk ki az alapdllapoti energiét,
minden esetben a python scipy moduljanak Runge-Kutta mdédszert alkalmazé differencidlegyen-
let megoldé fiiggvényével. Az egyiitthatokat k = A = 108 értékrél fejlesztjiik le a megoldas soran.

A [13] 4brdn lathaté az dltaldnos formalizmus, és a alfejezetben targyalt modszer futés-
idejének Osszehasonlitdsa. Lathatd, hogy alacsony fokszamndl gyorsabb a sorfejtéssel eldallitott
egyenletek megoldasa, mert ott mar el6re analitikusan megadtuk az egyenletrendszereket, és azok
még rovidebb és egyszeritibb képleteket tartalmaznak. A fokszam noévelésével azonban az anali-
tikus egyenletek futasideje joval nagyobb iitemben né, mint az altalanos formalizmus esetén, igy
16. foku polinomtél mar gyorsabb az altaldnos formalizmusban dolgozni. A abran mar csak
az altalanos formalizmus vizsgaljuk, de itt magasabb fokszamokra is. Az analitikus egyenletek
megoldasa 22. fok felett mar értelmetlen, olyan hosszi képletekkel mar nem lehet dolgozni, és a
futési id6 is nagyon nagy. Viszont az abran latjuk, hogy az dltaldnos formalizmus még 42. foku
ansatz polinom esetén is jéval gyorsabb, mint az altalunk vizsgalt legmagasabb foku analitikus
képlet.
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13. dbra. Az analitikusan eldallitott egyenletek, és az altaldnos formalizmus egyenleteinek meg-
olddsanak futdsi ideje az ansatz polinom fokszdménak fiiggvényében, A = 108.
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14. abra. Az &altalanos formalizmus szimulaciéjanak futdsideje az ansatz polinom fokszaméanak
fiiggvényében, A = 108.

A két dbra alapjan tehét kijelenthetd, hogy az dltalanos formalizmus kedvez6bb numerikus szem-
pontbdl mint a sorfejtéssel vald egyenlet eléallitas.

Ebben az alfejezetben a[6.1] alfejezethez hasonléan paros polinom alakban kerestiik az effektiv
potencidl futasegyenletének megolddsat. Mig az el6z6 alfejezetben a bal oldalanak sorfejtésé-
vel analitikusan allitottuk el6 az egyenleteket, addig itt egy altaldnosabb formalizmust fejlesztet-
tiink az egyutthaték futdsdnak meghatarozasara. A formalizmusban az egytitthatékat vektorba
rendeztiik, és arra vezettiink le egy vektorialis differencidlegyenletet. Az egyenletben szerepel egy
matrix invertdlas, melyet numerikusan végziink el a differencidlegyenlet megoldas minden 1épésé-
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ben. A moddszer egyenletei ekvivalensek az analitikusan el6allitott differencialegyenlet rendszerek-
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kel, de a szamitasi kapacitds szempontjabol magasabb foki ansatz polinomokra joval kedvez&bb
az altalanos formalizmus. Az ansatz polinom fokszamanak novelésével az eredmények konvergal-
nak a racsra helyezett effektiv potencidl szimulacié értékeihez, igy nagy fokszamokra az altaldnos
formalizmus a numerikus hibak nagysigrendjébe es6 kiilonbséggel megkozeliti azt. A modszer
nagy elénye a racsra tett effektiv hatas szimuldciéval szemben, hogy kevesebb paramétertol fiigg
a pontossag. Mig ott az x-ben felvett intervallumtol, és a felvett pontok mennyiségétél, itt csak
az ansatz polinom fokszamatdél fligg a pontossag. A csatolt egyenletrendszer itt jéval kevesebb
egyenletbdl all, mint a racson valé megoldasnal. Tehat amennyiben létezik az effektiv potencial
sorfejtése T szerint, ez a formalizmus nagyszerii eszkoz a lokalis potencial kozelités egyenletének
megoldasara.

Most a klasszikus potencidl specialis tulajdonsiaga miatt csak paros polinom ansatzokkal foglal-
koztunk, de a formalizmus altalanos polinom feltételezésével is alkalmazhaté. Ha a sor kifejtési
pontja fiigg k-tol, kozel megegyezd levezetéssel szintén kaphatunk egy hasonlé vektorialis diffe-
rencidlegyenletet. A legfontosabb tulajdonsdg amit a levezetés kihasznalt, hogy jobb oldalan
a nevezdvel felszorozva legfeljebb két szummaés tag szorzata szerepel, ez adott lehetOséget a mat-
rixok, és a vektorok bevezetésére. Ahhoz, hogy az effektiv potencial futasa ilyen alaku legyen, a
Litim-féle optimalizalt regulatort kellett hasznalnunk. Megjegyezziik, hogy a kvantumtérelmélet
lokalis potencial kozelitésének futdsi egyenlete a Litim-féle regulatorral —cal analog alaku, igy
a formalizmus kis médositasokkal ott is alkalmazhatéva tehetd.
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7. Osszefoglalas

A dolgozatban a funkciondlis renormélasi csoport lokalis potencidl kozelitésének kiilonbozd meg-
oldasi médszereivel foglalkoztunk, és azokat hasonlitottuk 0ssze egymaéssal, a perturbacidszamités
eredményeivel, és az egzakt értékekkel egy egyszerii kvantummechanikai rendszeren, az anhar-
monikus oszcillatoron.

Az effektiv potencidl futdsanak egyenletét elGszor gy oldottuk meg, hogy azt egy egydimen-
zi6s racsra tettiik. Az igy kapott eredményeket Osszehasonlitottuk a perturbativ és az egzakt
modszer eredményeivel. Azt tapasztaltuk, hogy a lokdlis potencidl kozelités egzakt eredmények-
t6l mért relativ eltérése az anharmoénidt jellemz6 paramétertdl lényegében fiiggetlen, és 0,1 %
alatt marad a nulla hémérsékletii esetben. Fz ellentétben all a perturbativ eredményekkel, amik
csak nagyon kicsiny g mellett adnak alkalmazhaté kozelitést.

Ezek utédn az effektiv potencidlt paros polinom alakban kerestiik. Elsé korben az egytittha-
tokra sorfejtéssel analitikusan vezettiink le egyenleteket, melyeket numerikusan megoldottunk.
A moédszer elénye, hogy mar relative kevés egyenletbdl all6 egyenletrendszerekre is pontos ered-
ményeket ad, de az analitikusan levezetett képletek nagyon bonyolultak, igy numerikusan nem
jOl alkalmazhato a technika. Azt talaltuk, hogy a polinom fokszdmanak novelésével az igy kapott
eredmények konvergalnak a racsra helyezett effektiv potencidl szimulédci6 értékeihez.

A numerikus alkalmazhatésig novelése érdekében egy 1j formalizmust fejlesztettem ki, mely-
ben ugyanigy paros polinom alakban keressiik a megoldast, de az egyenleteket nem sorfejtés-
sel allitjuk eld, hanem az egyilitthatékat vektorba tessziik, és arra vezetiink le egy vektoridlis
differencidlegyenletet. A formalizmus egyiitthatokra levezetett futdsi egyenletei ekvivalensek a
sorfejtéssel eléallitott egyenletekkel, de azok megolddsa numerikusan sokkal kedvez&bb mint az
analitikus el6éllitas esetén. A formalizmus alkalmazhaté skalafiiggd kifejtési ponttal rendelkezd
sor ansatz esetén is, és kis modositasokkal kvantumtérelméletben is miikodéképessé tehetd.

A dolgozatban els6sorban a nulla hémérsékletii esetben az alapallapoti energiaval foglalkoztunk,
de minden itt leirt médszer véges homérsékleten is alkalmazhatd. Az LPA relativ hibajat nulla
hoémérsékleten meghatiroztuk, mely varakozasaink szerint 7' > 0-ra hémérsékletfiiggd. Ennek
vizsgalata tovabbi kutatas targyat képezi.
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