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Absztrakt

Vizsgdlni fogom példdkon keresztiil, hogy milyen H Hamilton-operdtorokra lehet a
kolcsonhatd spinrendszerek szabad fermionosak Jordan-Wigner-transzformécioval. Egy
adott Hamilton, akkor Jordan-Wigner-transzformalhatd, ha felirhaté X; XxCji alakban,
ahol x hermitikus fermionok egy csoportjat jelolik, és ennek minden tagja antikommu-
tdl egymdssal, vagyis {x;, xx} = 0. A C egy dimenziéban linedris matrix, ellentétben
a Hamiltonnal, ami exponencilis, tehat ha H 2V dimenzids, akkor C' N dimenzids. Igy
konnyebben, kisebb szamitasi igénnyel diagonalizdlhat6 a spinrendszer a sajatenergidira.
Kitérek azokra a rendszerekre, amelyek nem megoldhat6ak tetszéleges L hosszisagu 1an-
cokra, viszont bizonyos méretig és kombindcidkra még igen. Megmutatom a hasonldsagi
transzformdci6 hasznat a Jordan-Wigner-transzformalhatésadgban. Ez azt jelenti, hogy a H
elforgathaté U unitér operétorokkal U HU' formdban anélkiil, hogy az megvaltoztatnd a
rendszer sajatenergidit. A példdim sok esetben visszavezethetdek az Ising kvantum spin-
lancra. Ez utébbi az egyszer, 1 dimenzi6s lancra utal, melynek algebrdjaa {h;, hji1} =0
és [hj, hi] = 0,ha|j—k| > 1. Az eredményem segithet annak megértésében, hogy meddig
terjeszthetd ki a Jordan-Wigner keretrendszere a szabad fermionos soktest-problémakra.



1. Bevezetés

A dolgozatom témdja kolcsonhatd spinldncokon alapszik. Ezek egy 1 dimenzids diszkrét té-
ren hatnak, ahol egy homogén, tigynevezett vikuumban egy gerjesztés jelenthet részecskét. A
spinek dllapotai [1) fel- és |]) le spinek lehetnek, ahol

1) = (é) )= (?) M

A matematikai formalizmus, melyre erdsen tdmaszkodni fogok, az a matrixalgebra, ezen beliil
is fontos alapjat képezi a Pauli-operdtorok behozatala. Ezen harom maétrix:

0 1 0 —i 1 0
X:<1 O)’Y:<i o)’Z:(O —1) @

{X7Y}:{KZ}:{Z’X}:O 3)

Ezekbdl 0ssze lehet rakni tenzorszorzasokkal dgynevezett Pauli-lancokat. Ennek jelolése az
alabbi lehet példaul:
XiY;Zy “)

Ez tomoren azt jeloli, hogy 2x2-es métrixok egy lancban 0ssze vannak tenzorszorozva. A meg-
jelenitett példa nem feltétleniil csak a hdrom tag tenzorszorzatainak az egymasutdnjdra utalhat.
A teljes kiirdsa ennek:

IRL.®X®.YR®.02Z1® .11 5)

ahol X az 1, Y aj és Z a k racsponton taldlhatd, a tobbi pontban pedig I identitdsoperatorok
szerepelnek. Egyetlen Pauli vagy identitds 2 dimenziés. Ha egy L hosszui Pauli-ldncot tekin-
tiink, akkor a tenzorszorzataikb6l adédéan, egy ilyen lanc dimenziéja exponencializalédni fog.
Fontos lesz tisztdzni még néhdny alapfogalmat, ami sziikséges lesz a késdbbiekben. A lancokat
alkot6 operatorok és maguk a lancok mind hermitikusak és négyzetre emelve az identitast kell
kapni.

(hoz)Jr = Na, (ha)Q =1 (6)

Két Pauli-lanc h,, és hg kommutacios relaciok jeldlése rendre a kommutétor €s az antikommu-
tator:

[has hg] = hohg — hghy =0 7)

{ha,hg} = hohsg + hghy =0 8)
Ezen kommutécids reldciok szemléltetésére alkalmas az aldbbi hdrom lanc, melyek egyike an-
tikommutal és kommutdl két masik ldnccal. A szemléletes magyardzata az alabbi reldcidknak
az az, hogy a Pauli-operdtorok csak az azonos rdcsponton tudnak antikommutdlni egymadssal.
Az iires racspont pedig kommutdl a mésikkal, mivel azon az identitds hat. A teljes lanc, ak-

kor antimkommutél a mésikkal, ha paratlan szdmu antikommutalds van a racspontjaik kozt, és
kommutdl, ha nulla vagy pdros szdmu antikommutélds van koztiik:

(X125, Y1Y2Y5] =0 9)

{X12,,Y1Y3} =0 (10)



1.1. Dirac-fermion

A spinrendszereken 1év0 allapotok 1éptetésére szolgald operatorok a c; és c} Dirac-fermionok,
ahol j = 1,...,n. Ezek a fermionok nem hermitikusak, mivel az adjungdltja egy ellenkezd
hatast ér el, szemben az eredetivel. A fermionok antikommutacios relaciok:

{cj ch} = 0 an

A kétallapotii rendszerekre az operatorok dgy hatnak, hogy a c a le spinbél fel spint, a cf a fel
spinbdl le spint csinal.

¢4y = I1) (12)
) = 1) (13)

Mivel a rendszer a nevébdl is fakaddan kétdllapoti, igy azokon kiviil nincs tobb, tehét ha egy
felfelé 1éptetd operdtort hattatok egy fel spinre és egy lefelé 1éptetdt egy le spinre, akkor a
nullvektort kapom meg

¢ [4) = 10) (14)
(c)?[1) = |0) (15)

(4 )0

1.2. Majoranna-fermion

A fermionok reprezentacioi:

A dolgozatom lényegi része a majoranna-fermionokat fogja haszndlni, igy ezt fontos megemli-
teni, bevezetni. Ezeknek az operdtoroknak teljesiteniiik kell a feltételeket, hogy hermitikusak,
azaz (xx)" = Xm, négyzetre emelve az identitdst adja ki, (x;)? = I és a halmaz minden tagja
antikommutél egymadssal, vagyis

{xk, X1} = 20m (17)

teljesiil, ahol k = 1, ..., N. Osszefiiggésbe hozva a Dirac-fermionokkal, j és az k index kozott
egy 2-es faktor van, tehat N = 2n.

1.3. Jordan-Wigner-transzformacio

Az ugynevezett Jordan-Wigner-transzformdcié Pascual Jordan és Wigner Jen6 nevéhez f(izo-
dik. Ez spint leképezi fermionikus teremtd €s annihildlé operatorokra, amit 6k eredetileg igy
vezettek be [4]. Tegyiik fel, hogy van egy graf, melynek pontjai egy-egy h; Hamilton-stirliség
operatorra utalnak, ahol j = 1, ..., N jeloli a graf egy pontjat. A Hamilton-operator igy tehat
kifejezhetd, mint

N
H = Zajhj (18)
7=1

ahol az o ; egy adott egyiitthatd, de ez valaszthat6 1-nek. A Jordan-Wigner-transzformalhatésagban
az az alpja, hogy a h-k felirhatéak y-ben mdsodrendben, példaul h; = ax; ;. Ha ebbdl kiin-
dulunk, hamar rgjohetiink, hogy pontosan mi is lesz a H

M

H =Y x;xxC (19)

jk=1
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ahol az indexek futnak j, k = 1, ..., M-ig, C};, egy MxM-es matrix egy jk. eleme a métrixban,
ami azt adja meg, hogy milyen XX}, indexiiek az egyes tagok a Hamiltonban és mellette milyen
egylitthatéval rendelkeznek. Most vezessiink be egy adott reprezentaciét a y fermionokra:

j—1 j—1
X2j1 = (H zk) Xy Xaj = <H Zk> Y (20)
k=1 k=1
Ennek a formdja anal6g a Jordan-Wigner-transzformdcidval, ami szerint a ¢; €s c} Dirac-fermionok

vannak ilyen forméban felirva: c; = <Hf€;11 Zy, O';r» c;r» = Hi; Zk> o; Bz egy hii

reprezentdcid, mivel tetszdleges x-k 0sszeszorzdsabol nem lehet az I identitds. A kvantum-
mechanikdban az operdtorok, a fizikai mennyiségek mind hermitikusak, ezzel biztositva azt,
hogy azok sajatértékei valés szamok lesznek. Tehat egy fizikai mennyiség az egy hermitikus
operator, a sajatértékei a lehetséges értékei a mennyiségnek és a sajatvektorok a lehetséges al-
lapotai. A kovetekezd szamoldsban kihaszndlom, hogy a / Hamilton-operator is hermitikus,
majd megnézem, hogy ebbdl mi jon ki a C' matrixra.

N N
H=H"=% xxjCi =~ xxiCh 21
ik ik
N N N
> 0dN e =Y A a0 =D i =0 (22)
J:k Ji.k Jik

Kihasznalva, hogy a majoranna-fermionok egymadssal antikommutalnak, ha j # k, és kommu-
talnak, ha j = k, tehdt igy kijohet, hogy a C;; = 0. Es mivel az elején feltettiik, hogy hermitikus
az operator, igy azt az egyenldséget kapjuk, hogy

N N
D xixkCiv = = > xixiCi (23)
ok ok

amelybdl leolvashaté a C'-re vonatkozé Gsszefiiggés:
w=—Cj (24)
Tehat a C' matrix sziikségszer(ien tisztdn képzetes, hermitikus is CT = C, ami varhat6 volt

H = H felirasakor.

1.4. A Dirac-fermionokra vonatkozoé osszefiiggések

Most felhaszndlom a Dirac-fermiont is, amit ezittal 1-vel fogok jelolni. Atszamolva a Majoranna-
fermionrdl a Dirac-fermionra, az kaphat6, hogy az utébbi kifejezhetd az elébbi lineéris kombi-
nacidjaként a

N
Y=Y ajx; (25)
j=1

alakban, ahol «; egy C szdm. Ez egy 1éptetd operator, az energiaszinteket léptetheti, tehat ha
H|po) = Eo|¢o) (ez legyen az alapdllapot), tegyiik fel, hogy

H(¢lo)) = (Eo + €)¥]do) (26)
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Ez tovéabb egyenld

= (VH + €ey)|do) = H1p|go) 27
amelybdl az alabbi Osszefiiggésre lehet jutni:
[H, )] = el (28)

Ebbdl természetesen ki lehet szdmolni tetszéleges szamu egymadsutdni hatds energiaszintjét.
A H|p,) = E,|¢,) egyenletbdl fogok kiindulni, ahol az egyes tagok az n. energiszintre és
allapontba gerjesztodtek.

H(4"|¢o)) = (Eo + ne)y"|do) (29)

Beazonosithatd, hogy |¢,) = ¥"|¢o) és E, = Ey + ne. Konnyen beldthat6 a (28) képlet
segitségével, hogy ez miikodik. A (28)-ra és a (19)-re vonatkozd Osszefiiggést felhasznalva
hogy fiigghet 6ssze a C' matrix az e gerjesztéssel.

N N N N
<Z XijCjk> (Z ocmxm> - (Z amxm> (Z XijCjk> (30)
7.k m m 7.k

N N
= (X XkXm — XmXiXE)Cok = > X5 Xks Xm]C 31)
jkm Jjkm

A szumma belsejében 1év6 rész 0 lesz, ha m # 7, k, ugyanis mivel a y,, mindkét taggal an-
tikommutal, a szorzatukkal mar kommutal. A masik két eset, amikor m = j vagy m = k,
akkor

DX X5 = =2k, DXGX0s XE] = 2 (32)
Ezt behelyettesitve és az m # 7, k-t felhasznédlva az egyenlet igy mddosul, hogy

N
= 2(ax; — axw)Cin (33)
ik
Végrehajtvaegy j, k indexcserét, a o; X, = —a; Xk, amit pedig visszahelyettesitve az egyenletbe
N N
4Z@kaCjk = eZame (34)
ik m
€
Co = 5 (35)
Mivel a matrix Cj;, = —Ckj antiszimmetrikus, ezért az ¢, sajtértékeihez is tartoznak —e; sajat-
értékek. Attérek most az e-rdl a A\-ra, majd ennek megfelel6en ijbol felirom a (28) egyenletet.
[H, ] = Ay (36)

Minden A-hoz tartozik egy neki megfeleld —\, és a (36) teljesiil minden sajatértékre, emellett
tegyiik fel, hogy NV kiilonbozs 11y van, tehat a 1,-bdl és a 1 ,-bdl is fejenként N/2 van, ami
egész, igy N péros kell, hogy legyen.



1.4.1. A ¢, fermionok kommutacios relacioi

Mielétt elkezdeném vizsgdlni, bemutatom az antikommutacids relacidkat, majd a (25) és (36)
egyenletek segitségével beldtom Oket, és dltalanositom az eddig bevezetett osszefiiggéseket.

{ar, ¥} =0 (37)
{w,\,@/}_u} = Oxul--) (38)

Az utébbi még egy ismeretlen szorzéfaktorral, ami majd a tényleges szdmolds elvégzésébdl
kovetkezik. El6szor be szeretném létni, hogy {¢x, a} =23, oZ = 0.

N N N
{n )} =208 =D ajon(xgxe + xexs) = > ajon(20) =2 (o)’T  (39)
gk gk J

Most veszem a (36)-ot, beszorzom egyszer balrél, masodszor jobbrdl i-vel, és ezt a kett6t
0sszeadom:

VHY — ¢’ H = \° (40)
Hy? —yHy = \p° (41)
Hy? —¢*H = [H,¢%] = 2\¢° (42)

Lathat6, hogy a kommutdtor 0 lesz abbdl eredGen, hogy [A,I] = 0 tetszSleges A operétorra.
Ebbd] pedig az kovetkezik, hogy maga ¢? = 0, ami nem meglepd, ugyanis ez kiléptet a térbdl,
0-t adva ezzel. Ezzel belattam, hogy

2> (a;)” =0 (43)
J

Kéovetkezhet {1y, 1, } = 0 Osszefiiggés bizonitdsa. Ezesetben is kaphat6 egy hasonl6 6sszefiig-
gés €és ugyanilyen modszerrel:

[H, {ons Y] = (A4 w){n, i} (44)

N N N

{n U} = Uty + uthr = D aBelne + xaxs) = D Bl = > ;BT (45)
gk J:k J

Ugyanazzal az érveléssel élve, a kommutator itt is [H, {15, 1, }] = 0 lesz, ebbdl pedig kovet-

kezik, hogy

{n, vt =0 (46)

Johet az utols6é antikommutécids relacid, mikor az eredmény nem 0. Ezt csak arra az esetre
latom be, mikor ), = 1, azaz A = p. Egy kis alakitgatdssal, kijon, hogy

N N N
YAty = Y agonxixe = > loyP + > (05 — afar)xxe (47)
ik ik >k
N N N
Yoathy = ZoéjOéZXka = Z o |* — Z(aja,’; — Q%) XXk (48)
ik =k >k
N
{a 02} =2 oyl (49)
J
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1.5. A [, 1_,] kommutator és a kapcsolata a projektorfelbontassal

Ebben a részben bemutatom a H Dirac-fermionos felirdsit, ebbdl visszairom a Majoranna-
fermionos felirdsra, azzal a céllal, hogy megmutathassam, hogyan koti 6ssze a két felirast a
projektorfelbontds. Ehhez a C sajatérték-egyenletébdl és az ij H Hamilton-operatorbdl fogok
kiindulni:

Ca = Aa, Ca* = —Aa” (50)
N/2
H = Z [ %)) (51)

Mielétt ezt megtenném, definidlom a

= %W)A, (Y (52)

operatort és annak tulajdonsdgait, emellett a kommutacids reldcidit bemutatom. Négyzetre
emelve a Z tagot €s kibontva a definicidja szerint, azt kapom, hogy

= O xton — Yaboaboats — Yottt H b))

= i(@/b\lb—x@/mﬂ—,\ + Aoy = %(%{%a Voafon F v {vnvoatn)  (54)
= St + ) = ) =T 9)

vagyis a Z) sajatértékei +1. Tovabba érvényes
2\, 2, =0 (56)

Most szarmaztatom az eredményt adott j-re, tehat ez ugy fog kinézni, hogy

\; Py
Ej[@/&jﬂﬂ—xi] = [Z(axp&—xq — x5, ) XpXaq (57)

2
P

p és q cseréjére antiszimmetrikus, tehdt az egyenlet médosul

N N
Aj [Z @ApaAqXqu] = Z XpXqaCpg (58)
P

p.q

Lathato, hogy az a-s tag az a sajaitmddusok projektorfelbontésa, a C felbontdsa (Cpq = Ajan,a_y,).
Tehat a Hamilton felirhat6, mint

N
H =2 Xlay)(ayl (59)
j=1

1.6. Az Ising-modell diagonalizalasa

Az Ising kvantum spinldnc 1 dimenzidban a legegyszerlibb Jordan-Wigner-transzformdlhaté
spinrendszer. Az algebra, ami definidlja 6t a h; Hamilton-strliség operatorokkal felirva a ko-
vetkez6:

(hj)t = hy, (h;)* =T (60)



{hy by} =0 61
[, ] = 0, |j = k[ > 1 (62)

Tehat a rendszer kielégiti a kauzalitds elvét, ami a tobbi spinldncra is teljesiil. A lanc minden
pontja egy adott ||) vagy 1) dllapotban van, emellett mindegyikhez tartozik egy Z; operdtor,
és a koztes tag az X; X, ;. Az Ising-modell [6] Hamilton-operatora a kovetkezoképpen fog
kinézni:

N N-1

H=Y hj=Y —ixjx;n (63)

J Jj=1
ahol a —i faktor a (j;, métrix hermitikus voltdbdl jon be. Tehat ebbdl a C matrix felirdsa
kikovetkeztethetd:

0 —1 0
1 0 —

C=|: i o0 : (64)
0 cev wov a0

A mitrix sajatértékei még nem a rendszer keresett sajatenergidi, hanem J\; sajatértékek. Mivel
a rendszer szabad fermionos, igy az energidk értékei

B=Y ) (65)
J

alakban megkaphatdak, és ezzel diagonalizalhaté a rendszer. Ha a (63) egyenletre alkalmazom
a Jordan-Wigner-transzformacional emlitett hli reprezentéciot, akkor a f felirasa:

L L-1
H=>"7Zj+> X;Xjn (66)
j=1 j=1

O O O O O O--- O0——O
Zy X1Xo Zs X2 X3 A X3 Xy XpaXyp Zr,

ahol a x operatorok N-ig futnak, ha a spinlanc . = N/2 hosszi. Ez lithat6 a két szumma
hatdraibdl is. A kérdés, hogy egyeznek-e a két kiilonbozképpen szdmitott sajitenergidk. A H
egyszer(, numerikus diagonalizéldsa a (66) egyenlettel kiillonb6z6 L lancokra a kovetkezdk:

L=1: F=41 (67)
L=2: E=+V2~+141 (68)
L=3: Fy =4V~ 4224, By =+1 (69)

L=4: B =+\/44+2V3~ 273, By = +1/4 — 2V/3 ~ +0.73 (70)

Ezek az értékek a C matrix diagonalizdldsdval is megval6sulnak, ha £ = > £, teljesiil. A C
matrixos modszer analitikus megolddsa a sajatérték-egyenletbdl konnyen felirhat6 tetszleges
k-ra.

Cv=)J\v (71)
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0 —j «ev .- () o(1) o(1)
i 0 —i : v(2) v(2)

i 0 : v(3) | = x| v(3) (72)
Y B PGS o(V)

Ebbdl adott k-ra, amire érvényes, hogy 1 < k < N, kapok egy
vk+1)—v(k—1) =i v(k) (73)
alakud egyenletet a sajatértékre, ahol
v(0) =v(N+1)=0 (74)

A megoldast v(k) = sin(pk) alakban kell keresni. A p egyiitthaté meghatdrozhat6 az v(N + 1)

hatarfeltételébol. -

sin(p(N +1)) =0, p= 7 (75)

1.6.1. Az 1 részecskés allapotfiiggvény

Egydimenzi6s spinldncok esetén a részecske egy eltérés vagy szebben, egy gerjesztés a tér, lanc
tobbi részéhez képest. A le spinek jelentsék a vdkuumot, ahol nincs részecske, és a részecske le-
gyen a fel spin. Mivel a részecske a definidlt tér minden pontjdban lehet, minden ilyen dllapotot
szuperpondlok.

W) = Zf(j) ot ) = Zf(j) 15) (76)

ahol a részecske a j. helyen van, ilyenkor ott fel spin lesz. Tovabbd ha feltételezziik, hogy
1 részecske van a spinldncon, akkor az valahol biztos lesz a ldncon, igy a teljes valdszinliség
P=1:

(W) = Z 1£(5) (77)

X; = aj +o;, Y, = —z'aj + 10, (78)
Ebbdl a Hamilton a jobbra-balra mozgaté operatrokkal kifejezve az XY modellbdl kiindulva:

L-1 L-1

Hxy =Y (X;Yj1 = YiXj) =20y ()05, —050)) (79)

J=1 Jj=1

Ezt fogom hattatni a [¢)) dllapotra, ami az 1 részecskés, L hosszu spinlanc éltaldnos hulldm-
fiiggvénye. Vagyis ebSl megkapom a H |¢)) = F [¢)) Schrodinger-egyenletet.

(zaa )(zf )—%ZZI’ (pens b~ 1) — e+ 1)

7 k=1
(80)
= 2@’Zf(j +1)[5) = f() 5+ 1) (81)
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Ezt beszorozva egy dudlis (k| egységvektorral balrdl, ezt kapom a fent emlitett Schrodinger-
egyenletre:

(KlH ) =20 (f(k+1) = f(k = 1)) = Ef(k) (82)
Ezt megoldva, megtaldlhatéak az E sajatenergidk. Az el6z0 részben ugyanilyen alaku karakte-

risztikus egyenlet jelenik meg. Az X X modellnél ezt ugyanigy végig lehet vezetni, ha felirjuk
a Hamiltont [5]]:

Hyx = ) (XX + YY) (83)

J=1

1.6.2. S, Spinoperator

A spinrendszerekben az egyes spin dllapotok 1ét kiilonb6z6 allapotot vehetnek fel. A spinope-
ratornak ezek a sajatdllapotai. A z irdnyud spinoperator:

S.=5>Y 7 (84)

melynek a kommutécids reldcidi egymadssal (permutdcidval megkaphaté a masik ketté kommu-
tacios reldcio is):

Sz, Sy = —iS, (85)
Veszek egy Hamiltont, ami teljesiti, hogy Ising €s az alabbi format veszi fel, emellett legyen

periodikus:
L-1

H=) (XY =Y Xjn) (86)

1
X=Xy, Yo =0 &7)

<.
I

A spinoperator egy fizikai mennyiség, melynek sajitértékei megadjak a lehetséges értékeit
ugyanigy, mint a Hamilton-operator esetén. A Heisenberg-képben nem a |¢) allapotok val-
toznak az id6ben, hanem a rendszer Hilbert-téren hat6 operatorai, fizikai mennyiségei. Eszerint
egy adott fizikai mennyiség id6derivéltja fiigg annak és Hamiltonnak a kommutatoratdl:

a
dt

Ki fog szamolni az egyenlet jobbi oldalat, kideritve, hogy S, megmarad6 mennyiség lesz-e.

S, =1i[H,S,] (88)

L—
D (XY =YX ), sz (89)
j=1

1 )
[X Vi1, ZZ’“] = 0ji(X;Zk) Yt + 05410 X; (Vi1 Zi) = i3V + X Xj41) (90)

1 .

524 = =0k (Y Zk) Xjr + =041 (Xj11Zk) = —i(VYj + X;Xj40)  (OD)
Lathatd, hogy a kommutatorok kiejtik egymadst, nulldt hagyva az egész kommutédtorbdl. Te-
hat a spinoperator egy megmaradé mennyiség, feltéve, hogy teljesiil az explicit idéderivéltra

vonatkoz6 0sszefiiggés, miszerint 9 59. = 0.

|:_}/;Xj+17

[H,5.] =0 92)
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2. A 2-es szomszédsagu algebra spinrendszerei

Az Ising-modell Hamiltonjdnak gréafjaban csak a szomszédos tagok antikommutdlnak. A ko-
vetekezOkben targyalt spinrendszer esetén viszont nemcsak a szomszédos csicsok, hanem az
amelletti pontok is antikommutédlnak egymaéssal.

{hj hja} = {hj, Ry} =0 (93)
[, he] = 0, [ — k| > 2 94)
Emellett teljesiilnie kell a kovetkez6 feltételeknek is, ahogy az Ising-modellben is.
(h;)? =1 (95)
hi = hy, (96)

2.1. Altalanos megoldas |j — k| > 2 algebrén

A kovetkezdkban kiszamoljuk a
L
H=Y 1 97
j=1

rendszer sajitenergidjat kiilonbozo reprezentdcidkat hasznélva, de elbtte reprezentaciotdl fiig-
getlen formédban fogom megtenni. Vegyiik az L. = 5 esetet:

H = hy + hg + hg 4 hy + D (98)
Négyzetre emelve és kihasznélva feljebb emlitett 0sszefiiggéseket:
H2 - 5[ + 2(h1h4 + h1h5 + h2h5) (99)

Eszrevehet$, hogy még egyszer négyzetre emelve, ugyanilyen alakra juthatunk, igy eltavolit-
hatjuk a nem kivéanatos tagokat:

H* = 371 + 20(hyhy + hihs + hohs) (100)

H*—10H* + 13 =0 (101)
Ezt a nulloperdtort hattatva egy |¢)) dllapotra és felhasznalva a Schrodinger-egyenletet azt kap-
juk, hogy:
Hp) = Ely) (102)
Ezt és az operatorok linearitdsat kihaszndlva tehdt

E*—10E*+13=0 (103)

Ezen karakterisztikus egyenlet megoldésai:

E=1/542V3 ~ £2.909, £+1.239 (104)

Tehét ezt a rendszert a reprezentaciotdl fiiggetleniil ezek a sajatenergidk jellemzik. Ez semmit
nem mond a rendszer dimenzi6jardl és a degeneraciokrol sem.
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2.2. Jordan-Wigner-transzformacio a 2-es szomszédos algebra esetén

A Jordan-Wigner-transzformalhatésagnak a feltétele, hogy a Hamilton kifejezhetd legyen a x
szerint masodrendben Ggy, hogy kdzben az adott algebrara vonatkoz6 szabélyok, feltételek nem
sériilnek. Vizsgdlodasaim azt mutattdk, hogy ezzel a szabdlyszerliségekkel rendelkezd spin-
rendszer L = 5-ig Jordan-Wigner, ugyanis a /1;-k médr nem lesznek felirhatéak masodrendben
J > 5 esetén. A Hamilton-s(iriség operdtorok masodrendben kifejezve

hi = —ixix2, he = —ix2Xs, hs = —iX2Xa, ha = —iX3Xa, hs = —iXaX5 (105)
A x; fermionok j = 1, ..., M-ig futnak, ahol M rendszertdl fiiggéen van meghatdrozva.
M
jk=1

A reprezentdcid, amit felhasznélok a sajatenergidk numerikus kiszamoldsdhoz, a bevezet6ben
is felhasznaltam:

X1=X1, X2 = Y1, x3 = 21X, xa = Z1Ya, X5 = Z122X3 (107)
A megadott fermionokat behelyettesitve a h; siirliségekbe, megkapom, hogy
hi =2y, ho = XaXs, hg = XuYa, hy = Z5, hs = X2X3 (108)

Most vegylink egy adott reprezentaciot, amely kielégiti a 2-es szomszédsdgu rendszert. Konnyen
lathat6 ennél a reprezentacional [3]]:

hi =2y, ho = X1Z, hy = XaXoZ3, hy = Xo X524, hs = X5X4Z5 (109)

Ezen 6l lathat6, hogy még 2-vel arrébb is antikommutélnak, viszont 3-mal mar kommutélnak.
Tehat van két Hamilton-operatorom, amelyek mind teljesitik az algebra kovetelményeit:

HJm'dan—Wigner = Zl + X1X2 + X1§/2 + ZQ + X2X3 (110)
Hpendley = 21 + X1Zy + X1 XoZs + X9 X332, + X3X4Zs5 (111)
ho hy
)
hy hs hs

A sajatértékeket numerikusan szamolva, kijon az el6z6 fejezetben meghatarozott eredmény.
Azonban itt degeneraciok lépnnek fel. A Jordan-Wigner reprezentdcidjit haszndlva a négy
kiilonboz0 sajatérték egyenként kétszer jelenik meg, 8 sajatértéke lesz. Az H pepaiey sajatértékei
is ugyanezen értékek lesznek, itt viszont a degenerdcié nagyobb. Egy sajatértékre 8 érték jut,
tehdt 6sszesen 32 lesz. A degenerdciok a dimenziészambodl adddnak a kovetkezSképpen:

deg = (112)



2.3. Lépteto operatoros feliras

Most induljunk ki abbdl, hogy a Pauli-operétorok felirhatdak 1€ptetd operdtorok dsszegeként:

Xj:a;-r—i-ajf, Yj:—ia;-r—i-iaj (113)

01 00
+_ - _
9 = (0 O) %5 T (1 O) (114)
Definici6 szerint a 1éptetd operdtorok tgy miikodnek, hogy

oLy =1, M= (115)
ot 1) =10), o~ |{) = 0) (116)

1) = ((1)) )= ((1)) (117)

Most tegyiik fel, hogy a hullamfiiggvény felirhat6 fel- és le vektorok tenzorszorzatainak line-

arkombindcidjaként. Itt a részecske jelenti a fel- és az "iires tér" jelenti a le vektort. Vagyis a
hullamfiiggvény:

ahol

ahol a fel- és le vektorok:

L=5

) = 3" S e T W) = FOLD + £ + o+ £5)] L) 18)

J=1

ahol legyen | || ... T ... 1) = |j). Ha erre hattatjuk a Hamiltont, a H|¢) = FE|¢) alap-
jan meghatdrozhat6ak a renszer sajitenergidi bizonyos esetekben. Azonban ez akkor oldhaté
meg ténylegesen, ha a [/ a részecskét csak 1épteti, és nem teremt vakuumbodl més részecskét,
megszegve ezzel az energiamegmaradds elvét.

2.4. A C matrixos modszer megoldasa

A Jordan-Wigner-transzformdlhat6sag a Hamiltont bilinedrisan felirva xy Majoranna-fermionokkal,

a rendszer energidinak meghatdrozdsa a H = ZL Clirx ;i xk-ban szerepld C matrix diagonliza-
gk Yk XXk P g

lasdval végbevihetd. A matrix sajatértékeinek meghatarozasabol £ \; értékek jonnek ki paron-

ként, azaz +)\; és —)\; értékek. Az energidt ezeknek az Osszege adja meg, vagyis

E=) 4\ (119)
J

Mivel a H-t leir6, C-t tartalmazé egyenletben a Cj,,-nek (ahol [ és m rogzitett) akkor van
nemnulla értéke, ha a H-ban megjelenik a masodrendl i = x;x.,. Tehdt a (C'),, komponenst
az

hy = —ixixa, ha = ix2x3, hs = iX2X4, ha = —iX3X4, N5 = iXaX5 (120)

kifejezések alapjan kell megalkotni.

o 1 0 0 O 0O — 0 0 O
-1 0 1 1 0 t 0 —2 — 0
C=—| 0 -1 0 1 O0l=]0 ¢ 0 —i O (121)
0 -1 -1 0 1 0+ ¢+ 0 —
o 0 0 —-120 0O 0 0 ¢« 0



A sajatérték-egyenletet O-ra rendezve.

Cv=)\v (122)
(C—=A)v =0. (123)

Ebbdl pedig a karekterisztikus egyenlete. A fenti nullméatrix determindnsa is nulla:
det(C — AT) = 0 (124)
—N +5XA —=3X1=0 (125)

Ezen egyenlet megoldasai:

A =0 (126)
A1 = 0.835, \y =2.074 (127)
—A1, =X (128)

Lathato, hogy a rendszer szabad fermionos, mivel parban vannak a sajatértékei, vagyis érvénye-
siil a feljebb mar emlitett szumma az energidra.

E=) 4\ (129)
J

Itt j = 2-ig terjed, tehat fel kell szummadzni Gket elGjelesen a Ay kivételével. Igy adédnak a
kovetkezok:

Ef = (M + o) = £2.909, B = £(—X\ + \y) +1.239 (130)

2.5. Az ilyen rendszerek lancolata

Az el6z8kben azt vizsgdltam, hogy a 2-es szomszédos, |j — k| > 2 algebra milyen L-ig marad
Jordan-Wigner-transzformdlhato, egzaktul megoldhaté a keretrendszert hasznélva, azaz meddig
irhat6 fel a bilinedris fermionokkal nem sértve kozben az algebra szabdlyait. Azonban mi van,
ha sériil az algebra, vagyis teszek engedményeket. Az allitas az lesz, hogy mivel egy L = 5-0s
blokk Jordan-Wigner, azok 0sszeillesztései is az lesz tetsz6leges méretii lanc esetén.

hg h4 hG hS th hl?

@, @, @, O U
hy hs hs hz hyg h1y his

Tehat azt kell balatni, hogy példaul a hs illeszkedésnél teljesiilhet-e a bilinearitds a megfeleld-
képpen. Az eldzé felirés szerint:

hy = ix1X2, ha = ix2Xx3, h3 = iX2Xa, Ma = iX3X4, hs = 1XaX5 (131)

A kovetkezd két h; operdtort (j = 6, 7) tgy kell megvalasztani, hogy mindkettSben szerepeljen
a x5, de alacsonyabb index( ne. Tehat legyenek ezek

he = ix5X6, h7 = iXx5X7 (132)
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Lathatd, hogy teljesitik a grafon 1athaté antikommutacios relacidkat:

{hs, he} = {hs, hz} = {he, hs} =0 (133)

Innen mar egyszerli megsejteni a tobbi tag fermionos felirdsat is. Az elsd blokkhoz fog hason-
litani, csak eltolva. Ezek pedig az aldabbiak:

he = ixsX6, h7 = ix5X7, hs = ixe6X7, ho = 1X7X3 (134)

Ebbdl kovetkezik, hogy ez tetszbleges szamu blokk esetén teljesiil. A spinrendszer diagona-
lizdldsa természetesen a C)j, dimenzidban linedris métrix segitségével lehetséges. A matrix
komponensei -k indexei szerint lesznek meghatdrozva:

0O 2 O 0 O 0 0 O
- 0 1 t 0 0 0 0
0O — 0 ¢« 0 0 0 0
0O —¢ —2 0 4 0 0 0
C= O 0 0 — 0 ¢ 2 O (135)
0O 0 0 0 — 0 ¢ O
0O 0 0 0 — —¢ 0 =1
0O 0 0 o0 0 0 =20

3. Grafelmélet és kapcsolata a Jordan-Wigner transzformal-
hatdsaggal

Ebben a részben arrdl lesz sz6 érintSlegesen, hogy milyen kapcsolat van a szabad fermionos
rendszerek és a grafelmélet kozott. Ennek alapja a frusztracids graf. A hélézat, avagy graf
megmondja az antikommuticids szerkezetét a spin Hamiltonnak, ahol az fel van {rva, mint
o’ Pauli-ldncok Osszessége. El6szor is legyen a Hamiltonnak egy frusztracids grafja a Pauli-
operatorokkal kifejezve a h; Hamilton-stir(iség operdtorokat, melyek a csticsok lesznek a graf-
ban, és koztiik van él, ha az adott tagok antikommutalnak egymadssal. Most definidlom a graf-
elmélet nyelvén, hogy mikor van szabad fermionos megolddsa a Hamiltonnak. Veszem egy
N hosszi lanc Hamilton-operétorat, melynek a frusztracios grafja egy masik graf vonalgrafja,
akkor 1étezik szabad fermionos megoldds. Ez valdjdban azt jelenti, amit a kordbbi, Jordan-
Wigner-transzformadcio alfejezetben emlitettem, amely szerint a Majoranna-fermionokban bili-
niedris H = > ; XjXxCj Hamiltonnak tehdt van szabad fermionos megolddsa. Egy egyszerl
példan szemléltethetd az attérés a frusztracios grafrol az élgrafra. Az aldbbi hdrom graf, fent a
frusztracioés graf, alarra pedig az élgraf.

o 1X2X3

hy 1X4X5

hy LX1X2

hs iX2X4
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O=
O

X3

A leképezés a frusztracids grafrél az élgrafra a csicsokbdl éleket csindl. Az alsé dbrin az
élek a megfeleld h; operatorokat jelolik. Példaul ha hy = ix;xe, akkor a h; a x; és a xo
csucs kozti él. He ez a leképezés teljesiil egy adott grafra, ami a Hamiltont modellezi, akkor
az adott Hamilton Jordan-Wigner-transzformalhaté. Ez a bevezetSben emlitett Jordan-Wigner
atfogalmazasa.

3.1. Megengedett grafok élgrafjai

Ahogy a nevében is benne van, a megengedett grafoknak van élgrafja. A kovetkezSkben a
[2]-re hivatkozva bemutatok pér tiltott grafot, és eddig vett megengedett grafok élgréfjait. Ek-
kor a megfeleld6 Hamilton Jordan-Wigner-transzformélhatd. Az egyik és egyben legegyszer(ibb
Hamilton az Ising spinldnc. Aldbb dbrdazolom a hozz4 tartozo frusztracios grafot és a neki meg-
felel6 élgréfot.
hy ha X1 X2 X3
O——=O O O O
Az el6z6 fejezetben sz6 volt a 2-es szomszédos algebrardl és arrdl, hogy L = 5-ig még meg-
engedett grafrél van sz6. Az el6bbi cikk dbra szintjén emlitést tesz a tiltott grafok szekcidban
ugyanezen algebra L = 6 hosszu esetér6l. Az aldbbi dbrdn lathat6 az L = 5 eset frusztracios
gréfja és élgrifja. Ezzel beldthatd, hogy L = 5-re a Hamilton Jordan-Wigner-transzformalhato.

ha ha X1 X2
)/ \/ \/ \( X5
N
hl h3 h5 X3 X4

Az el6z6 fejezet utolso alfejezetében lathatéd volt, hogy 5-6s blokkok Osszetevése is Jordan-
Wigner, tehdt ennek a rendszernek is van egy élgrafja. A frusztraciés graf és a neki megfeleld
élgraf:

ho hy he hs

hl hg h5 h? h9
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X1 X2 X7 X8

) )
X3 X4 X5 X6

Erdekes eset lehet a teljes graf. A teljes grafban minden spin kélcsénhat minden masik
spinnel, vagyis a frusztraciés grafjaban a h; Hamilton-siirliség operatorok mindegyike &ssze
van kotve az Osszes tobbivel. Példaul ha L = 5, akkor a

H=Y"h (136)
j=1
operatorhoz tartozé graf:
hy
hs hs
hy o

Ez a rendszer Jordan-Wigner-transzformdlhatd, ugyanis ha mindegyik h; tartalmazza péld4ul a
Xo-t, akkor azok egymdssal mind antikommutdlnak. Legyen tehat

Mivel a rendszer Jordan-Wigner, igy van, a Majoranna-fermionokkal kifejezhetd élgrafja. A x
szerepel minden h; tagban, ezért abbdl fog kijonni az Osszes tobbi x ;.
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4. Hasonlosagi transzformacié U unitér operatorral

Ebben a szekciéban be fogom mutatni, hogy egy tetszdleges H hermitikus Hamilton-operdtoron
végrehajtott U HU ! alaki hasonlésdgi transzformdcié nem véltoztatja meg az operator sajat-
energidit. Ez az operdtor unitér, azaz UT = U~'. Az unitér tulajdonsdga azért sziikséges, hogy
teljesiiljon a valészintis€ég megmaraddsa (err6l még részletesebben). A H egy mdsik bazis-
ra transzforméldsa az unitér sajatossdgabdl kovetkezben felfoghatd forgatasként egy komplex
térben. Tehat

U=eh (138)

alakban teljesiti a feltételt. Itt h; egy tetszdleges hermitikus operator lehet, melyre érvényes
még az is, hogy (h;)? = I. Ez egy forgatds az SU(2) szimmetriacsoportban, ami ekvivalens a
kozonséges O(3) csoporttal. A kovetkezSkben arrol lesz sz, hogy hogyan lehet egy adott grafot
visszaforgatni egy Jordan-Wigner-transzformalhat6 rendszerbe, példaul az Ising-modelbe. Ez
azt jelenti, hogy a rendszer sajatértékei megmaradnak, de konnyen megoldhat6 lesz Jordan-
Wigner-transzforméciéval. A példdkat, melyeket a kovetkezOkben sikeriilt megoldanom, az
irodalomban nem taldltam.

4.1. Az Ising-modellre redukalhaté rendszerek

Ha vessziik a Majorana fermionokra a
7j—1 J—1
Xoj1 = Q) X5, x25 = Q) ZiY; (139)
k=1 k=1
s s . < o e ves L L . .
reprezentdcidkat, és kifejtjik vele a H = ) =1 hy = ijl 1X;X;j+1 Hamiltont, akkor azt

kapjuk, hogy i L
> Zi+) XX (140)
j=1 j=1

Az a feltételezés, hogy egy ettdl eltérd, de ezeket az elemeket tartalmazé Hamilton eltranszfor-
madlhaté dgy, hogy a C matrix a kovetkezd alakot vegye fel:

0O a -+ --- 0
—a 0 b

C=|: b 0 : (141)
0O -+ oo o 0

ahol a, b tisztan képzetesek. Az a, b egyiitthaték abbdl jonnek, hogy a transzformdci6 atforgat-
ja a kiindul¢6 gréfot az Isingbe, igy az mds szorzéfaktorral jelenik meg a Hamilton-operétorban,
ezért a matrixban is. A kovetkez6kben latott megolddsokban a tdmaszkodom [1]] publikdcidk-
ban is alkalmazott modszerre.

4.1.1. Példa 1

A kovetkezo eset két kiilonallo Ising-modellbdl fog éllni, melyek egymassal valamilyen ossze-
fiiggésben dllnak. Az egyik ldncot a h;, a mdsikat jeloljék a h; tagok. Ezekre kiilon-kiilon
érvényesek, hogy o

{hj, hisa} = {hj, hjsa} =0 (142)
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Emellett tovabbi kolcsonhatd tagok vannak egymads kozt a kovetkezképpen:
{hy by} = {hy g} = {hy by} = 0 (143)

Ezen 0Osszefiiggések halmaza magédban hordozza ennek a forditottjat a i; <+ E] cserére, igy
ezek forditva is teljesiilnek. A rendszer grafja:

A Hamilton-operétor:

N
H=> (hj+h) (144)
j=1
Eszrevehet(’i, hogy egy —
UJ — ei%(ihjhj) (145)

transzformécidval a h; és a f; tagok egymadsba forgathatéak. Mivel a szomszédos tagok, ame-

lyek kapcsolédnak ezen tagokhoz, mind hj-vel és h;-vel antikommutdlnak, igy a szorzatukkal
kommutdlnak, tehat ezekre invaridns a transzformacié. Az egész lanc eltranszformadlédsa az
Ising-modellre:

N N T
0 <H €i2<ihjhj>> I (H eiguhjhj)) (146)
j=1 J=1

Mivel az argumentumban 1év6 tagok egymassal kommutélnak, igy atirhaté a teljes unitér transz-
formécio egy Osszegzésre:

H - (ag % Z‘hﬂﬁ) H (ei% % Z‘hﬂ?)T (147)
Minden j = 1, ..., N-re érvényes lesz a két transzformdcio altal 1étrejott Osszefiiggés:

Ujh]-UJT = ei%(ihjﬁ;)hje_if(ihjhj) = hjcosg + f;singb (148)

-

e

UjfEU} = ¢’ (ihja)i;e_i%(ihja) = @cosqﬁ — hjsing (149)

Tehdt a rendszert ¢ = —m /4 szoggel kell elforgatni, hogy leegyszertisithets legyen a
N
H =v2) Iy (150)
j=1

Hamiltonra, melyhez a kdvetkezd graf tarsul:

-0 O O O O
Vahi s Vhi VEhy V3 Vi
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Az eltranszformalt Hamilton-operétor felirhaté egy biliniedris linedrkombinaciéként, mint H' =
> ik XiXkCik, ami

H' =iv2x1x2 +ivV2x2x3 + ... (151)
melybdl a C métrix a kdvetkezd:
0 V2 0 0 0
-2 0 V2 0 :
c=i| © vz 0 V2 (152)
0 0 —v2 0
0 e B 0]

Most veszem az eredeti Hamilton-operatort modellez6 graf egy bizonyos darabjit. Ez a ko-
vetkezd (Ezen nem valtoztat, ha mds csatoldst vélasztok, azaz ha 1-tdl eltér6 egyiitthatokkal
szamolok. Ez igaz lesz az ezt kdvetd rendszerekre is):

H=X1Ys + X125 + XoY3 + XoZ3 + X3Yy + X374 (153)
X1Z2 XQZg XSZ4
M
W,

XiY; XoY3 X3Y,

Numerikus szdmitdsok szerint a rendszer sajitenergidi az aldbbiak:
Ey =+1414 (154)
Eio=43.162 (155)

Felhaszndlva a mar levezetett, 4j grafot, kiszdmolhatdéak a sajatértékei a C matrixnak, melybdl
a spinrendszer sajitenergidi is. A levezetés sordn 1ij egyiitthatok jottek ki. Eszerint a métrix:

0 v2 0 0
V2 0 V2 0

=0 vz 0 e (150
0 0 —v2 0
Megoldva erre a sajatérték-egyenletet, azok az aldbbiak:
App = £2.288 (157)
Ao = +0.874 (158)
A bevezetésben mar emlitett, a C sajatértékeit és a H sajatenergidit 6sszekotd Osszefiiggés, a
E=) 4\ (159)
J
alapjan a numerikusan kiszdmitott értékek egyenldek lesznek az aldbbiakkal:
Eip = Ap1 — Ao = +(2.288 —0.874) = £1.414 (160)
Eig =M1+ Ao = £(2.288 4 0.874) = £3.162 (161)

Tehat megegyeznek, amit el is vartam.
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4.1.2. Példa 2

Az imént kovetkezd példa egy Ising-lancbdl és tovabbi spinoperatorokbdl all6 Hamilton. Ez
felirhat6 az eredeti Ising-reprezentacidval €s a plusz Y -os tagokbol.

L L-1 L
H=> Z;+Y X;Xj+> Y (162)
j=1 j=1 j=1

A gréf az utolso taggal ugy tér el az egyszerd Ising-lanctdl, ahogy az alabbi dbran lathato:

Zy X1Xo Zo Xo X3 Z3 X3Xy  XpaXp Zr
M M ) ) L O i
Y, Y, Y3 YL

Ez az el6z6 példaval hasonl6 transzforméaciot igényel azzal a kiilonbséggel, hogy Y tagok kozt
nincs egy tovabbi operdtor, ami ugyan nem véltoztatja meg az eljarast, de kevésbé volt ugy
atlathat6, mint ebben az esetben. Az unitér operator, mellyel ez teljesiil, az aldbbi lesz:

U, = '202%) = ¢i5%; (163)

Ezek egymads utdni hattatdsa eredményezi a médosult egyiitthatji, mar Jordan-Wigner-transzformalhat6
spinrendszert. A teljes unitér operator €s annak hatdsa a Hamiltonra:

v=T1 5% — i85, X; (164)
j=1
L . L . T L o L
H =UHU' = (H e%Xa) H (H ei2xj> = <H ei2Xj> H <H ei(ng) (165)
j=1 j=1 j=1 j=1

Az utébbi egyenletbdl a hattatds végrehajtasaval az fog kijonni, hogy
L -1
H =V2) Z;+> X;X;n (166)
j=1 j=1

Ez ugy jon ki, hogy a megfeleld j = 1...L indexekre egyesével transzformélodnak a Z; és az
Y; spinoperatorok. Mindkettst 4t lehet vinni az egyikbdl a masikba és visszafelé, de én az Y
eltiintetését tlizom ki célul. Az eltranszformdl6doé tagok:

U, Z;Ul = Zjcos + Y;sing (167)

U,Y;Ul = Yjcosg — Z;sing (168)
Mivel az Y; egyiitthat6jat valasztom 0-nak, igy cos¢ + sing = 0, melyhez

O =—— (169)
Az eltranszformalt H' = UHU' az Ising-modellhez tartozé grafot fogja felvenni
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O O O M) I Or--- O O
Y Y N\ N\
\/§Z1 X1 X \/522 X9 X3 \/§Z3 X3Xy Xp 1 Xp \/§ZL

Az 1ij Hamilton-operator, ami kijott tehat felirhat6, mint /' = 5 e XiXkCi:

H = ivV2x1x2 + ixaxs + ... (170)

melybdl a C métrix maga az aldbbi:

0 v2 0 0 0
-2 0 1 0 :
c—i| 0 1 0 V2 (171)
0 0 —V2 0
[0 I P |
A rendszer numerikus sajatenrgidinak meghatirozasdhoz veszem a kovetkez6 Hamiltont:
H=7Z+V1+XiXo+Zy + Yo + Xo X3+ Z3+ Y3 (172)
Zn X1Xo 2 X2 X3 Z3
M I M
Y Ys Ys
A spin Hamilton C matrixa erre a részre lesziikitve:
0 v2 0 0 0 0
-2 0 1 0 0 0
0 -1 0 V2 0 0
C=1 0 0 —v2 0 1 0 (173)
0 0 0 -1 0 +2
0 0 0 0 -2 0
El6szor veszem a matrix, a Cv = \v egyenletbdl ad6do A sajatértékeket.
Ay = +£0.811 (174)
A2 = £1.590 (175)
Aiz = £2.194 (176)

Ahogy az el6z6 esetben is lathat6 volt, az energidk meghatdrozhatéak a sajatértékekbdl. A
Hamilton-operator numerikusan megoldott lehetséges energidi pedig az aldbbiak:

Ei1 = +(=Ass 4+ Apo + Ax1) = +0.207 (177)
BEig = £(Aig — Aio + Ayy) = £1.414 (178)
Eig =43+ Ao — Ayq) = £2.974 (179)
Fig=+(Aes+ Aio + Apt) = +4.595 (180)
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4.1.3. Példa 3

Az kovetkez8kben egy hasonl6 tiltott grafokbdl all6 spinrendszert fogok vizsgélni, mint az
el6z6 példandl volt. A rendszer Hamilton-operdtora az alabbi:

L L1 L/2-1/2
H=Y Zi+Y X;jXju+ Y XojaYo +YoXoj (181)
j=1 j=1 Jj=1

Az ezt a modellt reprezental6 graf pedig:

X1Y; X2 X3 X3Yy X4 X5

Réanézve a Hamiltonra, az lesz a gondolat, hogy az X X és Z tagok maradjanak meg, tehat az
XY és Y X tagokat hasonldsdgi transzformaciéval semmissé tanni. Eszrevehets, hogy a Z;
Paulik, ahol j paros antikommutalnak mindezen tagokkal X; vagy Y, Paulikon keresztiil. Az
unitér operdtorra tehdt a sejtésem:

U, = e't% (182)

A teljes unitér operator kiirdsa ezek szorzata, és mivel az egyes U; operdtorok kommutalnak
egymadssal, ezért a sorrendjiik megcserélhetd, ami tehét a kovetkezd, ha L péros:

L/2
v=11 ¢i% %2 (183)
j=1
€és ha L pératlan
(L-1)/2
v= 11 ¢i% %2 (184)
j=1

Tehat a teljes eltranszformélt Hamilton-operator:

T
H =UHU' = (H ei‘%j> H (H e”ﬁzw) (185)

j=1 j=1

A trividlis tagok, amelyek kommutdlnak a transzformdcidval, azok a Z-k, a nemtrividlis tagok
az XX, XY és Y X. Ezekre hattatva az U;-t egy tetszOleges blokkra, ahogy az aldbbi dbra
is mutatja majd. Annyit kell tudni ehhez, hogy az X,; és az Y5; hogyan transzformalodik U;
hatdséra.

U;Xo,;Ul = Xyjcos¢ + Ya;sing (186)

U, Y Ul = Yajcos¢ — Xyjsing (187)
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Xoj_1Yo; Xo; Xoj1

Xoj_1Xy; Y5 Xoj11

Természetesen ¢-t —x /4-nek valasztom, igy tehdt az elforgatasbél ad6dé Pauli-lancok a v/2.X. 2j—1X2;j
ésa \/§X2jX2j+1 lesznek. Tehat mivel az Y eltlinik, igy a rendszer az Ising-modellre egysze-
risodik. A Hamilton és a neki megfelel6 graf tehat:

L L-1
H =>"Z;+V2> X;X;n (188)
j=1 j=1
\/§ng_ng3- \/§X2jX2j+1
ffffffff O O O O Or--mm----
Zoj1 Zoj Zajm1

Az 1ij, eltranszformalt Hamilton-operétor tehat igy felirhat6, mint H' = 3 & XiXkClik, ami

H' = ixix2 +ivV2x2xs + ... (189)

melybdl a C matrix maga az alébbi:

0 1 0 0 0
-1 0 V2 0 :
coi| 0 V2 01 (190)
0 0 -1 0
P |

Most is veszek egy szeletet a grafbol, amire megoldom mindkét médszerrel. Elsének a matrixot
diagonalizalom, ami gy néz ki, hogy

0 1 0 0 0 0

-1 0 V2 0 0 0

0 —/2 0 1 0 0
— 191
C=ily o -1 0 8o (19D

0 0 0 —v/2 0 1

0 0 0 0 —-10

és a sajatértékei:

Ay = +0.311 (192)
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Aip = £1.481 (193)
Aig = £2.170 (194)

Ugyanigy johet a Hamilton numerikus megoldésa a sajatenergidkra, ha a Hamilton-operator:

H=71+X1 X0+ XYoo+ 254+ Xo X3+ Yo X3+ Z3 (195)
Fir = +(Aas — Aus — Aur) = £0.378 (196)

Eiy = £(Ai3 — Ao+ App) = £1 (197)

Fas = £(Aas + Aus — Auy) = £3.340 (198)

Faa = +(is + Aso + Aa1) = £3.962 (199)

4.2. Néhany tiltott graf

Itt bemutatom a tiltott grafok, nem Jordan-Wigner rendszerek unitér transzforméciéval valéd
leegyszerisitését, hogy egzaktul kezelhet&ek legyenek. Aldbb lithaté a két tiltott graf, amiket
sikeriilt igy megoldanom [2].

A Hamilton-operatorok a kdvetkez6k az dbra alapjan:
H1 = Z1 + X1X2 + YéXg + Z2X3 + Y:ng4 + Z3Z4 (200)
Hy =71 + X1 Xy + XqYs + X125 + Xo X5 + XoYs (201)

A célom az, hogy véges mennyiségi unitér operatorral val6 elforgatdssal a H-t, kapjak egy
H'-t, ami Jordan-Wigner-transzformalhat6 lesz. Az dbran lathaté elsé graf leegyszertisithets az
Ising-modellre két egymdasutani forgatdssal. Megmutatom, ez hogyan miikodik. Legyen az U,
operator

Up = ez (202)

Ezt hattatva a H;-re az U, H1U; ! szerint, azok a tagok valtoznak meg ennek hatdsara, melyek
antikommutélnak az X, operdtorral. Ezek az Y5 X3 és Z5 X3 operdtorok. Az eredmények ebbdl:

ei%XQ}@Xge—%XQ = YéX:;COSQﬁ — ZQXgSl'an (203)

oi5 X2 ZQX36_%X2 = ZyX3c08¢ + Yo X3sing (204)

Ha az egyik tagot el szeretném tiintetni, példdul az Y -os tagot, akkor teljesiilnie kell az Y5 X3(cosp+
sing) = 0 egyenl&ségnek, tehat ¢ = —m /4. Ezt visszahelyettesitve, v/27, X5 lesz a megmara-
dé tag. Az U, operétor

Uy = €27 (205)



Tovabb hattatva ezt az operatort az dj Hamiltonra, a U,U, H,U; *U, " kapom meg, amelyben
csak az Y37, és a Z37, tagok lesznek eltranszformadlva:

eigXS)@Z4e’§X3 = Y3Z,c08¢ — Z3Z4sing (206)
ei%Xs 23246_%){3 = Z3Zycosp + YsZysing (207)
Ugyanigy ¢ = —n/4, és megmarad a /2757,. Az alabbi dbran az U, és U, utani graf.
AV
O—0 u/i O—O—O0—0
Z X1Xo V275X Y32, Zy X1Xy V2Z,X5 2232,

Ez az egész folyamat ugyanigy végigjatszhaté a H, Hamiltonra is egy U; és egy U forga-
tassal. g »
Uy =e'2% Uy=e2" (208)

Az U esetén egy ¢ = —r/4 forgatés fogja az XY, tagot eltiintetni és lesz a mésik transzfor-
malédé tagbol V2X1Z,. Az Us-nél szintén ¢ = —m/4 szogl forgatds az 4j Hamilton X7
tagjébél 0-t csindl, a megmaradé tag v/2X, X5 lesz. Az ezt a folyamatot szemléltetS abrak:

XQZg X1X2
M ﬂ O
XIXQ \/_X1Z2 X2X3 Zl \/_X1Z2 \/§X2X3

A két C matrix a két rendszerre rendre a kovetkezbek:

=
e}
Q
[
|
~
)
|
—
oS O O = O

1
0 0 =1
0 0 —V2 0 V2 0 -2
0 0 0
Erre a két rendszerre is kiszdmitottam az energidkat, és egyeznek.

5. A 2-es szomszédos, |j — k| > 2 spinrendszerek megoldasai
L =6 és L = 7 esetekre

A kordbbi részekben kiemeltem, és bemutattam azt, hogy az ezt az algebrat kielégitd spinrend-
szerek nem Jordan-Wigner-transzformalhat6ak. Ez azt jelenti, hogy ez nem oldhat6 meg eg-
zaktul tetszbleges hosszi lanra. Most ebben a részben ugyanaz lesz a célom, ami az el6z6ekben
is volt, vagyis hasonldsagi transzformdcidkkal addig manipulédlni a Hamilton-operatort, hogy
az a Jordan-Wigner-transzformdlhat6 rendszerek halmazaba essen. A teljes probléma szerint
altaldnosan kell ugy eltranszformdlni a Hamiltont, hogy az Jordan-Wigner legyen tetszdleges
hosszu lanc esetén. A kovetkezOkben targyalt esetek csak részproblémai ennek.
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hl h3 h5 hl h3 h5 h?

/ /
h1 h3 h5 h?

Legyen egy h; és egy ﬁ; alegbra, amelyek egy-egy Isinget irnak le, €s teljesitik:
{hjshja} = {hy by} =0 (210)

Emellett a h; és ﬁ; algebrdk valamilyen Osszefiiggésben allnak, ami a |[j — k| > 2 algebra
kielégitése alapjan van megalkotva.

hj-1 h; hj1

Az é4bra alapjan felismerhetdek a maradék, de az igazan lényeges kommutaciés, antikommuté-
cios relaciok. Ezek a kovetkezok: _
{hj,hj11} =0 (211)

[hj,l@:l} —0 (212)

Az alébbi két esetet, amelyeket megoldottam, nem taldltam meg az irodalomban.

51. L =6

A probléma elkezdéséhez a lancot felbontottam két kiilon Ising-lancra, amelyek kiilon-kiilon
teljesitik az 1-es szomszédos algebrat, és egymads kozt vannak az el6z6kben meghatarozott kol-
csonhatdsok. A vélasztdsom az aldbbi dbrdn szerepel. Mellette ugyanaz, csak més elrendezés-
ben:
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byl by bshs ashs
M
a9 hg
CLW bshs
/

aihy ashs ashs blflvl

A szdmoldsom nem fogja kovetni az egyiitthatok értékeit, csupan azt mutatom meg, hogy
milyen forgatdsok sziikségesek €s, hogy azok hova vezetnek. Konnyen észrevehetd, hogy az
elrendezés nagyon hasonl6 az Isingre redukdlhat6 rendszerek elsé példajahoz. Az elsé transz-
formdcid, ahogy abban a péddban is szerepelt, legyen a két szemben 1év$ operator szorzatdnak
az exponencialisa:

U, = ¢ (ihiha) (213)

Ez az operator U1 H UlT formaban csak a f:l, hy és a hs operdtorokra hat, ezekbdl johet el
részecske nem megfeleld szogl forgatds esetén.

i3 ihiha) pr o=i§Ghiha) — | cosh 4 hosing (214)

ei%(ithhﬂhZe_i%(iah?) = hocosgp — fasmgf) (215)

Itt az a kérdés, hogy hy-t vagy ho-t tartsam meg. A ho operdtort szeretném meghagyni, el-
lentétes esetben ellenkezd eldjeld forgatds sziikséges. Azonban a hg is antikommutdl az U
tarnszformdcidval, igy tovabbi tag is bejon, ami az elforgatott szogbdl jon.

eig(iah?)hge_i%(ﬁh” = hzcos¢p — fihghgﬂﬂ@ﬁ (216)

A transzformadlt graf igy a kovetkez6 alakot veszi fel (ez nem tartalmazza az éppen megefelel
egylitthatokat):

hs hihahs
O / /
h ha ha hs

Eszrevehets, hogy a hs és a ﬁ; tagok szorzata minden mads taggal kommutdl, igy az ezzel valé
elforgatds nem hoz be zavart okozhat6 tagokat. Tehat legyen

U, = i3 (ihha) 217)

A két tag transzforméltja Us-vel:
¢i3ihaha) p =15 Ghzha) — p s 4 hasing (218)
@ig(ighs)hge*i%(iﬁgh” = hycosp — hasing (219)

Ebbdl a két egyenletbdl azt akarom kihozni, hogy a i?;:,-t a hs-ba forgatva eltiintetem az el&bbi
tagot. Ezzel a graf a kovetkez6képpen néz ki:
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hihahs

hs

Az utolso lépést ugyanugy két, egymassal antikommutélo tag szorzata segitségével hajtom vég-
re. Ez a két tag hs és hyhohg lehet csak. Tehdt az unitér operdtora az utolsé forgatdsnak:

Uy = o5 (ih1hahshs) (220)
A transzformacio hatédsa rendre a fzvg—ra és a f?thhg—r a a kovetkezok:
¢i8 (hihahsha) py o=i§(hiha) — f oo — oy hohasing (221)

ei%“hwlh?h?’ﬁg)iihghge’i%(iamh?’%) = fithgcosgb + Egsmqﬁ (222)

Ebbdl a két egyenletbdl a i{lhghg eltinését akarom kihozni, igy azt h3-ba forgatom. A végsd
Hamilton és a hozza tartoz6 graf tehat:

H = UHU' = d\hy + ayhy + aghs + byhs (223)

ahol a; = a1, mivel a 3 transzforméci6 egyik alkalommal sem hatott a h;-re. Es a teljes

transzformacids operator:
U = UsUyUy (224)

Az ) Hamilton-operétort modellezd graf:

O O O O

ayhy a;hg a;;h3 b;};s

Az eddigiek megmutattdk, hogy egy ilyen spinrendszer C métrixa hogy irhat¢ fel

0 a 0 0
—ay 0 CL/Q 0
0 —ay, 0 ag
0 0 —a; O
0 0 0 —by

Cir_6 =1 (225)

oo oo

52. L=7

A kiilonb6z6 hosszisagui lancokat kiilon csindlom meg, mert mas lépéseket, transzformacidkat
kellett végrehajtanom a Hamiltonon, hogy végiil leegyszeriisithessem az Ising-lancra. Viszont
megnézve mindhdrom esetet, kitapasztaltam egy sémaét, ami az L hosszusaggal all 6sszefliggés-

ben. Tehat a feljebb, az el6z6ben dbrdzolt graf alapjan ez is felrajzolhat6 hasonlé elrendezésben.
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by bohy bahs ashs ashy
)
a2h2
GW 5353
/ /

aihy ashs ashs ashy b1f71

A tovabbiakban nélkiilozni fogom az egyiitthatok kovetését a szdmolds sordn, ahogy az
el6z0 esetben is tettem. Az elsé transzformacio, az Uy, amit az egyszerdsités alatt alkalmaztam

U, = i3 (ihaha) (226)

Egy adott transzforméci6 argumentumdban szerepld két tag hatdrozza meg, hogy melyik két
operatort forgatom egymasba, amelyek a hs €s a h3. Azonban a h, operdtor nem kommutal az
U, unitér operatorral, tehat lesz keletkez6 részecske. Viszont a tobbi mind kommutél az emlitett
harom tagon kiviil. Hattatva az U;-et a hs-ra és hs-ra, a kovetkezdk sziiletnek:

UrhsU{ = hscosd + hssing (227)

Ulf;;)UlT = f;;cosqﬁ — hzsing (228)

A két egyenletbdl azt szeretném kihozni, hogy a il; tlinjon el, és a h3 maradjon meg, mert az
természetesebbnek hat. Es a hy transzformaldsédval felbukkané tag pedig:

hahshs (229)
Az igy kialakult graf az alabbi:

hy

hahshs hy

Eszrevehet, hogy a két als6 spin, a hohshs és a by szorzatdnak exponencidlisa,
Uy = eig(iahzhsg) (230)
kommutal minden mas taggal, ugyanis a két emlitett tag egyenértéki szerepet toltenek be a

grafban, kicserélhetéek. Tehdt az U, operdtorral hohshs-at a hi-be forgatom. Ezt megejtve a
megvdaltozott Hamilton:
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h

Innen mér ismerds a szitudcié az L = 6 eseténél, ekkor Osszecsippanthat6 a hy a hy spinnel,
behozva egy részecskét a hg-mal valé antikommutdlds miatt, de a helyzet ugyanaz, mint akkor
volt. Legyen tehdt az unitér transzformécié

U, = ¢i%(ihih2) 231)
Ezt tehat hattatva megsziintetem f?l-t, és meghagyom h,-t, emellett a hg miatt bejovo tag:
UshsUl = hscosd — hyhahssing (232)

Az 1j tagot beillesztve az i) Hamiltont leiré grafba:

hs hy
O / /
h ho ho hihohs

Az unitér operdtorhoz a hz és a hs operatorokat vilasztom ki, mert egymdson kiviil mindketten
csak a h, operdtorral antikommutél a szorzatuk. A procedurat a

U, = ¢i%ihzha) (233)

transzformdacidval folytatom redukdldst, ami mar egy nagyon egyszerii, de még mindig nem
Jordan-Wigner-transzformalhat6 rendszerhez vezet.

UshaUJ = hacosé + hssing (234)

UshsUJ = hscosé — hosing (235)

Tehat itt gy vdlasztom meg a ¢ szoget, hogy a ﬁ; eltlinjon, €s csak a h3 maradjon meg. Azon-
ban mivel A, nem maradt érintetlen, igy megjelenik egy hohghy tag is. Es az igy kialakult
Hamiltoni graf ezzel
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hs hohshy

hihahs

A kovetkezd 1€pés innen mar egyszerlien beldthatd, hogy a hy és a hihsahs tagokbdl tevddik
0ssze, ami tehat az alabbi:

Us — ¢i%(ihihzhsha) (236)

Ezt hattatva Us HU; * formdban, eltiintetem a hosszabb tagot, és meghagyom a hy-et. Ezéltal a
teljesen eltranszformdlt Hamilton a kovetekezd lesz:

H, = allhl + alzhg + a;)h3 + a:lh4 + O./ffbvghghgl (237)
Emellett a teljes unitér operator:
U = UsU,UsU Uy (238)
Es a Hamiltonhoz tartozé graf:
O O O O O
ay hl a;hg Cllghg a;hzl O[hghgh4

A kialakult rendszerhez tartozo matrix:

(239)

53. L =28

A transzformécidkat mindig ¢"/"* formaban vélasztom meg, lehetvé téve ezzel a h; vagy hy
semmissé tevését. Azonban ilyenkor a graf szokatlan szerkezete miatt megjelenik egy plusz
tag. Azt nem tisztdztam, hogy mikor milyen 1épést kell elvégezni adott L hosszu gréfra, csak
azt ismertem fel, hogy melyik a legmegfelel6bb 1€pés egy adott helyzetben. Természetesen
feltehetden mas sorrendben is elvégezhetd a 1épések egymdsutanja.

34



bihy byhs bshs bahy

M M)
/ /
a1h1 CLQhQ a3h3 (l4h4
as hg ay h4 b4 h4

!
GW bsfflvg

bihy

Erre a hosszra ugyanezen forgatdsok a tapasztalataim alapjan nem voltak elegendéek. Ha si-
keriilt eltiintetnem tagokat, bejottek tovabbiak, amelyek az antikommutécids relacidikkal tovab-
bi komplikacidkat okoztak, és ezzel nem egyszerlibbé, hanem bonyolultabba tették a Hamiltoni
gréfot.

5.4. Kiszamitott sajatenergiak

Azels6, L =6esetrea Hy—g = hy + h~1 +ho+ ﬁ; + hs + fl;, Hamiltont véve, az alabbi matrixot
kapom:

0 1 0 0 0
-1 0 V2 0 0
Crs=:i| 0 —V2 0 1.225 0 (240)
0 0 —1.225 0 1.225
0 0 0 —1225 0

A fent lathaté Cy,_g matrix sajatértékeire az alabbi értékek jonnek ki:
A = £2.176

Ao = £1.126

Egy kordbbi fejezetben lathaté volt, hogy ezen algebra felirhat6 az alabbi reprezentacidban:
Hp—¢ = X1+ Z1Xo + 21725 X3 + ZoZ3 Xy + 23724 X5 + Z475X¢ (241)
Ebben a reprezentacidban szamolt H; _g sajatenergidk értékei:
E; = 43.301

Ey = +1.049

B, =) +)\
J

Ha a Cp_g A sajatértékeit a
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Osszefliggés szerint 0sszeadogatom az elGjelejet permutdlva, az energidkra jutok, ami egyezik a

numerikusan szamitott ért€kekkel.

A kovetekezd, L = 7-re felirt Hamilton boviil egy taggal, tehdt H;_; = hy + hy + ho +

ﬁg + hg + }73 + h, Hamiltonra az alabbi matrixot hasznalom:

0 1 0 0 0 0
-1 0 V2 0 0 0
co ;|0 —v2 0o 1225 0 0
L=7 0 0 —1225 0 1354 0
0 0 0 —1.354 0 0.816
0 0 0 0 —0.816 0
Es a sajitértékei:
A\ = £2.251
Ay = +1.352
A3 = £0.329

Majd ugyanazon eljaras szerint megkaphatdak az energidk:

B, =4£3.931
Ey = £3.274
E3 = £0.570

Ez, ami a cél is volt, szintén teljesiil a
Hp7 =X+ 21 Xo+ 21 725X3 + ZyZ3 Xy + L34 X5 + ZyZ5 X6 + L5 Zs X7

Hamilton-operétorra numerikusan.
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A. Sajat eredmények

A.l.

A.2.

A.3.

Kérdések

Milyen egyéb megoldhat6 rendszerek vannak?

Milyen mdédszerrel lehetséges rejtett Jordan-Wigner-transzforméciot taldlni egy-egy pél-
dan? Pé€ldaul vajon lehetséges tiltott grafokat megoldani igy?

Moédszerek

A kiilonb6z6 spinrendszerek megoldhatésagat a Jordan-Wigner-transzformalhatésdguk
alapjan néztem meg. Ez azt jelenti, hogy egy ilyen Hamiltonhoz rendelehet6 egy matrix,
amit diagonalizdlva megkaphatéak a sajatenergidk.

A dolgozatom sordn haszndltam a grafelméletet. Kiinduldsi pontnak egy gréafot vettem,
majd annak a Hamiltonjét vizsgéltam. Ez arra j6, hogy lathassam, hogy az adott grafhoz
Jordan-Wigner-transzformalhaté Hamilton tartozik-e.

Tovéabba nagyrészt hasonldsagi transzformdcidkat haszndltam. Ezen mddszer szerint egy
igy eltranszformalt rendszer sajdtenergiai megmaradnak. Ezt a mddszert arra hasznéltam,
hogy egzaktul megoldhat6 rendszereket taldljak tgy, hogy megvaltoztatom a Hamilton-
ban 1év0 tagokat, ezzel egy Jordan-Wigner-transzformalhat6 rendszert kapva.

Eredmények

A 2-es szomszédos algebrat Majoranna-fermionokkal vizsgalva, az algebra N = 5 tagu
Hamilton esetén még megoldhatd, de felette mar nem. Ezek lancolata, azaz a végeknél
val¢ illesztés tetszdleges hosszan is megtehetd.

A [2] cikkben emlitett tiltott grafokat el tudtam ugy transzformdlni, hogy azok igy mar
Jordan-Wigner-transzformdlhatdak lettek. Az eltranszformalt rendszer energidit 6sszeve-
tettem a mddositatlan rendszer energidival, és egyezést taldltam. Ezeket a 4. szekcidban
irtam le

A 2-es szomszédos algebrdja N > 5 felett is a tiltott grafok kozé tartoznak. Ezt N = 6,
N = 7 és N = 8 esetekre vizsgdltam, azonban utébbira nem tartom lehetségesnek.
Tobb 1€pésben is hattattam a hasonldsagi transzformdciot a Hamilton-operdtorra, hogy
azt visszavezethessem egy Ising-modellre, ami mar megoldhat6. Az ebbdl szamitott ener-
gidkat Ossze is vetettem egy mar megoldott médszerben haszndlt Hy_¢ €s Hy—7 Hamil-
tonokkal, és egyezést talaltam.
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